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Abstrakt

Cilem této prace byla tvorba stabilniho numerického 2D modelu vicefazového proudéni
s konstantni teplotou pouzitim lattice Boltzmannovy metody. Model byl ndsledné
implementovadn ve vypoctovém prosttedi Matlab. Vyvinuty program byl aplikovan na
tfi pfiklady, konkrétné na testovaci pfiklad na ptisobeni povrchového napéti na tekutinu,
model stoupajici bubliny vlivem vztlakové sily a tlohu Rayleighovy-Taylorovy nestability.

Klicova slova: lattice Boltzmannova metoda, vicefdzové proudéni, MRT model, BGK
model, Cahn-Hilliardova rovnice, povrchové napéti, Rayleighova-Taylorova nestabilita

Abstract

The goal of this work was a development of a stable numerical model of athermal
multiphase flow using lattice Boltzmann method. The model was subsequently implemen-
ted in computational software Matlab. The developed program was applied
on three problems, namely a problem testing the effect of surface tension on a fluid,
a model of a rising bubble and a problem of Rayleigh-Taylor instability.

Keywords: lattice Boltzmann method, multiphase flow, MRT model, BGK model, Cahn-
Hilliard equation, surface tension, Rayleigh-Taylor instability

ii



Obsah

Uvod

1 Historicky vyvoj lattice Boltzmannovy metody

1.1
1.2

1.3

Vyvoj lattice Boltzmanovy metody z buné¢nych automatt . . . .. ... ..
Odvozeni diskrétni lattice Boltzmannovy rovnice ze spojité Boltzmannovy
FOVIUCE . . . . . o ittt e e
Metody pro vypocet vicefdzového proudéni . . . . . ... ... ...
1.3.1 Lattice Boltzmannovy modely pro vicefdzové proudéni . . . . . . ..

2 Lattice Boltzmannova metoda

2.1
2.2

2.3
24

2.5
2.6

Princip lattice Boltzmannovy metody . . .. ... .. ... ... ..... ..
Okrajové podminky . . . .. ... .. ...
221 Periodické okrajové podminky . . .. ... ... ... L.
222 ,Bounce-back” (,No-slip”) okrajové podminky . . . . ... ... ...
Vyjadfeni makroskopickych veli¢in . . . . .. ... ... . ... .. ... ..
Pfevod mezi fyzikdlnim a lattice Boltzmannovym
systémem . ... ...
241 Fyzikdlnisystém . . ... .. ... ... L L oo
242 Bezrozmérnysystém . . . .. ... ... Lo
2.4.3 Lattice Boltzmanntvsystém . ... ... .. ... ...........
244 Zpétny prevod z lattice Boltzmannova systému do fyzikalniho
systému . . ...
245 Vyjadfeni relaxa¢niho parametru . . . . . ... ... ...
MRTmodel . ... ... .. ... ... . .
Algoritmus pro implementaci lattice Boltzmannovy
metody . . ...

3 Lattice Boltzmannova metoda pro modelovani vicefdzové tekutiny

3.1

Teoreticky popismetody . . . . .. ... ... ... ... L
3.1.1 Cahn-Hilliardovarovnice . . . . . . . . . . . . . . . ... ....
3.1.2 Lattice Boltzmannovarovnice . . . . . . . . . . . . ..o

iii

14
14
15
15

16
16
17

19



3.1.3 Poissonova rovnice . . . . .
3.14 Korekcerychlosti . . . . ..

3.2 Algoritmus pro implementaci modelu vicefdzového

proudéni . . .. ... ..... ...

4 Vyhodnoceni a diskuze dosaZenych numerickych vysledka

4.1 Pusobeni povrchového napéti . . .
42 Rayleighova-Taylorova nestabilita
421 Re=256 ...........
422 Re=2048 ..........
4.3 Puhsobeni vztlakové sily na bublinu
Zavér
Literatura

iv

30
30
31
33
33
33

42

44



Uvod

Modelovéni proudéni tekutin ma v praxi velké uplatnéni. Hlavni vyhodou numerickych
vypoctt a simulaci proudéni je usetfeni finan¢nich prostedkti za redlné experimenty, které
by bylo jinak potfeba provadét v pribéhu vyvoje vyrobki, naptiklad p¥i vypoctu obtékani
téles s cilem navrZeni optimdlniho tvaru s poZzadovanou velikosti odporu vzduchu vyja-
dfenym koeficientem odporu (u karoserii aut ¢i jinych dopravnich prostfedkii). Dalsim
piikladem je zjistovani proudéni vzduchu uvnitf vyrobku (klimatizace, fény, apod.).

Modelovéani proudéni tekutin je také pottebné v p¥ipadech, kdy redlné experimenty
nelze provést, napiiklad pii zjistovani chovani vody v fekach pti desti, vylévani vody
z koryt pfi zaplavéch a tim urcéovani rizikovych zdplavovych oblasti.

Lze také zminit vyuZiti modelovani proudéni ve filmovém pramyslu. Vzhledem
k stale se zvySujici ndro¢nosti divak, musi byt animace co nejvérohodnéjsi.

S vicefazovym proudénim se I1ze setkat v pfirodé v podobé desté, snéhu, mlhy, sesuvii
pudy, vln na mofi apod. Z aplikaci v priamyslu lze zminit napiiklad liti ¢i vstfikovéani
materidlt do forem nebo rozpraSovani oleje. V petrochemickém priimyslu ma vyuziti
modelovani tfifdzového proudéni ropa-voda-vzduch, se kterym se lze setkat v podobé
ropnych skvrn na mofi.

Ve vypoctové dynamice tekutin (CFD, z angl. ,Computational Fluid dynamics”)
existuje mnoho numerickych metod k vypoctu proudéni tekutin. Tyto metody vyuZivaji
makroskopického, mezoskopického nebo mikroskopického modelu proudéni.

V makroskopickém modelu jsou pfimo pocitdny Navier-Stokesovy rovnice a rovnice
kontinuity, které pro nestlacitelné proudéni maji tvar [37]

S+ V)= VpvVus 00.1)

V.u=0, (0.0.2)

kde i-t4 slozka druhého ¢lenu na levé strané rovnice (0.0.1) se vyjadii ndsledovné

3 aui
[(u-V)u];, = E uja—xj. (0.0.3)
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Veli¢iny ve vySe uvedenych rovnicich vyjadfuji hustotu proudici tekutiny p, okamZitou
rychlost proudéni u, tlak p, kinematickou viskozitu tekutiny v, ¢as t a vnéjsi silu f. Tento
model proudéni je zaloZen na Eulerové popisu proudéni. To znamend, Ze sledovana
tekutina je chdpdna jako kontinuum, na kterém se uplatriuji zdkony zachovani hybnosti,
hmotnosti a energie. Vypoctova oblast je rozdélena na pevnou sif, kterou sledovana teku-
tina proudi. V pevné ur¢enych bodech jsou pak vyhodnocovany makroskopické veliciny,
jako rychlost nebo hustota tekutiny.

Mikroskopicky model proudéni vychazi z Langrangeova pfistupu, tj. pohyb tekutiny
je pocitan z hlediska jednotlivych pohybujicich se ¢astic. Na kazdou sledovanou ¢éstici
tekutiny jsou aplikovany Newtonovy pohybové zdkony. Diskretizalni vypottova sif
je pevné spojena s proudici tekutinou a makroskopické veli¢iny jsou vyhodnocovany
v pohybujicich se bodech.

Mezoskopicky model proudéni sleduje, stejné jako mikroskopicky model, pohyb ¢astic
tekutiny. Na rozdil od néj, jsou zde ale ¢éstice popsdny pravdépodobnostnimi funkcemi,
na které se uplatiiuji Newtonovy pohybové zakony.

Ze zékladnich metod zaloZenych na diskretizaci Navier-Stokesovy rovnice 1ze zminit
napfiklad metodu kone¢nych diferenci [45], metodu kone¢nych objemii [52] nebo metodu
konec¢nych prvki [13]. Nejzndméjsimi metodami pro modelovani vicefdzového proudéni
jsou napiiklad metoda ¢aste¢nych objemt (VOF, z angl. , Volume-of-Fluid Method”) [19],
metoda modelovéni Sifeni rozhrani (FT, z angl. ,Front-Tracking Method”) [10] a metoda
hladin (LS, z angl. ,Level-Set Method”) [34]. Mezi metody vyuZivajici mezoskopicky
model proudéni patii lattice Boltzmannova metoda (LBM) [46], kterd bude dale v této
praci popsana.

Lattice Boltzmannova metoda je pomérné nova metoda slouZici k numerickému vypo-
¢tu dynamiky tekutin. Princip této metody spociva ve specidlni diskretizaci Boltzman-
novy rovnice, kterd se sklada z diskretizace prostoru, rychlostniho prostoru a ¢asu. Spojity
prostor je diskretizovan na pravidelnou vypoctovou miizku, rychlostni prostor je nahra-
zen soubory rychlosti s kone¢nym poctem smérti rychlostnich vektort a spojity cas
je rozdélen na kone¢ny pocet casovych krokii. Neuspofddané se pohybujici ¢astice
tekutiny jsou nahrazeny kone¢nym poctem distribu¢nich funkci, které se pohybuiji
jen v urditych smérech po vypoctové miizce. Distribuéni funkce f(x, e, f) vyjadiuje
pravdépodobnost vyskytu ¢astic v urcitém misté x, pohybujici se rychlosti e v ¢ase t. Popis
pohybu ¢astic tekutiny v lattice Boltzmannové metodé vychézi z Boltzmannovy rovnice
[32]
of
§+e~Vf:Q(f), (0.0.4)
kde f je distribu¢ni funkce popisujici pohyb castice, e vyjadfuje vektor mikroskopické
rychlosti ¢astice a Q) f) popisuje kolizni len.



Vicefdzovym proudénim bude v nasledujicim textu rozuméno proudéni dvou ¢i vice
nemisitelnych tekutin. Lze uvaZovat jednoslozkové a viceslozkové vicefdzové proudéni.
Jednoslozkovym vicefdzovym proudénim se rozumi napf. pohyb vody a vodni péry.
Viceslozkové proudéni je napi. voda a olej. Pomér hustot dvou sousedicich proudicich
tekutin je jednim z faktord, které ovliviiuji stabilitu metody. Pro nizky pomér, napi.
1: 10, je metoda stabilngjsi neZ pro vysoky pomér hustot tekutin, kterym je napt. 1 : 1000
pro vodu-vzduch.

Mezi modelovanymi tekutinami se nachédzi hranice délici kazdé dvé tekutiny zvana
rozhrani. Pro vypocet pohybu rozhrani lze pouZit dva typy metod - metodu diftizniho
rozhrani (DI, z angl. ,Diffuse-Interface Method”) [31] a metodu sledovani rozhrani (IT,
z angl. ,Interface-Tracking Method”) [51]. Metoda diftizniho rozhrani uvaZzuje jako
rozhrani tenkou vrstvu mezi dvéma tekutinami obsahujici obé dvé tekutiny, zatimco
metoda sledovani rozhrani modeluje pfimo pfesnou linii délici modelované tekutiny.

Existuje mnoho rtznych lattice Boltzmannovych modeld, které popisuji vicefdzové
proudéni. Na metodé sledovani rozhrani jsou zaloZeny napiiklad VOF metoda, LS
metoda nebo FT metoda. V této préci bude popsan lattice Boltzmanntiv model vicefazo-
vého proudéni vychézejici z modelu prezentovaného v praci [4], ktery je zaloZen na volno-
energetickém modelu upraveného Inamurem [22] a vyuZivajici metodu diftizniho
rozhrani.

Hlavnim cilem této diplomové préce je vytvoreni stabilniho numerického algoritmu
popisujictho pohyb dvou tekutin o rtizné vazkosti a hustoté, nejlépe pro pomér hustot
1:1000, ktery je zaloZen na Boltzmannové rovnici, a implementace tohoto algoritmu
ve vypoctovém prostiedi Matlab. Vyvinuty software je nasledné aplikovdn na nékolik
pfikladt. Nejprve je ovéfen vliv povrchového napéti na kapalinu modelem tekutiny
ve tvaru ¢tverce, ze které se vlivem povrchového napéti postupné stane kruh. Néasledné
je pocitdna tloha Rayleighovy-Taylorovy nestability. Na zavér je modelovdna bublina
v kapaling, ktera vlivem vztlakové sily stoupa vzhtru.

PfedloZend prace je roz¢lenéna do ¢tyt kapitol. Prvni kapitola popisuje historicky vyvoj
nejprve obecné lattice Boltzmannovy metody a nasledné vyvoj LBM pro modelovéni
vicefdzového proudéni. V druhé kapitole je popsan princip LBM, pouzité okrajové
podminky a algoritmus pro implementaci vySe zminéné metody. Tfeti kapitola se zabyva
tupravou LBM pro vypocet pohybu vicefdzového proudéni a déle je zde vysvétlen algo-
ritmus pro implementaci upraveného modelu v prostfedi Matlab. Posledni kapitola obsa-
huje aplikaci LBM pro vicefdzové proudéni na testovacich piikladech, viz odstavec vyse,
a vyhodnoceni dosaZenych vysledkd.



Kapitola 1

Historicky vyvoj lattice Boltzmannovy
metody

Lattice Boltzmannovu metodu lze ziskat dvéma zptsoby. Tato metoda se vyvinula
z bunécnych automatt, ale lze ji také odvodit diskretizaci spojité Boltzmannovy rovnice.
V nésledujici kapitole bude nejprve popsan vyvoj LBM z bunéénych automatti a ndsledné
bude naznac¢eno odvozeni LBM ze spojité Boltzmannovy rovnice. Na zavér kapitoly jsou
uvedeny piiklady metod pro vypocet vicefdzového proudéni a nékteré typy lattice
Boltzmannovych modeld pro simulaci vicefdzového proudéni.

1.1 Vyvoj lattice Boltzmanovy metody z bunécnych auto-
matu

Bunécné automaty (CA, z angl. ,Cellular Automatta”) byly vymysleny ve 40. letech
20. stoleti Stanislawem Ulamem a Johnem von Neumannem. Model CA se skldda z bunék
uspofddanych do miizky. Kazdou buriku charakterizuje jeji stav, v nejjednodussim p¥ipadé
burika mtize mit dva stavy — 0 nebo 1, neboli Zivd nebo neziva (,,on” - ,,off*). Kazda butika
ma zadefinovano své okoli, které na ni ptisobi. Podle urcitych pravidel méni jednotlivé
buriky v mfiZce v kazdém casovém kroku své stavy. Builky vytvafi v miiZce obrazce.
Toto chovani napodobuje evolu¢ni vyvoj a biologickou reprodukci [1, 2]. CA maji nékolik
nedostatki: problém se zachovanim nékterych veli¢in, problém s propagaci informaci
v CA kvuli nékterym pravidlim, nemd vratné zmény pravidel kvili jednosmérnosti
pravidel (problém pii uplatnéni nékterych pojmi ze statistické mechaniky) [53].

V roce 1986 navrhli Uriel Frisch, Brosl Hasslacher, Yves Pomeau a Stephen Wolfram
miizkovy bunéény automat (LGCA, z angl. , Latice Gas (Cellular) Automaton”) [12]. Tento
model vychdzi z CA a odstranuje nékteré jeho nedostatky. Vyhodnoceni hodnot bunék
v jednotlivych ¢asovych iteracich probihd ve dvou krocich — kolize a propagace. Béhem
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1.2. ODVOZENI DISKRETNI LATTICE BOLTZMANNOVY ROVNICE ZE SPOJITE
BOLTZMANNOVY ROVNICE

kolizniho kroku probihd zména stavii bunék. V propaga¢nim kroku jsou tyto nové
hodnoty Sifeny do pfilehlych bunék. Timto je, na rozdil od CA, zajisténa propagace
informaci.

Prvnim LGCA byl tzv. HPP model navrzeny roku 1973 autory Hardym, de Pazzisem a
Pomeauem. V tomto dvourozmérném modelu byly zavedeny tzv. mfizkové
rychlosti se sméry danymi jednotkovymi miizkovymi vektory sméfujicimi z urcité burnky
do sousednich bunék. V kazdé buiice se miize nachazet nejvySe jedna céstice. Toto
pravidlo se nazyva Pauliho princip a dodrzuji jej vSechny LGCA. Béhem kolizniho kroku
je zachovdna hmotnost i hybnost [53]. OvSsem LGCA mé také nedostatky, naptiklad
statisticky Sum a zdvislost na Booleanovskych proménnych, coz ztéZovalo ladéni para-
metrd, dale explicitni zavislost tlaku na rychlosti nebo funkénost jen pro nizké Reynold-
sovo ¢islo.

Roku 1988 McNamara a Zanetti [33] nahradili ¢astice LGCA diskrétnimi distribu¢nimi
funkcemi. Tim byl odstranén nezddouci statisticky Sum.

V roce 1989 byl Higuerem a Jiménezem zaveden linearizovany kolizni operator [18, 53],
ktery byl poté nahrazen jednoduchym relaxa¢nim ¢asem, coZ vedlo ke vzniku Bhatnaga-
rova, Grossova a Krookova (BGK) modelu [5]. BGK model byl vyuZit napiiklad Qianem
a kol. v roce 1992 [38] nebo Koelmanem v roce 1991 [23]. Diky mfiZkovému BGK (LBGK,
z angl. , Lattice BGK”) modelu jiZz neni kolizni krok vyjadfen explicitné [53].

V soucasné dobé se nejvice pouZzivaji vicerychlostni LBGK modely. Co se tyce vicefdzo-
vého proudéni, tak se stdle pouZzivaji modely s komplexnéjsimi koliznimi operatory [40,
53].

1.2 Odvozeni diskrétni lattice Boltzmannovy rovnice ze spo-
jité Boltzmannovy rovnice

Boltzmannova rovnice pfi zanedbani vnéjsich sil ma tvar [53]

d
e vi=q, (12.1)

kde Q) je kolizni ¢len, ktery pro BGK aproximaci modelu ma tvar
1 e
0=——(f-f), (122)
kde f, resp. f*, je nerovnovazn4, resp. rovnovazna, distribu¢ni funkce. Distribuéni funkce
jsou funkcemi prostoru x, rychlosti e a ¢asu t. Diskretizace rychlostniho prostoru je pro-

vedena zavedenim mnoZiny rychlosti e,, kterd je pfidélena kazdé castici tekutiny. Pocet
vektord v jedné mnoziné rychlosti odpovidd poc¢tu distribu¢nich funkci pfifazenych jedné
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1.3. METODY PRO VYPOCET VICEFAZOVEHO PROUDENI

¢astici fy. Boltzmannova rovnice mé pak tvar

%) 1

%Jrea-vjﬁx:—;(fa— a) - (1.2.3)
Dal$im krokem je pfevedeni rovnice (1.2.3) do bezrozmérného tvaru zavedenim referen¢ni
délky, ref. rychlosti a ref. ¢asu. Po urcitych apravéch, viz [53], je vyjadiena vysledna

v

diskrétni miizkova Boltzmannova rovnice
.Fa(x—l‘eaAt,t-}‘At)_Fa(X,t):_7_’- (FDC_FD( ), (1.2.4)

kde At je diskrétni ¢asovy krok, F;, resp. qu, jsou diskrétni distribu¢ni funkce a e, je
diskrétni mikroskopicka rychlost. Indexy a vyjadiuji sméry distribu¢nich funkci, resp.
vektort rychlosti [53].

1.3 Metody pro vypocet vicefazového proudéni

Pro modelovéni vicefdzového proudéni existuje mnoho rtiznych metod. Z téch nejzna-
méjsich makroskopickych numerickych metod 1ze zminit napfiklad FT metodu, VOF me-
todu nebo LS metodu [42, 21].

Vyhody LBM dle [7] jsou napiiklad:

e nemusi se feSit Navier-Stokesovy rovnice, protoZe lattice Boltzmannova rovnice
popisujici pohyb tekutiny v LBM nahrazuje feSeni Navier-Stokesovy rovnice;

e pii jednofdzovém proudéni neni nutné fesit Poissonovu rovnici pro vypocet tlaku
(znamend rychlejsi vypocet);

e snadné paralelizace metody

¢ asnadné rozsifeni LBM o rtizné fyzikalni jevy pouhou modifikaci kolizniho procesu
diky charakteru metody.

1.3.1 Lattice Boltzmannovy modely pro vicefdzové proudéni

V naésledujicich odstavcich jsou stru¢né popsdny nékteré z lattice Boltzmannovych
modeld, které slouzi k vypoctu pohybu vicefdzového proudéni tekutin. Mezi LB modely
patii napfiklad metoda barevného gradientu (CG, z angl. ,Colour-Gradient Method”),
Shantiv-Chentiv model, volno-energeticky model a Hetiv-Chentiv-Zhangtv IT model.
CG model byl navrzen Gunstenstenem v roce 1991 [14]. Tento model je zaloZen
na Rothmanovu-Kellerovu (RK) vicefdzovém miizkovém modelu plynu (LG, z angl.
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1.3. METODY PRO VYPOCET VICEFAZOVEHO PROUDENI

,Lattice Gas”) dle Rothmana a Kellera z roku 1988 [39]. V tomto modelu jsou zavedeny
dvé barvy pro dvé tekutiny popsané dvéma distribu¢nimi funkcemi.

Roku 1993 byl Shanem a Chenem vymyslen Shantiv-Chentiv model [43, 44]. V tomto
modelu byly zavedeny piitazlivé, resp. odpudivé, sily tekutin mezi jednotlivymi body
vypoctové sité, které zptlisobuji fazovou separaci. Model poskytuje dobré vysledky
pro vicefdzové proudéni s pomérem hustot do 1 : 10. Vy35i pomér hustot vede k numerické
nestabilité modelu. Numerickou stabilitu 1ze zvysit zavedenim modelu s vicendsobnym
relaxaénim ¢asem (MRT, z angl. ,Multiple Ralaxation Time”) do Shan-Chenova modelu
(Yu a Fan, 2010 [55]).

Volno-energeticky model navrhli Swift a kol. v letech 1995-1996 [50, 49]. Problém
modelu byl, Ze viskézni ¢leny Navier-Stokesovych rovnic nebyly Galileovsky invariantni.
Galileovska invariance obecné znamend, Ze pokud existuje néjaka funkce A(u), kde u
je rychlost, pak plati, ze A(u) = A(u+ U), kde U je konstantni rychlost [21]. Holdych
a kol. [20] tuto invariantnost roku 1998 odstranili do O(u?), coZ jiz vyhovuje LBM. Roku
2004 upravili Inamuro a kol. [22] Swiftv model tak, Ze bylo dosaZeno vysokého podilu
hustot modelovanych tekutin.

V roce 1999 vymysleli He a kol. Hetiv-Chentiv-Zhangtv IT model [17]. V tomto modelu
se fe$i LBM Navier-Stokesovy rovnice a Cahn-Hilliardovy rovnice. Pohyb tekutin popisuji
dvé distribu¢ni funkce a dvé odpovidajici lattice Boltzmannovy rovnice [21]. Z této metody
vychazi dal$i modely, které jsou schopny simulovat proudéni tekutin s vy$$im pomérem
hustot.

Dale existuji také modely, které vychazi z CFD metod, napfiklad symetrickd volno-
energetickd metoda [30], FT lattice Boltzmannova metoda [28], LBM zaloZena na kone¢-
nych diferencich pro bindrni tekutiny [54] atd. [21].



Kapitola 2

Lattice Boltzmannova metoda

V nésledujici kapitole bude popsén princip lattice Boltzmannovy metody, pouZité okrajové
podminky a algoritmus pro implementaci LBM.

2.1 Princip lattice Boltzmannovy metody

LBM je pomérné novd metoda ve vypoctové dynamice tekutin pouZzivajici se k nume-
rickym vypoctim proudéni tekutin. Tato metoda vychdzi z bunéénych automatt, ale zéro-
ven ji 1ze odvodit diskretizaci Boltzmannovy rovnice.

Diskretizace Boltzmannovy rovnice se skldda z diskretizace prostoru, rychlostniho
prostoru a casu. Diskretizace ¢asu znamend nahrazeni spojitého casu ¢asovymi kroky
neboli iteracemi. Prostor je rozdélen na pravidelnou sif a misto spojitého rychlostniho
prostoru jsou zavedeny soubory s kone¢nym poc¢tem vektort rychlosti [25]. Nekonecné
mnoZstvi neuspofddané se pohybujicich se castic je nahrazeno kone¢nym poctem
pravdépodobnostnich distribu¢nich funkci, které se pohybuji pouze v urcitych smérech
po vypoctové siti, viz obrazek 2.1.

S oA 1.

[z = = »
7, W
- ISR
F

Obrazek 2.1: Nahrazeni neuspofadaného pohybu castic tekutiny uspofddanym pohybem
distribu¢nich funkci.



2.1. PRINCIP LATTICE BOLTZMANNOVY METODY

Distribu¢ni funkce f(x,e,t) popisuje pravdépodobnost vyskytu ¢astic v uréitém misté
x v Case t, pohybujici se rychlosti e.

Sméry, kterymi se distribu¢ni funkce mohou pohybovat, jsou ddny sméry rychlostnich
vektor(i v souboru rychlosti. Pocet a sméry rychlosti v tomto souboru urcuje typ modelu.
V této préci je pouzit D2Q9 model, coZ znamend dvourozmérny model s deviti vektory
mikroskopickych rychlosti e, (x = 1,2, ...,9), viz obrdzek 2.2.

Obrazek 2.2: Soubor vektort rychlosti pro D2Q9 model.

Jak je z obrazku zfejmé, vektor rychlosti eg oznacuje ¢astici v klidu. Dal$imi ¢asto pouZziva-
nymi rychlostnimi modely jsou D2Q5, popt. D2Q7 v roviné a D3Q15, resp. D3Q19,
v prostoru. Volbu rychlostntho modelu urcuji poZadavky simulace na pfesnost a rychlost
vypoctu. S rostoucim poctem diskrétnich rychlosti se zvySuje nejen pfesnost a stabilita,
ale také paméfova narotnost vypoctu.
Pohyb distribu¢nich funkci po vypoctové miizce popisuje lattice Boltzmannova rovnice
[46, 47]
fa(x+exdt, t +6t) = fu(x, t) + Q(fa), (2.1.1)

kde 6t oznacuje velikost ¢asového kroku, e, popisuje mikroskopickou rychlost a index
« vyjadfuje sméry vektort rychlosti. Pocet a smér distribu¢nich funkci je roven poctu
a smértm vektort rychlosti umisténych v jednotlivych bodech sité, viz obrazek 2.3.

Clen Q)(f,) se nazyva kolizni ¢len a vyjadiuje schopnost &astic navracet se do svého
rovnovazného stavu. Pro Bhatnagartv-Grosstv-Krookiv (BGK) model mé tvar [32]

0f) = == [fulx ) = £V (1)), 2.12)

e e L~ . . vz . . L~ £ . . vz
kde f,,g ) oznacuje rovnovaznou distribu¢ni funkci, f, je nerovnovazna distribu¢ni funkce
a parametr T se nazyvda jednoduchy relaxacni ¢as. Na nerovnovéaznou distribu¢ni funkci
l1ze pohliZet jako na malou vychylku pravdépodobnosti funkce ze svého rovnovéazného

—9—



2.1. PRINCIP LATTICE BOLTZMANNOVY METODY
£’
{'\ T / {
® i
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Obrazek 2.3: Soubor distribu¢nich funkeci pro D2Q9 model.

stavu. Lokalni rovnovazna distribu¢ni funkce je pfifazena kazdé distribu¢ni funkci, které
se nachdzi v jednotlivych bodech vypoctové sit€, a ma tvar [16]

‘u (ey-u)?

FED(x, ) = wep (14 22 + - (2.1.3)
oW E) = c2 2ct 2¢2)’ o
kde c¢s je rychlost zvuku, u je makroskopickd rychlost pohybujici se tekutiny,
p je hustota modelované tekutiny a w, jsou vdhové funkce. Mikroskopické rychlosti
e, popisujici pohyb &astic tekutiny jsou pro D2Q9 model vyjadieny nésledovné

(0,0) x=9,

e, = cos (“_Zl)n,sin (“_Zl)n) c v=1,234, (2.1.4)

20— . (20—
cos’ “49)”,5171( “49)”> V2¢ a=5,6,7,8,
pfi¢emz c je miizkové rychlost a popisuje rychlost, s niZ se ¢dstice posune za jeden ¢asovy

krok 6t o jednu m¥izkovou délku éx, coZ je vzdédlenost dvou sousednich bodt vypoctové
sité. Veli¢ina w, vyjadfuje vdhové funkce a pro D2Q9 model nabyva hodnot [16]

4
§ &:9,
1
we=q 5 «=1234, . (2.1.5)
1
- — 7
36 xn=2>5,6,7,8

Relaxa¢ni ¢as T vyjadfuje dobu, za kterou se dostane nerovnovéazna distribu¢ni funkce
zpét do svého rovnovazného stavu. Tento parametr je svazan s kinematickou viskozitou
tekutiny v vztahem [15]

V= cfét (T — %) . (2.1.6)

-10 -



2.1. PRINCIP LATTICE BOLTZMANNOVY METODY

Hodnota relaxaéniho parametru ovliviiuje stabilitu metody. Cim je hodnota parametru
T blize k 0.5, tim je metoda méné stabilni. Hodnota T se blizi k 0.5 s rostoucim
Reynoldsovym ¢islem. Model s timto jednoduchym relaxa¢nim ¢asem se nazyva SRT-
model (z angl. ,Single Relaxation Time*). Stabilitu modelu 1ze zvysit zavedenim relaxa¢ni
matice, ¢imz vznikne MRT-model (z angl. ,Multiple Relaxation Time*). Dal$i moZnosti,
jak zvysit stabilitu modelu, je zjemnéni vypoctové sité nebo zmenseni ¢asového kroku.

Na pravou stranu rovnice (2.1.1) 1ze pfidat ¢len A f,, ktery vyjadfuje plisobeni objemové
sily F na modelovanou tekutinu, ve tvaru dle [15]

Afy = wap(ey F)Cl2 (2.1.7)

S

Vypocet lattice Boltzmannovy rovnice (2.1.1) probiha ve dvou krocich. Nejprve je vypo-
¢ten kolizni krok (kolize) a ndsledné propagacni krok (propagace, distribuce) [41].

1.krok - kolize:
Schéma kolizniho kroku je zobrazeno na obrazku 2.4.

Obrazek 2.4: Kolizni krok - soubory post-koliznich distribu¢nich funkci

Pti kolizi dochézi v jednotlivych bodech sité ke sraZkam ¢astic, které do téchto bodit béhem
jednoho ¢asového kroku pfitekly, a vypoctu novych souborti post-koliznich distribu¢nich
funkci. Tento krok popisuje pravé strana rovnice (2.1.1), neboli

-~

Filxot) = fu(x ) —% [fuo ) = £ ()] (2.1.8)

-11 -



2.2. OKRAJOVE PODMINKY

Na obrazku 2.4 jsou tyto nové vypoctené soubory barevné vyznaceny.

2.krok - propagace:
Pribéh propagacniho kroku je zndzornén na obrazku 2.5.

|
|
1
N
N
~
-~
AN
/ ~
P N
. | N
\

e —q———

‘\

Obrazek 2.5: Propagacni krok.

Pfi propagaci jsou nové vypoctené distribu¢ni funkce pfesouvany, ve smérech danych
typem modelu (zde D2Q9 model), do pfilehlych bodt v miiZce. Propagace je popsdna
levou stranou rovnice (2.1.1), neboli

fa(X+ exdt,t +0t) = fo(x,t). (2.1.9)

Vypocet novych distribu¢nich funkci timto zptisobem Ize ale provést pouze uvnitf
vypoctové oblasti. Na hranicich chybi k vypoctim distribu¢ni funkce, které pritékaji
z venku dovnitf sité a sméry distribu¢nich funkci, které opousti vypoctovou miizku, jsou
naopak pro tento vypocet jiZ nepotiebné. Tento problém na hranicich vypoctové oblasti
lze vyfesit zavedenim okrajovych podminek.

2.2 Okrajové podminky

Existuje mnoho druhti okrajovych podminek. V tomto textu budou zminény dva typy,
a to periodické a ,bounce-back” okrajové podminky [46].

-12 -



2.3. VYJADRENI MAKROSKOPICKYCH VELICIN

2.21 Periodické okrajové podminky

Jeden z nejjednodussich typa okrajovych podminek je periodickd okrajovd podminka.
Princip tohoto typu okrajti je, Ze distribu¢ni funkce, které na jenom okraji vytékaji z vypo-
¢tové oblasti, vtékaji protilehlym okrajem a nahrazuji tak nezndmé sméry distribu¢nich
funkci.

2.2.2 ,Bounce-back” (,,No-slip”) okrajové podminky

Princip ,bounce-back” okrajovych podminek je zobrazen na obrazku 2.6.

Obrazek 2.6: ,Bounce-back” okraje.

Znamé distribu¢ni funkce, které opousti vypoctovou sif, se odrézi od imaginarni zdi
s neklouzavym povrchem, kterd je umisténa na hranici vypoctové oblasti, a vraci se zpét
po stejné dréze jako ndhrada nezndmych smért distribu¢nich funkci pfichézejicich z venku
dovnitf m¥izky.

2.3 Vyjadfeni makroskopickych veli¢in

Kdyz jsou jiz znamy vSechny sméry vSech distribu¢nich funkci ve vypoctové oblasti,
lze kone¢né vyjadfit pozadované makroskopické veli¢iny jako je hustota nebo rychlost
proudici tekutiny. Tyto hodnoty jsou ziskdny vyhodnocenim obecnych momentt pravdé-
podobnostnich funkci. Lze zadefinovat k-ty obecny moment 1y, kde k je pfirozené ¢islo
véetné nuly, ve tvaru [36]

me = /ekf(x,e,t)de. (2.3.1)

Touto integraci pravdépodobnostni funkce pies rychlostni prostor jsou vyjadieny statis-
tické primery, které odpovidaji makroskopickym veli¢cindm [36]. Diskretizaci rychlostniho
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2.4. PREVOD MEZI FYZIKALNIM A LATTICE BOLTZMANNOVYM
SYSTEMEM

prostoru lze pfevést momenty ze spojitého do diskrétniho rychlostniho prostoru. Nulty,
resp. prvni, moment distribu¢ni funkce odpovida hustoté p, resp. rychlosti u, neboli

0= fu (2.3.2)

u= :—)2 faeq. (2.3.3)

2.4 Ptevod mezi fyzikalnim a lattice Boltzmannovym
systémem

Pro uskutetnéni vypoctu fyzikdlni dlohy lattice Boltzmannovo metodou je nejprve
zapottebi prevést tuto tlohu z fyzikdlniho do lattice Boltzmannova prostoru, ve kterém
je dany problém feSen. Vysledek je pak pfeveden zpét do fyzikdlniho systému. Tento
pfevod lze provést dvéma zptisoby.

Prvni moZnost je fyzikdlni problém prevést pfes bezrozmérny systém do lattice
Boltzmannova systému, kdy jsou navic zavedeny pomocné veli¢iny, charakteristickd délka
lp a cas tg, a diskretiza¢ni proménné, ¢asovy krok Jt a prostorovy krok éx. Pfevod mezi
témito prostory probiha pfes bezrozmérny systém. Tento zptisob bude déle v nasledujicich
podkapitolach rozveden.

Druhou moZnosti je pfimo zdiskretizovat fyzikdlné zadanou tulohu do lattice
Boltzmannova systému zavedenim pfevodovych podild hodnot fyzikdlné zadanych
veli¢in ku hodnotdm vyjadfenych v lattice Boltzmannoveé systému [35, 29].

2.4.1 Fyzikalni systém

Veliciny vyjddfené ve fyzikalnim systému budou v tomto textu oznaceny indexem
p (z angl. ,physical”). Pfi zadani fyzikdlniho problému jsou dény nasledujici fyzikalni
veli¢iny: charakteristicky rozmér vypoctové oblasti d,[m], dynamicka viskozita tekutiny
11p|Pa.s], hustota tekutiny p,[kg/m®] a pocate¢ni rychlost tekutiny u,[m/s]. Podélenim
dynamické viskozity hustotou lze vyjadtit kinematickou viskozitu v, [m?/s]. Z nékterych
vyse uvedenych veli¢in 1ze nasledujicim zptisobem vyjadfit bezrozmérny podobnostni
zlomek zvany Reynoldsovo ¢islo

Und
Re = 7P, (2.4.1)
Vp
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2.4. PREVOD MEZI FYZIKALNIM A LATTICE BOLTZMANNOVYM
SYSTEMEM

Toto cislo vyjadiuje podobnost modelt vyjadfenych ve fyzikalnim, bezrozmérném a lattice
Boltzmannové systému a mé proto stejnou hodnotu ve vSech téchto systémech.

Pti ptechodu z fyzikdlntho do bezrozmérného systému je potfeba zavést referen¢ni
délku Iy[m] a Cas to[s]. Podélenim referen¢ni délky referenénim ¢asem je vyjadiena refe-
rentni rychlost ug[m/s].

2.4.2 Bezrozmérny systém

Veli¢iny v bezrozmérném systému jsou déle znaceny indexem d (z angl. ,,dimensionless”).
Podélenim fyzikalnich veli¢in vySe definovanymi referenénimi parametry jsou vyjadfeny
bezrozmérné hodnoty veli¢in. Vzhledem k tomu, Ze jsou hodnoty referen¢nich parametri
voleny rovny fyzikalnim veli¢indm, jsou hodnoty bezrozmérnych veli¢in jednotkové,
neboli

d t u
p p P
_ =1, ty=-+=1, u=--=1. 24.2
= lO = d to d 0 ( )

dq
Reynoldsovo ¢islo je v bezrozmérném systému vyjadieno analogicky k (2.4.1). P¥i dosazeni
jednotkovych hodnot bezrozmérnych veli¢in (2.4.2) mé tento podobnostni zlomek tvar
Re = Meda _ 1 (2.4.3)
Va Vd
Z tohoto vztahu lze pak pfi znalosti Reynoldsova &isla jednoduse vyjadfit bezrozmérnou

kinematickou viskozitu .

Re’
Aby bylo moZné diskretizovat bezrozmérny systém a tim pievést bezrozmérné veli¢iny

do lattice Boltzmannova systému, je nutné definovat diskretiza¢ni parametry, ¢asovy krok
ot a délkovy krok dx.

Vg (2.4.4)

2.4.3 Lattice Boltzmanniiv systém

Veli¢iny definované v lattice Boltzmannové (LB) systému budou v nasledujicich odstavcich
znaceny indexem [b. Nejprve je potfeba urcit pocet dilka N, na které je rozdélena jednot-
kova bezrozmérna délka a pocet iteracnich krok Nj;, na které je rozdélen bezrozmérny
jednotkovy ¢as, jak bylo vySe urc¢eno. Podilem odpovidajicich parametrti jsou nédsledné
vyjadfeny casovy a délkovy krok

1

bv = ], ot = Nii[ts]. (2.45)

N

Jednotky téchto parametrti jsou m¥izkové jednotka [u (z angl. ,lattice unit”) a ¢asovy krok
ts (z angl. ,time step”).
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2.4. PREVOD MEZI FYZIKALNIM A LATTICE BOLTZMANNOVYM
SYSTEMEM

Na volbé diskretiza¢nich parametrt zavisi stabilita metody. Aby byla metoda stabilni,
je potieba, aby hodnota Machova ¢&isla, definovaného bezrozmérnym zlomkem
Ma = u/cs, byla mensi neZ rychlost zvuku v LB systému cs. Z toho vyplyvd podminka
pro makroskopickou rychlost v LB systému [35]

ot
|2 = (5—x!|ude < . (2.4.6)

Rychlost u;;, a kinematickou viskozitu vy, v LB systému Ize vyjadfit vztahy

ot ot
Eud, Vip = Wvd. (247)

up =
2.4.4 Zpétny pfevod z lattice Boltzmannova systému do fyzikalniho
systému
Zpétny pievod veli¢in z LB do fyzikédlnitho systému odpovidd piimo opaénému sméru
vyse zminéného postupu. Z lattice Boltzmannova systému je dand veli¢ina pfevedena

do bezrozmérného systému a nasledné do fyzikalniho systému. Napfiklad makroskopicka
rychlost je vyjddfena z (2.4.2) a (2.4.7) nasledné

ox
uy = uleuo. (2.4.8)

2.4.5 Vyjadreni relaxacniho parametru

Relaxac¢ni parametr T zdvisi na kinematické viskozité tekutiny dle vztahu
vp = c20t(T — 0.5), (2.4.9)

pricemz rychlost zvuku v LB systému je dana vztahem

= . (2.4.10)

V3

Veli¢ina ¢ oznacuje miiZkovou rychlost, coZ je rychlost, pfi které se castice ve vypoctové

M

miiZce posune béhem jednoho ¢asového kroku 4t o jeden délkovy krok dx, neboli
ox [lu

Upravou vyrazii (2.4.9), (2.4.10), (2.4.11) 1ze ndsledné upravit vztah pro vypocet relaxaéniho

parametru na tvar

1 ot
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2.5. MRT MODEL

Daéle je potfeba prevést kinematickou viskozitu z fyzikdlntho do lattice Boltzmannova
systému, coZ je provedeno vyuZitim pfevodniho vztahu

t
vy = l—gvp (2.4.13)
0

a vztahu (2.4.7). Pro Iy = ty = 1 je ve vztahu (2.4.13) kinematickd viskozita vyjaddfena
ve fyzikdInim systému rovna kinematické viskozité tekutiny vyjadfené v bezrozmérném
systému. Dosazenim téchto vyrazi do rovnice (2.4.12) je ziskan vztah pro vypocet para-
metru T v lattice Boltzmannové systému

1
T = E + 31/11,. (2.4.14)

Pro urceni vztahu mezi relaxa¢nim parametrem a Reynoldsovym ¢islem je potieba dosadit
vyraz (2.4.4) do (2.4.7) a tento vysledek do (2.4.14). Vysledkem je vztah

1 ot 1
Z vyrazu (2.4.15) je ziejmé, ze T € (0.5; 00) a vyplyv4, Ze pro rostouci Reynoldsovo &islo
se relaxaéni ¢as blizi k 1.

2.5 MRT model

Pyl

V ptipadé, Ze se relaxaéni parametr T blizi svou hodnotou k 3, numerické stabilita
metody klesd. Jednou z moZnosti, jak tento problém feSit, je zavedeni MRT modelu.
To znamend, Ze relaxa¢ni parametr T je nahrazen relaxa¢nim maticovym operdtorem.
Specidlnim pfipadem tohoto operatoru je pravée jednoduchy relaxa¢ni parametr .

Princip MRT modelu je takovy, Ze zatimco cely vypocet s klasickym SRT modelem
je realizovdn v rychlostnim neboli distribu¢nim prostoru definovanym distribu¢nimi
funkcemi f,(x,t), tak béhem vypocta s pouzitym MRT modelem je kolizni krok proveden
v momentovém prostoru definovanym momenty distribu¢nich funkei m,(x, t) [24].

Kolizni krok v distribu¢nim prostoru je dan rovnici (2.1.8), kde pro BKG model

ma kolizni ¢len tvar ,
0=—- [f(x,t) — £(e0) (x, t)] . (2.5.1)

V MRT modelu je pro vypocet pouzit kolizni ¢len, ktery je pfevedeny do momentového
prostoru a ma nasledujici podobu [27, 8]

QO=-M"s [m(x,t) - m<“/)(x,t)] , (2.5.2)
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2.5. MRT MODEL

kde matice S ma tvar
S = diag(s1,52,53,54, 55, 56,57, 58,59)T. (2.5.3)

Prvky matice s;,i = 1,2,..,9 ovliviiuji stabilitu metody. Nejstabilnéjsi vysledky byvaji
dosazeny pro hodnoty z intervalu [0; 2]. Navic pokud jsou hodnoty vSech prvk s; stejné,
stane se z MRT ¢lenu SRT ¢len. Pokud jsou vSechny hodnoty na diagonale matice S rovny

%, je vyjadfen lattice BGK (LBGK) model. Dal$imi ¢leny rovnice (2.5.2) jsou nerovnovazné,

resp. rovnovazné, momentové vektory m(x, t), resp. m(¢? (x, t). Dle [27] ma m(x, t) tvar

m = (p, ¢, jx, 9x, jy, Gys Pxxs Pxy) s (2.5.4)

kde jednotlivé ¢leny postupné oznacuji hustotu p, energii e, kvadrat energie ¢, x- a y-
ovou slozku hybnosti jy a j,, x- a y-ovou slozku energetického toku g, a gy, diagonalni
a mimodiagondlni prvky tenzoru napéti px a pyy. Matice M je transformacni matice, jejiz
tvar pro D2Q9 model je

1 1 1 11 1 1 1 1

-1 -1 -1 -1 2 2 2 2 —4

2 -2 -2 21 1 1 1 4

1 0-1 01 -1-1 1 0
M=|-2 0 2 01-1-1 1 0 (2.5.5)

o 1 0-11 1-1-1 0

0 -2 0 21 1 -1-1 0

1-1 1-10 0 0 0 O

o 0 0 01 -1 1 -1 0

a jeji funkci je transformovat rychlostni prostor do momentového prostoru, neboli
distribu¢ni funkci prevést na moment distribu¢ni funkce a naopak:

m = Mf,
f— M-'m. (2.5.6)
Pomoci transformacni matice 1ze vyjadfit rovnovazné momenty ze vztahu
m(®?) = Mf() (2.5.7)
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2.6. ALGORITMUS PRO IMPLEMENTACI LATTICE BOLTZMANNOVY

METODY
a prvky vektoru rovnovazného momentu m(°9) maji dle [26] nasledujici tvar
my? = p,
mgeq) = —20 +3p(uz + uy),
my? = o —3p(ud +u3),
méeq) oLz,
mffw = —puly, (2.5.8)
méeq) = ouy,
e =pu,
my ") = p(ud — u2),
mé”” = Pliyly

Pouzitim vztahti (2.5.6), (2.5.7) a tpravou kolizniho ¢lenu (2.5.2) I1ze vyjadfit vysledny
tzv. MRT operator
Q= -M"ISM[f(x,t) — £(x,1)]. (2.5.9)

2.6 Algoritmus pro implementaci lattice Boltzmannovy
metody

1. Zadefinovani fyzikalni dlohy a jeji pfevedeni do lattice Boltzmannova systému.

2. Vypocet rovnovaznych distribu¢nich funkci v pocate¢nim case t = ty ze vztahu

v’ ) (2.6.1)

4 2
2c; 2c%

2
-u ey-u
(DC )

(eq) _ e
fzxeq (%, t) = wap <1 + “Cg

pro zadané makroskopické veli¢iny, hustotu p(x, ty) a rychlost u(x, tp), a uréeni pocate¢nich

hodnot nerovnovéaznych distribu¢nich funkei f,(x, tg) = f,,geq) (x,to).

3. Vypocet kolizniho kroku daného rovnici

Foxf) = fulx ) —% o) = 0, 1)] (2.62)

4. Vypocet propagacniho kroku urc¢eného vztahem
Fa(x+eudt, t 4 6t) = fu(x, 1) (2.6.3)
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2.6. ALGORITMUS PRO IMPLEMENTACI LATTICE BOLTZMANNOVY
METODY

5. Zavedeni okrajovych podminek a uréeni nezndmych smérti pravdépodobnostnich funkci
na hranici vypoctové sité.

6. Urceni novych makroskopickych veli¢in u a p z momentt distribu¢nich funkci defi-
novanych vztahy

p(x,t+6t) =Y fa(x t+6t) (2.6.4)

u(x, t+ 5t) = m Z e,xf,x (X, t+ 5t) (265)

a pfevedenti téchto hodnot zpét do fyzikalniho systému.
7. Pokud jsou splnény zastavovaci podminky, vypocet je ukoncen. V opa¢ném piipadéjsou

znovu uréeny hodnoty rovnovaznych distribu¢nich funkci ze vztahu (2.6.1) s vyuZitim
noveé vypoctenych hodnot u a p a vypocet pokracuje algoritmem pocinaje krokem 3.
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Kapitola 3

Lattice Boltzmannova metoda pro
modelovani vicefazové tekutiny

V nasledujici kapitole bude teoreticky popsan lattice Boltzmanntiv model pro vypocet
vicefdzového proudéni a nésledné algoritmus pro implementaci vyvinutého modelu
v prostiedi MATLAB.

3.1 Teoreticky popis metody

Model pro vypocet vicefdzového proudéni v této praci je zaloZen na modelu z [4], ktery
vychdzi z volno-energetického modelu dle Inamura [22]. Pod pojmem vicefdzové proudéni
bude uvazovano proudéni dvou a vice tekutin, které jsou nemisitelné, a proto se mezi nimi
tvofi rozhrani, které jednotlivé tekutiny oddéluje. Jednim z hlavnich problémi
modelovani vicefdzového proudéni je zjisfovani tohoto rozhrani. K tomu lze pouZit
jeden z nésledujicich dvou zptsobti: metodu diftdzniho rozhrani a metodu sledovani
rozhrani. Druhou zminénou metodu pouZivaji k vypoctu rozhrani napiiklad VOF metoda,
LS metoda ¢i FT metoda.

Metoda sledovani rozhrani zjistuje pfesnou linii rozhrani. Diftizni rozhrani u dvoufa-
zového proudéni naopak znamend, Ze presnd linie rozhrani je nahrazena vrstvou o urcité
tloustce obsahujici obé dvé tekutiny, které déli. DtileZitym faktorem p¥i pouziti difizniho
rozhrani, je tloustka rozhrani. Vyhodou pouziti tohoto zptisobu zjisfovéani rozhrani
je pfesnéji vyjadiené povrchové napéti a lepsi zachovani hmoty [9]. V modelu popsaném v
tomto textu je vyuZito metody diftizniho rozhrani. Dal$im problémem pfi vypoctu
pohybu vicefazového proudéni je stabilita modelu pro velky pomér hustot modelovanych
tekutin. Cilem je ziskdni stabilnfho modelu pro pomér hustot 1 : 1000, ktery pfiblizné
odpovida proudéni vody se vzduchem.

Vypocet vicefdzového proudéni se skldda z nasledujicich hlavnich ¢ésti. Nejprve
je proveden vypocet pohybu rozhrani difaznim pfistupem pomoci Cahn-Hilliardovy
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3.1. TEORETICKY POPIS METODY

rovnice. Ndasledné je zjistén pohyb tekutiny vypoctem lattice Boltzmannovy rovnice
bez hustoty, coZz vede na modelovéni tzv. beztlakovych rovnic. Tlak je poté vyjadien
z Poissonovy rovnice. Nakonec je urcena celkova rychlost proudéni souctem rychlosti
ziskané z beztlakovych rovnic a korekci rychlosti ziskané z dopocteného tlaku.

3.1.1 Cahn-Hilliardova rovnice

Cahn-Hilliardova rovnice byla vyvinuta pro modelovani fazové separace roku 1958 [6, 11].
Na obrazku 3.1 jsou zobrazeny vysledky vypoc¢tu Cahn-Hilliardovy rovnice provedené v

softwaru Matlab. Zobrazenou veli¢inou je hustota.

Obrazek 3.1: Ukazka vysledki modelu fazové separace na zacatku, uprostied a na konci
procesu.

10 20 30 40 5 60 70 80 90 10 20 30 40 5 60 70 80 90

Cahn-Hilliardova rovnice ma dle [4] tvar

g—f + V- (¢pu) = MV?py, (3.1.1)

kde M je koeficient mobility, ktery lze vyjadtit ze vztahu [22]

M= (rf — 05— %) , (3.1.2)

pricemz C je volitelna konstanta, a .y je chemicky potencidl [4]
up = BY' — k39, (3.1.3)

kde ¥(¢) oznacuje objemovou hustotu volné energie (angl. ,bulk free-energy density”)

Y () = (¢ —¢2)* (9 — ¢1)°. (3.1.4)
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3.1. TEORETICKY POPIS METODY

Funkce ¢ € [¢1, ¢2], kde ¢ oznaluje tekutinu 1, ¢, oznaluje tekutinu 2 a hodnoty uvnitf
intervalu oznacuji rozhrani [4]. Konstanty k a B ovliviiuji tloustku rozhrani W

Z! k
W= = 3.1.5
o1 —¢2\ 2B 615
a povrchové napéti o1
3
71y = M’ /2K. (3.1.6)

Cahn-Hilliardova rovnice je v modelu vicefdzového proudéni feSena aplikaci lattice
Boltzmannovy metody. Vyvojova LB rovnice mé sviij obvykly tvar pro jednotkovy casovy
krok At, viz rovnice (2.1.1) a (2.1.2),

filx+ et t+ AL) = fi(x, 1) (fi(x, £ — £ (x, t)) , (3.1.7)

1

Tf
kde index i oznacuje jednotlivé sméry distribu¢nich funkci, resp. vektori rychlosti
v rychlostnim souboru, a rovnovaZzna distribu¢ni funkce se vypocte ze vztahu

B M e u Cinlly ) ul?
f,‘(eq) — 10 3H¢i(¢_¢ref) +Ui—1,u<p‘|‘47wi wczoc + ( in f) _ ‘ ‘2 , (3.1.8)
T —3 s 2c; 2c4

kde

|1 proi=9,
Hyi _{ 0 proi=12,..8 (.19
a funkce ¢, ma hodnotu 0, pokud je hustota v daném misté mensi neZ hrani¢ni hustota,
nebo 1, pokud je hodnota hustoty vétsi neZ hrani¢ni hustota. Hrani¢ni hustotou se rozumi
polovina sou¢tu maximdlni a minimalni hodnoty hustoty modelovaného dvoufdzového
proudéni. V piipadé, ze by doslo k tbytku hmoty, hrani¢ni hustota je vypoctena dvéma
tfetinami ze sou¢tu maximalni a miniméIni hodnoty hustoty. V pfipadé nadbytku hmoty
je hrani¢ni hustotou rozumeéna jedna tfetina ze souc¢tu maximélni a minimélni hodnoty
hustoty.
Analogicky k (2.3.1) 1ze zadefinovat momenty distribu¢nich funkci f;, které maji nasle-
dujici podobu [4]

Zzzo fi = (P/
Yi—o fi€ia = ¢u‘;‘\/,[ 5 (3.1.10)
Y, fieineip = Pt 4 Puqip.

Tf_j

Pro dalsi vypocty bude potfeba prvni moment pro vyjadieni funkce ¢. P¥i znalosti hodnot
funkce ¢, 1ze nasledné vyjadfit novou hustotu p a kinematickou viskozitu v proudicich
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3.1. TEORETICKY POPIS METODY

tekutin dle vztaht podle [4, 17]

P2 $ =< ¢,
p(¢) = ;,b _¢2 (o1 —p2) +o2 P2 <9 <¢, (3.1.11)
1—¢2
P1 ¢ =P
a N
v(p) = 51 _‘;)22 (v — 1) + 1. (3.1.12)

3.1.2 Lattice Boltzmannova rovnice

Pohyb modelovanych tekutin je feSen pomoci klasické vyvojové lattice Boltzmannovy
rovnice (2.1.1), kterd méa pro jednotkovy casovy krok At tvar

Qi (x+eiAt, t+ At) = gi(x, t) — Tl (gi(x,t) - gl(eq)(x, t)) . (3.1.13)
8

Vzhledem k tomu, Ze pfi modelovdni dvoufdzového proudéni s velkym pomérem
hustot vznikaji velké numerické chyby ve vypoctech na rozhrani, je z vypocta lattice
Boltzmannovych rovnic vyjmuta hustota, coz vede k modelovani tzv. beztlakovych
rovnic [4, 22]. Vliv tlaku je poté feSen externé pomoci Poissonovy rovnice, viz nasledujici
podsekce. Momenty distribu¢nich funkci dle (2.3.2) a (2.3.3) jsou upraveny na tvar tak,
Ze se ve vypoctech neuvaZuje hustota, tj.

Yig&i=1
3.1.14

Y. 8iCin = Uy ( )
Index * oznacuje makroskopickou rychlost ziskanou vypoctem beztlakovych rovnic.
Relaxaéni parametr v rovnici (3.1.13) se vyjadfi vyrazem
v 1
= & + At 3.1.15
Rovnovézna distribu¢ni funkce je ddna rovnici (2.1.3) s pfidanymi ¢leny navic na pravé
strané rovnice, které vyjadiuji vliv objemovych sil a povrchového napéti na tekutinu,
neboli

2
(eq) emu;i (eizxu;kc) |u
S =w; <11 —
8i ! { + c2 + 2ct 2c2

>;<|2

K K
} + wi;Gaﬁemeiﬁ — vi$|v¢|2 + 3w;e;, By,

(3.1.16)
kde K oznatuje povrchové napéti, B, je objemova sila, len G,p se vypocte vztahem

9 3 9 I
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3.1. TEORETICKY POPIS METODY

a konstanty v; maji pro jednotlivé sméry distribu¢nich funkci i hodnoty
NN
;= 33C (3.1.18)
—w; i=12,..,8
c

3.1.3 Poissonova rovnice

Dle [22] 1ze Poissonovu rovnici vyjadfit z nasledujiciho vztahu

u—u* __E

= 1.1
Sh Az P (3.1.19)
kde Sh oznacuje Strouhalovo ¢islo, pro které plati dle [22] vztah
At = ShAx. (3.1.20)

Skalarnim pfendsobenim rovnice (3.1.19) operdtorem V a uvédZenim platnosti rovnice
kontinuity pro rychlost u (tj. V - u = 0) je rovnice (3.1.19) upravena na tvar

Vou* Vp
Sh——=V" (7) . (3.1.21)

Dosazenim vztahu (3.1.20) do rovnice (3.1.21) a pfedpokladem Ax = 1 a At = 1je vyjadfen
néasledujici tvar Poissonovy rovnice

V- (%) =V u". (3.1.22)

Operator V vyjadfuje vektor prvnich derivaci dle jednotlivych sloZek a pro 2D tulohu
ma nasledujici podobu

0 d
V= {a,@] . (3.1.23)
Dale plati vztah
V.-V =V2=A, (3.1.24)

kde operator A se nazyvd Laplacetiv operdtor a vyjadfuje soucet druhych derivaci
dle jednotlivych sloZek, neboli pro dvourozmérny ptipad

? R
A=yt 37 (3.1.25)
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3.1. TEORETICKY POPIS METODY

Vyuzitim vztahu (3.1.25) a (3.1.24) 1ze rovnici (3.1.22) za pfedpokladu konstantni hustoty

zapsat ve tvaru
?p  *p
Ap=—"+-—F=V-u"
P~ a2 Jy?
Poissonova rovnice (3.1.26) je feSena metodou kone¢nych diferenci. To znamend, Ze druhé
derivace jsou aproximovéany kone¢nymi diferencemi, tj.

Fp  Pp _ Pty = 2Py T PG | Pl ~ 2PGg) F PG
ox*  dy? (Ax)? (Ay)? '

kde jsou pfedpoklddany jednotkové prostorové kroky Ax = Ay = 1. Tyto kone¢né dife-
rence (3.1.27) l1ze zapsat jako soucin ¢tvercové matice A

(3.1.26)

(3.1.27)

—4 1 0 . 0
1 -4 1 0 .
0 1 -4 10
A= 0 (1) —4 (3.1.28)
1 0
1 -4 1
0 .0 1 -4
a sloupcového vektoru p
P= 1| Pu) (3.1.29)

Okrajové podminky pro Poissonovu rovnici byly vytvofeny interpolaci hodnot na hranici
vypoctové sité z okolnich zndmych hodnot.

Dtvodem pro volbu feSeni Poissonovy rovnice metodou kone¢nych diferenci namisto
lattice Boltzmannovou rovnici je vyssi presnost modelu a stabilita metody oproti feSeni
Poissonovy rovnice pomoci lattice Boltzmannovy rovnice.

3.1.4 Korekce rychlosti

Korekéni rychlost Au odpovidajici vlivu tlaku je vyjadfena vztahem dle [4]
v

-

Au = (3.1.30)
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3.2. ALGORITMUS PRO IMPLEMENTACI MODELU VICEFAZOVEHO
PROUDENI

Vyslednd makroskopickd rychlost je pak ddna souctem rychlosti vyjddfené z beztlakové
rovnice u* a koreké¢ni rychlosti Au vyjadfené z tlakové Poissonovy rovnice, neboli

u=1u"+Au. (3.1.31)

3.2 Algoritmus pro implementaci modelu vicefazového
proudéni

1. Zadefinovani fyzikalni talohy a jeji pfevedeni do lattice Boltzmannova systému.

2. Vypocet rovnovaznych distribu¢nich funkci v ¢ase t = t, (n = 0,1,2,...) pro Cahn-
Hilliardovu rovnici

B M e u einlly ) ul?
£V = —103Hyi (9 — Prey) +Ui—1}’4¢+47wi{ =+ (e f> - ‘2 } (32.1)
T — 3 c 2c; 2c%

S

a pro lattice Boltzmannovu rovnici
*\2 *12
(eiauzx) _ |u |
4 2
2c; 2c4

. *
g(eq) — w, {1 I CigUy +

K K
; 2 } + wz’;Gaﬁem@iﬁ - UizW‘PIZ + 3w;ejyBa,

(3.2.2)

Pokud n = 0: Urceni pocatecnich rovnovaznych distribu¢nich funkci v ¢ase t = ty z rovnic
(3.21) a (3.2.2) a urceni pocédtecnich hodnot nerovnovédznych distribu¢nich funkci

fixto) = £V (x, t0) a gi(x,to) = 8\ (x, t).

3. Vypocet koeficientu mobility M

C
M = (Tf - 05— E) , (3.2.3)
chemického potencialu pg
Hp = BY —kV?¢ (3.2.4)

a distribu¢nich funkci pro Cahn-Hilliardovu rovnici:
- kolizni krok

~

i) = et = o () = £ 1), 3.25)
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PROUDENI

- propagacni krok

filx + e;At, t + At) = fi(x, t), (3.2.6)
- aplikace okrajovych podminek pro vypocet zbylych neznamych sméra distribu¢nich
funkdi.

4. Vypocet novych hodnot funkce ®

¢=2 fi (3.2.7)
hustoty p
pq% 4) (P S 4)2/
o) =1 4= </>22 (p1—p2) +02 P2 < < ¢n, (32.8)
P1 $»=>d
a kinematické viskozity v
v(p) = - (v —v2) +va. (3.2.9)
P1 — P2
5. Vypocet relaxacniho Casu 7,
v 1

a distribu¢nich funkci pro lattice Boltzmannovu rovnici:
- kolizni krok

G (% 1) = gilx ) — Tlg (3005~ 8 (x. 1) (32.11)

- propagacni krok
Qi (x+eiAt, t+ At) = Gi(x, ), (3.2.12)

- aplikace okrajovych podminek pro dopocet zbylych neznamych sméra distribu¢nich
funkci.

6. Vypocet makroskopické rychlosti u*

Uy =Y giCia- (3.2.13)
i

7. Vypocet tlaku feSenim Poissonovy rovnice.
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3.2. ALGORITMUS PRO IMPLEMENTACI MODELU VICEFAZOVEHO

PROUDENI
8. Vypocet korekéni makroskopické rychlosti
Au = _Vp (3.2.14)
p
a vysledné celkové makroskopické rychlosti
u=u"+Au. (3.2.15)

9. Pfevedeni vSech pozadovanych veli¢in zpét z lattice Boltzmannova do fyzikalniho
systému.

10. Pti spInéni zastavovacich podminek je vypocet ukoncen. Pokud zastavovaci podminky
(eq)

i

splnény nejsou, vypocet pokracuje od bodu 2 pro ¢as t = t,,1. Nové hodnoty fl-(eq) ag
jsou vyjadfeny z nové napoctené celkové makroskopické rychlosti u.
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Kapitola 4

Vyhodnoceni a diskuze dosaZzenych
numerickych vysledku

V nésledujici kapitole jsou popsany tlohy na ovéfeni spravnosti vypoctt lattice Boltzman-
novy metody uvedené v této praci. Nejprve je uvedena tloha na ovéfeni ptisobeni
povrchového napéti na ¢tverec vyplnény tekutinou. Déle jsou zobrazeny vysledky tlohy
Rayleighovy-Taylorovy nestability. Posledni tlohou je model pohybu vzduchové bubliny
ve vodé.

Parametry matice S MRT modelu definované vztahem (2.5.3) byly zvoleny ndsledovné:
S1 = 5S4 = 5s¢ = 1,50 = 04,s3 = 0.9, s5 = sy = 1.1. Konstanta C z rovnice (3.1.2)
ma zvolenou hodnotu 0.01. Hodnota relaxa¢niho parametru byla obvykle volena
Tr = 0.51, pokud neni jinak ur¢eno v zadéni ulohy.

4.1 Puasobeni povrchového napéti

Povrchové napéti ptisobi na povrchu kapaliny a jeho vlivem dochézi k zakulaceni tvaru
kapek, coz je tvar s minimalnim povrchem. Divod vzniku povrchového napéti je nasle-
dujici. UvaZujme kapku kapaliny ve vzduchu. Kazd4 kapalina je tvofena atomy, které
na sebe navzdjem ptisobi pfitaZlivymi silami. Vzhledem k pravidelnému uspofadéni
atomf, jsou atomy uvnitf kapaliny pfitahovany ve vSech smérech stejnou silou. Naopak
na povrchu kapaliny jsou atomy pfitahovany pouze ze smérti dovniti kapaliny, protoZe
mimo ni se nachdzi pouze malé mnozZstvi atomiti vzduchu, které nema na povrch kapa-
liny témét Zadny vliv, viz obrdzek 4.1. Proto na povrchu kapaliny vznikd vrstva atomi
s vétsimi meziatomovymi silami, které definuji povrchové napéti kapaliny. Pfi piilis
velkém povrchovém napéti se z kapek stdvd mlha nebo aerosol. Naopak p#i malém
povrchovém napéti dochézi k rychlému vyparteni kapaliny [3].

V tomto piikladu jsou uvazovany dvé tekutiny o rtiznych hustotach a stejné kinema-
tické viskozité. Tekutina s niZsi hustotou tvoii ¢tverec a je obklopena tekutinou s vy3si
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4.2. RAYLEIGHOVA-TAYLOROVA NESTABILITA

vzduch

Obrazek 4.1: Atomy uvniti a na povrchu kapaliny.

hustotou. Ptasobenim povrchového napéti se ze ¢tverce postupné stava kruh. Parametry
tekutin byly prevzaty z [4]. Tekutina 1 tvofici ¢tverec ma hustotu p; = 6 kg/m?
a kinematickou viskozitu 71 = 2.1-1072 m?/s. Tekutina 2 vyskytujici se v okoli &tverce
m4 hustotu p, = 600 kg/m> a dynamickou viskozitu 77, = 2.1-1073 m?/s. Vypoctova
oblast je tvofena 100x100 butikami, ve fyzikélnich veli¢indch méa ¢tvercova oblast hranu
délky 0.5 m. Ctverec tvoteny tekutinou 1 je umistény uprostied vypoctové oblasti s délkou
hrany 0.25 m. Velikost povrchového napéti je 4 - 1072 N /m. Hodnoty konstant v rovnici
(3.1.3) jsou B = 0.15 a k = 0.009. Na hranicich oblasti jsou pouZity ,bounce-back” okra-
jové podminky. Na obrdzku 4.2 je uveden pocétecni stav tlohy a na obrazku 4.3 jsou
uvedeny pribézné vysledky vypoctu béhem ptisobeni povrchového napéti na tekutinu
ve tvaru ctverce. V obou piipadech je vidy zobrazena na levém obrdzku hustota
a na pravém obrazku priibéh rychlosti.

Z obréazku je zfejmé, Ze se projevuje vliv povrchového napéti a ¢tverec se postupné
zakulacuje.

4.2 Rayleighova-Taylorova nestabilita

V této dloze je modelovan pohyb dvou nemisitelnych tekutin o rtiznych hustotach a visko-
zitach, které jsou v obdélnikové vypoctové oblasti usporadany do dvou vrstev nad sebou

a jejich rozhrani je mirné deformovano. Horni vrstva obsahuje tekutinu s vyssi hustotou
a v pribéhu casu se tato hustéjsi tekutina vleje do té dolni, méné husté tekutiny. Tento
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Obrazek 4.2: Zobrazeni tlohy ptisobeni povrchového napéti na tekutinu na pocatku
vypoctu - 1. iterace.

jev se nazyva Rayleighova-Taylorova nestabilita. Tvar rozhrani tekutin béhem vlévani
se do sebe zavisi na poméru hustot tekutin. Tento pomér je definovan Atwoodovym cislem
[37]
A — Ptezsi — Plehci, (4.2.1)
Ptezsi + Plehci

kde pjenci, T€SP. Prezsi, 0znacuje tekutinu s nizsi, resp. vyssi, hustotou.

V tomto piikladu byly pocitany dvé tlohy pro dvé rtizna Reynoldsova ¢isla. Reynold-
sovo ¢islo je bezrozmérny zlomek, ktery vyjadfuje, zda je modelované proudéni turbu-
lentni nebo lamindrni. Je uréeno podilem velikosti rychlosti proudéni u a charakteristické

délky, coZ je v tomto pfipadé vyska nddoby H, s kinematickou viskozitou t€zsi tekutiny

v1, neboli
uH

Re = . 422
=" (422)

Rozhrani mezi tekutinami je popsané rovnici
y = 0.5+ 0.05cos(27Tx). (4.2.3)

Velikost vypoctové oblasti je 128x512 buné€k, konkrétné delsi hrana obdélnikové oblasti
ma délku H = 0.5 m. Hodnoty konstant v rovnici (3.1.3) jsou g = 0.15 a k = 0.009.
Parametry tdlohy i vysledky pro srovnani spravnosti vypoctia byly pfevzaty z [21].
Vzhledem k uvedenym veli¢cindm v jednotkach LB prostoru v [21], budou i zde
hodnoty uvedeny v téchto jednotkach pro lepsi srovnéni vysledkii. Pfevody mezi jednot-
kami v lattice Boltzmannové prostoru a fyzikalnim prostoru jsou objasnény v sekci 2.4.
Velikost povrchového napéti se uvazuje v obou ptipadech 1.12 - 107¢ mu/ts?. Okrajové
podminky byly zvoleny periodické na delSich svislych hranédch a ,bounce-back” na horni
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a spodni hranici. Poc¢itdny jsou dva pfipady pro dvé rtiznd Reynoldsova ¢isla, a to Re = 256
a Re = 2048. Jejich dalsi parametry jsou uvedeny v nasledujicich dvou odstavcich.

421 Re =256

Prvnim modelovanym pfipadem je lamindrni proudéni s Reynoldsovym ¢&islem
Re = 256. Modelované tekutiny maji ndsledujici parametry. TéZsi tekutina ma hustotu
p1 = 0.12mu/Iu® a kinematickou viskozitu v; = 0.02 [u?/ts. Leh¢i tekutina ma hustotu
p2 = 0.04 mu/1u> a stejnou kinematickou viskozitu jako t873i tekutina, tj. v, = 0.02 [u?/ts.
Gravita¢ni zrychlen{ je 1.25 - 107> [u.ts 2 a relaxaéni parametr ma hodnotu Tr = 0.56.

Na obrdzku 4.4 jsou uvedeny dosaZzené vysledky v priibéhu ¢asu daného vysledky
z prace [21], které jsou pro srovndni uvedeny na obrazku 4.5 a byly také pocitany
lattice Boltzmannovo metodou. Prezentované dosaZené vysledky zobrazuji hustotu
modelovanych tekutin. Zobrazeny cas je tzv. bezrozmérny ¢as normalizovany vyrazem

w

T kde W oznacuje kratsi hranu vypoctové oblasti a g je gravitac¢ni zrychleni.

4.2.2 Re=2048

Druhym pocitanym pfipadem je piipad turbulentniho proudéni daného Reynoldsovym
¢islem Re = 2048. Modelované tekutiny maji tyto parametry. TéZsi tekutina md hustotu
p1 = 0.12 mu/Iu® a kinematickou viskozitu v; = 0.005 [u?/ts. Leh&i tekutina m4 hustotu
p2 = 0.04 mu/1u? a kinematickou viskozitu v, = 0.005 [u?/ts. Gravita¢ni zrychleni je nyni
6.25 - 107 [u.ts~2 a hodnota relaxaéniho parametru je Tr = 0.515.

Dosazené vysledky jsou zobrazeny na obrdzku 4.6 a zobrazuji opét hustotu tekutin.
Uvedené ¢asové okamziky jsou dany podle obrazku 4.7 z [21]. Vysledky v préci [21] byly
také pocitany lattice Boltzmannovo metodou. Zobrazeny cas je stejny jako v pfipadé
niz$tho Reynoldsova ¢isla Re = 256.

Z uvedenych obréazki je zfejma pomérné dobra shoda vysledki. Lepsi shody by bylo

dosaZeno pouZitim jemnéjsi sité, kterd byla pouzita v [21].

4.3 Pusobeni vztlakové sily na bublinu
Pfi ponofeni télesa do kapaliny ptisobi na téleso jednak gravita¢ni sila

Fo =mg (4.3.1)
smérem dolti, a jednak vztlakova sila

sz = Vteleso pkapalina g (4-3-2)
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smérem nahoru. V zdvislosti na tom, jaka z téchto dvou sil pfevaZzuje, klesa téleso ke dnu,
stoupd vzhtru nebo pfi rovnosti sil plove v kapaliné.

V nasledujicim pfikladu je modelovana bublina o primeéru 0.01 m umisténd na pocatku
vypoctu ve vzdélenosti 0.02 m od stfedu bubliny ke dnu nddoby s tekutinami. Pisobenim
gravitacni a vztlakové sily je tato bublina postupné vytlacovana smérem nahoru. Poméry
hustot a poméry viskozit jsou rovny hodnoté 1000. V této tloze je zvolena t€Zsi tekutina
o hustoté p; = 1000 kg/m> a dynamické viskozité 71 = 1072 Pa.s. Leh&i tekutina tvotici
bublinu mé4 hustotu p, = 1kg/m® a dynamickou viskozitu 7, = 107° Pa.s. Velikost
vypoctové oblasti je 90x270 bunék, ve fyzikalnich rozmérech ma delsi hrana obdélniku
délku 0.15m. Hodnoty konstant v rovnici (3.1.3) jsou B = 0.1 a k = 0.0001. Gravita¢ni
zrychleni ma hodnotu 9.81 m/ s2.

Tvar bubliny zavisi na velikosti povrchového napéti. Vliv povrchového napéti vyjadiuje
Bondovo (Eotvosovo) ¢&islo [4, 48]. Tento bezrozmérny zlomek je definovan podilem
gravita¢niho zrychleni ¢, druhou mocninou priiméru bubliny D a rozdilem hustot
modelovanych tekutin p; a pp s povrchovym napétim o7y, neboli

gD?

Bo = —
012

(o1 —p2) - (4.3.3)

Se vzrustajicim Bondovym ¢&islem klesa vliv povrchového napéti na povrch bubliny
a ze zakulaceného tvaru bubliny se postupné stdva zakiivena elipsa. Pfi vyrovnani vztla-
kovych a viskéznich sil a sil vzniklych od povrchového napéti je urcen kone¢ny tvar
bubliny.

Na obrazcich 4.8, 4.9 a 4.10 jsou na levé strané zobrazeny dosaZené vysledky pro rtizna
Bondova ¢isla, konkrétné pro hodnoty Bo = 1,10, 100 a vysledky jsou srovnény s vysledky
z [48] zobrazenymi vZdy na pravé strané obrazki, které byly vypocteny VOSET metodou.
VOSET je metoda, ktera spojuje dohromady VOF metodu a LS metodu. Z prace [48] byly
pfevzaty i parametry dlohy.

Ze zobrazenych vysledki 1ze usoudit pomérné dobrou shodu tvart bublin pro jednot-
livd Bondova ¢isla. Piesnéjsich vysledkti by se dosahlo zjemnénim vypoctové sité.

Na obrazku 4.11 jsou pro ukazku uvedeny pribézné vysledky stoupajici bubliny
s hodnotou Bondova ¢&isla Bo = 1. Zobrazeny jsou dvé tietiny vypoctové oblasti.
Z vysledk je patrné, Ze pro Bo = 1 bublina skute¢né drzi kulaty tvar béhem celého svého
pohybu smérem nahoru.
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Obrazek 4.3: Zobrazeni vysledk ptisobeni povrchového napéti na tekutinu tvorici ¢tverec
na zacatku vypoctu. Uvedeny jsou postupné 2400., 4000. a 12000. iterace. Na levé casti
obrazku je zobrazena hustota a na pravé ¢asti obrazku rychlost.
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_
O

Obrazek 4.4: Vysledky vypoctu Rayleighovy-Taylorovy nestability pro Re = 256. Zobra-
zena je hustota modelovanych tekutin.
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Obrazek 4.5: Vysledky vypoctu Rayleighovy-Taylorovy nestability pro Re = 256 pievzaté
z knihy [21].
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Obrazek 4.6: Vysledky vypoctu Rayleighovy-Taylorovy nestability pro Re = 2048. Zobra-
zena je hustota modelovanych tekutin.

—38-—



4.3. PUSOBENI VZTLAKOVE SILY NA BUBLINU

t*=0.0

t*=1.0

t*=3.0

t"=2.0

t*=25

t"=35

t*=4.0

t"=45

t*=5.0

Obrazek 4.7: Vysledky vypoctu Rayleighovy-Taylorovy nestability pro Re = 2048
prevzaté z knihy [21].
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Obrazek 4.9: Srovnani vysledki modelu stoupajici bubliny pro Bo = 10.

z

praci.

v 7z

Obrazek 4.8: Srovnani vysledki modelu stoupajici bubliny v kapaliné pro Bo = 1. Levéa
¢ast obrazku zobrazuje vysledky pocitané algoritmem prezentovanym v této diplomové

10: Srovnani vysledkt modelu stoupajici bubliny pro Bo = 100.
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Obrizek 4.11: Vysledky modelu stoupajici bubliny pro Bo = 1.
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Zaver

V této préci byl popsan vyvoj a princip lattice Boltzmannovy metody. Nasledné byl
definovan algoritmus pro vypocet modelovédni vicefazového proudéni. Byl navrZen
stabilni model dvoufdzového proudéni pro maly i velky pomér hustot modelovanych
tekutin a se zahrnutym vlivem povrchového napéti. Model vicefazového proudéni byl
ziskdn dpravou modelt z praci [4], resp. [22]. Vypoctem tlaku z Poissonovy rovnice
metodou koneénych diferenci se zvysila stabilita metody a pfesnost feSeni pro velké
poméry hustot. Upravou vztahu pro vyjadfeni rovnovazné distribuéni funkce pro vypocet
Cahn-Hilliardovy rovnice pomoci LBM se zvysila pfesnost a stabilita feSeni pohybu
rozhrani.

Vyvinuty algoritmus byl aplikovan na tfi tlohy. Prvni tloha testuje vliv povrchového
napéti, kdy se ze ¢tverce naplnéného tekutinou stane kruh. Druhou tlohou je modelovéni
Rayleighovy-Taylorovy nestability. Treti tlohou byl vypocet pohybu bubliny naplnéné
vzduchem stoupajici vlivem vztlakové sily ve vodé.

Spravné ptisobeni povrchového napéti dokazuji vysledky prvni pocitané ulohy
uvedené na obrazcich 4.2 a 4.3. Z obrazka je patrné postupné zakulacovani ctverce
naplnéného tekutinou, ktery se nachdzi uprostied jiné, téZsi tekutiny.

Uloha Rayleighovy-Taylorovy nestability byla vypoc¢tena pro dvé riizna Reynoldsova
¢isla, a to Re = 256 a Re = 2048. Vysledky tulohy byly srovnany s vysledky z knihy [21],
které byly vypocteny také lattice Boltzmannovo metodou. Z obrazka 4.4, 4.5 a 4.6, 4.7
je zftejma pomeérné dobrd shoda vysledku. LepSich vysledki, pfedevsim pro zachyceni
vznikajicich a trhajicich se malych vird, by bylo dosaZeno pfi pouZiti jemnéjsi sité.

Model bubliny byl proveden pro tfi pfipady s riiznym povrchovym napétim, defino-
vanymi Bondovym ¢islem Bo, a to pro hodnoty Bo = 1, 10, 100. Pro Bo = 1 ma bublina
kulaty tvar, pro Bo = 10 se tvar zuzuje do eliptického tvaru a pro Bo = 100
ma bublina tvar zakfivené elipsy. Vysledky tvart bublin pro uvedené tfi hodnoty Bondova
¢isla byly porovndny s vysledky z prace [48], kde byl vypocet proveden VOSET metodou.
Z obrazkt 4.8, 4.9 a 4.10 je patrna pomérné dobra shoda vysledkdi. Pfesnéjsich vysledki
by bylo dosaZeno pfi pouZiti jemnéjsi vypoctové sité.

Vyhodami LB modelu pro vicefazové proudéni jsou pfedevsim jednoduchost imple-
mentace algoritmu, snadnd paralelizace diky charakteru metody a snadné rozsifeni
modelu o dalsi fyzikdlni jevy tpravou koliznich procesti. Dalsi vyhodou je, Ze neni

—-42 -



4.3. PUSOBENI VZTLAKOVE SILY NA BUBLINU

zapottebi feSit Navier-Stokesovy rovnice, protoZe jeji feSeni pohybu tekutin dostatecné
nahrazuje lattice Boltzmannova rovnice.

Nevyhodami LB modelu pro vicefazové proudéni je klesajici stabilita modelu
s klesajici viskozitou modelovanych tekutin a s rostouci rychlosti proudéni, coz zptisobuje
rist Reynoldsova ¢isla a z laminarniho proudéni se stava turbulentni proudéni. Tento
problém lze vyfeSit implementaci turbulentniho modelu. Tzv. pfechodové proudéni,
kde se stfid4 lamindrni a turbulentni proudéni, 1ze stabilizovat zavedenim MRT modelu,
coz bylo provedeno i v této diplomové prdci. Stabilita modelu také klesa s rostoucim
pomérem hustot modelovanych tekutin. Redenim tohoto problému je tprava modelu,
¢imz se zabyvala také tato prace. ZvySeni stability modelu je dale mozné provést
zjemnénim sité nebo zmensenim ¢asového kroku.

Dals$im moznym rozsifenim této prace je napiiklad rozsifeni 2D modelu na 3D model,
optimalizace rychlosti vypoctu (zavedeni paralelizace vypoctu), modelovani vétsiho poctu
fazi nez dvé, zahrnuti vlivu teploty a implementace turbulentniho modelu.
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