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Abstrakt

Hlavńım ćılem této práce je provedeńı tvarové optimalizace akustického pole popsaného
omezenou 3D oblast́ı. Nejdř́ıve se odvod́ı rovnice potřebné k modelováńı vibroakustiky.
Rovnici pro akustickou tekutinu reprezentuje Helmholtzova rovnice a deska se modeluje
dle Reissnerovy-Mindlinovy teorie. Z úvah o š́ı̌reńı akustických vln se odvod́ı okrajové
podmı́nky na hranici akustické kavity a transmisńı podmı́nky na rozhrańı deska-kavita.
Naformuluje se úloha tvarové optimalizace. Jako stavové rovnice se využije slabá formu-
lace Helmholtzovy rovnice a Reissner-Mindlin desky. Provede se citlivostńı analýza. De-
sign oblasti se parametrizuje pomoćı nástroje Spline-boxu. Optimalizačńı úloze se přǐrad́ı
Lagrangeova funkce, definuje se úloha sedlového bodu a posléze se přejde k úloze adjungo-
vané. Touto cestou se źıská celková derivace neboli citlivost účelové funkce neprozvučnosti
na změnu optimalizačńıch parametr̊u. Pomoćı softwaru SfePy se provede několik optima-
lizačńıch výpočt̊u ve 3D pro rigidńı a poddajnou hranici. Některé výsledky se ukáž́ı a
vyhodnot́ı.

Abstract

The main objective of this study is to implement shape optimization of an acoustic field
described by 3D domain. The very first step is derivation of essential equations to model
vibroacoustics problems. Equation representing acoustic cavity is Helmhotlz equation and
the plate is modeled according to the Reissner-Mindlin plate theory. From our knowledge
about acoustic propagation both boundary conditions and the transmission conditions are
derived. A problem of shape optimization is defined. As state equations a weak formulation
of Helmhotz equation and of Reissner-Mindlind plate are applied. Then the sensitive analy-
sis is performed. Design of domain is parameterized by Spline-box tool. Lagrange equation
is assigned to the optimization problem. Problem of the saddle point is defined and con-
secutively, there is a proceeding to solve an adjugate problem. This way allows to obtain
a total derivative of an objective function. We gain sensitivity of the objective function
to the change of optimization parameters. Using software SfePy a few shape optimization
calculations in 3D for both rigid and deformable boundaries are performed. At the end
some results are displayed and reviewed.
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4 Problém vibroakustiky 21
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1 Úvod

Motivace

Řešeńı problémů vibroakustiky, např́ıklad právě tvarovou optimalizaćı, má potencionálńı
aplikace v mnoha oblastech mechaniky. Části stroj̊u a mechanických zař́ızeńı mohou cho-
dem ve svých provozńıch podmı́nkách emitovat nepřiměřené množstv́ı hluku. Můžeme si
představit motor pracuj́ıćı v provozńıch otáčkách. Pak je nutné tyto hlukové emise pro
př́ıslušný pás provozńıch frekvenćı sńıžit. Jednou z možnost́ı jak, je tvarová optimalizace
skř́ıně motoru. Nicméně v této práci se věnujeme speciálńımu př́ıpadu vibroakustiky, kdy
pracujeme se zvukovodem, kdy se snaž́ıme optimalizaćı jeho tvaru utlumit akustický signál,
který j́ım procháźı. Tato situace tedy přibližně odpov́ıdá modelováńı tlumiče výfuku.

Ćıl práce

V této práci je třeba splnit pět ćıl̊u daných zadáńım.

� Implementovat model interakce akustického pole s vibruj́ıćı deskou
Při splněńı této části definujeme rovnice pro akustickou tekutinu [Škvor, 2001],[E. Bän-
gtsson, 2002] a desku podle Reissnerovy-Mindlinovy teorie [Rohan Eduard, 2015] s
př́ıslušnými okrajovými a transmisńımi podmı́nkami pro monochromatické řešeńı.
Při řešeńı problému vibroakustiky přejdeme do komplexńıch proměnných. Model im-
plementujeme v systému SfePy (Simple finite elements in Python) ovládaném skrze
programovaćı jazyk Python [Robert, 2016].

� Vytvořit parametrický popis optimalizované oblasti, zejména pro polyhedrálńı oblasti
s rovinnými stěnami
Oblast parametrizujeme Spline-boxem, implementovaným ve SfePy, tak aby model
dodržoval hranici zvukovodu jako konečný počet rovinných stěn na hranićıch, které
definujeme jako desky podle Reissnerovy-Mindlinovy teorie. Pak pomoćı Spline-boxu
jsme schopni v oblasti definovat vektorové pole designových rychlost́ı.

� Vytvořit výpočetńı model pro akustický kanál (zvukovod) tvořený soustavou vibru-
j́ıćıch desek.
Stejně jako v prvńım bodu definujeme problém vibroakustiky a aplikujeme jej na zvu-
kovod tvořený z části rigidńı stěnou a pěti poddajnými deskami. Na výstupu a vstupu
definujeme okrajové podmı́nky. Na vstupu do zvukovodu aplikujeme okrajovou pod-
mı́nku popisuj́ıćı incidenčńı zvukovou vlnu danou jednou frekvenćı [E. Bängtsson,
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Úvod

2002]. Akustickou tekutinu uvažujeme vzduch a materiál desky ocel. Problém řeš́ıme
pomoćı metody konečných prvk̊u ve SfePy.

� Implementovat citlivostńı analýzu pro př́ıpad použit́ı metody adjungované proměnné
V optimalizaci definujeme minimalizačńı úlohu, kdy hledáme minimum účelové funkce.
Definujeme stavovou úlohu jako vibroakustický problém interakce akustické tekutiny
a poddajné desky. Pro efektivńı nalezeńı gradientu účelové funkce v̊uči optimali-
začńım parametr̊um odvod́ıme citlivostńı vztahy v nichž vystupuj́ı stavové a adjun-
gované proměnné (oboje komplexńı) viz [Eduard, 2012],[Rohan Eduard, 2011a] a
[Rohan Eduard, 2011b]. Ve SfePy implementujeme řešeńı adjungované úlohy, kdy
hledáme reálné a imaginárńı části adjungovaných proměnných. Pak již jednoduše
źıskáváme gradient účelové funkce.

� Řešit modelové úlohy optimalizace akustického kanálu pro zvolené kritéria
Jako kritérium voĺıme maximalizaci útlumu signálu (neprozvučnosti) jdoućıho skrze
zvukovod [Ondřej, 2002]. Řeš́ıme v́ıce př́ıklad̊u pro r̊uzné volby poddajnosti stěn
zvukovodu. Podle čehož vyb́ıráme i z několika zp̊usob̊u parametrizace oblasti.

Struktura práce

Tato práce se skládá z sedmi kapitol. Tento text je součást́ı právě prvńı úvodńı kapitoly.

V druhé kapitole vysvětĺıme rovnice popisuj́ıćı š́ı̌reńı akustického tlaku prostřed́ım -
kontinuem akustické tekutiny. Při hledáńı monochromatické řešeńı odvod́ıme Helmholtzovu
rovnici [Škvor, 2001] s vhodnými okrajovými podmı́nkami [E. Bängtsson, 2002].

V třet́ı kapitole představ́ıme rovnice kontinua desky dle Reissnerovy-Mindlinovy teorie
[Rohan Eduard, 2015] pro monochromatického zat́ıžeńı.

Náplńı čtvrté kapitoly je sjednoceńı kapitol druhé a třet́ı. Definujeme problém vibroa-
kustiky, tedy interakci akustické tekutiny a poddajné vibruj́ıćı desky. Zde aplikujeme dvě
transmisńı podmı́nky mezi tekutinou a deskou [Rohan Eduard, 2015].

Ve páté kapitole formulujeme úlohu tvarové optimalizace zvukovodu ve vibroakustice.
Představ́ıme modelovaný design oblasti. Představ́ıme dva zástupce vhodných účelových
funkćı, kdy se budeme soustředit na funkci neprozvučnosti. V rámci této kapitoly rozlǐsu-
jeme tři podkapitoly. Nejprve celou hranici uvažujeme jen jako rigidńı. V druhé podkapitole
už pracujeme s designovatelnou deskou na hranici a konečně ve třet́ı provedeme zjedno-
dušeńı, kdy máme na hranici jen nedesignovatelnou desku. Definujeme postupně optima-
lizačńı úlohu. Provedeme citlivostńı analýzu, viz [Eduard, 2012],[Rohan Eduard, 2011a] a
[Rohan Eduard, 2011b]. Zparametrizujeme design pomoćı Spline-boxu, viz [Eduard, 2007].
Optimalizačńı úloze přǐrad́ıme Lagrangeovu funkci a posléze přejdeme k řešeńı adjungované
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úlohy. Následně představ́ıme implementaci optimalizace v systému SfePy [Robert, 2016].
Daľśı zdroje v této kapitole byly [B. Engquist, 1977],[D. Cioranescu, 2008],[Haslinger J.,
1996],[Rohan Eduard, 2006].

V šesté kapitole provedeme řadu optimalizačńıch výpočt̊u pro 3D oblast zvukovodu. V
předchoźıch kapitolách jsme odvodili a definovali nástroje potřebné pro úspěšné provedeńı
optimalizačńıch úloh pro tři př́ıpady - př́ıpad s rigidńı hranićı, př́ıpad s nedesignovatel-
nou deskou a designovatelnou deskou. Představ́ıme několik řešeńı, která vizualizujeme v
softwaru ParaView [Kitware, 2013]. Některé tyto výsledky ke konci kapitoly diskutujeme a
vyhodnocujeme.

Na závěr uvedeme stručné shrnut́ı celé práce a jej́ıch výsledk̊u.
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2 Problém akustiky

Zde se seznámı́me s odvozeńım rovnic potřebných k źıskáńı rovnice popisuj́ıćı š́ı̌reńı akus-
tického tlaku prostřed́ım. Odvod́ıme si Eulerovu pohybovou rovnici, rovnici kontinuity a
stavovou rovnici. Za daľśıch předpoklad̊u z těchto rovnic urč́ıme tvar vlnové rovnice v
kartézských souřadnićıch. Při hledáńı monochromatického řešeńı vlnové rovnice pro da-
nou frekvenci odvod́ıme Helmholtzovu rovnici, která popisuje stojaté vlněńı [Škvor, 2001].
Dále formulujeme slabou formulaci Helmholtzovy rovnice [Stanislav, 2007]. Z úvah o š́ı̌reńı
akustických vln si odvod́ıme okrajové podmı́nky na hranic [E. Bängtsson, 2002].

2.1 Rovnice akustiky

2.1.1 Úvodem

V tekutém prostřed́ı je zvuk vyvolán změnami, které v čase a prostoru zp̊usob́ı změny tlaku,
hustoty a kmitáńı jednotlivých částic prostřed́ı s lokálńımi výchylkami x = xi = (x1, x2, x3)
a rychlostmi v = vi = (v1, v2, v3). O prostřed́ı předpokládáme, že je stlačitelné, spojité,
homogenńı, izotropńı a neviskózńı. Výchylky částic podle našeho předpokladu jsou malé a
všechny sledované jevy považujeme za lineárńı [Škvor, 2001],[Linhart, 2009].
V nepohybuj́ıćım se (proud́ıćım) prostřed́ı je akustické pole popsáno vektory akustických
rychlost́ı jednotlivých částic. V prostřed́ı s uvažováńım pohybu částic je vyjádřeńı složitěǰśı
o složku prouděńı a pohyb popisujeme Lagrangeovými nebo Eulerovými proměnnými. V
této práci nebudeme dále prouděńı částic uvažovat.
Akustické pole pokládáme na nev́ırové, a tak se muśı platit

∇× v =

(
∂v3

∂x2

− ∂v2

∂x3

,
∂v1

∂x3

− ∂v3

∂x1

,
∂v2

∂x1

− ∂v1

∂x2

)
= 0, (2.1)

kde ∇ = ∇i = ∂
∂xi

znač́ı vektor derivaćı podle jednotlivých složek. Výjimku tvoř́ı př́ıpady
velkých rychlost́ı u reálných plyn̊u a kapalin, kdy se uplatňuje vliv viskozity. Vektorové
pole lze rozdělit na dvě složky, na složku nev́ırovou vn a v́ırovou (rotačńı) vr.

vi = vni + vri (2.2)

Pro nev́ırovou složku tedy plat́ı ∇ × vn = 0, ale divergence je nenulová ∇ · vn 6= 0. Na
základě těchto předpoklad̊u zavedeme skalárńı funkci φ [m2s−1]. Nazveme ji rychlostńım
potenciálem, jehož gradient je roven rychlosti vni [ms−1]

∇ φ = vni . (2.3)
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Podle předpokladu je pole rychlost́ı nev́ırové, a tedy plat́ı

vi = vni = ∇ φ

∇ · v = ∇ · vn 6= 0 .
(2.4)

S těmito výše definovanými předpoklady přejdeme k odvozeńı vlnové rovnice, kdy vyjdeme
z pohybové (Eulerovy) rovnice , rovnice kontinuity (spojitosti) a stavové rovnice.

2.1.2 Eulerova rovnice

Eulerova rovnice je pohybová rovnice pro prouděńı, která zanedbává třeńı a vazkost. Od-
vozeńı provedeme pro elementárńı krychli o objemu dV = dx1dx2dx3. Vyjdeme ze známého
D´Alembertova principu, který ř́ıká, že v každém okamžiku je soustava vnitřńıch a vněǰśıch
sil v rovnováze

dm ai = dFi ,

kde levá strana reprezentuje vnitřńı (setrvačné) śıly a pravá vněǰśı śıly p̊usob́ıćı na element.
Pro zrychleńı a [ms−2] plat́ı

ai =
dvi
dt

. (2.5)

Elementárńı krychle má hmotnost dm a tekutina v ńı hustotu ρ [kg m−3]

dm = ρdV .

Obrázek 2.1: Śıly p̊usob́ıćı na elementárńı krychli

Celková setrvačná śıla dF s p̊usob́ıćı na elementárńı krychli p̊usob́ı po složkách ve smě-
rech souřadných os

dF s
i = dm

dvi
dt

, (2.6)

5



Problém akustiky Rovnice akustiky

V kartézských souřadnićıch je akustický tlak p [Pa] funkćı času t a prostorových proměn-
ných xi. Takže p = p(t,x). Předpokládejme podle obr.(2.2), že na protilehlých ploškách
elementárńı krychle kolmých na osu y p̊usob́ı akustické tlaky p a proti p+ ∂p

∂y2
dx2.

Obrázek 2.2: Tlak na elementárńı krychli

Tlakové śıly p̊usob́ıćı na elementárńı plošku dxdz představuj́ı účinek okolńı tekutiny
nacházej́ıćı se vně elementárńı krychle. Výsledná śıla ve směru osy y je rovna výslednici
povrchových sil p̊usob́ıćıch na protilehlých stěnách

dF2 =
[
p−

(
p+

∂p

∂x2

dx2

)]
dx1dx2

dF2 = − ∂p

∂x2

dV . (2.7)

Podobně se odvod́ı ostatńı složky

dFi = − ∂p

∂xi
dV . (2.8)

Výsledná vněǰśı śıla dF v se tedy rovná

dF v
i = − ∂p

∂xi
dV . (2.9)

Z D´Alembertova principu muśı platit dF v
i = dF s

i . Dosad́ıme tedy z (2.9) a (2.6)

− ∂p

∂xi
= ρ

∂vi
∂t

,

−∇ p = ρ
∂v

∂t
. (2.10)

Rovnice (2.10) je Eulerova rovnice dynamiky ideálńı tekutiny bez přihĺıžeńı k jej́ımu prou-
děńı a p̊usobeńı vněǰśıch sil z jej́ıho okoĺı.
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Problém akustiky Rovnice akustiky

2.1.3 Rovnice kontinuity

Daľśı z rovnic je rovnice kontinuity vyjadřuj́ıćı zákon zachováńı hmoty. Budeme uvažovat
podle obr.(2.3) elementárńı objem. Předpokládejme, že podél osy y v kladném smyslu vtéká
a vytéká tekutina ploškami dx, dz. Hmotnost přitékaj́ıćı tekutiny za dt je

ρ vy dx dz dt = ρ dwy dt . (2.11)

kde wy [m3s−1] je pr̊utoková rychlost ve směru osy y. Hmotnost vytékaj́ıćı tekutiny za dt
je

ρ dwy dt+
∂(ρ dwy dt)

∂y
dy = ρ dwy dt+

∂(ρ vy dt)

∂y
dV . (2.12)

Jde ř́ıci, že vyteče z elementárńı krychle o diferenciálńı hmotnost v́ıce než vteklo. Obdobně

Obrázek 2.3: Pr̊utok elementárńı krychĺı

tento rozd́ıl urč́ıme pro prouděńı podél zbylých os x a z. Ve směru každé osy x, y, z přibude
tedy diferenciálńı hmotnost

∂(ρ vi dt)

∂xi
dV i = 1, 2, 3 . (2.13)

Fakt, že v́ıc hmotnosti odteče než vteče, se muśı projevit poklesem hustoty v elementárńım
objemu. Čas dt a elementárńı objemy dV se zkrát́ı

∂(ρ vi dt)

∂xi
dV = −∂ρ

∂t
dt dV

∂(ρ vi)

∂xi
= −∂ρ

∂t

∇ · (ρ v) = −∂ρ
∂t

(2.14)
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V lineárńı akustice uvažujeme v celém objemu tekutiny ve stejném čase hustotu ρ kon-
stantńı, kdy

ρ = ρ0 + ρ′ , (2.15)

kde odchylky ρ′ od středńı hustoty ρ0 jsou velmi malé. Proto můžeme celou rovnici vydělit
ρ0 a źıskám t́ım rovnici kontinuity ve zjednodušeném tvaru

∂vi
∂xi

= − 1

ρ0

∂ρ

∂t
. (2.16)

2.1.4 Stavová rovnice

Termodynamické chováńı plynu je popsáno vzájemnou souvislost́ı tlaku p [Pa], hustoty
ρ [kg m−3] a teploty T [K]. Stavová rovnice ideálńıho plynu má tvar

p = ρ r T , (2.17)

kde r [Jkg−1K−1] je měrná plynová konstanta. Jevy prob́ıhaj́ıćı v akustice jsou zpravidla
tak rychlé, že nedocháźı ke sd́ıleńı tepla, neboli dQ = 0, a děje se stávaj́ı adiabatickými.
Při ńızkých kmitočtech jsou změny pomalé a termodynamické chováńı plynu se bĺıž́ı izo-
termickému ději, tedy ději, který prob́ıhá při T = konst. V těchto př́ıpadech je hustota
plynu pouze funkćı tlaku ρ = ρ(p) a hovoř́ıme o barotropńım ději.
Pro izotermickou stavovou změnu plat́ı podle Boyleova-Mariottova zákona

p

ρ
= konst . (2.18)

Pro adiabatickou stavovou změnu plat́ı Poissonova rovnice pro tlak a objem

p V κ = konst . (2.19)

Objem je tedy přibližně nepř́ımo úměrný hustotě V ∼ ρ−1. Pak můžeme zapsat

p ρ−κ = konst , (2.20)

kde konstanta κ je poměr měrné tepelné kapacity plynu při stálém tlaku cp a stálém objemu
cv

κ =
cp
cv
. (2.21)

Podle adiabatického děje popsaného v (2.20) jsou hustota ρ a tlak p v určitém mı́stě závislé
na čase, a tak lze stanovit závislost časové změny tlaku na změně hustoty

∂p

∂t
ρ−κ − κ p ρ−κ−1∂ρ

∂t
= 0

∂p

∂t
=

κ p

ρ

∂ρ

∂t
. (2.22)
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Pokud uvažujeme tlak p a hustotu ρ jako superpozici klidových hodnot p0, ρ0 a změn p′, ρ′

ρ = ρ0 + ρ′ , p = p0 + p′ . (2.23)

A předpokládáme p′ � p0, ρ′ � ρ0. Potom přeṕı̌seme rovnici (2.22) a źıskáme stavovou
rovnici

∂p

∂t
=
κ p0

ρ0

∂ρ

∂t
. (2.24)

2.1.5 Vlnová rovnice v kartézských souřadnićıch

V předchoźıch odstavćıch jsme odvodili tři rovnice, které využijeme ke stanoveńı vlnové
rovnice. Jde o Eulerovo pohybovou rovnici (2.10), rovnici kontinuity(2.16) a stavovou rov-
nici (2.24)

−∇ p = ρ
∂v

∂t
,

∂vi
∂xi

= − 1

ρ0

∂ρ

∂t
,

∂p

∂t
=
κ p0

ρ0

∂ρ

∂t
.

Podle dř́ıvěǰśıho předpokladu je ∇×v = 0. Mı́sto rychlosti v zavedeme rychlostńı potenciál
φ. Dosad́ıme do rovnice (2.10)

∇ p = −ρ0
∂

∂t
(∇ φ) = −ρ0∇

(
∂φ

∂t

)
(2.25)

a dále po úpravě

p = −ρ0
∂φ

∂t
+ konst . (2.26)

V rovnici (2.16) také přejdeme k rychlostńımu potenciálu a dostaneme

∇ · ∇ φ = − 1

ρ0

∂ρ

∂t
. (2.27)

Zavedeme Laplace̊uv operátor

∇ · ∇ φ = ∆ φ =

[
∂2

∂x2
i

]
φ .

Pak rovnice dostane tvar

∆ φ = − 1

ρ0

∂ρ

∂t
. (2.28)

Rovnici (2.26) zderivujeme podle času

∂ p

∂t
= −ρ0

∂2φ

∂t2
(2.29)
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a pak dáme v rovnost pravou stranu (2.29) s pravou stranou z (2.24)

κ p0

ρ0

∂ρ

∂t
= −ρ0

∂2φ

∂t2

− 1

ρ0

∂ρ

∂t
=

ρ0

κ p0

∂2φ

∂t2
(2.30)

Do (2.30) dosad́ıme z (2.28) a konečně źıskáme vlnovou rovnici pro rychlostńı potenciál φ

∆ φ =
ρ0

κ p0

∂2φ

∂t2
(2.31)

Dále využijeme toho, že známe vzorec pro výpočet rychlosti zvuku c0 prostřed́ım

c0 =

√
κ p0

ρ0

.

Rovnice (2.31) po dosazeńı za rychlost zvuku vypadá následovně

∆ φ =
1

c2
0

∂2φ

∂t2
. (2.32)

Uvedeným zp̊usobem můžeme ze tř́ı základńıch rovnic stanovit též vlnovou rovnici pro
akustický tlak. Aplikujeme na vztah (2.10) operátor divergence

−∇ · ∇p = ρ0
∂

∂t
∇ · v

a dosad́ıme z (2.16)

∇ · ∇ p =
∂2ρ

∂t2
,

∆ p =
∂2ρ

∂t2
.

Z rovnice (2.24) urč́ıme

∂2p

∂t2
=

κ p0

ρ0

∂2ρ

∂t2

∂2p

∂t2
ρ0

κ p0

=
∂2ρ

∂t2
.

Po dosazeńı z předchoźı rovnice dostaneme vlnovou rovnici pro akustický tlak p, kde opět
dosad́ıme ze vztahu pro rychlost zvuku

∆ p =
1

c2
0

∂2p

∂t2
. (2.33)
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Problém akustiky Okrajové podmı́nky

2.1.6 Helmholtzova rovnice

Při odvozeńı Helmholtzovy rovnice (HR) uvažujeme monochromatické časově harmonické
řešeńı pro danou frekvenci ω. Celkové řešeńı vlnové rovnice 2.32 předpokládáme ve tvaru

φ(x, t) = p(x) eiωt , (2.34)

Dosad́ıme do (2.20). Po zkráceńı eiωt dostaneme

ω2p+ c2∆p = 0

∆p+ κ2p = 0 ,
(2.35)

kde κ = ω/c [s/m] je vlnové č́ıslo. T́ım jsme źıskali Helmholtzovu rovnici, která popisuje
š́ı̌reńı vlněńı ve třech dimenźıch.

2.2 Okrajové podmı́nky

K odvozeńı okrajových podmı́nek využijeme oblast Ω viz obr.(2.4), kde vyšetřujeme akus-
tický tlak p.. Hranici označ́ıme ∂Ω. Plat́ı ∂Ω = Γin ∪ Γout ∪ Γ0, kde Γin je hranice vstupu
incidenčńı vlny. Výstup z Ω představuje Γout. Zbývaj́ıćı hranici označ́ıme Γ0. Půjde o pev-
nou, dokonale odrazivou překážku. ~n je vněǰśı jednotkový normálový vektor hranice ∂Ω,
[E. Bängtsson, 2002].

Obrázek 2.4: Obecná oblast Ω se vstupńı hranićı Γin, výstupńı Γout a dokonale odrazivou
Γ0

V praktických výpočtech je často dobré použ́ıt umělé okrajové podmı́nky, které omeźı
oblast výpočtu. Na Γin, kde vniká incidenčńı vlna do oblasti Ω, by měla být určena jej́ı am-
plituda, zat́ımco odchoźı, odražená vlna, by měla z̊ustat nepoznamenána. Necht’ ~x popisuje
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Problém akustiky Okrajové podmı́nky

prostorové souřadnice. Předpokládáme, že monochromatické rovinné vlny, procházej́ıćı Γin,
můžeme zapsat ve tvaru

p(x, t) = A ei(κ ~x·~n+ωt) +B ei(−κ ~x·~n+ωt) , A,B ∈ C , (2.36)

kde prvńı člen odpov́ıdá incidenčńı vlně a druhý vlně odražené. Skalárńı součin vektor̊u
~x · ~n = n je vlastně pr̊umět ~x do ~n. Derivováńım rovnice (2.36) dostaneme

∂p

∂t
= Aiω ei(κ ~x·~n+ωt) +Biω ei(−κ ~x·~n+ωt), (2.37)

∂p

∂~n
= Aiκ ei(κ ~x·~n+ωt) −Biκ ei(−κ ~x·~n+ωt) , (2.38)

kde ∂p
∂n

= ~n · ∇p popisuje derivaci ve směru vněǰśı normály. Sečteńım (2.37) a (2.38)
vynásobenou c a využit́ım ω = κ c źıskáme okrajovou podmı́nku na Γin

∂p

∂t
+ c

∂p

∂n
= 2iωA ei(κ ~x·~n+ωt) . (2.39)

Podmı́nka (2.39) je splněna pro každou vlnu typu (2.36), a může tedy být použita k na-
staveńı amplitudy A incidenčńı vlny bez vlivu na amplitudu B vlny odražené. Vhodnou
absorbčńı okrajovou podmı́nka na Γout je radiačńı podmı́nka prvńıho stupně [B. Engquist,
1977]. Jinou možnost́ı je předpoklad, že na výstupu neńı žádná incidenčńı vlna, a tedy
A = 0

∂p

∂t
+ c

∂p

∂n
= 0 . (2.40)

Tato podmı́nka nezp̊usob́ı odraz vln na hranici Γout jdoućıch př́ımo přesně ve směru nor-
mály. Na zbylých hranićıch Γ0 předpokládáme akustický tuhý materiál, takže uvažujeme
podmı́nku

∂p

∂n
= 0 . (2.41)

Pokud chceme řešit úlohu pro danou frekvenci, uvažujeme řešeńı (2.34) jako v kapitole, kde
jsme Helmhotzovu rovnici odvodili. Dosad́ıme do okrajových podmı́nek za p. Po zkráceńı
eiωt a za předpokladu, že na Γin je v ~x = 0 źıskáme okrajové podmı́nky

c
∂p

∂n
+ iωp = 0 ∀p ∈ Γout ,

c
∂p

∂n
+ iωp = 2iωA ∀p ∈ Γin ,

∂p

∂n
= 0 ∀p ∈ Γ0 .

(2.42)
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2.3 Slabé formulace rovnic akustiky

Při odvozeńı slabého řešeńı, viz [Stanislav, 2007], vyjdeme z HR (2.35) pro akustický tlak
p = p(x). Kde κ je vlnové č́ıslo, ω je úhlová frekvence a c je rychlost š́ı̌reńı vlny prostřed́ım
(v tomto př́ıpadě jde o rychlost ve vzduchu), pro které plat́ı κ = ω/c. HR celou vynásob́ıme
testovaćım tlakem q, kde q ∈ Q, kde Q = H1(Ω) je množina všech př́ıpustných tlak̊u, které
vyhovuj́ı okrajovým podmı́nkám (2.42)

O2p q + κ2p q = 0 ∀q ∈ Q .

(2.43)

Celou rovnici integrujeme přes oblast Ω∫
Ω

O2p q dΩ +

∫
Ω

κ2p q dΩ = 0 ∀q ∈ Q . (2.44)

Využijeme jedné z Greenových vět a źıskáme∫
Ω

O2p q dΩ =

∫
∂Ω

q
∂p

∂n
d∂Ω−

∫
Ω

OqOp dΩ . (2.45)

Dosad́ıme (2.45) do (2.44) a dostaneme∫
Ω

κ2p q dΩ +

∫
∂Ω

q
∂p

∂n
d∂Ω−

∫
Ω

OqOp dΩ = 0 ∀q ∈ Q . (2.46)

Po dosazeńı okrajových podmı́nek (2.42) do (2.46) dostaneme tento tvar slabého řešeńı∫
Ω

OqOp dΩ− κ2

∫
Ω

pq dΩ−
∫

Γin

(2iκA− iκp)q dΓ +

∫
Γout

iκpq dΓ = 0 ∀q ∈ Q .(2.47)
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3 Problém modelováńı desek podle
Reissnerovy-Mindlinovy teorie

V této kapitole si představ́ıme slabou formulaci rovnice desky odvozenou dle Reissnerovy-
Mindlinovy (RM) teorie [Rohan Eduard, 2015]. Uvažováńım opět monochromatického bu-
zeńı daného jednou frekvenćı źıskáme slabou formulaci RM desky, která koreluje s rovnićı
kavity z minulé kapitoly.

3.1 Rovnice desek podle RM teorie

Reissnerova-Mindlinova teorie desek je rozš́ı̌reńı Kirchhoffovo–Loveovo (KL) teorie, kdy
RM desky se odlǐsuj́ı t́ım, že uvažuj́ı střihové deformace např́ıč pr̊uřezem desky. RM teorie
je určena pro tlusté desky, kde se uvažuje pr̊uřez vždy rovinný ale ne nutně kolmý k středńı
rovině. Připoušt́ı deformaci zp̊usobenou pootočeńım pr̊uřezu v̊uči kolmici na středńı rovinu
viz obr. (3.1)

Obrázek 3.1: RM teorie desky; rotace pr̊uřezu v̊uči normále ke středńı rovině

RM teorie se použ́ıvá k vypočteńı deformaćı a napět́ı v deskách, jejichž tloušt’ka je
alespoň v poměru jedna desetina v̊uči ostatńım dimenźım, zat́ımco KL teorie je dostačuj́ıćı
pro desky tenč́ı než tento poměr.
Posuvy v rovině desky poṕı̌seme vektorem u = (u1, u2). Pr̊uhyb desky označ́ıme w a
pootočeńı desky vektorem θ = (θ1, θ2). Neznámé uvažujeme dohromady ve vektoru x :=
(u(x, t), w(x, t),θ(x, t)), (x, t) ∈ Γ×]0, T [. Tečné śıly v rovině desky jsou označeny vektorem
t = (t1, t2), śıla p̊usob́ıćı kolmo na desku f a momenty m = (m1,m2).
Parametry desky jsou hustota desky ρ, vzdálenost od středńı roviny h (celková tloušt’ka
desky je 2h). Modul pružnosti v ohybu je G a γ = 5/6G je ohybový korekčńı faktor. C
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je symetrický tenzor elasticity čtvrtého řádu a plat́ı tedy Cijkl = Cklij = Cikjl. Desku
uvažujeme jako izotropńı materiál, který je charakterizován dvěma Laméovými koeficienty
λ a µ takto

Cijkl = λδijδkl + µ (δikδjl + δjkδil) . (3.1)

Dále zde využ́ıváme Cauchyho deformačńıho tensoru

e =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
(3.2)

Uvažujeme vetknut́ı podél celé hranice desky

u = 0, w = 0, θ = 0 ∀x ∈ ∂Γ. (3.3)

V článku [Rohan Eduard, 2015] jsou odvozeny rovnice rovnováhy pro RM desku

hρü− h(∇ · σ(u)) = t

hρẅ − h(∇ · τ (w,θ)) = f

h3

3
ρθ̈ − h3

3
(∇ · σ(θ))− h(∇ · τ (w,θ)) = m ,

(3.4)

kde časovou derivaci znač́ıme tečkou (̈ ) = ∂2( )/∂t2, τ(w,θ) je napět́ı od rotace pr̊uřezu
v̊uči kolmici na středńı rovinu, σ(θ) je normálové napět́ı od ohybu desky, σ(u) je normálové
napět́ı od zat́ıžeńı v rovině desky.
Můžeme dosadit z konstitutivńıch vztah̊u pro napět́ı

τ (w,θ) := γ(∇w − θ),

σ(θ) := Ce(θ),

σ(u) := Ce(u), ,

(3.5)

Pro množinu funkćı X, do které x nálež́ı, plat́ı X = H1
0 (Γ×]0, T [)5. K vektoru neznámých

zavedeme vektor testovaćıch funkćı y =: (u, z,ψ) z množiny funkćı X0 ≡ X. Pak zaṕı̌seme
slabé řešeńı evolučńıho problému

h

∫
Γ

E e(u) : e(v) + hγ

∫
Γ

(Ow − θ) · (Oz −ψ) +
h3

3

∫
Γ

E e(θ) : e(ψ)+

+

∫
Γ

ρ

(
hü · v + hẅz +

h3

3
θ̈ ·ψ

)
=

∫
Γ

(t · v + fz + m ·ψ) ∀y ∈ X0 ,

(3.6)

kde integrál na pravé straně popisuje zat́ıžeńı desky.
Nyńı přejdeme k hledáńı monochromatického řešeńı RM desky. Uvažujeme harmonického
buzeńı o konkrétńı frekvenci ω

t(x, t) = t(x) exp(iωt),

f(x, t) = f(x) exp(iωt),

m(x, t) = m(x) exp(iωt).

(3.7)

15
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Řešeńı předpokládáme periodické se stejnou frekvenćı

u(x, t) = u(x) exp(iωt),

w(x, t) = w(x) exp(iωt),

θ(x, t) = θ(x) exp(iωt).

(3.8)

Ve výsledku źıskáme upravenou slabou formulaci úlohy pro monochromatické buzeńı frek-
venćı ω

h

∫
Γ

E e(u) : e(v) + hγ

∫
Γ

(Ow − θ) · (Oz −ψ) +
h3

3

∫
Γ

E e(θ) : e(ψ)+

−ρω2

∫
Γ

(
hu · v + hwz +

h3

3
θ ·ψ

)
=

∫
Γ

(t · v + fz + m ·ψ) ∀y ∈ Y ,

(3.9)

kde x nálež́ı X = H1
0 (Γ)5 a y =: (u, z,ψ) z množiny funkćı X0 ≡ X, za předpokladu

vetknut́ı desky podél celého jej́ıho okraje.

3.2 Timošenk̊uv nosńık ve 2D

Timošenk̊uv nosńık lze považovat za speciálńı př́ıpad Reissner-Mindlin desky (3.6). Toto
zjednodušeńı chápeme jako řez zalomenou deskou v rovině x̂y.
Výchoźı slabou formulaci lze źıskat př́ımo z (3.6), kdy hledáme stacionárńı řešeńı, tedy bez
p̊usobeńı setrvačných účink̊u, v oblasti Γ .
Nejdř́ıve provedeme zjednodušeńı (3.6) na náš specifický 1D př́ıpad. Následně dosad́ıme z
Hookeova zákona a źıskáme

h (λ+ 2µ)

〈
∂u

∂x
,
∂v

∂x

〉
Γ

= 〈t, v〉Γ ∀v ∈ V, (3.10)

hγ

〈
∂w

∂x
,
∂z

∂x

〉
Γ

− hγ
〈
θ,
∂z

∂x

〉
Γ

= 〈f, z〉Γ ∀z ∈ Z , (3.11)

−hγ
〈
∂w

∂x
, ψ

〉
Γ

+ hγ 〈θ, ψ〉Γ +
h3

3
(λ+ 2µ)

〈
∂θ

∂x
,
∂ψ

∂x

〉
Γ

= 〈m,ψ〉Γ ∀ψ ∈ P , (3.12)

kde V,Z,P = H1
0 (Γ) jsou množiny funkćı respektuj́ıćıch okrajové podmı́nky.

3.2.1 MKP diskretizace Timošenkova nosńıku

Soustavu slabých řešeńı (3.10), (3.11) a (3.12) diskretizujeme pomoćı MKP na konečný
počet nosńıkových 1D prvk̊u, viz obr. (3.2)
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Problém modelováńı desek podle Reissnerovy-Mindlinovy teorie Timošenk̊uv nosńık ve 2D

Obrázek 3.2: Použitý nosńıkový element

Odvod́ıme matici tuhosti elementu předpokládanou ve tvaru

Ae =

A11 A12 0
A21 A22 0
0 0 A33

 , (3.13)

kde Ae (6× 6) je matice tuhosti elementu. Dále označ́ıme x := [θ1, θ2, w1, w2, u1, u2]T jako
vektor neznámých a b := [m1,m2, f1, f2, t1, t2]T jako vektor zatěžuj́ıćıch účink̊u v uzlech
elementu nosńıku.
Uvažujeme vektor tvarových funkćı

NT =

[
x2 − x
x2 − x1

,
x− x1

x2 − x1

]
. (3.14)

Jeho parciálńı derivace podle x je

Nx
T =

[
−1

x2 − x1

,
1

x2 − x1

]
. (3.15)

Pak pomoćı N a Nx aproximujeme neznámé hodnoty řešeńı

θ(x) = NTθ

u(x) = NTu

w(x) = NTw

(3.16)

a obdobně pro testovaćı funkce.
Dosad́ıme do (3.10), (3.11) a (3.12) a integrujeme přes jeden element s hraničńımi uzly x1

a x2

h (λ+ 2µ)

∫ x2

x1

vTNxNx
Tu =

∫ x2

x1

vTNt ∀v ∈ V, (3.17)

hγ

∫ x2

x1

zTNxNx
Tw − hγ

∫ x2

x1

zTNxN
Tθ =

∫ x2

x1

zTNf ∀z ∈ Z , (3.18)
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Problém modelováńı desek podle Reissnerovy-Mindlinovy teorie Timošenk̊uv nosńık ve 2D

−hγ
∫ x2

x1

ψTNNx
Tw + hγ

∫ x2

x1

ψTNNTθ +
h3

3
(λ+ 2µ)

∫ x2

x1

ψTNxNx
Tθ =

=

∫ x2

x1

ψTNm ∀ψ ∈ P , (3.19)

kde uvažujeme testovaćı funkce v, z, ψ nezávislé.
Klasicky integrujeme přes interval [x1, x2] a pro śıly t = (t1, t2), m = (m1,m2), f = (f1, f2)
p̊usob́ıćı jen v uzlech elementu źıskáme

h (λ+ 2µ) NxNx
Tu (x2 − x1) = t , (3.20)

hγNxNx
Tw (x2 − x1)− hγNxN

T
θ = f , (3.21)

−hγNNx
Tw + hγÑθ +

h3

3
(λ+ 2µ) NxNx

Tθ (x2 − x1) = m , (3.22)

kde zintegrovaný součin dvou vektor̊u bázových funkćı označ́ıme

Ñ =

∫ x2

x1

NNT =
1

3(x2 − x1)

[
1 1/2

1/2 1

]
, (3.23)

a integrál jedné samotné bázové funkce

N =

∫ x2

x1

N =
x2 − x1

2

[
1
1

]
. (3.24)

Nyńı můžeme určit jednotlivé submatice matice Ae jako

A11 = hγÑ +
h3

3
(λ+ 2µ) NxNx

T (x2 − x1) ,

A21 = −hγNNx
T ,

A12 = −hγNNx
T ,

A22 = hγNxNx
T (x2 − x1) ,

A33 = h (λ+ 2µ) NxNx
T (x2 − x1) .

(3.25)

Źıskáme tedy matice tuhosti Ae jednotlivých element̊u, jejichž prvky přičteme ve smyslu
MKP do globálńı matice A s využit́ım lokalizačńı tabulky, která obsahuje informaci o
vztahu mezi lokálńımi a globálńımi stupněmi volnosti.

3.2.2 Př́ıklad řešeńı Timošenkova nosńıku pomoćı MKP

Pomoćı odvozených vztah̊u, viz předchoźı kapitola (3.2.1), jsme provedli MKP numerický
výpočet zat́ıžeńı zahnutého Timošenkova nosńıku ve 2D v Matlabu [MathWorks, 2013].
Geometrie a model nezat́ıženého nosńıku vypadaj́ı následovně
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Problém modelováńı desek podle Reissnerovy-Mindlinovy teorie Timošenk̊uv nosńık ve 2D

Obrázek 3.3: Nalevo: Znázorněné rozměry a okrajové podmı́nky; Napravo: Č́ısla uzl̊u MKP
diskretizace

Dle obr.(3.3) uvažujeme lomený nosńık sestávaj́ıćı z několika př́ımých úsek̊u, kdy je
vetknutý na jednom konci - uzel č. 1 a s kloubovým uložeńım v mı́stě zlomu - uzel č. 5.

ρ = 7850 [kg/m3]

E = 2.1e11 [Pa]

ν = 0.3 [−]

λ =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
[Pa]

µ =
E

2(1 + ν)
[Pa]

h = 0.01 [m]

G = µ [Pa]

γ =
5

6
G [Pa]

Diskretizujeme nosńık dle MKP na 7 element̊u a 8 uzl̊u s celkem 24 stupni volnosti, kdy
v každém uzlu vyč́ıslujeme tři neznámé: u - posuv ve x-ovém směru, w - posuv v y-ovém
směru a θ - pootočeńı okolo osy z.
Zatěžovali jsme nosńık osamělou silou F , viz obr. (3.4) a (3.5), a silovou dvojićı M v osmém
a třet́ım uzlu , viz obr. (3.6) a (3.7). Je také třeba zd̊uraznit, že zobrazené deformace byly
kv̊uli názornosti zvětšeny 1e4-krát.
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Problém modelováńı desek podle Reissnerovy-Mindlinovy teorie Timošenk̊uv nosńık ve 2D

Obrázek 3.4: Zat́ıžeńı osamělou silou na
osmém uzlu v −x-ovém směru

Obrázek 3.5: Zat́ıžeńı osamělou silou na
třet́ım uzlu v y-ovém směru

Jako daľśı zat́ıžeńı jsme zvolili dvojici sil M opět na osmém a třet́ım uzlu.

Obrázek 3.6: Zat́ıžený nosńık na osmém
uzlu silovou dvojićı

Obrázek 3.7: Zat́ıžený nosńık na třet́ım
uzlu silovou dvojićı

Ze znázorněných řešeńı na obr. (3.4), (3.5),(3.6) a (3.7) lze usoudit, že námi modelovaný
Timošenk̊uv nosńık se chová logicky a respektuje námi definované okrajové podmı́nky.
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4 Problém vibroakustiky

Náplńı čtvrté kapitoly je sjednoceńı kapitoly druhé a třet́ı. Definujeme problém vibroakus-
tiky, tedy interakce akustické tekutiny a poddajné desky. Zde aplikujeme dvě transmisńı
podmı́nky mezi tekutinou a deskou [Rohan Eduard, 2015]. Prvńı ř́ıká, že rychlost tekutiny
ve směru normály desky muśı být shodná s rychlost́ı desky také ve směru této normály.
Obdobně druhá podmı́nka tvrd́ı, že muśı platit shodnost normálové složky napět́ı v teku-
tině s napět́ım na povrchu desky. Z těchto transmisńıch podmı́nek odvod́ıme dva vztahy
propojuj́ıćı rovnici kavity a rovnici desky.

4.1 Transmisńı podmı́nky na hranici styku poddajné

desky s akustickou tekutinou

Uvažujeme oblast Ω vyplněnou akustickou tekutinou. Nazveme ji akustickou kavitou. Část
hranice ∂Ω definujeme jako poddajnou desku a označ́ıme ji ΓP . Uvažujeme buzeńı harmo-
nické pro danou určitou frekvenci ω viz předchoźı kapitoly.
Je třeba definovat veličiny, které ovlivňuj́ı interakci mezi deskou na ΓP a akustickou kavitou
Ω. Potřebujeme znát hodnotu skutečného tlaku ps, který reálně zatěžuje poddajnou desku.
Pro ps plat́ı vztah

ps = iωρ0p , (4.1)

kde i je imaginárńı jednotka, ω je úhlová frekvence incidenčńı zvukové vlny v Ω, ρ0 středńı
(pr̊uměrná) hustota akustické tekutiny a p je akustický tlak.
Definujeme obecnou výchylku desky xp = xp(t) = xpk(t), kde k = 1, 2, 3 a exponent p znač́ı,
že jde o desku (plate). Uvažujeme-li harmonické buzeńı pro danou frekvenci, tak plat́ı

xpk(t) = eiωtxpk

ẋpk(t) = iωeiωtxpk

vpk(t) = eiωtvpk .

(4.2)

Pokráceńım exponenciály z předchoźıho výrazu źıskáme komplexńı vektor amplitud rych-
lost́ı desky vp v reakci na zat́ıžeńı s konkrétńı frekvenćı ω.
Při odvozeńı okrajových podmı́nek na ΓP vyjdeme ze splněńı dvou transmisńıch podmı́nek.

� Rychlost desky vp ve směru jednotkového normálového vektoru n k rovině desky muśı
být v každém bodě shodná s rychlost́ı akustické tekutiny vf zase ve směru normály
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Problém vibroakustiky Rovnice interakce akustické tekutiny a RM desky

n. Muśı se tedy rovnat pr̊uměty těchto rychlost́ı do směru n

(vp)T · n =
(
vf
)T · n

vpk nk = vfk nk .
(4.3)

Dosad́ıme z (4.2) za vpk a v́ıme, že gradient akustického tlaku nám dává rychlost
kapaliny v bodě

ωxpk nk =
∂p

∂xk
nk (4.4)

iωw =
∂p

∂n
∀xk ∈ ΓP , (4.5)

kde w je pr̊uhyb desky.

� V každém bodě plat́ı shodnost normálové složky napět́ı σn celkového napět́ı σ v
akustické kavitě v bezprostředńı bĺızkosti desky a na povrchu desky

σn = (σ(vp))T · n = psn (4.6)

σn = iωρ0p ∀xk ∈ ΓP . (4.7)

Źıskáváme tedy předpis okrajových podmı́nek pro rovnici akustické tekutiny (4.5)3 a pro
rovnici desky (4.7)2.

4.2 Rovnice interakce akustické tekutiny a RM desky

Uvažujeme akustickou tekutinu, která je ohraničena na části svého povrchu (na hranici ΓP )
poddajnou deskou, která je vetknutá podél celého svého okraje. Zavedeme vektor pro šest
neznámých poĺı x := (p,u, w,θ) (dvě skalárńı a dvě vektorové) a množinu funkćı X, do
které tyto funkce nálež́ı X = H1(Ω) × (H1

0 (ΓP ))5. K vektoru neznámých zavedeme vektor
testovaćıch funkćı y := (q,u, z,ψ) z množiny funkćı X0. Aplikaćı okrajových podmı́nek
(4.5) a (4.7) źıskáme ze slabého řešeńı Reisner-Mindlin modelu poddajné desky (3.9) tvar s
novým zatěžuj́ıćım členem, ve kterém vystupuje hodnota akustického tlaku pp zatěžuj́ıćıho
desku na ΓP takového, že pp ∈ L2 (ΓP ).

h

∫
ΓP

E e(u) : e(v) + h

∫
ΓP

γ(Ow − θ) · (Oz −ψ) +
h3

3

∫
ΓP

E e(θ) : e(ψ)+

−ρω2

∫
ΓP

(
hu · v + hwz +

h3

3
θ ·ψ

)
=

∫
ΓP

iωρ0ppz ∀y ∈ X0 .

(4.8)
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Přidáme slabé řešeńı Helmholtzovi rovnice (2.47) s členem propojuj́ıćım obě slabá řešeńı
přes pr̊uhyb desky w∫

Ω

OqOp− κ2

∫
Ω

pq −
∫

Γin

(2iκpA − iκp)q + iκ

∫
Γout

pq = iω

∫
Γp

wq ∀q ∈ Q0 . (4.9)

Vzniklou soustavu slabých řešeńı (4.8) a (4.9) zaṕı̌seme pomoćı bilineárńıch forem pro
Reissner-Mindlin desku na hranici ΓP zvukovodu

h 〈E e(u), e(v)〉ΓP + hγ 〈(Ow − θ), (Oz −ψ)〉ΓP +
h3

3
〈E e(θ), e(ψ)〉ΓP

−hρω2 〈u,v〉ΓP − hω
2ρ 〈w, z〉ΓP − ρω

2h
3

3
〈θ,ψ〉ΓP − iωρ0 〈p, z〉ΓP = 0 ∀y ∈ X0

,

(4.10)
a pro akustickou tekutinu v kavitě zvukovodu Ω

(∇p,∇q)Ω − κ2(p, q)Ω + iκ 〈p, q〉Γin∪Γout
− 2iκ 〈pA, q〉Γin = iω 〈w, q〉Γp ∀q ∈ Q0 . (4.11)

Př́ıklad řešeńı př́ıkladu vibroakustiky s uvažováńım v́ıce poddajných stěn lze zhlédnout na
obr. (6.22),(6.23) a (6.24).
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5 Formulace úloh optimalizace ve
vibroakustice

V páté kapitole formulujeme úlohu optimálńıho tvaru zvukovodu pro tři r̊uzné př́ıpady
hranice

� tuhá (rigidńı) na celé ∂Ω

� poddajná deska na ΓP

– optimalizovatelná ∂Ω \ ΓP (design desky se neměńı)

– optimalizovatelná celá ∂Ω

Představ́ıme modelovanou oblast Ω a rozděĺıme ji na dvě podoblasti. definujeme designo-
vou hranici. Představ́ıme dvě účelové funkce. Provedeme citlivostńı analýzu, viz [Eduard,
2012],[Rohan Eduard, 2011a],[Rohan Eduard, 2011b]. T́ım se rozumı́ výpočet citlivosti
změny účelové funkce v závislosti na změně optimalizačńıch parametr̊u, když na nich záviśı
nepř́ımo prostřednictv́ım stavové proměnné. Zparametrizujeme design pomoćı Spline-boxu,
viz [Eduard, 2007]. Zavedeme pole designových rychlost́ı v objemu a na desce. Optimali-
začńı úloze přǐrad́ıme Lagrangeovu funkci a posléze přejdeme k řešeńı adjungované úlohy.
Touto cestou, poč́ıtanou v systému SfePy [Robert, 2016], źıskáme celkovou citlivost účelové
funkce na změnu optimalizačńıch parametr̊u.

5.1 Popis optimalizované oblasti

Zde rozčleńıme námi optimalizovanou oblast (design) na podoblasti a vysvětĺıme, proč
voĺıme toto uspořádáńı.
Oblast Ω (obr.(5.1)) je rozdělena na dvě disjunktńı podoblasti

Ω = ΩD ∪ ΩC , (5.1)

kde ΩD představuje takzvanou designovou oblast, a pro ΩC plat́ı

ΩC = Ω \ ΩD . (5.2)
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Obrázek 5.1: Definováńı optimalizované oblasti (zvukovodu) Ω

Hranice ∂Ω = Γ je rozdělena na d́ılč́ı hranice ΓC a ΓD, kde

ΓC = Γin ∪ Γout ∪ Γ0 , (5.3)

kde hranićı Γin vstupuje zvuková vlna do zvukovodu a hranićı Γin vystupuje ven. Na
povrchu ΩD je designová hranice ΓD. Naš́ım záměrem je ΓD měnit, což souviśı se změnou
śıtě při diskretizaci pomoćı MKP. Oblast ΩC ale předpokládáme tvarově konstantńı. Zde
výhodněji vyhodnot́ım účelové funkce. Proto v rámci ΩC voĺıme dvě oblasti ΩA a ΩB.
Definujeme akusticky poddajnou designovou hranici ΓP ⊂ Γ. Tuto hranici můžeme volit
jako ΓP ⊂ ΓD, pokud měńıme jej́ı tvar. Pokud neměńıme, plat́ı ΓP ⊂ ΓC . Tato hranice je
tvořena konečným počtem m vzájemně disjunktńıch desek

ΓP =
m⋃
k=1

ΓkP . (5.4)

Změnou tvaru hranice ΓD, zprostředkovanou změnou hodnot n tvarových parametr̊u

α = (α1, α2, ..., αν , ..., αn) (5.5)

se měńı akustický tlak v oblasti Ω nebo-li řešeńı stavové úlohy p = p(α). Změna se logicky
projev́ı také na námi volené účelové funkci Φ = Φ(p(α)), kterou vyhodnocujeme v ΩA a
ΩB.

5.2 Účelové funkce

V minimalizačńı úloze (5.13) vystupuje účelová funkce. Zde si představ́ıme dva př́ıklady
aplikovatelné na náš zvukovod viz obr.(5.1).
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Můžeme využ́ıt dvou př́ıstup̊u vyhodnocováńı akustického tlaku

Φ1(p) =

∫
ΩB

|p|2 = ‖p‖2
ΩB

[Pa2] ,

Φ2(p) = 10 log10

(
‖p‖2

ΩB

‖p‖2
ΩA

)
[dB] ,

(5.6)

kde předpokládáme platnost Euklidovské normy

|p| =
√

Re {p}2 + Im {p}2 (5.7)

Funkcionál Φ1 vyjadřuje souhrnně absolutńı hodnotu akustického tlaku v oblasti ΩB. Tento
funkcionál má vztah k veličině intenzita akustického pole I definované jako

I =
|p|2

ρ0c
[W/m2] , (5.8)

kde ρ0 [kg/m3] je hustota akustické tekutiny a c [m/s] je rychlost š́ı̌reńı zvukové vlny da-
ným prostřed́ım. Vztahy se lǐśı jen o kladnou konstantu ρ0c. Vzhledem k faktu, že chceme
funkcionál minimalizovat je pro naše účely použit́ı Φ1 ekvivalentńı použit́ı I.
Druhý funkcionál Φ2 vycháźı z prakticky použ́ıvané funkce transmisńıch ztrát TAB (transmis-
sion loss, neprozvučnost, viz [Ondřej, 2002])

TAB(p) = 10 log10

(∫
ΩA

I

)
− 10 log10

(∫
ΩB

I

)
[dB]

= 10 log10

(
‖p‖2

ΩA

‖p‖2
ΩB

)
[dB] .

(5.9)

TAB udává o kolik decibel̊u [dB] se utlumı́ (TAB > 0) zvuková vlna jdoućı z ΩA do ΩB.
Existuje v́ıce př́ıstup̊u jak neprozvučnost vypoč́ıtat. Př́ıstupy se voĺı dle konkrétńı aplikace.
Zde uvedený vzorec odpov́ıdá situaci, kdy zvuková vlna vcháźı skrz Γin do Ω a vycháźı
skrz Γout z Ω zvukovodem ve tvaru trubky. Námi modelovaná situace tomuto samozřejmě
odpov́ıdá.
V optimalizaci hledáme gradient účelové funkce v̊uči vektoru optimalizačńı parametr̊u α,
kdy obecně zapsáno

∇αΦ = ∇αΦ(α, p(α)) . (5.10)

V našem př́ıpadě se jedná jen o závislost skrz stavovou proměnou p a tedy Φ = Φ(p(α)).
Dále mluv́ıme o Φ1 a Φ2 jako o účelových funkćıch.
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5.3 Optimalizačńı úloha pro rigidńı hranici

V této kapitole definujeme optimalizačńı úlohu s uvažováńım pouze rigidńı hranice na Γ.
Neuvažujeme jakoukoliv interakci akustické tekutiny s poddajnou stěnou. Nejedná se tedy
v tomto př́ıpadě o úlohu vibroakustiky. Definujeme stavovou rovnici společně s vhodnou
účelovou funkćı a hledáme minimum účelové funkce vzhledem k optimalizačńım paramet-
r̊um.

Jako stavovou rovnici uvažujeme Helmholtzovu rovnici (2.47) pro akustický tlak p. Úlohu
řeš́ıme na Ω viz (5.1) a použijeme na jej́ı hranici Γ již odvozené okrajové podmı́nky (2.42).
Dále zavedeme slabou formulaci problému viz (2.47).
Pomoćı bilineárńı formy zaṕı̌seme naši stavovou úlohu jako

(∇p,∇q)Ω − κ2(p, q)Ω + iκ 〈p, q〉Γin∪Γout︸ ︷︷ ︸
Ψ(p,q)

− 2iκ 〈pA, q〉Γin︸ ︷︷ ︸
f(q)

= 0 ∀q ∈ Q , (5.11)

kterou můžeme zapsat v abstraktńı formě

Ψ(p, q) = f(q) ∀q ∈ Q . (5.12)

Uvažujeme následuj́ıćı optimalizačńı úlohu, kdy hledáme minimum účelové funkce Φ vzhle-
dem k stavové proměnné p závislé na optimalizačńıch parametrech α

min
α

Φ(p(α)) α ∈ U1

p ∈ Q : Ψ(p, q) = f(q) ∀q ∈ Q ,
(5.13)

kde U1 je množina všech př́ıpustných optimalizačńıch parametr̊u α, p splňuje stavovou
úlohu (5.12) a existuje spojité zobrazeńı

F : α −→ ΓD , (5.14)

neboli α maj́ı vliv na tvar oblasti.

5.3.1 Citlivostńı analýza

Provedeńım citlivostńı analýzy rozumı́me výpočet citlivosti změny účelové funkce Φ v zá-
vislosti na změně optimalizačńıch parametr̊u α, když na nich záviśı účelová funkce ne-
př́ımo prostřednictv́ım stavové proměnné p. Potřebujeme tedy vypoč́ıtat gradient funkce
Φ(α, p(α)) podle jednotlivých optimalizačńıch parametr̊u α. Máme zde tedy implicitńı
funkci p = p(α).
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Designové pole rychlost́ı

V oblasti Ω definujeme vektorové pole ~V = ~V(x) pomoćı Spline-boxu [Eduard, 2007].
Zabývejme se nyńı úlohou, kdy tvar oblasti záviśı na parametru τ ∈ R a designovém
vektorovém poli ~V(x). Parametr τ chápeme jako umělý čas. Bod kontinua v Ω(τ) má pak
obecně souřadnice z(τ) = (z1(τ), z2(τ), z3(τ)) definované jako

Ω(τ) =
{

z ∈ R3 | zi = xi + τ ~V(x), x ∈ Ω
}

, (5.15)

kde x = (x1, x2, x3) jsou prostorové souřadnice neoptimalizované oblasti. Muśı platit, že
~V(x) = 0 pro x ∈ ΩC viz obr.(5.1).

Výpočet citlivosti pomoćı materiálové derivace

V tomto odstavci vyjádř́ıme členy v citlivostńım vztahu (5.45), neboli derivace bilineár-
ńıch forem, s využit́ım materiálové derivace známé z mechaniky kontinua a viz [Křen Jǐŕı,
2006] [Eduard, 2012],[Rohan Eduard, 2012],[Rohan Eduard, 2010a],[Rohan Eduard, 2010b].
Zavedeme zobrazeńı F parametrizované pomoćı skalárńıho parametru τ

F(τ, ·) : Ω 7→ Ω(τ) ,

zi(τ) = F(τ, xi) .
(5.16)

Bod kontinua v Ω(τ) má obecně souřadnice z(τ) = (z1(τ), z2(τ), z3(τ)) definované jako

Ω(τ) =
{

z ∈ R3 | zi = xi + τ ~V(x), x ∈ Ω
}

, (5.17)

kde x = (x1, x2, x3) jsou souřadnice v Ω pro τ = 0.
Zavedeme deformačńı gradient F zobrazeńı F a jeho jakobián J

J = detF = det

(
∂zi
∂xj

)
. (5.18)

Rozeṕı̌seme deformačńı gradient F s dosazeńım z (5.17)

F = Fij =
∂zi
∂xj

=
∂(xi + τVi)

∂xj
= δij + τ

∂Vi
∂xj

. (5.19)

Derivaćı deformačńıho gradientu F podle τ źıskáme

d

dτ |τ=0

F = Ḟ =
∂Vi
∂xj

= ∂jVi . (5.20)

Vyjádř́ıme si inverzi F−1 dosazeńım z (5.17)

F−1 =
∂xl
∂zk

=
∂(zl − τVl)

∂zk
= δkl − τ

∂Vl
∂zk

. (5.21)
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Derivujeme F−1 podle τ a źıskáme

d

dτ |τ=0

F−1 = ˙F−1 = −∂Vl
∂zk

. (5.22)

Následně vyjdeme z vlastnosti F, kdy

FF−1 = I /
d

dτ

ḞF−1 + F ˙(F−1) = 0

˙F−1 = −F−1ḞF−1

(5.23)

Za F−1 dosad́ıme z (5.21) a pro τ = 0 plat́ı

˙F−1|τ=0 = −IḞI|τ=0

˙F−1 = −Ḟ

∂Vl
∂zk

=
∂Vi
∂xj

.

(5.24)

Metoda adjungované proměnné

Hledat gradient účelové funkce lze pomoćı konečných diferenćı. Tento postup je však výpo-
čtově náročný a je proto vhodný sṕı̌se pro úlohy s menš́ım počtem parametr̊u. Za to řešeńı
adjungované úlohy je efektivńı řešeńı nalezeńı gradientu účelové funkce. Zde je výpočtová
náročnost nezávislá na počtu optimalizačńıch proměnných a výhodná je i přesnost vypoč-
teného gradientu v́ıce viz [Eduard, 2012].

K problému (5.13), v němž jsou α ekvivalentńı parametru τ , můžeme přǐradit Lagran-
geovu funkci L = L(α, p, λ)

L(α, p, λ) = L(p(α), λ) = Φ(p) + Ψ(p, λ)− f(λ) + Ψ∗(p∗, λ∗)− f ∗(λ∗) , (5.25)

kde λ je Lagrange̊uv multiplikátor vazby splněńı stavové úlohy. Poznamenejme, že pokud
plat́ı optimalizačńı úloha (5.13) pro Ψ(p, q) = f(q), tak i pro Ψ∗(p∗, q∗) = f(q∗), kde *
znač́ı komplexně sdruženou hodnotu.
Necht’ (α̃, p̃) je řešeńım (5.13). Předpokládáme, že okoĺı bodu (α̃, p̃) splňuje podmı́nky,
tak že můžeme formulovat úlohu (5.13) jako úlohu sedlového bodu

max
λ∈Q

min
α∈U, p∈Q

L(α, p, λ) . (5.26)

Využijeme Gâteauxovy derivace viz. [Pavel, 1994]. Derivujeme (5.25) podle stavové pro-
měnné p. Tuto derivaci označ́ıme δ . . . ◦ δp (derivace ve směru p)

δpL(p, λ) ◦ δp = δpΦ(p) ◦ δp+ δpΨ(p, λ) ◦ δp+ δpΨ
∗(p∗, λ∗) ◦ δp

= δpΦ(p; δp) + δpΨ(δp, λ) + δpΨ
∗(δp∗, λ∗)︸ ︷︷ ︸

2Re{δpΨ(δp,λ)}

.
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Formulace úloh optimalizace ve vibroakustice Optimalizačńı úloha pro rigidńı hranici

Pro splněńı podmı́nky optimality v̊uči stavové proměnné p se muśı (5.27) rovnat nule

δpL(p, λ) ◦ δp = 0 . (5.27)

Dostaneme se k řešeńı adjungované úlohy pro adjungovanou proměnnou λ ∈ Q

2Re {δpΨ(δp, λ)} = −δpΦ(p; δp) ∀ δp ∈ Q . (5.28)

Adjungovanou úlohu můžeme řešit za předpokladu, že Φ : H1(Ω;C) 7→ R je reálný funkci-
onál komplexńı funkce.
Muśıme vyjádřit Gâteauxovu derivaci účelové funkce na ΩC , tedy oblasti, která neńı ovliv-
něna změnou tvarových optimalizačńıch parametr̊u α. Účelové funkce Φ zderivujeme ve
směru řešeńı p

δpΦ1(p) ◦ δp = δpΦ1(p; δp) =

∫
ΩB

p δp , (5.29)

δpΦ2(p) ◦ δp = δpΦ2(p; δp) =
10

ln 10

(∫
ΩB
p δp

‖p‖2
ΩB

−
∫

ΩA
p δp

‖p‖2
ΩA

)
, (5.30)

Účelové funkce Φ a jejich derivace nabývaj́ı reálných hodnot, nicméně potřebujeme je zapsat
v komplexńım tvaru

δpΦ1(p; δp) =

∫
ΩB

(p(δp)∗ + p∗δp) = 2Re

{∫
ΩB

(p∗δp)

}
,

δpΦ2(p; δp) =
10

ln 10

(∫
ΩB

(p(δp)∗ + p∗δp)

‖p‖2
ΩB

−
∫

ΩA
(p(δp)∗ + p∗δp)

‖p‖2
ΩA

)
=

= 2Re

{
10

ln 10

(∫
ΩB
p∗ δp

‖p‖2
ΩB

−
∫

ΩA
p∗ δp

‖p‖2
ΩA

)}
.

(5.31)

Pro zjednodušeńı označ́ıme derivace dle stavové proměnné jako δpΦ = Φ′ a δpΨ = Ψ′. Pak
můžeme (5.28) přepsat do tvaru

Re {Ψ′(δp, λ)} = −Re {Φ′(p; δp)} ∀ δp ∈ Q . (5.32)

Pro zjednodušeńı přeznač́ıme adjungovanou proměnou λ→ p̂ a δp→ q. Potom přeṕı̌seme
(5.32)

2Re {Ψ′(p̂, q)} = −2Re {Φ′(p, q)} . (5.33)

Zaṕı̌seme adjungovanou úlohu zvlášt’ pro účelovou funkci Φ1 a Φ2

2Re {Ψ′(p̂, q)} = −
∫

ΩB

(pq∗ + p∗q) = −
∫

ΩB

(prqr + piqi) ∀q ∈ Q , (5.34)

2Re {Ψ′(p̂, q)} = − 10

ln 10

(∫
ΩB

(pq∗ + p∗q)

‖p‖2
ΩB

−
∫

ΩA
(pq∗ + p∗q)

‖p‖2
ΩA

)
∀q ∈ Q . (5.35)
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kde

2Re {Ψ′(p̂, q)} = (∇p̂,∇q)Ω − κ2(p̂, q)Ω + iκ 〈p̂, q〉Γin∪Γout

+ (∇p̂∗,∇q∗)Ω − κ2(p̂∗, q∗)Ω − iκ 〈p̂∗, q∗〉Γin∪Γout

(5.36)

Definujeme úlohu hledáńı reálných p̂r a imaginárńıch složek p̂i hledané komplexńı adjun-
gované neznámé p̂.
Řešeńı p̂ a Lagrange̊uv multiplikátor q jsou komplexńı hodnoty. Hvězdička znamená kom-
plexně sdruženou hodnotu

q = qr + i qi, q∗ = qr − i qi ,

p̂ = p̂r + i p̂i, p̂∗ = p̂r − i p̂i .
(5.37)

Později využijeme těchto rovnost́ı

p̂∗q∗ = (p̂q)∗ = (p̂rqr − qip̂i)− i(p̂rqi + p̂iqr) ,

(∇p̂∗,∇q∗) = (∇p̂,∇q)∗ .
(5.38)

Reálné části v adjungované úloze (5.34)-(5.35) je vhodné pro implementaci zapsat takto

Re {(∇(p̂r + i p̂i),∇(qr − i qi))Ω} = (∇p̂r,∇qr)Ω + (∇p̂i,∇qi)Ω ,

Re
{
κ2(p̂, q)Ω

}
= κ2 [(p̂r, qr)Ω + (p̂i, qi)Ω] ,

Re
{
i 〈κp̂, q〉Γin∪Γout

}
= −κ

[
〈p̂r,−qi〉Γin∪Γout

+ 〈p̂i, qr〉Γin∪Γout

]
.

(5.39)

Pravé strany adjungované úlohy jsou reálné viz (5.31). Rozeṕı̌seme je do složek∫
ΩB

(pq∗ + p∗q) =

∫
ΩB

(prqr + piqi) ,

10

ln 10

(∫
ΩB

(pq∗ + p∗q)

‖p‖2
ΩB

−
∫

ΩA
(pq∗ + p∗q)

‖p‖2
ΩA

)
=

10

ln 10

(∫
ΩB

(prqr + piqi)

‖p‖2
ΩB

−
∫

ΩA
(prqr + piqi)

‖p‖2
ΩA

)
(5.40)

Využijeme (5.39), (5.40) a adjungovanou úlohu řeš́ıme pro neznámé pr a pi. Zaṕı̌seme tuto
soustavu maticově.
Pro účelovou funkci Φ1 řeš́ıme soustavu(

qr qi
)((∇·,∇·)Ω − κ2(·, ·)Ω −κ 〈·, ·〉Γin∪Γout

κ 〈·, ·〉Γin∪Γout
(∇·,∇·)Ω − κ2(·, ·)Ω

)T (
p̂r
p̂i

)
=

= −
(
qr qi

)(( · , pr)ΩB

( · , pi)ΩB

)
∀(qi, qr) ∈ Q2 ,

(5.41)

Obdobně zaṕı̌seme pro Φ2(
qr qi

)((∇·,∇·)Ω − κ2(·, ·)Ω −κ 〈·, ·〉Γin∪Γout

κ 〈·, ·〉Γin∪Γout
(∇·,∇·)Ω − κ2(·, ·)Ω

)T (
p̂r
p̂i

)
=

= − 10

ln 10

(
qr qi

) (·,pr)ΩB

‖p‖2ΩB
− (·,pr)ΩA

‖p‖2ΩA
(·,pi)ΩB

‖p‖2ΩB
− (·,pi)ΩA

‖p‖2ΩA

 ∀(qi, qr) ∈ Q2 .

(5.42)
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Vypočteme-li adjungovanou neznámou p̂, využijeme ji dále jako Lagrange̊uv multiplikátor
a provedeme totálńı derivaci Lagrangeovy rovnice (5.25) podle optimalizačńıch parametr̊u

α. Změna každého parametru αν vytvoř́ı v Ω jeho vlastńı designové pole rychlost́ı ~Vν .
Vzhledem k parametrizaci Spline-boxem odpov́ıdá αν času τ . Pak citlivost účelové funkce
v̊uči změně parametru αν zaṕı̌seme

d

dτ |τ=0

L(p, p̂) =
d

dτ |τ=0

[Φ(p) + (Ψ(p, p̂)− f(p̂)) + (Ψ(p∗, p̂∗)− f(p̂∗))]

+ δpL(p, p̂; δp) ◦ δp dp
dτ︸ ︷︷ ︸

=0

. (5.43)

Je-li splněna adjungovaná rovnice (5.28), tak plat́ı podmı́nka optimality Lagrangeovy funkce
v̊uči stavové proměnné p a posledńı člen v (5.43) muśı být roven nule. Současně hledáme
optimum Lagrangeovy funkce postupně v̊uči optimalizačńım parametr̊um αν ≈ τ a tedy
muśı platit

d

dτ |τ=0

L(p, p̂) = 0 . (5.44)

Źıskáme vztah vyjadřuj́ıćı citlivost účelové funkce Φ na změnu optimalizačńıch parametr̊u
α

d

dτ |τ=0

Φ(p) = − d

dτ |τ=0

[(Ψ(p, p̂)− f(p̂)) + (Ψ∗(p∗, p̂∗)− f ∗(p̂∗))] . (5.45)

S ohledem na (5.17) až (5.24) pro bilineárńı členy citlivostńıho vztahu (5.45) tedy plat́ı
(viz [Eduard, 2012])

(∇zp,∇zq)Ω(τ) =

∫
Ω

∂xk
∂zi

∂p

∂xk

∂xl
∂zj

∂q

∂xl
δij J ,

(p, q)Ω(τ) =

∫
Ω

pq J .

(5.46)

Nyńı tyto bilineárńı formy můžeme derivovat

d

dτ |τ=0

(∇zp,∇zq)Ω(τ) =

∫
Ω

(
(∇ · ~V) δij − ∂kVj δki − ∂eVi δej

)
∂jp ∂iq

∗ ,

d

dτ |τ=0

(p, q)Ω(τ) =

∫
Ω

pq∗(∇ · V) .

(5.47)

Pro zjednodušeńı označ́ıme

aΩ(p, q) =

∫
Ω

((∇ · ~V)δij − ∂kVj δki − ∂eVi δej) ∂jp ∂iq∗ ,

mΩ(p, q) =

∫
Ω

pq∗(∇ · ~V) .

(5.48)
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S využit́ım vztah̊u (5.48) již můžeme dosadit do (5.45). Dostaneme citlivost nebo-li totálńı

derivaci δτΦ vyjadřuj́ıćı derivaci účelové funkce ve směru vektorového pole ~V

δτΦ = aΩ(p∗, p̂∗)− κ2 mΩ(p∗, p̂∗) + aΩ(p, p̂)− κ2 mΩ(p, p̂) , (5.49)

kde jednotlivé členy citlivostńıho vztahu rozepsány vypadaj́ı následovně

aΩ(p∗, p̂∗) =

∫
Ω

((∇ · ~V)δij − ∂kVjδki − δej∂eVi)∂jp∗∂ip̂ ,

mΩ(p∗, p̂∗) =

∫
Ω

p∗p̂(∇ · ~V) ,

aΩ(p, p̂) =

∫
Ω

(∇ · ~V)δij − ∂kVjδki − δej∂eVi)∂jp∂ip̂∗ ,

mΩ(p, p̂) =

∫
Ω

pp̂∗(∇ · ~V) .

(5.50)

Touto cestou źıskáme úplnou derivaci účelové funkce Φ v̊uči α, tj. jej́ı citlivost. V (5.49)
derivace δτΦ ve skutečnosti znamená d

dτ
Φ|τ=0, kde Φ je implicitńı funkce hranice Γ(τ)

parametrizované vztahem (5.15), a záviśı tedy na vektorovém poli ~V .

Citlivost (5.49) vypočteme pro každý parametr αν a jeho designové pole ~Vν , kde ν =
1, 2, ..., n. Źıskáme tedy celkem n citlivost́ı.

5.4 Úloha s poddajným panelem na hranici

V této kapitole uvažujeme rovinný panel (desku) dle Reissnerovy-Mindlinovy teorie na
hranici ΓP ⊂ ΓD. Nyńı se jedná o problém vibroakustiky, kde existuje interakce mezi
akustickou tekutinou v Ω a jednou nebo v́ıce poddajnými deskami na ΓP popsanou v
kapitole (4). Každou desku předpokládáme vetknutou podél všech jej́ıch okraj̊u

w = 0 , θ = 0 ∀x ∈ ∂ΓP . (5.51)

Lze si tedy tuto modelovou situaci představit jako v́ıce desek upnutých svými okraji na
pevný rigidńı rám. Tento předpoklad implikuje neuvažováńı posuv̊u v rovině desky ui, pro-
tože transmisńı podmı́nky (4.5) a (4.7) jsou definovány skrze pr̊uhyb w a pr̊umět tlaku ps
do normály k rovině desky a již z rovnic (4.10) je také vidět nezávislost posuv̊u v rovině
ui na ostatńıch proměnných.
Obdobně jako u rigidńı hranice i zde definujeme optimalizačńı úlohu, adjungovanou úlohu
a odvod́ıme citlivostńı vztah. Tuto kapitola pojata stručněji a v mnohém odkazujeme do
kapitoly s rigidńı hranićı (5.32).
Parametry optimalizace mohou měnit tvar ΓP tak, aby byl zachován rovinný charakter
desek.
Parametrizaćı tedy umožńıme jen změnu tvaru v rovinně desek, které se mohou posouvat
a natáčet.
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5.4.1 Optimalizačńı úloha

Jako stavové rovnice uvažujeme vibroakustický problém (4.10)-(4.11) pro akustický tlak
p, výchylku desky w a natočeńı desky θ. Pro jednoduchost definujeme všechny neznámé
jednom vektoru x := (p, w,θ) ∈ X a množinu funkćı X, do které tyto funkce nálež́ı X =
H1(Ω)× (H1

0 (ΓP ))3. Stavový problém můžeme zapsat v abstraktńı formě

Ψ(x,y) = f(y) ∀y ∈ X0 , (5.52)

kde y := (q, z,ψ) je vektor testovaćıch funkćı z prostoru X0 a

Ψ(x,y) := h 〈E e(u), e(v)〉ΓP + hγ 〈(Ow − θ), (Oz −ψ)〉ΓP +
h3

3
〈E e(θ), e(ψ)〉ΓP

−hρω2 〈u,v〉ΓP − hω
2ρ 〈w, z〉ΓP − ρω

2h
3

3
〈θ,ψ〉ΓP − iωρ0 〈p, z〉ΓP

+(∇p,∇q)Ω − κ2(p, q)Ω + iκ 〈p, q〉Γin∪Γout
− iω 〈w, q〉Γp

f(y) := 2iκ 〈pA, q〉Γin
(5.53)

Pak uvažujeme následuj́ıćı optimalizačńı úlohu

min
α

Φ(x(α)) ,

x ∈ X : Ψ(x,y) = f(y) ∀y ∈ X0 ,

α ∈ U2 ,

F : α −→ ΓD ,

(5.54)

kde x splňuje stavovou úlohu (5.52), Φ je účelová funkce, U2 je množina př́ıpustných
parametr̊u α a ΓD je designová (tvarově optimalizovaná) část hranice ΓD.

5.4.2 Citlivostńı analýza

V této kapitole postupujeme podobně jako v kapitole pro rigidńı hranici. Chceme vypoč́ıtat
gradient funkce Φ(α, p(α)) podle jednotlivých optimalizačńıch parametr̊u α.

Adjungovaná úloha

Budeme postupovat obdobně jako v kapitole pro rigidńı hranici (5.3.1). Zadefinujeme
Lagrangeovu funkci L(x,λ) takto

L(x,λ) = Φ(p) + Ψ(x,λ)− f(λ) + Ψ∗(x∗,λ∗)− f ∗(λ∗) , (5.55)

= Φ(p) + 2Re {Ψ(x,λ)− f(λ)} , (5.56)
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kde λ := (λ1, λ2, λ3.λ4) jsou Lagrangeovy multiplikátory vazby splněńı stavové úlohy. For-
mulujeme úlohu sedlového bodu

max
λ∈Q

min
α∈U, p∈Q

L(α, p, λ) . (5.57)

Vzhledem k podmı́nkám optimality v̊uči stavovým proměnným muśı platit

δxL(x,λ) ◦ δx = 0

= δxΦ(p) ◦ δp+ δx2Re {Ψ(x,λ)} ◦ δx (5.58)

= δxΦ(p; δp) + 2Re {δxΨ(δx,λ)} ∀δx ∈ X0 , (5.59)

kde δx := (δp, δw, δθ) .
Nyńı pro názornost přeznač́ıme λ→ r̂ a δx→ s a můžeme zapsat adjungovanou úlohu ve
tvaru

2Re {δxΨ(s, r̂)} = −δxΦ(p; s) ∀s ∈ X0 , (5.60)

kde s := (q, z,ψ) je vektor testovaćıch funkćı, r̂ := (p̂, ŵ, θ̂) je vektor adjungovaných
neznámých a p je stavová proměnná. Připomeneme, že všechny tyto funkce jsou komplexńı

s = sr + isi (5.61)

r̂ = r̂r + ir̂i (5.62)

Pro zjednodušeńı označ́ıme derivace dle stavových proměnných jako δpΦ = Φ′ a δpΨ = Ψ′.
Nyńı je třeba si určit reálné části Ψ′(s, r̂). Reálná část má tento tvar

Re {Ψ′(s, r̂)} = (∇qr,∇p̂r)Ω + (∇qi,∇p̂i)Ω − κ2 [(qr, pr)Ω + (qi, pi)Ω]

− ω
[
〈zr, p̂i〉Γp − 〈zi, p̂r〉Γp

]
+ κ

[
〈qr, p̂i〉Γin−out − 〈qi, p̂r〉Γin−out

]
+ h

[〈
γ(Ozr −ψr), (Oŵr − θ̂r)

〉
ΓP

+
〈
γ(Ozi −ψi), (Oŵi − θ̂i)

〉
ΓP

]
+

h3

3

[〈
E e(ψr), e(θ̂r)

〉
ΓP

+
〈

E e(ψi), e(θ̂i)
〉

ΓP

]
− hρω2

[
〈zr, ŵr〉ΓP + 〈zi, ŵi〉ΓP

]
− ρω2h

3

3

[〈
ψr, θ̂r

〉
ΓP

+
〈
ψi, θ̂i

〉
ΓP

]
− ωρ0

[
〈qr, ŵi〉ΓP − 〈qi, ŵr〉ΓP

]
∀sr, si ∈ XRe , (5.63)

kde XRe = Re {X0}. Rozlož́ıme adjungovanou úlohu (5.60) tak, že heldáme reálnou r̂r a
imaginárńı část r̂i adjungovaných neznámých r̂. Na pravé straně adjungované úlohy (5.60)
vystopuje derivace objektivńı funkce Φ2 (5.31)2 též rozložené na reálnou a imaginárńı část.
Rozeṕı̌seme úlohu hledáńı r̂r a r̂i podle člen̊u obsahuj́ıćıch reálné části sr a imaginárńı části
si testovaćıch funkćı.
Členy obsahuj́ıćı testovaćı sr = (qr, zr,ψr) zaṕı̌seme jako rovnice

(∇qr,∇p̂r)Ω − κ2(qr, pr)Ω + κ 〈qr, p̂i〉Γin−out − ωρ0 〈qr, ŵi〉ΓP =

=
10

ln(10)

[
(pr, qr)ΩA

‖p‖2
ΩA

− (pr, qr)ΩB

‖p‖2
ΩB

]
,

(5.64)
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−ω 〈zr, p̂i〉Γp +
h3

3

〈
E e(ψr), e(θ̂r)

〉
ΓP

+ h
〈
γ(Ozr −ψr), (Oŵr − θ̂r)

〉
ΓP

−hρω2 〈zr, ŵr〉ΓP − ρω
2h

3

3

〈
ψr, θ̂r

〉
ΓP

= 0 ∀sr ∈ XRe .

(5.65)

Obdobně zaṕı̌seme členy obsahuj́ıćı testovaćı si = (qi, zi,ψi)

(∇qi,∇p̂i)Ω − κ2(qi, pi)Ω − κ 〈qi, p̂r〉Γin−out + ωρ0 〈qi, ŵr〉ΓP =

=
10

ln(10)

[
(pi, qi)ΩA

‖p‖2
ΩA

− (pi, qi)ΩB

‖p‖2
ΩB

]
,

(5.66)

ω 〈zi, p̂r〉Γp +
h3

3

〈
E e(ψi), e(θ̂i)

〉
ΓP

+ h
〈
γ(Ozi −ψi), (Oŵi − θ̂i)

〉
ΓP

−hρω2 〈zi, ŵi〉ΓP − ρω
2h

3

3

〈
ψi, θ̂i

〉
ΓP

= 0 ∀si ∈ XRe .

(5.67)

Výsledná citlivost

Po vyřešeńı adjungované úlohy lze již určit výslednou citlivost z totálńı derivaci Lagrange-
ovy funkce (5.55)

δτL(x, r̂) =
d

dτ |τ=0

[Φ(p) + Ψ(x, r̂)− f(r̂) + Ψ∗(x∗, r̂∗)− f ∗(r̂∗)] . (5.68)

Vzhledem k podmı́nkám optimality k optimalizačńım proměnným muśı platit

δτL(x, r̂) = 0 . (5.69)

Potom celková citlivost účelové funkce Φ(p) na změnu optimalizačńıch parametr̊u je

δτΦ(p) = − d

dτ |τ=0

[Ψ(x, r̂)− f(r̂) + Ψ∗(x∗, r̂∗)− f ∗(r̂∗)] , (5.70)

kde x je řešeńı stavové úlohy (4.10)-(4.11) a r̂ je řešeńı adjungované úlohy (5.60).

Derivujeme podle τ ve směru dvou designových poĺı ~V(x), ~W(x) v prostoru respektive v
rovině desky. Bilineárńı formy vyhodnocované mimo designovou oblast ΩD jsou po derivaci
nulové, jelikož jen v ΩD je designová rychlost nenulová.

Designová rychlost v rovině desky

Parametrizace oblasti ΩD ⊂ Ω pomoćı Spline-boxu je podrobněji popsána v jiné kapitole
(5.5.3). Zde se zaměř́ıme pouze na definováńı dvou poĺı designových rychlost́ı. Jednoho v
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objemu (3D) a druhého v rovině desky (2D). Podobně jako v kapitole (5.3.1) definujeme

vektorové pole ~V(x) jako parametrizaci oblasti ΩD v 3D

Ω(τ) =
{

z ∈ R3 | zi = xi + τ ~V(x), x ∈ Ω
}

, (5.71)

Designové pole ~V(x) vzniká pohybem ř́ıd́ıćıch bod̊u Spline-boxu, jejichž souřadnice jsou
úměrné optimalizačńım parametr̊um αi, které koresponduj́ı s ”umělým časem” τ .
Nyńı nás zaj́ımá jaké designové pole vznikne v rovině desky, tedy v hraničńı oblasti ΓP ⊂
ΓD.
Definujeme pr̊umět ~V(x) do roviny desky viz obr.(5.2)

~~W = ~V − ~n(~n · ~V) , (5.72)

kde ~W(x) je hledané designové pole rychlost́ı v rovině desky a ~n je jednotkový normálový
vektor k rovině desky ΓP .

Obrázek 5.2: Řez kolmo na desku; Projekce designového pole ~V(x) do roviny desky

Parametrizaci oblasti ΓP pomoćı parametru τ lze tedy zapsat takto

ΓP (τ) =
{

z ∈ R3 | zi = xi + τ ~W(x), x ∈ ΓP

}
, (5.73)
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Výpočet citlivosti pomoćı materiálové derivace

Při odvozeńı následuj́ıćıch vztah̊u využijeme mnoho z kapitoly (5.3.1), kde jsme odvodili
vztahy, které nám pomůžou odvodit derivace bilineárńıch forem v (5.70).

δτΦ(p) = aΩ(p∗, p̂∗) + aΩ(p, p̂)− κ2 mΩ(p∗, p̂∗)− κ2 mΩ(p, p̂)− iω mΓ(w, p̂) + iω mΓ(w∗, p̂∗)

− hγ cΓ(w, θ̂)− hγ cΓ(w∗, θ̂
∗
)− hγ cΓ(ŵ,θ)− hγ cΓ(ŵ∗,θ∗)

+ hγ mΓ(θ̂,θ) + hγ mΓ(θ̂
∗
,θ∗)− hγ aΓ(w, ŵ)− hγ aΓ(w∗, ŵ∗)

+ hγ eΓ(ŵ,θ) + hγ eΓ(ŵ∗,θ∗) + hγ eΓ(w, θ̂) + hγ eΓ(w∗, θ̂
∗
)

+
h3

3
fΓ(θ, θ̂) +

h3

3
fΓ(θ∗, θ̂

∗
)− hω2ρ mΓ(w, ŵ)− hω2ρ mΓ(w∗, ŵ∗)

− ρω2h
3

3
mΓ(θ, θ̂)− ρω2h

3

3
mΓ(θ∗, θ̂

∗
)− iωρ0 mΓ(pp, ŵ) + iωρ0 mΓ(p∗p, ŵ

∗) ,

(5.74)
kde bilineárńı formy citlivostńıho vztahu (5.74) rozeṕı̌seme

aΩ(p, p̂) =
d

dτ |τ=0

(∇zp,∇zp̂)Ω(τ) =

∫
Ω

(
(∇ · ~V)δij − ∂kVjδki − ∂eViδej

)
∂jp ∂ip̂

∗ ,

mΩ(p, p̂) =
d

dτ |τ=0

(p, p̂)Ω(τ) =

∫
Ω

pp̂∗(∇ · ~V) ,

fΓ(θ, θ̂) =
d

dτ |τ=0

〈
E e(θ), e(θ̂)

〉
ΓP (τ)

=

∫
ΓP

(
Eijkl(∇̄ · ~W)− Eijkq

∂Wl

∂xq
− Eiqkl

∂Wj

∂xq

)
eij(θ)ekl(θ̂

∗) ,

aΓ(w, ŵ) =

∫
ΓP

∇̄ŵ∗ · ∇̄w(∇̄ · ~W)− ∂Wk

∂xi

∂ŵ∗

∂xk

∂w

∂xi
− ∂Wk

∂xi

∂w

∂xk

∂ŵ∗

∂xi
,

cΓ(θ, ŵ) =

∫
ΓP

∇̄ŵ∗ · θ(∇̄ · ~W) =

∫
ΓP

∂ŵ∗

∂xi
θi(∇̄ · ~W) ,

eΓ(θ, ŵ) =

∫
ΓP

∂Wk

∂xi

∂ŵ∗

∂xk
θi ,

mΓ(θ, θ̂) =

∫
ΓP

θ · θ̂
∗
(∇̄ · ~W) ,

(5.75)
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kde

aΓ(w, ŵ) + cΓ(θ, ŵ) + cΓ(w, θ̂) + eΓ(θ, ŵ) + eΓ(w, θ̂) + mΓ(θ, θ̂) =

=
d

dτ |τ=0

〈
(∇̄w − θ), (∇̄ŵ − θ̂)

〉
ΓP (τ)

=

∫
ΓP

(∇̄ŵ∗ − θ̂
∗
) · (∇̄w − θ)(∇̄ · ~W) +

∫
ΓP

(
−∂Wk

∂xi

∂ŵ∗

∂xk

)(
∂w

∂xi
− θi

)
+

+

∫
ΓP

(
−∂Wk

∂xi

∂w

∂xk

)(
∂ŵ∗

∂xi
− θ̂∗i

)
.

(5.76)

5.4.3 Nedesignovatelný panel na hranici

V této kapitole můžeme snadno vyj́ıt z předchoźı kapitoly, kde jsme uvažovali designo-
vatelnou hranici oblasti ΓP ⊂ ΩD. Dı́ky tomuto předpokladu je zde jen stručně odvozen
citlivostńı vztah. Uvažujeme nedesignovatelnou desku na ΓP . Což má ve výsledku za násle-
dek zjednodušeńı citlivostńıho vztahu na vztah jako v př́ıpadě s rigidńı hranićı na ΓD, ale
zároveň adjungovaná úloha je identická s adjungovanou úlohou, když uvažujeme designo-
vatelný panel na ΓP .

Výsledná citlivost

Po vyřešeńı adjungované úlohy (5.60) lze již určit výslednou citlivost účelové funkce Φ(p)
z totálńı derivaci Lagrangeovy funkce (5.55)

δτΦ(p) = − d

dτ |τ=0

[Ψ(x, r̂)− f(r̂) + Ψ(x∗, r̂∗)− f(r̂∗)] , (5.77)

kde x je řešeńı stavové úlohy (4.10)-(4.11) a r̂ je řešeńı adjungované úlohy (??).

Derivujeme podle τ ve směru dvou designových poĺı ~V(x) a ~W(x) v prostoru respektive v
rovině desky. Bilineárńı formy vyhodnocované mimo designovou oblast ΩD jsou rovny nule,
jelikož jen v ΩD jsou obě designové rychlosti nenulové.

Výpočet citlivosti pomoćı materiálové derivace

Při odvozeńı následuj́ıćıch vztah̊u vyjdeme opět z kapitoly (5.4.2), kde jsme již odvodili

citlivostńı vztahy (5.74). Vzhledem k faktu, že obě designové rychlosti ~V a ~W jsou na ΓP
nulové, je derivace všech člen̊u přes ΓP rovna nule. Bilineárńı formy na ΓP jsou v̊uči τ
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konstantńı a optimalizaćı se tato oblast neměńı. Konečně výsledná citlivost je identická s
citlivost́ı (5.49) z kapitoly pro rigidńı hranici na celé Ω

δτΦ(p) = aΩ(p∗, p̂∗) + aΩ(p, p̂)− κ2 mΩ(p∗, p̂∗)− κ2 mΩ(p, p̂) . (5.78)

5.5 Implementace numerického řešeńı

K implementaci byl využit systém SfePy (Simple finite elements in Python) [Robert, 2016],
který je z velké části napsán v programovaćım jazyce Python. Při práci s t́ımto softwarem
muśıme uvažovat jeho jisté specifické vlastnosti. To se projev́ı např́ıklad při implementaci
řešeńı adjungované úlohy, při řešeńı úloh s poddajnou stěnou na hranici nebo při využit́ı
Spline-boxu, který je již ve SfePy implementován.

5.5.1 Aproximace slabých řešeńı pomoćı MKP a jejich maticový
zápis

Zde si ve zkratce naznač́ıme diskretizaci použ́ıvaných rovnic ve smyslu MKP.
Uvažujeme slabá řešeńı pro akustickou tekutinu a poddajnou desku (4.10) a (4.11) a roze-
ṕı̌seme je podle testovaćıch funkćı v, z, ψ a q na

h 〈E e(u), e(v)〉ΓP − hρω
2 〈u,v〉ΓP = 0 ∀v ∈ V, (5.79)

hγ 〈Ow,Oz〉ΓP − hγ 〈θ,Oz〉ΓP − hω
2ρ 〈w, z〉ΓP − iωρ0 〈pp, z〉ΓP = 0 ∀z ∈ Z , (5.80)

−hγ 〈Ow,ψ〉ΓP + hγ 〈θ,ψ〉ΓP +
h3

3
〈E e(θ), e(ψ)〉ΓP − ρω

2h
3

3
〈θ,ψ〉ΓP = 0 (5.81)

∀ψ ∈ P ,

kde V,Z,P = H1
0 (Γ) jsou množiny funkćı respektuj́ıćıch okrajové podmı́nky.

(∇p,∇q)Ω − κ2(p, q)Ω + iκ 〈p, q〉Γin∪Γout
− 2iκ 〈pA, q〉Γin − iκ2ω 〈w, q〉Γp = 0 (5.82)

∀q ∈ Q ,

Jednotlivé členy rovnic aproximujeme pomoćı MKP a zaṕı̌seme maticově. Rovnici (5.79)
přeṕı̌seme na

hAvu− hρω2Bvu = 0, (5.83)
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kde uvažujeme tyto aproximace

vTAv u
MKP
≈ 〈E e(u), e(v)〉ΓP ,

vTBv u
MKP
≈ 〈u,v〉ΓP .

(5.84)

Obdobně postupně aproximujeme zbylé rovnice (5.80)→(5.85), (5.81)→(5.86), (5.82)→(5.87)

hγAzw − hBzθ − hω2ρCzw − iωρ0dz = 0 , (5.85)

−hγAψw + hγBψθ +
h3

3
Cψθ − ρω2h

3

3
Dψθ = 0 , (5.86)

Aqp− κ2Bqp + iκCqp− 2iκpA − iκ2ωDqw = 0 , (5.87)

Aqppp − Bqpp = 0 . (5.88)

5.5.2 Spline-box

Spline-box pomáhá vytvářet geometrickou parametrizaci 2D i 3D oblast́ı. Použili jsme
Spline-box implementovaný v systému SfePy. Využijeme ho k vytvořeńı parametrizace
tvaru hranice ΓD při hledáńı jej́ıho optimálńıho designu. Plat́ı ΓD ⊂ ΩD, viz obr.(5.1),
která je tvořena 3D MKP śıt́ı, viz obr.(6.1). Zde si stručně vysvětĺıme, jak Spline-box
pracuje. Vı́ce lze nalézt v [Eduard, 2007].
Uvažujeme oblast ΩD, viz obr.(5.1), a parametrizaci jej́ı hranice ΓD , viz (5.15). Spline 3D
reprezentaci pro nezměněnou Ω0

D zaṕı̌seme

x0(x, y, z) =
4∑
i

4∑
j

4∑
k

Ni(x)Nj(y)Nk(z)b0
ijk , (5.89)

kde N(x) je B-spline báze splin̊u podél osy x, N(y) podél y a N(z) podél z. Počátečńı
polohu ř́ıd́ıćıch bod̊u určuje b0

ijk. Polohu uzl̊u nezdeformované śıtě popisuje x0 = (x0, y0, z0).
Vytvořili jsem tedy nad Ω0

D 3D Spline-box s 64 ř́ıd́ıćımi body, viz obr.(5.3)

Obrázek 5.3: Umı́stěńı ř́ıd́ıćıch bod̊u po vytvořeńı Spline-boxu nad ΩD
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Změnu polohy ř́ıd́ıćıch bod̊u poṕı̌seme

bijk = b0
ijk + dijkαijk . (5.90)

Směr této změny (pohybu) ř́ıd́ıćıch bod̊u určuj́ı jednotkové vektory dijk a velikost této
změny parametry αijk. Pro nenulové αijk plat́ı

x(x, y, z) =
4∑
i

4∑
j

4∑
k

Ni(x)Nj(y)Nk(z)bijk . (5.91)

Když zderivujeme (5.91) podle αijk, dostaneme

∂x

∂αijk
= Ni(x)Nj(y)Nk(z)dijk . (5.92)

Źıskáme tedy v ΩD vektorové pole ~V(x)ijk od parametru αijk

~V(x)ijk = Ni(x)Nj(y)Nk(z)dijk . (5.93)

V našich úlohách optimalizace ztotožńıme parametry αi s τ . Dojdeme tedy k závěru, že
úplná derivace účelové funkce Φ je vlastně derivaćı ve směru vektorového pole ~V

δαiΦ = δτΦ = δΦ ◦ ~V . (5.94)

Tohoto faktu využ́ıváme při odvozeńı citlivostńıch vztah̊u (5.49) a (5.70).

5.5.3 Implementace změny tvaru výpočtové oblasti pomoćı Spline-
boxu

Použili jsme spline-box implementovaný v systému SfePy. Využili jsme ho k vytvořeńı
parametrizace tvaru hranice ΓD při hledáńı jej́ıho optimálńıho designu.
Uvažujeme oblast ΩD, viz obr.(5.1), a parametrizaci jej́ı hranice ΓD. Vytvořili jsme nad
ΩD 3D Spline-box s 64 ř́ıd́ıćımi body, viz obr.(5.4)).
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Obrázek 5.4: Spline-box - pohled z boku a ze zadńı strany (ΓP ). Šipky znázorňuj́ı směr a
velikost posuvu ř́ıd́ıćıch bod̊u Spline-boxu vzhledem k hodnotě jediného optimalizačńıho
parametru α

Definujeme hranici s poddajnou deskou ΓP , viz obr. (5.5)

Obrázek 5.5: Oblast s deskou ΓP (žlutou barvou)

V rámci optimalizačńıch př́ıklad̊u muśıme respektovat rovinnost hranice ΓP a také jej́ı
designovatelnost nebo nedesignovatelnost. Vše vyplývá ze zadáńı př́ıkladu. Potřebujeme
tedy definovat několik r̊uzných parametrizaćı, neboli zp̊usob̊u vhodného využit́ı Spline-
boxu. V kapitole Optimalizačńı výpočty (6) aplikujeme tyto čtyři př́ıpady označené č́ıslo-
váńım 0, 1, 2, 3

� parametrizace 0 - čistě rigidńı hranici na celé ∂Ω

– řešené př́ıklady v kapitole (6.4)
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� parametrizace 1 - nedesignovatelný panel na ΓP

– deska se nehýbe ani neměńı sv̊uj tvar

– řešené př́ıklady v kapitole (6.6)

� parametrizace 2 - designovatelný panel na ΓP (jen posun desky)

– jen posun desky ve směru jej́ı normály, beze změny tvaru

– řešené př́ıklady v kapitole (6.7)

� parametrizace 3 - designovatelný panel na ΓP (změna tvaru desky)

– deska se nehýbe, jen změna tvaru desky

– řešené př́ıklady v kapitole (6.7)

Jak využ́ıváme Spline-boxu pro jednotlivé př́ıpady rozebereme podrobněji v následuj́ıćıch
kapitolách

Parametrizace 0

V př́ıpadě pro rigidńı hranici na celé Ω měńıme tvar pěti stran. Uvažujeme 64 parametr̊u pro
kontrolu polohy 48 ř́ıd́ıćıch bod̊u, viz obr. (5.6). S ohledem na obr.(5.4)1 uvažujme posun
ř́ıd́ıćıch bod̊u ve směru osy x. Parametr αi, kde i = 1, 2, .., 64, proporcionálně řekne, o kolik
se posune i-tá řada čtyř ř́ıd́ıćıch bod̊u. Ř́ıd́ıćı body označ́ım Bk,l,m, kde k, l,m = 0, 1, 2, 3.
Když bod B3,3,3 posuneme o nějakou př́ıslušnou hodnotu tvarového parametru αi ve směru
(1, 0, 0), tak B2,3,3 se posune o 2/3α, B1,3,3 o 1/3α a B0,3,3 o 0. Jako daľśı parametry, viz
obr.(5.4)2, uvažujeme posuny řad ř́ıd́ıćıch uzl̊u ve směrech os y a z. Parametr αi, propor-
cionálně řekne, o kolik se posune i-tá řada dvou ř́ıd́ıćıch bod̊u. Když bod B3,3,3 posuneme
o nějaké αi ve směru (0, 0, 1), tak B3,3,2 se posune o 2/3αi, B3,3,1 o 0 a B3,3,0 také o 0.

Obrázek 5.6: Designové ř́ıd́ıćı body (červenou barvou); Mohou se hýbat ve směrech sou-
řadných os x, y, z.
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Parametrizace 1

Pokud je v oblasti nedesignovatelný panel na hranici ΓP , máme 32 opt. parametr̊u a využi-
tých ř́ıd́ıćıch bod̊u 32, viz obr. (5.7). Ř́ıd́ıćı body na ΓP jsou nehybné úplně a žádný ř́ıd́ıćı
bod se nehýbe ve směru osy x. Jinak je parametrizace shodná s předchoźım odstavcem.

Obrázek 5.7: Designové ř́ıd́ıćı body (červenou barvou); Mohou se hýbat ve směrech sou-
řadných os x, y, z.

Parametrizace 2

V tomto př́ıpadě designovatelného panelu optimalizujeme oblast jen posunem všech 16
ř́ıd́ıćıch bod̊u na ΓP ve směru osy x, viz obr. (5.8), viz (5.4)1. Pohyb všech bod̊u je svázán
jediným optimalizačńım parametrem. Hýbeme tedy deskou translačńım pohybem ve směru
normály k jej́ı ploše. Během optimalizace je ΓP stále rovina.

Obrázek 5.8: Designové ř́ıd́ıćı body na ΓP (červenou barvou); Mohou se hýbat ve směrech
souřadné osy x.
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Parametrizace 3

Při této parametrizaci uvažujeme pouze změnu tvaru desky jen v rámci jej́ı roviny na ΓP .
Designové ř́ıd́ıćı body jsou body podél hranice ΓP . Jde o celkem 8 ř́ıd́ıćıch bod̊u, které se
mohou pohybovat v y-vém a z-ovém směru každý. Uvažujeme celkem 16 optimalizačńıch
parametr̊u.

Obrázek 5.9: Designové ř́ıd́ıćı body na ΓP (červenou barvou)

5.5.4 Kontrola výsledk̊u citlivostńı analýzy pomoćı konečných
diferenćı

V této kapitole si numericky ověř́ıme výsledné citlivostńı vztahy pro

� rigidńı hranici na celé ∂Ω (5.49)

� designovatelnou poddajnou hranici ΓP (5.74)

� nedesignovatelnou poddajnou hranici ΓP (5.77)

Ke kontrolńımu výpočtu použijeme konečných diferenćı (KD), konkrétně centrálńı diference
[Mı́ka S., 2006]. Podotýkáme, že implementovat kontrolu pomoćı KD je mnohdy mnohem
obt́ıžněǰśı úkol, než implementace CA samotné.
Citlivostńı analýza (CA) nám ř́ıká, jak velká je citlivost změny objektivńı funkce Φ na
změnu tvarových optimalizačńıch parametr̊u αi. Citlivost danou CA označ́ıme δΦ a citli-
vost danou KD ∆Φ. Citlivost testujeme vždy jen pro změnu jednoho parametru tj. posuv
jednoho ř́ıd́ıćıho bodu ve směru jedné z souřadných os x, y, z.
Nejdř́ıve vypočteme př́ıslušnou stavovou a následně adjungovanou úlohu pro nedeformova-
nou konfiguraci a źıskáme δΦ.
Pro źıskáńı ∆Φ design zvukovodu deformujeme pohnut́ım ř́ıd. bodu v kladném smyslu o
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+dx. Pro deform. konfig. vyřeš́ıme stavovou úlohu a následně vyhodnot́ıme účelovou funkci
a źıskáme hodnotu Φ+. Postup opakujeme a v nedeform. konfig. posunem stále stejný ř́ıd.
bod o −dx a źıskáme hodnotu Φ−. Pro ilustraci lze nahlédnout do obr. (5.10)

Obrázek 5.10: Př́ıklad aplikováńı centrálńı konečné diference

Vztah pro výpočet KD pro Φ je

∆Φ =
Φ+ − Φ−

2dx
, (5.95)

kde dx voĺıme dostatečně malé, v našem př́ıpadě dx = 10−6.
Testováńı provád́ıme samozřejmě, tak jak odpov́ıdá zadáńı. Např́ıklad neměńıme tvar
desky u př́ıpadu nedesignovatelného panelu nebo nenarušujeme rovinný charakter hranice
s deskou ΓP .
Srovnáme citlivosti jen pro účelovou funkci Φ2 = −TAB. Výsledky porovnáńı CA a KD
zaṕı̌seme do tabulky (5.1) jako relativńı odchylky r spočtené takto

r =

∣∣∣∣δΦ2 −∆Φ2

∆Φ2

∣∣∣∣ . (5.96)

Tabulka 5.1: Porovnáńı citlivostńı analýzy a konečných diferenćı pro tři frekvence. Každé
pole reprezentuje spočtenou př́ıslušnou hodnotu r dle vzorce 5.96

f [Hz] 200 300 600
Rigidńı stěny 4.13e-08 2.94e-07 -9.16e-06
Design.deska 2.04e-03 5.51e-04 1.54e-03
Nedesign.deska 3.36e-07 2.66e-07 1.68e-07

Z tabulky (5.1) je vidět, že CA a KD se shoduj́ı nejlépe pro vlnovod modelovaný s
kompletně rigidńımi stěnami nebo pro model nedesignovatelnou deskou. Zde citlivost sed́ı
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spolehlivě.
Varianta s designovatelnou deskou vycháźı o tři až čtyři řády h̊uře. Parciálńı citlivostńı
vzorce (5.74) jsou otestovány a zřejmě může být numerická chyba zanesena při výpočtu
citlivosti od dynamických člen̊u desky (členy s ρω2). Chybu může zp̊usobovat také to, že
stavové proměnné a hlavně adjungované proměnné desky vycháźı velmi malé (až 10−8). Pro
takto malé hodnoty mohou nastávat numerické chyby. Třet́ı možnost́ı je, že CA je správně
a chybný je ověřovaćı výpočet KD pro tuto variantu, který se ukázal být komplikovaněǰśı
než u ostatńıch variant.
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6 Optimalizačńı výpočty

V této kapitole optimalizujeme tvar zvukovodu (5.1) při minimalizaci jedné účelové funkce
z (5.6). V předchoźıch kapitolách jsme odvodili a definovali nástroje potřebné pro úspěšné
provedeńı optimalizačńıch úloh pro tři př́ıpady - př́ıpad s rigidńı hranićı na celé Ω, př́ıpad
s nedesignovatelnou deskou na ΓP a designovatelnou deskou na ΓP . Pro všechny tyto tři
možnosti máme z minulých kapitol odvozeny citlivostńı vztahy (5.49),(5.77) a (5.74) efek-
tivně poskytuj́ıćı citlivost účelových funkćı na změnu tvaru zvukovodu.
Postupně si představ́ıme diskretizaci našeho modelu, kdy použijeme metodu konečných
prvk̊u (MKP). Řekneme něco k použitým účelovým funkćım a soustřed́ıme se na funkci
neprozvučnosti (transmission loss). Definujeme dle uvážeńı vhodné parametry obou mode-
lovaných kontinúı - desky a akustické kavity.
V samotné optimalizace se nejprve zabýváme př́ıpadem s rigidńı stěnou. Pak přecháźıme k
př́ıklad̊um se poddajnou deskou, kde ukážeme několik daľśıch výpočt̊u týkaj́ıćıch se vlast-
ńıch frekvenćı modelované desky a vlivu tloušt’ky desky. Úlohy optimalizace s deskou roz-
děĺıme na dvě větš́ı podkapitoly pro designovatelnou a nedesignovatelnou desku.

6.1 Zvolená MKP diskretizace

Naš́ı modelovanou oblast (5.1) diskretizujeme pomoćı MKP. Připravv́ıme śıt’ jak akustické
kavity, tak i poddajných desek.
Definujeme rozměry zvukovodu (5.1). Jedná se o pravidelnou krychli o straně a = 1 [m], do
které úst́ı dva kanály o délce l = 0.4 [m]. Hrany vstupu Γin a výstupu Γout měř́ı b = 0.2 [m].
Na úvod ukážeme použitou MKP śıt’ modelované oblasti Ω, viz obr. (6.1). Ta je tvořena
výhradně pravidelnými krychlemi. Hrana každého elementu má přesně rozměr 0.05 [m]
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Obrázek 6.1: MKP śıt’ oblasti Ω - 8128
element̊u, 9661 stupň̊u volnosti

Obrázek 6.2: MKP śıt’ jedné desky na
hranici ΓP - 400 element̊u, 441 stupň̊u
volnosti

Śıt’ voĺıme s touto hustotu, abychom dostali numericky správné řešeńı pro vyšš́ı frek-
vence. Dle zdroje [S., 2008] je v pořádku použ́ıt mezi 6 a 10 elementy na jednu vlnovou
délku. My nechceme nepřekročit počet 8 element̊u na nejkratš́ı vlnovou délku. Pak je li-
mitńı frekvenćı 857.5 [Hz]. Nicméně my se pohybujeme během našich výpočt̊u v ještě
nižš́ıch frekvenćıch.
Na modelováńı desek na ΓP použijeme śıt’ 2D shell element̊u stejných rozměr̊u jako v
př́ıpadě kavity, viz obr. (6.2). Hrana každého elementu má přesně rozměr 0.05 [m]

6.2 Vyhodnoceńı účelové funkce v neoptimalizované

oblasti

V př́ıkladech optimalizace využijeme hlavně účelové funkce Φ2 a maximalizujeme tedy
útlum pr̊uchodu zvukové vlny z ΩA do ΩB. Nás zaj́ımá závislost TAB = TAB(f) před a po
optimalizaci. Můžeme si ukázat pro ilustraci křivku pro neoptimalizovaný design.
Konkrétně př́ıklad neprozvučnosti TAB = TAB(f) pro oblast Ω viz (5.1) s akusticky tvrdou
stěnou (černá křivka), respektive s jednou poddajnou stěnou (ostatńı barvy), vypadá ve
frekvenčńım pásmu následovně
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Obrázek 6.3: Transmission loss (neprozvučnost) [dB] např́ıč námi sledovaným frekvenčńım
pásmem 1− 700 [Hz]

Pro frekvence, kde jsou ṕıky nejvyšš́ı (např. pro f1 = 200[Hz]) plat́ı, že námi zvolená
geometrie vykazuje nejvyšš́ı útlum. Neboli rozd́ıl tlak̊u v oblastech ΩA a ΩB je nejvyšš́ı
právě pro tyto frekvence.
Naopak v mı́stech kde TAB nabývá nejmenš́ıch hodnot (např. pro f2 = 300[Hz]), je útlum
nejmenš́ı. Pro tyto frekvence s nejmenš́ım TAB optimalizujeme tvar ΩD s ohledem na úče-
lovou funkci Φ2 = −TAB. Po provedeńı tvarové optimalizace opět vyhodnocujeme TAB v
již optimalizovaném tvaru. Jako očekávaný výsledek by mělo být zřejmé posunut́ı ṕıku do
frekvence, pro kterou optimalizujeme (např. pro f2). My frekvence voĺıme dle vlastńıho
uvážeńı. V inženýrské praxi bychom volili takovou frekvenci pro optimalizaci, které odpo-
v́ıdaj́ı běžné podmı́nky chodu nějakého zař́ızeńı (např. provozńı otáčky motoru).
Z grafu je také zřejmé, že poddajná hranice vykazuje lepš́ı tlumı́ćı schopnosti v porovnáńı
s akusticky tuhou stěnou. Toto se děje d́ıky přeměně části š́ı̌rené energie na deformačńı
energii v poddajné Reissner-Mindlin desce na hranici ΓP . Z obrázku (6.3) je patrné, že pro
r̊uzné tloušt’ky desky na hranici ΓP se nám neprozvučnost měńı podél celého frekvenčńıho
pásu ale např́ıklad pro f2 = 300; [Hz] z̊ustává podobná. Proto se v následuj́ıćıch př́ıkladech
optimalizace zaměřujeme hlavně na tuto frekvenci.

6.3 Parametry úloh

Vzhledem modelováńı dvou kontinúı - akustické tekutiny a poddajné desky, potřebujeme
znát jejich vhodně zvolené reálné parametry. Je také nutné zadefinovat parametry inci-
denčńı vlny. A v neposledńı řadě zvolit omezeńı tvarových optimalizačńıch parametr̊u.
Hodnoty všech optimalizačńıch parametr̊u αν vždy omeźıme shora (αu) i zdola (αl) stejně.
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Počátečńı hodnoty α0 vždy uvažujeme nulové

αu = 0.2 [m]

αl = 0.2 [m]

α0 = 0 .

(6.1)

Tyto hodnoty se zdaj́ı vhodné, protože pro ně śıt’ během optimalizace tolik nedegeneruje.
Jako akustické médium v kavitě voĺıme vzduch při teplotě 20°C. Při této teplotě hodnoty
parametr̊u vzduchu jsou následovné

ρair = 1.2041 [kg/m3]

pa = 50 [Pa]

c = 343.21 [m/s] ,

(6.2)

kde ρair je hustota vzduchu, pa je amplituda incidenčńı vlny a c je rychlost š́ı̌reńı zvukové
vlny vzduchem.
Materiálem pro desku zvoĺıme ocel, jej́ıž parametry jsou následuj́ıćı

ρsteel = 7850 [kg/m3]

E = 210 [GPa]

ν = 0.3 [−]

G =
E

2(1 + ν)
= 80.769 [GPa]

γ =
5

6
G = 67.308 [GPa]

t1 = 0.0001 [m]; t2 = 0.001 [m]; t3 = 0.01 [m] ,

(6.3)

kde ρsteel je hustota oceli, E je Young̊uv modul pružnosti, ν je Poissonovo č́ıslo, G je modul
pružnosti ve smyku, γ je korigovaný G a t1,2,3 jsou tři volené tloušt’ky desky.
Oblast zvukovodu Ω je zatěžována zvukovou vlnou vcházej́ıćı skrze Γin o frekvenci f a
amplitudě akustického tlaku pa

pa = 50 [−]

f1 = 200 [Hz]; f2 = 300 [Hz]; f3 = 600 [Hz] ,
(6.4)

kdy se koncentrujeme jen na tyto tři frekvence f1,2,3.

6.4 Oblast s rigidńı stěnou

Zde uvedeme několik př́ıklad̊u optimalizace oblasti (5.1), kdy uvažujeme podél celé hranice
Γ akusticky tuhé stěny

∂p

∂n
= 0 . (6.5)
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Parametry úloh jsou (6.2) a (6.4). K parametrizaci použijeme Spline-boxu tak, abychom
mohli optimalizovat tvar celé hranice ΓD, viz (5.5.3)
Př́ıklady rozděĺıme podle tř́ı uvažovaných frekvenćı f1,2,3.
Vždy ukážeme řešeńı akustický tlak p v neoptimalizovaném designu, viz. obr. (6.4)1, (6.7)1 a
(6.10)1, graf poklesu účelové funkce, viz obr. (6.4)2, (6.7)2 a (6.10)2, a nově optimalizovaný
tvar s opět zobrazeným p, viz obr. (6.5), (6.8) a (6.11). Nakonec představ́ıme graf funkce
TAB v okoĺı frekvence, pro kterou optimalizujeme, aby bylo zřejmé, jestli a jak se nám
posunou ṕıky (nejvyšš́ı útlum) , viz obr. (6.6), (6.9) a (6.12).

Frekvence 200 [Hz], parametrizace 0

Obrázek 6.4: Nalevo: Neoptimalizovaná oblast pro frekvenci 200 [Hz] se zobrazeným akus-
tickým tlakem p[Pa]; Napravo: graf závislosti hodnoty účelové funkce Φ2 na iteraci opti-
malizace

Obrázek 6.5: Optimalizovaná oblast pro frekvenci 200 [Hz] se zobrazeným akustickým
tlakem p
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Obrázek 6.6: Porovnáńı křivek neprozvučnost́ı, neoptimalizovaný design (černá) a optima-
lizovaný design (červená)

Frekvence 300 [Hz], parametrizace 0

Obrázek 6.7: Nalevo: Neoptimalizovaná oblast pro frekvenci 300 [Hz] se zobrazeným akus-
tickým tlakem p[Pa]; Napravo: graf závislosti hodnoty účelové funkce Φ2 na iteraci opti-
malizace
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Obrázek 6.8: Optimalizovaná oblast pro frekvenci 300 [Hz] se zobrazeným akustickým
tlakem p[Pa]

Obrázek 6.9: Porovnáńı křivek neprozvučnost́ı, neoptimalizovaný design (černá) a optima-
lizovaný design (červená)
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Frekvence 600 [Hz], parametrizace 0

Obrázek 6.10: Nalevo: Neoptimalizovaná oblast pro frekvenci 600 [Hz] se zobrazeným akus-
tickým tlakem p; Napravo: graf závislosti hodnoty účelové funkce Φ2 na iteraci optimalizace

Obrázek 6.11: Optimalizovaná oblast pro frekvenci 600 [Hz] se zobrazeným akustickým
tlakem p[Pa]
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Obrázek 6.12: Porovnáńı křivek neprozvučnost́ı, neoptimalizovaný design (černá) a opti-
malizovaný design (červená)

Frekvence 300 [Hz], parametrizace 1

Zde uvád́ıme př́ıklad, kde stejně jako u úlohy s nedesignovatelným panelem, viz (5.5.3),
parametrizujeme i úlohu s rigidńı hranićı tak, že hranice ΓP z̊ustává nehybná. Ukážeme
řešeńı akustický tlak p v optimalizovaném designu, viz. obr. (6.13)1. Nakonec představ́ıme
graf funkce TAB v okoĺı frekvence f2, aby bylo zřejmé, jestli a jak se nám posunou ṕıky
(nejvyšš́ı útlum) , viz obr. (6.14).

Obrázek 6.13: Optimalizovaná oblast s rigidńı hranićı pro frekvenci 300 [Hz] se zobrazeným
akustickým tlakem p[Pa] parametrizovaná stejně jako př́ıklady s nedesignovatelnou deskou
na hranici ΓP
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Obrázek 6.14: Porovnáńı křivek neprozvučnost́ı, neoptimalizovaný design (černá) a opti-
malizovaný design (červená)

Frekvence 300 [Hz], parametrizace 2

Zde uvád́ıme př́ıklad, kde stejně jako u úlohy s nedesignovatelným panelem, viz (5.5.3),
parametrizujeme i úlohu s rigidńı hranićı tak, že optimalizujeme jen polohu hranice ΓP .
Ukážeme řešeńı akustický tlak p v optimalizovaném designu, viz. obr. (6.15)1. Nakonec
představ́ıme graf funkce TAB v okoĺı frekvence f2, aby bylo zřejmé, jestli a jak se nám
posunou ṕıky (nejvyšš́ı útlum) , viz obr. (6.16), (6.16).

Obrázek 6.15: Optimalizovaná oblast s rigidńı hranićı pro frekvenci 300 [Hz] se zobrazeným
akustickým tlakem p[Pa] parametrizovaná stejně jako př́ıklady s nedesignovatelnou deskou
na hranici ΓP

Stěna se posunula od −0.154 [m] v záporném směru osy x.
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Obrázek 6.16: Porovnáńı křivek neprozvučnost́ı, neoptimalizovaný design (černá) a opti-
malizovaný design (červená)

Frekvence 300 [Hz], parametrizace 3

Zde uvád́ıme př́ıklad, kde stejně jako u úlohy s nedesignovatelným panelem, viz (5.5.3),
parametrizujeme i úlohu s rigidńı hranićı tak, že optimalizujeme jen tvar hranice desky na
ΓP . Ukážeme řešeńı akustický tlak p v optimalizovaném designu, viz. obr. (6.17)1. Nakonec
představ́ıme graf funkce TAB v okoĺı frekvence f2, aby bylo zřejmé, jestli a jak se nám
posunou ṕıky (nejvyšš́ı útlum), viz obr. (6.42).

Obrázek 6.17: Optimalizovaná oblast s rigidńı hranićı pro frekvenci 300 [Hz] se zobrazeným
akustickým tlakem p[Pa] parametrizovaná stejně jako př́ıklady s nedesignovatelnou deskou
na hranici ΓP
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Obrázek 6.18: Porovnáńı křivek neprozvučnost́ı, neoptimalizovaný design (černá) a opti-
malizovaný design (červená)

6.5 Oblast s poddajnou stěnou

Zde uvedeme několik MKP př́ıklad̊u oblasti zvukovodu (5.1), kdy uvažujeme podél celé
hranice Γ akusticky tuhé stěny. Jen na ΓP je poddajná deska, kterou uvažujeme vetknutou
podél celé jej́ı hranice

w = 0 , θ = 0 ∀x ∈ ∂ΓP . (6.6)

Parametry úlohy jsou výchoźı hodnoty definované v (6.2), (6.3) a (6.4).

6.5.1 Analýza vlivu tloušt’ky desky na hodnotu neprozvučnosti

Tloušt’ka stěny poddajné desky na hranici má určitě vliv na přenos zvuku skrz oblast
zvukovodu Ω. Uvažujeme model s jednou poddajnou deskou na ΓP0 ⊂ ΓD, viz (6.25).
Provedeme sérii MKP výpočt̊u, kdy vyhodnocujeme funkci neprozvučnost TAB [dB] v
závislosti na frekvenci f [Hz] a tloušt’ce stěny t [m]. Výsledkem je graf závislosti TAB =
TAB(f, t), viz obr. (6.19)
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Obrázek 6.19: Graf závislosti neprozvučnosti TAB = TAB(f, t)[dB] na frekvenci f [Hz] a
tloušt’ce stěny t[m]

Lze z této zobrazené závislosti usoudit, že pro f < 300 [Hz] neprozvučnost nezáviśı na
tloušt’ce desky, pokud deska neńı velmi tenká t < 0.001 [m]. Ve vyšš́ıch frekvenćıch je už
patrná závislost na t.

6.5.2 Analýza vlivu tloušt’ky desky na jej́ı vlastńı frekvence

Zde zkoumáme vliv tloušt’ky t na vlastńı frekvence λi desky. Předpokládáme totiž, že se
na výsledku optimalizace také projevuj́ı vlastńı frekvence desky a to právě hlavně tehdy,
když jako incidenčńı frekvenci nastav́ıme jednu z vlastńıch frekvenćı.
Uvažujeme desku podél celé své hranice vetknutou a maj́ıćı parametry viz (6.3).
Potom závislost prvńıch pěti vlastńıch frekvenćı λi = λi(t), i = 1, 2, ..., 5 na tloušt’ce t.
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Obrázek 6.20: Závislosti prvńıch pěti vlastńıch frekvenćı λi = λi(t) na tloušt’ce t

Z obr. (6.20) vidět, že existuje nelineárńı závislost mezi hodnotami vlastńıch frekvenćı
desky λi a jej́ı tloušt’kou t.

6.5.3 Př́ıklad MKP řešeńı př́ıkladu vibroakustiky

Zde si představ́ıme model zvukovodu, kdy uvažujeme okolo naš́ı oblasti Ω pět poddajných
desek. Parametry úlohy jsou stejné jako v (6.3), (6.2), (6.4) a (6.1). Tloušt’ku všech stěn
voĺıme jednotnou t3 = 0.01 [m] a frekvenci f2 = 300 [Hz]. Uvažujeme sice pět poddajných
desek, ale z d̊uvodu úspory prostoru se podrobněji pod́ıváme jen na tři desky ΓP0 , ΓP1 a
ΓP3 , definované na obr. (6.21)
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Obrázek 6.21: Definováńı tř́ı zájmových desek ΓP0 , ΓP1 , ΓP3 na hranici ΓD

Pro ilustraci si zobraźıme akustický tlak p[Pa] v obr. (6.22) a výsledné jednotlivé pr̊u-
hyby desek w0[m] v obr. (6.22), w1[m] a w3[m] v obr. (6.23)

Obrázek 6.22: Nalevo: akustický tlak p [Pa] pro frekvenci f3[Hz]; Napravo: pr̊uhyb desky
w0 [m] na ΓP0
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Obrázek 6.23: Nalevo: pr̊uhyb desky w1 [m] na ΓP1 ; Napravo: pr̊uhyb desky w3 [m] na ΓP3

Porovnáme neprozvučnost zvukovodu s pěti poddajnými stěnami (červená), s jednou
poddajnou stěnou (modrá) a rigidńı hranićı (černá) na obr. (6.24)

Obrázek 6.24: Transmission loss (neprozvučnost) [dB] např́ıč námi sledovaným frekvenčńım
pásmem 1− 700 [Hz]

Z obr. obr. (6.24) lze usoudit, že pro f < 300 [Hz] je neprozvučnost zvukovodu s
jednou a pěti stěnami velmi podobná. Pro frekvence cca f > 300 [Hz] se už ṕıky už
neprozvučnosti pro př́ıpad jedné a pěti desek lǐśı výrazněji. Zase se potvrzuje, že model s
uvažováńım poddajných stěn má lepš́ı tlumı́ćı schopnosti než jen s čistě rigidńı hranićı.
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6.6 Oblast s nedesignovatelnou poddajnou stěnou

V této kapitole uvažujeme jen jednu frekvenci a to f3 = 300 [Hz]. Sṕı̌se nás zaj́ımá vliv
tloušt’ky desky na výsledný tvar zvukovodu po optimalizaci. Poddajnou desku definujeme
na jedné straně ΓP naš́ı modelové oblasti ΩD, jak lze vidět v obr. (6.25). Parametry úlohy
voĺıme stejné jako v (6.3), (6.2), (6.4) a (6.1).

Obrázek 6.25: Oblast s deskou ΓP (žlutou barvou)

6.6.1 Analýza vlivu tloušt’ky desky na výsledný tvar

Zde se zaměř́ıme na tři tloušt’ky desky t1,2,3 a provedeme optimalizace. Př́ıklady rozdě-
lujeme podle tř́ı uvažovaných tlouštěk. Vždy ukážeme řešeńı akustický tlak p v neopti-
malizovaném designu, viz. obr. (6.26)1, (6.29)1 a (6.32)1, graf poklesu účelové funkce, viz
obr. (6.26)2, (6.29)2 a (6.32)2, a nově optimalizovaný tvar s opět zobrazeným p, viz obr.
(6.27), (6.30) a (6.33). Nakonec představ́ıme graf funkce TAB v okoĺı frekvence, pro kterou
optimalizujeme, aby bylo zřejmé, jestli a jak se nám posunou ṕıky (nejvyšš́ı útlum) , viz
obr. (6.28), (6.31) a (6.34).
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Tloušt’ka desky 0.0001 [m]

Obrázek 6.26: Nalevo: Neoptimalizovaná oblast pro frekvenci 300 [Hz] a tloušt’ku desky
0.0001 [m]; Napravo: graf závislosti hodnoty účelové funkce Φ2 na iteraci optimalizace

Obrázek 6.27: Optimalizovaná oblast pro frekvenci 300 [Hz] a tloušt’ku desky 0.0001 [m]
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Obrázek 6.28: Porovnáńı křivek neprozvučnost́ı, neoptimalizovaný design (černá) a opti-
malizovaný design (červená)

Tloušt’ka desky 0.001 [m]

Obrázek 6.29: Nalevo: Neoptimalizovaná oblast pro frekvenci 300 [Hz] a tloušt’ku desky
0.001 [m]; Napravo: graf závislosti hodnoty účelové funkce Φ2 na iteraci optimalizace
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Obrázek 6.30: Optimalizovaná oblast pro frekvenci 300 [Hz] a tloušt’ku desky 0.001 [m]

Obrázek 6.31: Porovnáńı křivek neprozvučnost́ı, neoptimalizovaný design (černá) a opti-
malizovaný design (červená)

Pro tento př́ıpad dosáhly velikosti optimalizačńıch parametr̊u na námi definované limity
(6.1). Jako následek je v grafu (6.31) vidět, že ṕık neńı př́ımo v námi optimalizované
frekvenci, nýbrž o cca 7 [Hz] posunut. Ale také z grafu v obr.(6.29) vid́ıme, že účelová
funkce poklesla o asi 15 [dB].
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Tloušt’ka desky 0.01 [m]

Obrázek 6.32: Nalevo: Neoptimalizovaná oblast pro frekvenci 300 [Hz] a tloušt’ku desky
0.01 [m]; Napravo: graf závislosti hodnoty účelové funkce Φ2 na iteraci optimalizace

Obrázek 6.33: Optimalizovaná oblast pro frekvenci 300 [Hz] a tloušt’ku desky 0.01 [m]
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Obrázek 6.34: Porovnáńı křivek neprozvučnost́ı, neoptimalizovaný design (černá) a opti-
malizovaný design (červená)

Zde nám vycháźı téměř shodné výsledky jako pro tloušt’ku desetkrát menš́ı. A opět
optimalizačńı parametry dosáhly svých limit̊u, viz (6.1), a ṕık v se nemohl dostat až do
frekvence, pro kterou optimalizujeme.
Pokud porovnáme výsledky (6.27),(6.33) a (6.13), výsledné optimalizované tvary vycházej́ı
téměř identické. Rozd́ıly v rozměrech jsou do 5[cm]. Při uvažováńı délky oblasti 1[m] je
tedy relativńı rozd́ıl do 5%. Č́ım je stěna silněǰśı, t́ım je logicky svými vibroakustickými
vlastnostmi v́ıce podobná rigidńı hranici. Porovnáme křivky neprozvučnost́ı optimalizova-
ných design̊u pro všechny tloušt’ky stěn t1 obr. (6.28), t2 obr. (6.31), t3 obr. (6.34) a rigidńı
hranici obr. (6.14) při stejné parametrizaci 1.

Obrázek 6.35: Porovnáńı křivek neprozvučnost́ı optimalizovaného designu, rigidńı hranice
(červená)
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6.7 Oblast s designovatelnou poddajnou stěnou

V této kapitole ukážeme výsledky optimalizace s designovatelnou deskou na hranici ΓP . Ve
dvou podkapitolách se nejprve zaměř́ıme na př́ıklad s param. 2 (5.5.3), tedy kdy jen op-
timalizujeme polohu desky translačńım pohybem ve směru normály k desce. Jako druhou
param. voĺıme param. č́ıslo 3 (5.5.3). Optimalizujeme jen tvar v rovině desky samotné.
Parametry voĺıme viz (6.2) a (6.3), tloušt’ku desky t1,2,3 s frekvenćı f2 = 300 [Hz] (ve
shrnut́ı výsledk̊u zahrneme ještě frekvenci f3 = 300 [Hz]). Ukážeme již jen optimalizovaný
design akustické kavity, viz obr. (6.36) a (6.40), jelikož neoptimalizovaný design se zobraze-
ným řešeńım p jsme už pro tuto konfiguraci parametr̊u zobrazili v předchoźıch kapitolách.
Zobraźıme si pr̊uhyb desky w[m] před a po optimalizaci na obr. (6.37) a (6.41). Ukážeme
také neprozvučnosti v optimalizvovaném designu na obr. (6.38) a (6.42).

Tloušt’ka desky 0.01 [m], frekvence 300 [Hz], parametrizace 2

Obrázek 6.36: Optimalizovaná oblast pro frekvenci 300 [Hz] a tloušt’ku desky 0.01 [m]

Hranice se posunula o −0.1539 [m] tedy v záporném směru osy x.
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Obrázek 6.37: Nalevo: pr̊uhyb desky w0[m] v neoptimalizovaném designu; Napravo: pr̊uhyb
desky w0[m] v optimalizovaném designu

Obrázek 6.38: Porovnáńı křivek neprozvučnost́ı, neoptimalizovaný design (černá) a opti-
malizovaný design (červená)

Srovnáme tuto variantu s optimalizaćı rigidńı hranice se stejnou parametrizaćı viz (6.4)
a źıskáme obr. 6.39

72
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Obrázek 6.39: Porovnáńı křivek neprozvučnost́ı, rigidńı hranice (červená), poddajná hranice
(černá)

Tloušt’ka desky 0.01 [m], frekvence 300 [Hz], parametrizace 3

Obrázek 6.40: Optimalizovaná oblast pro frekvenci 300 [Hz] a tloušt’ku desky 0.01 [m]
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Obrázek 6.41: Nalevo: pr̊uhyb desky w0 v neoptimalizovaném designu; Napravo: pr̊uhyb
desky w0 v optimalizovaném designu

Obrázek 6.42: Porovnáńı křivek neprozvučnost́ı, neoptimalizovaný design (černá) a opti-
malizovaný design (červená)

Srovnáme tuto variantu s optimalizaćı rigidńı hranice se stejnou parametrizaćı viz (6.4)
a źıskáme obr. 6.43
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Obrázek 6.43: Porovnáńı křivek neprozvučnost́ı, rigidńı hranice (červená), poddajná hranice
(černá)

6.8 Vyhodnoceńı numerických výsledk̊u optimalizace

V této kapitole provád́ıme vyhodnoceńı dosažených výsledk̊u optimalizace z předchoźıch
kapitol. Porovnáváme dosažené výsledky pro r̊uzné varianty poddajnosti hranice a jej́ı pa-
rametrizace.

6.8.1 Oblast s rigidńı stěnou

V kapitole s rigidńı hranićı (6.4) jsme provedli nejv́ıce výpočt̊u. Těm, které se věnuj́ı stejné
parametrizaci jako př́ıklady s poddajnou stěnou, budeme diskutovat později. Pro parame-
trizaci 0 se nám povedlo pro všechny frekvence dosáhnout výrazného zvýšeńı funkce ne-
prozvučnosti, viz následuj́ıćı tabulka (6.1), ve které zobrazujeme hodnoty neprozvučnosti
TAB [dB]

TAB(p) = 10 log10

(
‖p‖2

ΩA

‖p‖2
ΩB

)
[dB] . (6.7)

Pamatujme, že účelová funkce Φ2 = −TAB a tedy v optimalizaci jsme maximalizovali útlum
zvukového signálu jdoućıho z ΩA do ΩB. Je zřejmé, že pro frekvenci f3 = 300 [Hz] je efekt
optimalizace nejvyšš́ı, což jsme očekávali vzhledem k obr.(6.3), kde vid́ıme výrazný propad
neprozvučnosti k této frekvenci. Naopak pro f2 = 200 [Hz] je zvýšeńı neprozvučnosti
nejméně výrazné opět dle očekáváńı, jelikož v této frekvenci již nějaký ṕık byl.
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Tabulka 6.1: Srovnáńı výsledk̊u optimalizačńıch výpočt̊u 1; hodnoty funkce neprozvučnosti
neopt. - v neoptimalizovaném designu, opt. - v optimalizovaném designu, rozdil - o kolik se
zlepšil útlum (neprozvučnost)
f [Hz] 200 300 600
TAB [dB] neopt. opt. rozd́ıl neopt. opt. rozd́ıl neopt. opt. rozd́ıl

Rigidńı stěny(par.0) 44.87 87.02 42.14 -0.62 90.53 91.15 -0.03 61.80 61.84
Rigidńı stěny(par.1) -0.62 17.02 17.63
Nedesign.deska(par.1) — — — — — — — — —
t1 = 0.0001 [m] 0.30 77.69 77.39
t2 = 0.001 [m] -0.63 17.31 17.94
t3 = 0.01 [m] -0.62 14.88 15.50

6.8.2 Oblast s nedesignovatelnou poddajnou stěnou

V kapitole s poddajnou nedesignovatelnou stěnou (6.6) parametrizovanou parametrizaćı 1
, viz kapitola (5.5.3), lze pozorovat, že tvarové výsledky optimalizace, viz (6.13), (6.27),
(6.30) a (6.33), vycházej́ı velmi podobné př́ıpadu s rigidńı stěnou. I hodnoty, viz tabulka
(6.1), vykazuj́ı podobnost. Jen pro tloušt’ku stěny 0.1 [mm] je útlum výrazně vyšš́ı. Možná
je tato tloušt’ka volena až nevhodně malá a model desky už nedává dostatečně přesné vý-
sledky. Ve všech př́ıpadech, kromě pro t1, nám optimalizačńı parametry dosáhly námi defi-
novaných horńıch a dolńıch omezeńı, viz (6.1). Jinak by nám MKP śıt’ př́ılǐs degenerovala
a výsledky by nebyly již relevantńı. Pak v křivkách neprozvučnosti pro neoptimalizovaný
design neplat́ı, že je ṕık ve frekvenci, pro kterou optimalizujeme, ale mimo ni, viz obr.
(6.31) a (6.34). V budoucnu by chtělo vyzkoušet ještě jiný typ parametrizace, který by
dovolil optimalizaci dosáhnout minima bez podstatné degenerace śıtě.

6.8.3 Oblast s designovatelnou poddajnou stěnou

Jako posledńı shrneme výsledky optimalizace s designovatelnou poddajnou stěnou, viz
(6.7), které máme přehledně v tabulce (6.2). Z tabulky (6.2) je zřejmé, že při aplikováńı
parametrizace 2 (jen posuv stěny ΓP , viz kapitola (5.5.3)), a uvažováńı frekvenćı f1, f2

design. deska na hranici nemá takový vliv na hodnotu funkce neprozvučnosti oproti čistě
rigidńı hranici stejně parametrizované.

Naopak např́ıklad pro f3 a parametrizaci 3, viz kapitola (5.5.3)), model s deskou pro-
jevuje výrazněǰśı schopnost utlumit zvukovou vlnu ve zvukovodu než s rigidńı stěnou. Ale
optimalizované tvary pro rigidńı stěnu (obr. (6.15)) a designovatelnou desku ((6.36)) vy-
cháźı opět velmi podobně. Pravděpodobně se do výsledk̊u promı́taj́ı vlivy zvolené frekvence
a tloušt’ky stěny poddajné desky, kdy se můžeme jistou konfiguraćı přibĺıžit jedné vlastńı
frekvenci desky. Lze i připustit chybu implementace citlivosti pro designovatelnou desku,
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Optimalizačńı výpočty Vyhodnoceńı numerických výsledk̊u optimalizace

Tabulka 6.2: Srovnáńı výsledk̊u optimalizačńıch výpočt̊u 2; hodnoty funkce neprozvučnosti
neopt. - v neoptimalizovaném designu, opt. - v optimalizovaném designu, rozdil - o kolik se
zlepšil útlum (neprozvučnost)

f [Hz] 200 300
TAB [dB] neopt. opt. rozd́ıl neopt. opt. rozd́ıl

Rigidńı stěny(par.2) 46.38 87.21 40.82 -0.45 4.93 5.38
Design.deska(par.2) — — — — — —
t1 = 0.0001 [m] 42.30 65.28 22.99 -0.32 4.93 5.25
t2 = 0.001 [m] 48.17 87.29 39.10 -0.63 4.93 5.56
t3 = 0.01 [m] 46.53 87.21 40.68 -0.62 4.92 5.54
Rigidńı stěny(par.3) 44.87 86.21 41.34 -0.62 24.90 25.52
Design.deska(par.3) — — — — — —
t1 = 0.0001 [m] 42.30 86.93 44.63 0.30 88.58 88.28
t2 = 0.001 [m] 48.17 88.09 39.90 -0.63 88.33 88.99
t3 = 0.01 [m] 46.53 88.20 41.67 -0.62 24.97 25.59

jelikož se nám ji nepodařilo ověřit, viz tabulka kontroly pomoćı konečných diferenćı (5.1).
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7 Závěr

Ćılem této práce bylo naučit se modelovat interakci akustické tekutiny s vibruj́ıćı deskou
a implementovat model zvukovodu tvořený soustavou vibruj́ıćıch desek, věnovat se proble-
matice citlivostńı analýzy s řešeńım adjungované úlohy v úlohách tvarové optimalizace ve
vibroakustice.

V druhé kapitole jsme vysvětlily rovnice popisuj́ıćı š́ı̌reńı akustického tlaku prostřed́ım.
Odvodili jsme při řešeńı pro danou frekvenci Helmholtzovu rovnici s vhodnými okrajovými
podmı́nkami.

V třet́ı kapitole jsme představili a stručně odvodili rovnice desky dle Reissnerovy-
Mindlinovy teorie pro monochromatického zat́ıžeńı. Náplńı čtvrté kapitoly bylo sjednoceńı
kapitol druhé a třet́ı. Definovali jsme problém vibroakustiky, tedy interakci akustické teku-
tiny a poddajné vibruj́ıćı desky, aplikováńım dvou transmisńıch podmı́nek mezi tekutinou
a deskou.

Ve páté kapitole jsme formulovali úlohu tvarové optimalizace zvukovodu ve vibroakus-
tice. Představili jsme modelovaný design oblasti. Vysvětlili jsme dva zástupce vhodných
účelových funkćı, kdy zájmovou byla hlavně funkce neprozvučnosti. Definovali jsme po-
stupně pro př́ıpad rigidńı hranice a poddajné desky na hranici optimalizačńı úlohu. Provedli
jsme citlivostńı analýzu. Aplikovali jsme na zvukovod parametrizaci pomoćı Spline-boxu.
Přǐradili jsme Lagrangeovu funkci a následně řešili adjungovanou úlohu. Podrobně jsme se
zabývali vysvětleńım implementace v systému SfePy.

V šesté kapitole jsme demonstrovali několik optimalizačńıch výpočt̊u pro 3D oblast
zvukovodu. Aplikovali jsme námi odvozené citlivostńı vztahy př́ıpad s rigidńı hranićı, s
nedesignovatelnou deskou a designovatelnou deskou. Některé tyto výsledky jsme ke konci
kapitoly vyhodnotili a okomentovali. Z výsledk̊u, viz tab.(6.1) a (6.2), je zřejmé, že se
povedlo pro všechny uvedené př́ıklady tvarovou optimalizaćı minimalizovat účelovou funkci
a zvýšit tak útlum akustického signálu procházej́ıćıho zvukovodem.

Na úplný závěr lze konstatovat, že zadáńı práce bylo ve všech bodech splněno. Nicméně
z̊ustává velký prostor pro vylepšeńı práce. Určitě je třeba lépe odladit implementaci citli-
vosti pro designovatelnou desku jako hranici zvukovodu, viz tab. (5.1). Jako rozš́ı̌reńı práce
se nab́ıźı modelováńı situace, kdy by se desky nemodelovaly jako upevněné v rigidńım
rámu. Vibrace by se tedy přenášely nejen skrze akustickou tekutinu ale i př́ımo napojeńım
desek skrze jejich rotace a posuvy. Tento komplexněǰśı model vibroakustiky by se jistě lépe
reflektoval skutečný zvukovod.
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Optimal Shape, Material and Topology Design. (1996)
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[Rohan Eduard 2010b] Rohan Eduard, Lukeš V.: Sensitivityanalysis for acoustic waves
propagating through homogenized thin perforated layer. (2010)
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