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Abstrakt

Tato diplomova prace se vénuje ocenovani Bermudskych opci pomoci Black-Scholesova a Hestonova
modelu a to pomoci riznych numerickych metod, konkrétné simulaci Monte Carlo a metodou koneé-

nych diferenci.
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Abstract

This thesis shows how to price Bermudan oprions using Black-Scholes and Heston model using dif-

ferent numerical methods, in particular by Monte Carlo simulation and by finite difference method.
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1 Uvod

1.1 Bermudska opce

Opce je pravo jejiho drzitele na prodej ¢i ndkup daného podkladového aktiva za pfedem stanovenou
¢astku bez ohledu na momentalni trzni cenu. Tato préce se zabyva specidlnim druhem opce a to
opci Bermudskou. Nejbéznéjsimi druhy jsou opce Evropské a Americké. Hlavnim znakem Evropské
opce je, ze muZe byt uplatnéna pouze v den splatnosti, na rozdil od Americké, kterd muze byt
uplatnéna kdykoliv aZz do terminu splatnosti véetné. Mimo tyto dvé opce existuje cela fada dalsich
druhi opci. V nasledujicim textu se budeme zabyvat Bermudskou opci. Bermudy jsou malé souostrovi
v Atlantickém ocednu mezi Evropu a Amerikou, odtud nazev pro Bermudskou opci, ktera je néco
mezi opci Evropskou a Americkou. Bermudska opce miiZe byt uplatnéna v pfedem definované ¢asové
okamziky a v den vyprSeni kontraktu.

Bermudskym opcim a vy¢éislenim jejich hodnoty se v poslednich letech vénuji desitky c¢lanki
ve védeckych periodikdch. Pro piiklad uvedme International Journal of Computer Mathematics,
Quantitative Finance nebo STAM Journal on Financial Mathematics. Clénky se zabyvaji predev§im

ocefiovani téchto opci riznymi metodami. V nésledujicich dvou kapitolach jsou nékteré tyto ¢lanky

zminény.

1.2 Bermudské opce a metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo je hojné pouzivany nastroj pro oceiovani Bermudskych opci.

Ke konstrukeci dolni a horni hranice cen Bermudské opce pouzivaji Denis Belomestny, Grigori
Milstein a Vladimir Spokoiny ve ¢lanku [3] pravé Monte Carlo simulaci, k niz potfebné algoritmy
byly ziskany pomoci regresnich metod. Algoritmus je otestovan pomoci nacenéni Bermudské max-call
opce.

Dalsi publikace [10] zabyvajici se ocenovanim Bermudskych opci zvefejnili Daniel Egloff, Michael
Kohler a Nebojsa Todorovic. Pfichézeji zde se simula¢nim algoritmem pro numerické feSeni v dis-

krétnim case a dale pomoci neparametrické metody nejmensich ¢tverct vyéisluji rekurzivné hodnoty



ve spojitém piipadé. Ukazuji také miru konvergence a konzistentnosti nového algoritmu. A kone¢né
v8e demonstruji na piikladu s vicedimenzionalni Bermudskou opci.

Ve ¢lanku |4], jehoZ autory jsou Denis Belomestny, G. N. Milstein a John Schoenmakers, je
ukézano nékolik metod pro vypocet citlivosti Bermudské opce, pomoci regresnich metod a Monte

Carlo simulace. Vysledky jsou podpofeny testovacim algoritmem a numerickou ilustraci problému.

1.3 Vécéna Bermudska opce

Mnohé publikace posledni doby se také zabyvaji tzv. véénou Bermudskou opci. Ta na rozdil od klasické
Bermudské opce neméa datum expirace.

Napiiklad v praci |[6] odvozuji Boyarchenko a Levendorski exaktni analytickou formuli pro ocenéni
vé¢né Bermudské opce v binomickém modelu.

Metodu zaloZenou na feSeni parcidlnich diferencialnich rovnic mtZeme nalézt v publikaci [13],
kterou publikoval Jian Wei Lin. Pouziva Black-Scholesovu formuli a odvozuje nelinearni rovnici k vy-
poctu optimalniho okamziku uplatnéni opce.

Autori Jianwei Lin a Jin Liang se také zabyvaji ocenénim vé¢né Bermudské opce a to ve ¢lanku
[14]. Pro vyjadfeni diskrétniho modelu je pouZita metoda binomického stromu. Nalézaji nelinearni
systém, ktery ocefiuje opci v predem dané ¢asové okamziky, ve kterych muze byt opce uplatnéna. Do-

kazuji existenci a jedine¢nost feSeni tohoto systému a vSe je také podporeno numerickym piikladem.

1.4 Cil prace

Cilem prace je seznamit ¢tenare s Bermudskou opci, zakladnimi pojmy tykajici se opci, teorie prav-
dépodobnosti a ocenovani opci. Pfedstaveny budou modely simulace ceny podkladového aktiva, a to
Black-Scholesiiv model, neboli model vychazejici z geometrického Brownova pohybu a Hestoniiv mo-
del, ktery je modelem se stochastickou volatilitou. Déle pak budou uvedeny nékteré moznosti oce-
néni Bermudské opce vychazejici z téchto modeli, a to konkrétné metoda Monte Carlo a Longstaff-
Schwarztuv algoritmus, pfimé analytické FeSeni ocenovaci parcialni diferencialni rovnice a #-schéma,
které je numerickym FeSenim ocenovaci PDE.

Vlastni prace si pak klade za cil vySe zminéné metody implementovat v softwaru Matlab a to
jak v Black-Scholesové, tak v Hestonové modelu. Ziskané vysledky budou okomentovany, porovnany

a graficky prezentovany.



1.5 Struktura prace

Struktura diplomové prace je nésledujici. Nejprve jsou v druhé kapitole predstaveny zékladni pojmy
uzivané ve spojitosti s opcemi, dale zakladni pojmy z teorie pravdépodobnosti, tieti ¢asti kapitoly
je pak detailnéjsi seznameni s Bermudskymi opcemi a kapitolu uzavira seznameni s metodou Monte
Carlo. Ve tieti kapitole nalezneme popis Black-Scholesova a Hestonova modelu a metodiku pouzitou
k ocenéni Bermudské opce. Kapitola ¢tvrta obsahuje vlastni praci, tedy vystupy simulaci s komentafi.

Posledni pata kapitola zakonéuje praci shrnutim a zavérem.
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2 Zakladni pojmy

2.1 Zakladni pojmy tykajici se opci

e Opce - druh smlouvy mezi kupujicim a prodéavajicim. Dava kupujicimu pravo, nikoliv vSak
povinnost, prodat & koupit dané podkladové aktivum (uderlying asset) za danou realiza¢ni

cenu (strike price) K, at jiz je momentalni cena S podkladového aktiva jakakoliv.

e Podkladové aktivum (uderlying asset) - pfedmét smlouvy, od kterého je opce odvozena.

Napriklad akcie, dluhopisy, indexy nebo komodity. Jeho cenu znac¢ime S.

e Realizaéni cena (strike price) - cena, za kterou muZe vlastnik opce prodat ¢ koupit podkladové

aktivum, znacime ji K.

e Put opce - pravo na prodej podkladového aktiva. Vyplatni funkce (payoff) je dana vztahem
V =max(K — S,0).

e Call opce - pravo na nakup podkladového aktiva. Vyplatni funkce (payoff) je dana vztahem
V =max(S — K,0).

e Opéni prémie (Option price) - poplatek za ziskani opce, neboli jeji cena.
e Vnitini hodnota opce - zisk, ktery by majitel inkasoval okamzitym uplatnénim opce.
e Volatilita - mira kolisani hodnoty, znac¢ime v, resp. v; u modeld se stochastickou volatilitou.

e OTM - out of the money - mimo penize. Jedna se o situaci, kdy je uplatnéni opce zcela

nevyhodné. Pro call opci tedy K > S a pro put opci K < S.

e ATM - at the money - na penézich. Strike koresponduje nebo je velmi blizko aktualni cené

podkladového aktiva, to je K ~ S.

e ITM - in the money - v penézich. V této situaci je uplatnéni opce velmi vyhodné. Pro call opci

plati K < S a pro put opci K > S.
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e Hedging - finan¢ni néastroj k zajisténi budouci ceny aktiva. PouZiva se na piiklad ke sniZeni

ménového rizika.

2.2 Teorie pravdépodobnosti

Definice 2.1 o-algebra se nazyva neprazdny systém 4 podmnoZzin neprazdné mnoziny €2, pokud

plati
e Ac A= A° € A,

e A, eAn=12..=" A, €A

Definice 2.2 Pravdépodobnostnim prostorem je ozna¢ovana trojice (£2,.4, P), kde  je mnozina
elementarnich jeviy, A o-algebra jevii z Q a P je mnozinové funkce, kteréd se nazyva pravdépodobnost,

na A, s nésledujicimi vlastnostmi.

e P(A)>0,4Ac A

o P(U,  An) =07 P(Ay), je-li A, posloupnost po dvou disjunktnich jevi.

Definice 2.3 Nahodny proces je mnozina ndhodnych proménnych X = X (¢,w),t € [0,T],w € Q
v pravdépodobnostnim prostoru (2,4, P) nabyvajicich hodnot v R.
Pro pevné w € Q nazyvame t — X (t,w) trajektorii (path).

Pro pevné ¢ € [0, T] nazyvame w — X (t,w) ndhodnou veli¢inou.

Definice 2.4 Necht F(X?) < oo a E(Y?) < oo. Kovariace cov(X,Y’) ndhodnych velicin X a Y je
definovana vztahem

cov(X,Y) = BE(X — EX)(Y — EY) (2.1)
a koeficient korelace corr(X,Y") je dan vztahem

_ cow(X,Y)  E(X-EX)(Y - EY)
corr(X,Y) = Voo X o e e (2.2)

Definice 2.5 Wieneriiv proces nebo také Browntv pohyb budeme znacit W; a jedné se o spojity

nahodny proces, majici nasledujici vlastnosti.
o Wy = 0 skoro jisté,

o Wy Wy, — Wy, ..., Wy, — Wy, _, jsou nezavislé Vt,, > t,—1 > ... >t; > tg =0,
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e W, — W, ma normélni rozdéleni - N(0,¢ — s),Vt > s > 0.

Simulace Wienerova procesu

nPaths = 10~eM; %number of simulation
N = 20; %discretization
dt = tau/N;
dW = sqrt (dt)*randn (nPaths ,N);
W = cumsum (dW,2) ; % cumulative sum
Na grafu nize jsou zobrazeny tifi trajektorie Wienerova procesu z celkem tisice simulovanych.

Déle je zobrazena stfedni hodnota a rozptyl zjistény ze vSech téchto trajektorii. Na obrazku 1 mu-

zeme vidét, ze jiz pfi tisici simulacich jsou tyto hodnoty blizké presnym teoretickym hodnotam. Pro
Wieneruv proces plati:
e E[W]=0,t>0,

o Var[Wy] =t, ¢ > 0.

-2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrézek 1: TTi trajektorie Wienerova procesu, stfedni hodnota a stfedni hodnota + rozptyl

Definice 2.6 Necht (€2, F, P) je pravdépodobnostni prostor, na kterém je definovan Wienertuv
proces W (t),t > 0. Pak filtraci nazveme systém o-algeber F(t) C F,t > 0, ktery spliuje nasledujici

podminky.
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o Je-li mnozina v F(s) je také v F(¢),V0 < s < t,

o Vt >0 je W(t) F(t)-méfitelny.

o V0 < ¢ < w jsou pfirustky W(u) — W(t) na F(t) nezavislé.

Definice 2.7 Necht (€2, F, P) je pravdépodobnostni prostor, G sub-o-algebra F a X nahodna veli-

¢ina, ktera je bud nezaporna nebo integrovatelni. Podminénou pravdépodobnost veli¢iny X za pied-

pokladu G zna¢ime E[X|G] a spliluje toto,
e F[X|G] je G-méfitelné a
/ E[X|G)(w)dP(w) = / X (w)dP(w),VA € g. (2.3)
A A

Definice 2.8 Necht (2, F, P) je pravdépodobnostni prostor, T' > 0 pevné a F(¢),0 < ¢t < T
filtrace F. Mé&jme adaptovany proces M (t),0 <t < T. Potom M(t) je martingal, pokud

E[M(t)|F(s)]=M(s),V0<s<t<T, (2.4)
submartingal, pokud

EM@)|F(s)] < M(s),V0<s<t<T (2.5)
a supermartingal, pokud

E[M@)|F(s)] > M(s),V0<s<t<T. (2.6)

Jinak feCeno, je-li proces martingal, pak nema tendenci rist ani klesat. Je-li submartingal, miize

mit tendenci rist, a je-li supermartingal, miize mit tendenci klesat.

Definice 2.9 Necht (2, F, P) je pravdépodobnostni prostor, proces X (t) nazveme semimartingal,
pokud je mozné ho rozlozit na

X(t)=M(t)+ A(t), t=>0, (2.7)

kde proces M (t) je lokalni martingal a proces A(t) je adaptovany RCLL (zprava spojity s limitami

zleva) proces [[] s lokalng konec¢nou variaci. [§

Definice 2.10 Stochasticky proces X (¢) s hodnotami v R? je o-martingal, pokud je semimar-
tingal a pokud existuje takovy martingal proces M(t) s hodnotami v R¢ a takovy M-integrovatelny

predvidatelny proces ¢ s hodnotami v R4, Ze [§]

X = ¢M. (2.8)

Definice 2.11 Symbolem MY zna¢ime mnozinu ekvivalentnich o-martingal mér Q.

Inebo také cadlag proces z francouzkého continue & droite, limite & gauche
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2.3 Bermudska opce a jeji podoby

Definice 2.12 Bermudskd opce je dvojice (U, R), kde R C [0,T] jsou okamziky, kdy je mozné
uplatnéni opce a U = (U;)o<i<r je nezaporny adaptovany RCLL proces, ktery se nazyva vyplatni
(payoff) proces. Drzitel Bermudskeé opce si milZe zvolit ¢as 7 € R a ziska tak vyplatu U, od emitenta
opce. Symbolem Sy r zna¢ime mnozinu viech 7 € [t,T] a definujeme S; r(R) = {7 € S;r|T € R}.
Predpokladame, ze T € R.

Pozndmka. Napfiklad pro Americkou opci mame R = [0,7] a pro Evropskou R = {T'}.

P1i ocenovani Bermudské opce mtizeme uvazovat dva pristupy. Prvni moznosti je podivat se pfimo

na proces VO, ktery je definovan jako
V;O = ess.SUPQ eMS, e St,T(R)EQ[UTLFT]’O <t<T, (2.9)

kde Eg[U;|.F-] je podminéna pravdépodobnost v o-martingal mife (). Druhym pfistupem je analogie

s opci Americkou. Bermudska opce je tedy nahrazena opci Americkou s vyplatni funkei
Uy = Ulgery, 0 <t < T, (2.10)

kde I gy je indikdtor, tedy je roven jedné pokud je splnéno ¢ € R, jinak je roven nule.

Ocefiujeme pak procesem VO, ktery je definovan jako
VY = ess.supg) ¢ M. 1 € 8, pEQ(UAF 0 <t <T. (2.11)

Abychom pomoci obou pfistupt ziskali tentyz vysledek, je nutné, aby vyplatni funkce spliiovala RCLL
podminku, jak jiz bylo zminéno v definici Bermudské opce. Podivame se proto na tuto vlastnost
detailnéji.

Véta 2.13 Proces V je adaptovany, nezdporny a pro V@ € M¢ plati
EoVP|F] < V2 Q—s4. s<t.

Pokud je
SUPQ) € ME, 7 € SO’T(R)EQ[UT] < 00,

pak je proces VY také Q-integrovatelny VQ € M a je tedy M¢ - supermartingale.
Diikaz. viz |12] véta ¢. 4.3.

Véta 2.14 Proces VO je nezaporny zobecnény MY¢ - supermartingale a pokud

SIPQ € Mg, 7 € Sy r(R)Pellr] < o0,

pak je také MY - supermartingale.
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Diikaz. Pouzitim véty 2.8 na dvojici (U, [0, T]) a rovnosti

SUPQ e M, 7 € S ([0, ) Eellr) = 5upg e Mg, 7 € 5 () Fallr)

Véta 2.15 Pokud R je nejvysSe spocetné a sefazena vzestupné, pak proces Vo je podmnozinou
procesu V.

Diikaz. viz |19] véta ¢. 2.5.

Definice 2.16 Rekneme, Ze R C [0,T] spliiuje podminku URC (stejnomérné spojitost zprava),
pokud existuje ostie klesajici posloupnost (ry,)nen s limitou lim, o 7, = 0 a takova, 7e s+ r, € R
pro kazdé s € R\{T'} a pro dostatetné velkd n € N.

Pozndmka. Piikladem takového R miize byt R = [a,b) U {T}, kde muzeme vzit r, = L nebo

n
rp=2"".

Véta 2.17 Predpokladejme, Ze R spliiuje URC podminku a fixujme ¢ € [0,T). Pro jakykoliv ¢as
vyplaty 7 € S existuje posloupnost (gn)nen Cast vyplat takova, ze ¢, € Siir, 7(R) pro viechna
dostatetns velkd n a (g, (w))nen 2 (T7(w), T] klesé k 7(w)Vw takova, Ze 7(w) € R\{T'}.

Diikaz. viz |19] véta &. 2.7.

Véta 2.18 Pokud R spliuje URC podminku, pak proces VO je podmnoZinou procesu V°.
Diikaz. viz [19] véta ¢. 2.8.

Definice 2.19 Bod t € [0, 7] se nazyva izolovany zprava v R pokud existuje § = 6(¢) > 0 takové,
Ze (t,t + §) neobsahuje zadné body r € R. Pokud t neni izolovany zprava v R, pak existuje ostfe
klesajici posloupnost (sp)nen v R s limitou lim,, o s, = t a fekneme pak, ze R je zprava spojité

v t.

Vé&ta 2.20 Funkee g(t) = Eg[V,?],0 < ¢t < T je zprava spojita ve vSech bodech ¢ € [0, T), pro ktery
souCasné neplati, Zze se nachazi v R a Ze je izolovany zprava v R.

Diikaz. viz |19] véta ¢. 2.10.

Véta 2.21 Necht (U, R) je Bermudské opce takova, Ze

sup Eq[U;] <
Q S Mz,T c SO,T(R)

a R spliuje URC podminku. Pak VO a V° maji spole¢ny RCLL podproces V = (Vi)o<i<r a V je
nejmensi RCLL M¢ -supermartingale, pro ktery plati, ze V; > U, skoro jisté v (U, R),Vt € R. Navic

(U, R) miize byt dynamicky ocenéno v tom smyslu, Ze existuje X-integrovatelny proces 6 = (0;)o<i<r
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s predpovéditelnymi hodnotami R? a adaptovany RCLL proces C' = (Cy)o<i<T, kde Cp = 0 takovy,

ze

VzVo—l-/QdX—C.
R

Diikaz. viz |19] véta ¢. 2.12.

Definice 2.22 Trojici (Vp,#,C) nazveme hedgovaci strategii. Kde Vp je poc¢ateéni kapital, 0¢
je pocet jednotek aktiva ¢ drzeného v Case t a C} jsou celkové diskontované néklady na spotiebu

v intervalu [0, t].

Bermudské call a put opce a jejich vyplatni funkce.

e Bermudska call opce - pravo koupit podkladové aktivum v nékterém z predem stanovenych

okamzikt by < by < ... < b, =T € B.

Vi = maz{(S; — K),0},t € B. (2.12)

e Bermudska put opce - pravo prodat podkladové aktivum v nékterém z piedem stanovenych

okamzikli by < by < ... < b, =T € B.

Vi = maz{(K — S,),0},t € B. (2.13)

Neékteré dalsi modifikace bermudskych opci.
e N-dimenzionalni Bermudska put/call opce - podkladové aktivum opce je tvofeno n slozkami.

e Bermudska max-call opce - pravo koupit aktivum s maximéalni hodnotou z n podkladovych

aktiv.

e Rollover opce - jeden z nejjednodussich prikladi Bermudské opce. Jeji uplatnéni je mozné kromé

koncového ¢asu T pouze v jednom dalsim case ¢ty € (0,T) a vyplatni funkce je tvaru

Uto = maX(XtO,Ke_”O) = Xto + (Ke_”‘) — Xt0)+; (214)
X X
Ur = max(Xp, 22 Ke " T0)) = Xp 4 (Sl gKe(T—t0) — xp)*, (2.15)
Xo XO

2.4 Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo vznikla jiz ve 40. letech 20. stoleti a jeji zakladatelé jsou Stanislaw Marcin Ulam
a John von Neumann. K ocenovani opci byla metoda poprvé pouzita Phelimem Boylem v roce 1977.

Metoda pouziva k simulaci pseudondhodna ¢isla. Na vytvoreném modelu dynamiky finanéntho trhu
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se necha probéhnout dostatecéné velké mnozstvi simulaci, poté lze ziskana data zpracovat klasickymi
statistickymi metodami. Tohoto lze vyuzit i pfi ocefiovani Bermudskych opci, jak je popsano i dale

v textu, konkrétné u Longstaff-Schwarzovy metody.
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3 Metodika

3.1 Black-Scholestiv model

3.1.1 SDE modelu

Black-Scholesiiv model nebo také Black-Scholes-Mertontv (BSM) model byl poprvé publikovan roku
1973 Fischerem Blackem and Myronem Scholesem [5| a znamenal revoluci v oboru ocefiovani opci.
Za svoji praci dostali v roce 1997 Merton a Scholes Nobelovu cenu za ekonomii, Black se tohoto
ocenéni nedozil. Pfestoze od této doby byly publikovany dalsi sofistikovanéjsich modely, BSM model
mé stéle své misto v ocefiovani opci.

Cena podkladového aktiva S se v ¢ase t Fidi néasledujici stochastickou diferencialni rovnici.

dSt = TStdt + O'Stth, t= [Oa T]’ (31)

kde W, je Wienertv proces, r Grokova mira a ¢ volatilita.

3.1.2 Simulace modelu

Pro simulaci trajektorii modelu miZeme pouZit pfimo feSeni jeho stochastické diferencialni rovnice,

tedy
Sy = Sger—zoNtteWe 4 [0, T, (3.2)

kde Wy, r, o jsou stejné jako vySe a Sy je poCateéni cena podkladového aktiva.

Simulace Black-Scholesova modelu
W = cumsum (dW, 2) ;
t=dt:dt:tau;
S = SO%exp((r — 1/2 % sqrt(v0) "2)*repmat(t,[nPaths 1]) + sqrt(v0)sW);
Na obrazku 2 jsou zobrazeny tii trajektorie vyvoje ceny podkladového aktiva, nasimulované dle

Black-Scholesova modelu. Dale je zobrazena stfedni hodnota téchto cen a stfedni hodnota + sméro-

datna odchylka.
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Obréazek 2: T trajektorie, stfedni hodnota a stiedni hodnota 4+ smérodatna odchylka

3.2 Hestoniv model

3.2.1 SDE modelu

Model navrzeny Stevenem Hestonem v roce 1993 [11] zohlediiuje vyvoj volatility, na rozdil od Black-
Scholesova modelu, kde je volatilita konstantni. Jedna se o model stochastické volatility, hodnota
volatility se fidi nahodnym procesem.

U tohoto modelu se cena podkladového aktiva vyviji dle stochastické diferenciélni rovnice
dSy = rSydt + /v, S;dW? (3.3)

kde W% je Wienertiv proces, r tirokova mira a v stochasticka volatilita vyjadfena rovnici CIR procesu
7]
dve = k(0 — vy)dt + £/ dWY, (3.4)

kde k je mira navratnosti ke stfedni hodnoté, 8 dlouhodoby rozptyl, £ volatilita rozptylu a Wienertv

proces W} je korelovan s Wienerovym procesem W%, tedy

AWEdWY = pdt, p e [-1,1]. (3.5)
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3.2.2 Simulace modelu

K simulaci pouzijeme QE schéma, neboli kvadratické exponencialni schéma, které je jednim z nej-
vhodnéjsich postupi, jak simulovat cenu aktiva dle Hestonova modelu. Poprvé bylo predstaveno
Andersenem v roce 2008 |2]. Schéma se zaklad4 na tom, Ze hodnota v,41 je zavisla na hodnoté v,
a fidi se x2 rozdélenim.

Popis algoritmu QE schématu

1. Spoc¢teme hodnotu parametru v, kritickd hodnota tohoto parametru je ¢ € [1,2].

w = W7

kde
2 —kA, [e) 2
52 — % (1 _ e_"‘@An) + % (1 _ e—fiAn)2,
m=0 + (v, — 0)e "t n,
2. Pokud ¢ < 9¢, pak
Un+1 = @ (b + Zv)2 )

kde

_m

T
b2 =27  — 14 /291201 —1 >0,
Zy = q)_l (Uv) )

kde U, je nahodné &islo z rovnomérného rozdéleni na [0,1] a @ je standardni kumulativni

distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni

d(y) = \/%Tﬁ /j e~ % dz. (3.6)

3. Pokud ¢ > ¢ pak
Unp1 =¥ (Unsp, ),

0, for 0<u<p

U (wsp, B) =
(i, ) ﬁ_lln(%) for p<u<i1
P —1

p:

)

+

- <

ST

8=

m
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4. Konec¢né schéma pro vypocet cen je dano takovymto vztahem.

In (Snt1) + Ko + K1vn + Kovp1 + /Ksvy + Kqvn1Zs, (3.7)
kde
Ko = 7?AnaKl =m1A, <€f - ;) - g,KE =124, (/Zi - ;) - gv
K3 =nA, (1-p%) Ky =70, (1—p7)
a Zg je hodnota standardniho normélniho rozdéleni a v = 5 = 0,5 pro exaktni schéma

s centralni diferenciaci ¢asu.

Volba parametru )¢ nemé velky vliv na vysledek simulace a Andersen voli ¢ = 1, 5.
Na obrézku 3 jsou zobrazeny tii trajektorie vyvoje ceny podkladového aktiva, nasimulované dle
Hestonova modelu. Déale je zobrazena stfedni hodnota téchto cen a stfedni hodnota + smérodatna

odchylka.
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Obréazek 3: T trajektorie, stfedni hodnota a stiedni hodnota 4+ smérodatna odchylka

3.3 Ocenovani

3.3.1 Longstaff-Schwartzova metoda

S metodou ocenujici americké, a tedy potazmo i bermudské opce, pfisli v roce 2001 Francis A.
Longstaff a Eduardo S. Schwartz |15]. K odhadu ceny dané opce vyuziva Longstaff-Schwartzova

metoda (LSM) nékolikanasobné regrese na cenach nasimulovanych Monte Carlo metodou. Hodnoty
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opce aproximuje pomoci zpétné iterace od ¢asu expirace opce. V kazdém momentu, kdy je mozné
opci uplatnit, dava jeji ocenéni za predpokladu, Ze jesté uplatnéna nebyla. Odhadnuté hodnoty pak
muZzeme porovnat s témi okamzitymi. Pokud jsou vétsi, je optimélni strategii opci zatim neuplatiovat.

Dilezité je u LSM volba bazovych funkei. Tyto funkce jsou linedrné nezavislé. Takové jsou napii-
klad Laguerrovy, Hermitovy, Legendrovy, éebyéevovy, Gegenbauerovy nebo Jacobiho polynomy [1].

V praktické ¢asti bude vyuzito polynomi, které se k oceniovani pouzivaji nejcastéji, a to Laguerrovych

(2k+1—2a)Lp(x) — kLk_1(x)
kE+1

Lo(x)=1,L1(z) =1 —2,Lpq1(x) = k>1 (3.8)
a éebyéevovych
To(x) =1,Ti(z) = x,Tp11(x) = 22Tk (x) — T—1(z), k > 1. (3.9
Popis algoritmu LS metody
1. Simulace N trajektorii vyvoje ceny podkladového aktiva od ¢asu 0 do ¢asu T' dle daného modelu.
2. Vypocet zisku z uplatnéni opce v case 7.

3. Pro0=tg<t1 <..<t,=T

(a) V case t;—1,7=1,...,n vybrat ty cesty, kdy opce p¥inasi svému drziteli vyhodu.

(b) Vypocet vektoru Y pro vybrané cesty. Y = (hodnota vyplatni funkce v ¢ase t)*(diskontni
faktor)

(¢) Odhad podminéné st¥edni hodnoty E[Y|X] pomoci regrese Y, kde X je zvolena regresni

funkce.

(d) Porovnanim hodnot E[Y|X] a hodnot vyplatni funkee v ¢;_1,4 = 1,...,n zjistime, zda se

vyplati uplatnit opci ihned, nebo pockat do nésledujiciho ¢asu.

4. Vypocet hodnoty opce pomoci diskontovani do ¢asu 0 a vypocétu praiméru pfes vSechny cesty.

3.3.2 Analytické feseni Black-Scholesovy PDE

Pro vypocet ceny opce je mozné sestavit néasledujici Black-Scholesovu parcidlni diferencialni rovnici.
Hledame tedy spojitou funkci ¢(t, x), kterd tuto rovnici spliwuje. ¢(t, ) znaci cenu call opce, p(t,x)

cenu put opce.
ci(t, o) + rae, (t, x) + %UQCUQCM(LQC) =re(t,x),t €[0,T),z >0, (3.10)
s koncovymi podminkami pro put a call opci
p(T, z) = max(0, K — z), (3.11)
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e(T,z) = max(0,z — K), (3.12)

okrajovou podminkou pro z =0
p(t,0) = ¢(t,0) =0,t € [0,T) (3.13)

a okrajovou podminkou pro x — oo zvlast pro put a call opci

wlgn;o[(x - eir(Tit)K) - p<ta :C)] =0,te [07 T]v (314)
Jim [e(t,2) — (x — e " TVE) = 0,t € [0,T). (3.15)

Vzhledem k tomu, Ze uzaviend formule pro vypocet ceny obecné Bermudské opce z Black-
Scholesovi PDE neexistuje, uvedeme si tuto formuli pro opci Evropskou a pro rollover opci.

Uzaviena formule pro Evropskou opci

c(t,x) = 2®(dy (T —t,x)) — Ke " T D®(d_(T —t,2)),t € [0,T),z > 0, (3.16)
kde
b= (e (3.17)
+(1,x) = o7 n o rEo )T :
a kde @ je standardni kumulativni distribu¢ni funkce normaéalniho rozdéleni
B(y) = — /y ~%q (3.18)
Yy) = — e 2dz. .
V20 )

Pro put opci potom dle put-call parity mame
plx,t) = Ke " TY — g4 ¢(x,t) = B(—d_(T — t,x)) — &(—dy (T — t,z))z. (3.19)

Uzaviena formule pro rollover put opci

Vo= (1+c¢)(So(l+@(dy)) — KO(d3)), (3.20)
kde Y .
Iniite)oo0 4+ 152y
L sl Gk LI (3.21)
’ oVt
kde
K
Cc = f‘b(—dg) — ‘I’(—dl) (322)
So
a kde 5 .
In32 + 202 (T —t
dyp = METrE )T 2 t) (3.23)

’ U\/T—to
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3.3.3 Analytické rfeSeni Hestonovy PDE

V piipadé Hestonova modelu musi funkce ¢(z, v, t) spliiovat nasledujici parcialni diferencialni rovnici.

c(x,v,t) znaci cenu call opce, p(x,v,t) cenu put opce.

1 1
ixzvcm + porvcy, + 502110% + rze, + (k(0 —v) — M), —re+ e =0. (3.24)

s okrajovymi podminkami

p(z,v,T) = maz(0, K — x),c(x,v,T) = maz(0,z — K), (3.25)
p(0,v,t) = ¢(0,v,t) =0, (3.26)
px(OO7’U7t) = —17Cx(OO7’U7t) = 17 (327)
racg(x,0,t) + klcy, (2,0,t) — re(x,0,t) + ¢ (2,0,t) =0 (3.28)
a
vlir&p(m,v,t) = vlggo c(z,v,t) = x. (3.29)

Stejné jako u Black-Scholesova modelu uvedeme feSeni PDE pouze pro Evropské opce.

Uzaviena formule pro Evropskou call opci
clx,v,t) =xP) — Ke "T-0p,, (3.30)

kde P; je delta Evropské call opce a P, podminéné rizikové neutralni pravdépodobnost, Ze cena
podkladového aktiva bude v ¢ase vyplaty vétsi nez strike. Pro j = 1,2
ei(b(lnx—an)

1 1 [
Pi(Inz,v,T,InK) = 3 + g/ Re [ 7 } d®. (3.31)
0 1

3.3.4 Théta schéma

f-schéma je metodou, jak fesit parcialni diferencialni rovnice pomoci koneénych diferenci, kdy jsou
derivace v rovnici nahrazeny prislusnymi koneénymi diferencemi.
Nejprve je tedy tieba vytvorit diskretizace proménnych. Prvni moZnost je rovnomérna diskreti-

zace, kdy jsou vzdalenosti mezi jednotlivymi body miizky stejné velké.

X;=ixdX,i=1,.. Ny, (3.32)

Xmar - szn

dX =
Nx
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Priklad takové mfizky je zobrazen na obrazku niZe. Modré linie zobrazuji diskretizaci ceny pod-

kladového aktiva a Cervené diskretizaci volatility.

250 . . . I

200

150

100

50

Obrazek 4: Uniformni m¥izka

Dalsi moznosti je diskretizace nerovnomérna, ktera se zjemnuje v okoli vyznamnych bodt. V na-

Sem pripadé to pro diskretizaci S bude v okoli hodnoty striku K. Mfizku je mozné zkonstruovat

napiiklad takto

S; = K + esinh(&;),i=0,1, ..., Ng, (3.33)
kde
K
c=—
5 9
K
& = sinh_l(—?) +iAE
a kde

A¢ = € [sinh_1 (Smm—_K) —sinh ™! (—5)] .
Ng c c

Konstrukce nerovnomérné diskretizace volatility je takova, ze diference se zmensuji, ¢im vic se
hodnota blizi nule.

v; = dsinh(jAn),j =0,1,..., Ny, (3.34)
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kde

1 Vmaw
An = N sinh ™! (T) ,

_ Vma:v
500

Pro hodnoty ¢ bude pozita rovhomérna diskretizace. Na nésledujicim obrazku je zobrazen piiklad ne-
rovnomérné miizky. Modré linie znazoriuji diskretizaci ceny podkladového aktiva, ktera se zjemiiuje
v okoli realiza¢ni ceny K = 6654, 6. Cervené linie pak zobrazuji diskretizaci volatility zjemiujici se

smérem k nule.

250 T . . .
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Obrazek 5: Neuniformni mfizka

Nyni, kdyz jiz méame zkonstruovanou diskretizaci, nahradime derivace diferencemi. Pro derivace

dle S mame
oU - Uzn—i-l,j - Uin—l,j
%(vaj) — m, (3.35)
82U(S' v;) = 204, _ 2V + adio
0827 (8 = Sis1)(Sig1 — Sic1) (Si— Sic1)(Six1 — 8i)  (Siz1 — 8i)(Siz1 — Si—(l)’ )
3.36
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Navic pro Hestontiv model potiebujeme derivace dle volatility a smiSenou derivaci

oU ur.., =0 _
== (S;,v;) = Zogtl  ugel (3.37)
ov Vjy1 — Vj—1
02U 207 _ 207, 207,
o (Siyvy) = 222 - - + fas , (3.38)
v (vj = vji—1)(Vjt1 = vj—1) (v = vj—1)(vjs1 —v;) (Vi1 — V) (Vj41 — vj-1)
92U (Si, ;) = g1 — Ui jp — Ul i + Uinq,jq. (3.39)
dSou " (Sit1 = Si—1)(vj41 —vj-1)
Definujeme matici U™ jako matici cen opce v Case t,, a rizné kombinace hodnot S a v.
U'i+1,j+1)=U" i=0,..,Ns; j=0,..,N,.
Potom 6-schéma, nebo také vazena metoda, je dano nésledujicim vztahem
Un+1 —_yn
= LU + (1 - 6)U™), (3.40)
ktery je mozné vyftesit tak, ze
U™t = (I —0dtL)" (I + (1 —6)dtL)U", (3.41)

kde U = maz(0, S — K) pro call opci a U = max(0, K — S) pro put opci a kde L je matice N x N,
N = (Ng + 1)(N, + 1) a jeji hodnoty jsou definovany operatorem L, ktery je pro Balck-Scholesiv

model
1,0 0 0
L—2J S aSQ—H"SaS r (3.42)
a pro Hestoniv model
1, 02 1, 92 0? 0 0
_1 15 0" i 9 < 4
L 21}8 852+20 vav2+pavSavaS+rSas+n(9 v)ﬁv T (3.43)

Specialné pak pro volbu 6 = 0 dostavame explicitni schéma, pro § = 1 implicitni schéma a pro 6 = %

metoda vede na Crank-Nikolsonovo schéma.
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4 Vlastni prace

Vzhledem k tomu, Ze trzni data na Bermudské opce nejsou volné k dispozici, pouzili jsme data
na Evropské (vanilla) opce. Pro vSechny nasledujici simulace byly pouZity parametry, které jsou k

simulacim pouzivany v [16]. Hodnota 7 je ¢as do expirace, Sy je pocateéni cena podkladového aktiva.
7=0,15

Sy = 101,52

Prislusné realizacni cena byla volena dle pozice opce, jeji hodnoty v pro pozice OTM az ITM jsou

7 intervalu

K €[0,750, 1,38S0).

Dalsimi parametry modelu jsou trokova mira r, pocatecni volatilita vy, mira navratu ke stifedni

hodnoté k, dlouhodoby rozptyl 6 a mira korelace Wienerovych procestu p.

r=20,02
vy = 0,05412
k=1,5

0 =0,04

p=-0,9

Pro pfiblizeni obou modelt volime rozptyl v Black-Scholesové modelu takto

0 = \/Vp.
Pro Hestontiv model méme volatilitu rozptylu

oc=0,3.
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4.1 Black-Scholestiv model a Longstaff-Schwarzova metoda

Nejprve bylo provedeno ocenéni Bermudské opce metodou Monte Carlo pomoci Black-Scholesova
modelu a Longstaff-Schwarzova algoritmu. Jako basické funkce byly pouzity Cebysevovy polynomy
tfetiho az patého radu a Laguerrovy polynomy také tfettho az patého radu. Tyto byly vybrany vzhle-
dem k tomu, Ze polynomy nizsich fadt vykazovaly velkou chybu pii regresi a naopak pro polynomy

vy$§8ich fada nenf v regresi dostateéné mnozstvi hodnot.

Lz(x) = = (6 — 18z + 92 — 2°)

1
6

1
La(w) = (24— 962 + 722% — 1623 + 2%)

1
Ls(w) = 55 (120 = 600z + 600x2 — 20022 + 2521 — %)

Ts(z) = 42° — 3z
Ty(z) = 82* — 8% — 1
Ts(z) = 162° — 202° + 5z
Na obrazku 6 je zobrazen vyvoj ceny podkladového aktiva, vCetné jeji stfedni hodnoty a smé-
rodatné odchylky. Celkem bylo simulovano 10° trajektorif, v grafu jsou zobrazeny tii. Na obrazcich
7-9, kazdy pro jeden druh opce (ITM, ATM, OTM), je pak zn4zornéna zjisténa cena Bermudské call
opce v zavislosti na po¢tu okamziki (NV), kdy je mozné uplatnéni opce, za pouziti riznych basickych

funkei v LS metod8.
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Obrazek 6: Cena podkladového aktiva
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Obrézek 7: Cena Bermudské call opce ITM
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Obrazek 8: Cena Bermudské call opce ATM
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Obréazek 9: Cena Bermudské call opce OTM

7Z grafu vidime, Ze nejnizsi ceny opci vychéazeji pro opce v pozici OTM, coZ souhlasi se skute¢nosti,
ze uplatnéni opce je v danou chvili nevyhodné a je i nizsi pravdépodobnost, ze v budoucnu vyhodné
bude. Naopak nejvyssi ceny maji opce v pozici ITM, kdy je jeji uplatnéni vyhodné. Pro rostouci pocet
okamziki, kdy je mozné uplatnéni opce, roste i cena opce - vice moznosti uplatnéni dava drziteli vétsi
flexibilitu a moznost uplatnit opci vyhodné, cena opce je tedy vyssi.

Nésledujici obrazek 10 zobrazuje hodnotu Bermudské put opce v zévislosti na ¢ase do expirace
a vysi realizaéni ceny. K provedeni regrese byl pouzit Laguerriv polynom tfetiho stupné. Cim vySsi

méame strike, tim je i vyS8i cena opce, nebot jeji uplatnéni je pro jejiho drzitele vyhodné.
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Obrazek 10: Cena Bermudské put opce

4.2 Hestoniv model a Longstaff-Schwarzova metoda

Nyni stejny postup aplikujeme na Hestoniv model. Na prvnim grafu opét mame vyvoj ceny podkla-
dového aktiva se stfedni hodnotou a smérodatnou odchylkou a na nasledujicich tfech (ITM, ATM,
OTM) cenu Bermudské call opce v zéavislosti na po¢tu okamziki (N), kdy je mozné uplatnéni opce,
a volbé basické funkce.

Také pri uziti Hestonova modelu vychézeji nizsi ceny pro opce OTM a vyssi pro opce ITM a také
tak roste cena opce s rostoucim mnozstvim okamziki, kdy je mozné opci uplatnit. Pokud srovname
vysledky Black-Scholesova modelu a Hestonova modelu, jsou ceny opce u Black-Scholesova modelu

vy$si nez u Hestonova modelu.
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Obrazek 14: Cena Bermudské call opce OTM

Nésledujici graf zobrazuje hodnotu Bermudské put opce v zéavislosti na ¢ase do expirace a vysi
realiza¢ni ceny. K provedeni regrese byl pouzit Laguerrtiiv polynom tfetiho stupné. A opét ¢im vyssi

mame strike, tim je i vySs{ cena opce.
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Obréazek 15: Cena Bermudské put opce

Obrazky 16 a 17 ilustruji odlisnost ziskanych vysledka v piipadé, Ze byl pouzit Black-Scholestuv
model a v pfipadé, ze Hestoniiv model. Cena opce vychazi vyssi pro Hestoniv model. Na druhém

grafu jsou pak zobrazeny hodnoty téchto odchylek, které se s rostoucim strikem zvysuji.

25

10 12

Obrazek 16: Rozdil vysledka Hestonova a BS modelu
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Obréazek 17: Absolutni hodnota rozdilu vysledkit Hestonova a BS modelu

4.3 Black-Scholestiv model a Théta schéma

Druhou z metod vypo¢tu ceny opce je numerické feSeni jeji PDE. K tomu bylo vyuzito #- schéma,

kde bylo zvoleno
0=1,

coz odpovida implicitni metodé koneénych diferenci (FDI). Divodem pro tuto volbu byl fakt, Ze
u implicitni metody neni nutné kontrolovat CFL podminku. Na néasledujicim grafu je znazornéna
cena Bermudské put opce, kterou je mozné uplatnit v kazdy druhy ¢asovy okamzik, v zavislosti na
hodnoté realiza¢ni ceny a na zbyvajicim ¢ase do expirace. Opét vidime, Ze cena opce roste s rostouci

realiza¢ni cenou.
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Obréazek 18: Cena Bermudské put opce

Obrazky 19 a 20 zobrazuji porovnani ziskanych vysledki pomoci Longstaff-Schwarzovi metody a
Théta schématu v Black-Scholesové modelu. VySsi ceny vychazeji v pripadé LS metody, nizsi naopak

pri pouziti Théta schématu. Hodnoty téchto rozdila jsou zobrazeny na druhém grafu.

2.5

11.5

0.5

Obrazek 19: Rozdil vysledkia LS metody a FDI
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Obréazek 20: Absolutni hodnota rozdilu vysledki LS metody a FDI

4.4 Hestonuv model a Théta schéma

Analogicky ziskdme feSeni i pro Hestontiv model. Cena Bermudské put opce opét roste s rostouci
realizacni cenou. Vyssi hodnoty vychazeji ve vétsiné pripadi pro LS metodu, pouze pro velké K je

cena opce vySsi pro FDI. Absolutni hodnoty téchto odchylek jsou znézornény na obrazku 23.
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Obréazek 21: Cena Bermudské put opce
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Obrazek 22: Rozdil vysledkti LS metody a FDI
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Obréazek 23: Absolutni hodnota rozdili vysledki LS metody a FDI

P1i porovnani obou modelt, viz obrazky 24 a 25, je cena Bermudské opce vyss{ za pouziti Hesto-

nova modelu.

10

12

14

Obréazek 24: Rozdil vysledki Hestonova a BS modelu
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Obréazek 25: Absolutni hodnota rozdili vysledkit Hestonova a BS modelu

4.5 Rollover opce

Jak jiz bylo zminéno dfive, Rollover opce je forma Bermudské opce, ke které zname feSeni pomoci
uzaviené formule. Na obrazku 26 je zobrazeno toto feSeni v zavislosti na Case do expirace a na
realiza¢ni cené. Na obrazku 27 je pak cena této opce spo¢tena pomoci implicitni metody koneénych

prvki za pouziti Black-Scholesova modelu.
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Obrézek 26: Cena put Rollover opce
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Obrézek 27: Cena put Rollover opce

Obrazky 28 a 29 ilustruji odlisnost vysledku dle formule a dle FDI. Ceny Rollover opce, vypoc¢tené
obéma pristupy. Pro niZsi realiza¢ni ceny je vyssi hodnota spoctena pomoci formule, pro vyssi reali-
zafni ceny naopak hodnota dle FDI. Absolutni hodnoty téchto odchylek jsou zobrazeny na obréazku
29.

43



Diference

15

-
o

12

10

Obréazek 28: Rozdil vysledka FDI a formule

Obrézek 29: Absolutni hodnota rozdilu vysledki FDI a formule
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5 ZAaver

Diplomovéa préce se zabyva druhem takzvané exotické opce, opci Bermudskou. Prvnim cilem prace
bylo zpracovat reSersi. V prvni ¢asti prace je tedy ¢tenaf sezndmen se zakladnimi pojmy z prostiedi
opci, teorie pravdépodobnosti a Wienerovym procesem, ktery je dulezitou soucasti simulaci Monte
Carlo. Je prezentovan matematicky zaklad a podminky potfebné k ocenovani Bermudskych opci.

Druhym bodem zadani bylo popsat matematické vlastnosti klasického modelu vychéazejiciho z ge-
ometrického Brownova pohybu (tj. Black-Scholesova modelu), Hestonova modelu se stochastickou
volatilitou a pripadné vhodného modelu se skoky. V této ¢asti jsme se tedy zabyvali metodikou
nasledné pouzitou ve vlastni praci. Jednalo se o popis Black-Scholesova a Hestonova modelu a al-
goritmu, ktery je umoznuje simulovat. Déle pak o mozZzné zptisoby, jak opci ocenit. Vénovali jsme
se Longstaff-Schwarzové metodé, analytickému feSeni ocenovaci parcialni diferencialni rovnice a 6-
schématu. Model se skoky nebyl vzhledem k rozsahu prace uvazovan.

Dalsim cilem prace bylo navrhnout postupy simulace jednotlivych modelti, ocefiovani a kalibrace
a implementovat tyto postupy ve vhodném SW. Popis postupi simulaci a ocefiovani nalezneme v jiz
zminéné kapitole vénujici se metodice. Konetné pak v kapitole Vlastni prace byly vySe zminéné
postupy implementovany v softwaru Matlab. Podafilo se ocenit Bermudskou opci za pouziti obou
modelti a pomoci obou metod. Vzhledem k tomu, Ze trzni data na Bermudské opce nejsou volné
k dispozici nahradili jsme kalibraci pfevzetim parametri z jiného zdroje.

Tyto vysledky byly vzajemné porovnany, ¢imz byl splnén posledni cil prace. Zajimali jsme se také,
jak ovlivni cenu opce jeji momentélni pozice vidéi podkladovému aktivu (OTM, ITM, ATM). Jako
posledni byly tyto simulace a srovnani v BS modelu provedeny pro konkrétni piiklad Bermudské opce

- rollover opci.
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