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Abstrakt

Cilem této préce je stuény popis metody konec¢nych prvku (FEM), jak spojité, tak ne-
spojité varianty. Déle struéné predstavime metodu XFEM, neboli rozsiteni metody FEM
o takzvanou level set funkci. Tyto metody budou implementovany v prostredi MATLAB
a aplikovany na Burgersovu rovnici.

Klicova slova: FEM, XFEM, Galerkinova metoda, Nespojitd Galerkinova metoda, Bur-
gersova rovnice



Abstract

The aim of this master’s thesis is the description of the finite element method (FEM), both
continuous and discontinuous variation. I also briefly introduce XFEM method, or FEM
methods extension of the so-called level set function. These methods will be implemented
in MATLAB and applied to Burgers equation.

Key words: FEM, XFEM, Galerkin method, Discontinuous Galerkin method, Burgers’
equation
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Uvod

V této préaci se budeme zabyvat zédkony zachovani, které jsou reprezentovany parcial-
nimi diferencidlnimi rovnicemi. Bude stru¢né shrnuta silna a slaba formulace parcidlnich
diferencidlnich rovnic, ktera je vychozim bodem pro metodu kone¢nych prvku (Kapitola 1).
Déle v této kapitole predstavime Burgersovu rovnici a Stokesovu tlohu. Na tyto ulohy apli-
kujeme spojitou Galerkinovu metodu.

V dalsi kapitole bude Burgersova rovnice reSena nespojitou Galerkinovou metodou.
Bude rovnéz predstaven Slope limiter (Kapitola 2), ktery je nedilnou sou¢ésti metody pro
rekonstrukei dat.

Zaveérem této prace se budeme vénovat metodé XFEM, ktera byla vyvinuta roku 1999
Tedem Belytrchko a jeho spolupracovniky. Metoda byla vyvinuta ve snaze zmirnéni ne-
dostatku klasické metody konec¢nych prvku, které se objevovali pti modelovani problému
s nespojitostmi (nespojitost v pocatecnich datech nebo v nespojitost v prvni derivaci).



Kapitola 1
Metoda spojitych konecnych prvku

Metoda kone¢énych prvku je numerickd metoda pro ziskani ptiblizného feseni parcial-
nich diferencialnich rovnic. Tyto problémy jsou nazyvany jako pocatecné-okrajové tlohy,
nebot’ se skladaji z parcidlnich diferencidlnich rovnic, okrajovych podminek a podminek
pocatecnich. Metoda konecénych prvku prevadi parcialni diferencidlni rovnice na soustavy
algebraickych rovnic. Tyto pocatecni lohy, jez se skladaji z parabolické nebo hyperbolické
diferencidlni rovnice a po¢ateénich podminek (kromé podminek okrajovych), nemuzou byt
vyfteseny pouze metodou konecnych prvku. Parabolické nebo hyperbolické parcialni di-
ferencialni rovnice obsahuji cas jako jednu nezévislou proménnou. Pro pievod ¢asovych
derivaci do algebraickych vyrazu je zapotiebi dalsi numerické metody, jako je naptiklad
metoda konec¢nych diferenci. Pro feSeni pocateéniho problému je zapotiebi metody ko-
necnych diferenci i metody konecnych prvkiu, kde prostorové diference jsou prevadény na
systém algebraickych rovnic metodou koneénych prvku a casové derivace, které jsou feseny
jinou metodou (napf. metodou kone¢nych diferenci).

V tomto odstavci bude metoda spojitych prvku aplikovana na nestacionarni Burgersovu
rovnici a na stacionarni Stokesovu tlohu.

1.1 Slaba a silna formulace parcialnich diferencialnich
rovnic

Mnoho problému v praxi je modelovano parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi. Tyto
parcialni diferencialni rovnice jsou casto oznacovany jako silnd formulace problému.

Samotnou parcialni diferencialni rovnici nazyvame jako silnou formulaci, protoze vztah
musi byt splnén v kazdém bodé vypocetni oblasti dané tlohy spolecné s pocatecni pod-
minkou a podminkami okrajovymi.

Slabou formulaci rozumime, ze dana rovnice (v integralnim tvaru) je splnéna pouze
v obecném smyslu.

Vice informaci o slabé a silné formulaci tlohy dostupné v [1].



Konstrukce slabé formulace

Slaba formulace diferencialnich rovnic je konstruovana ve 4 krocich:
1. Vynasobeni diferencialni rovnice testovaci funkei.
2. Integrace vysledku ziskaného v bodu 1. pres oblast tlohy (2.

3. Integrovani ulohy per partes s pouzitim Greenovy formule pro snizeni derivaci na nej-
nizsi rad.

4. Nahrazeni okrajovych podminek.

Ukézeme si odvozeni slabé formulace na jednoduchém piikladé. Méjme zadanu diferen-
cialni rovnici s okrajovymi podminkami ve tvaru:

Uz +Au—f = Opro0<z <L, (1.1)
u(0) = 0, (1.2)
uz(L) = q.

Takto definovanou tlohu nazyvame silnou formulaci diferencialni rovnice. Od silné for-
mulace vyzadujeme na feSeni, aby bylo dvakrat diferencovatelné a zaroven spliovalo zadané
okrajové podminky. Abychom nepozadovali na vysledku, aby byl dvakrat spojité diferenco-
vatelny, muzeme odvodit slabou formulaci, ktera bude pozadovat pouze, aby byl vysledek
pouze jedenkréat spojité diferencovatelny.

Nejprve danou ulohu prenasobime testovaci funkei v a integrujeme pies zadanou oblast:

L
/ (—Ugz + Au — flvdx = 0. (1.4)
0

Integraci per partes ziskdme:

L L
/ Uy Uy + Auvdr = / fodx + [vug]r — [vugo. (1.5)
0 0

Na testovaci funkci v budeme klast podminky takové, aby v = 0 tam, kde je zaddna
Dirichletova okrajovd podminka. Diky tomuto pozadavku bude ¢len [vu,]o = 0.

Nyni jesté muzeme ¢len [vu,];, doplnit o Neumanovu okrajovou podminku. Tedy do-
stavame:

L L
/ (Uzvy + Auv)dr = / fvdz 4+ qu(L). (1.6)
0 0

Rovnici (1.6) pak nazyvame slabou formulaci dlohy (1.1).



1.2 CFL podminka

Splnéni CFL podminky je nezbytnou podminkou pro zaruceni stability numerické me-
tody.

Princip CFL podminky si muzeme piredstavit na jednoduchém ptikladé, kdy se nam
pohybuje vina pres diskretizovanou sit’, a chceme spocitat amplitudu této viny v diskrét-
nich ¢asovych krocich. Casovy krok tedy musi byt mensi, nez je ¢as, za ktery vlna doséhne
sousedniho uzlu sité. Dusledkem toho je, pokud budeme snizovat prostorovy krok, musi
byt s tim zmensovan i krok casovy.

Courantovo cislo je méritkem toho, jaké mnozstvi informaci a se rozsiii elementem Ax
za casovy krok At. Aby byla splnéna CFL podminka pozadujeme:

al\t 1
< )
Ax — 2p+1

(1.7)

kde At predstavuje ¢asovy krok, tedy vzdélenost dvou po sobé jdoucich casovych vrstev,
Ax je vzdélenost dvou sousednich uzlu diskretizované sité a p je stupen polynomu bazovych
funkci v Galerkinové metodé.

Vice o CFL podmince dostupné v [2].

1.3 Nestacionarni Burgersova rovnice

Burgersova rovnice v jedné dimenzi s konstantnim difiznim parametrem v € R a ad-
vekénim konstantnim parametrem e € R je uvedena v nasleduji pocatecné-okrajové tloze:
Najit u(z,t) tak, ze

% = —u- e% +v- %, na [a; b] x [0, 7], (1.8)
u(z,0) = wup(z), Yo € [a; b, (1.9)
u(a,t) = u(a,t), (1.10)
u(b,t) = a(b,t), (1.11)

kde pocateéni podminka wg, Dirichletovy okrajové podminky u(a,t), u(b,t) jsou prede-
psany a spliuji podminky kompatibility.

Moznym ptistupem k teseni parcidlni diferencialni rovnice zavislé na case pomoci me-
tody koneénych prvku je nejprve ¢asovou derivaci aproximovat metodou konec¢nych dife-
renci, kterd poskytuje rekurzivni mnozinu stacionarnich problému, které jsou prevadény
do varia¢ni formulace.

Necht’ index k € N oznacuje vypocetni casovou vrstvu t*. Napifklad, u* = u(z,t*).
Diskretizace kone¢nymi diferencemi v ¢ase spociva ve vzorkovani puvodni parcidlni dife-
rencialni rovnice na ur¢ité casové urovné. Tedy k urcuje:

0 4 o, 0?

_ k
el = W U —i—l/@u . (1.12)
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Casovou derivaci aproximujeme pomoci kone¢né diference:

5, uk — k1

b= (1.13)

ot At
kde At je ¢asovy diskretizacni parametr. (vice o nahrazeni ¢asové derivace zpétnou dife-
renci dostupné z [3]). Touto ¢asovou diskretizaci prevedeme puvodni parcidlni diferencidlni
rovnici do tvaru:

u =, (1.14)
ub + Ateukguk — Atva—zuk = k=12 (1.15)
pe 52 , 2, :
kde u*~! je jiz zndméa piedchozi ¢asové vrstva.

Nyni pouzijeme metodu koneénych prvku pro feseni casové diskrétni parcidlni di-
ferencidlni rovnice, kde jsou stéle platné prostorové diferencialy. Tedy prevedeme rovnici
do slabé formulace.

Nez definujeme slabou formulaci rovnice (1.15), musime nejprve definovat prostor:

VE = {uF € OV ([, b)) : u(a,t) = a(a,t), u(b,t) = a(b,t)}. (1.16)

Nynf éleny rovnice prendsobime libovolnou testovaci funkef v € V¥ a integrujeme pies
oblast 2. Cleny s druhou derivaci integrujeme per partes. Tim ziskame véazenou rezidualni
formulaci rovnice (1.15).

ouk ouk Qv ouk b
/Qu vdx + /Q Ateu - vdx /Q Aty - dx /Qu vdx [At - v} r (1.17)

To je problém takovy, Ze hleddme u* € VF tak, ze plati (1.17).

Vyhodou slabé formulace je, ze nyni pozadujeme na u pouze diferencovatelnost prvniho
rfadu, namisto druhého radu. Slaba formulace poskytuje zaklad pro diskretizaci kone¢nymi
prvky.

Zavedenim bilinedrni formy a(u,v) : VF x V¥ — R a linedrni formy [(v) : VF — R, jez
jsou definované:

our our v
_ k KOU ou” ov
a(u,v) = /Qu vdx—i—/QAteu e vdx /QAtV . axdx, (1.18)
ouk 1o
_ k=1, 7. _
l(v) = /Qu vdx [At e v]a, (1.19)

pak muzeme slabou formulaci vyjadfit jako: Najit u € V¥, kde pro vsechna v € VF je
splnéna rovnice:

a(u,v) = I(v). (1.20)

11



Reseni linearnimi koneénymi prvky
Slaba formulace je vychozim bodem pro numerickou diskretizaci. Toho je dosazeno

zavedenim prostoru V;j, , kde jsou aproximovany funkce z V.
Vypocetni oblast €2 je rozdélena na podoblasti H}, jez jsou nazyvény elementy, takové,

ze
N
Ua, =0 (1.21)
j=1
a zaroven plati
HiNnH =0proj#1i, joie{l,...,N} (1.22)
Uzavér mnoziny € je definovan jako
Q=0QuU09, (1.23)

kde €2 je oblast a 02 je hranice oblasti.

Dulezitou vlastnosti metody koncenych prvku je vyuziti lokalnich bazovych funkei, které
jsou nenulové jen na malém poctu elementu.

Necht’ interval [a,b] je rozdélen na konecny pocet po dvou disjunktnich podintervalu
H; =(xj_1,2j), j=1,...N. Necht’

J
Vi, ={ueC’:ue P"H;),VH; C [a,b],u(a,t) = t(a,t),u(b,t) = a(b,t)} C VI, (1.24)

kde P"(a,b) je prostor polynomu stupné h nad intervalem (a,b). To znamend, ze nad
kazdym elementem je polynomidlni bazova funkce stupné h, ale pozaduje se, aby funkce
byli spojité na hranicich jednotlivych prvku.

Bézové funkce ¢; jsou definovany:

¢;(x) € P*(H;),x € Hj, (1.25)

a spliiujicich podminku ¢;(z;) = d;;, kde d;; je Kronckerova delta, ktera je definovéna

1... =]
5 = Pro =17, (1.26)
0 ... jinak.
Tedy pro bazové funkce dostavame:
1 ... prox=uxy,
(x) = 1.27
¢4(@) {0 pro x = xg, k # . (1.27)

Linearni bazové funkce jsou definovany:

T—Tj—-1
Ij_—i;j—l Pro ;1 S T S Zj,

¢;(z) = ﬁ oo proz; <x <y, (1.28)
0 ... jinak.
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Resen{ u* € VF, a testovaci funkce v* € VF, je mozné zapsat jako linedrni kombinaci
bazovych funkci ve tvaru:

uF(z) = a(a, t*)po(x) — a(b, t)dn(x) + z_: u?qu(x), (1.29)

oa) = Y uoi) (1.30)

Prispévek (a, tx)¢o musi byt nastaven tak, aby splioval okrajovou podminku u(a,t) =
u(a,t) a vechny ostatni bazové funkce ¢; musi byt na tomto okraji rovny nule. Obdobné
je tomu pro u(b, tg)dN.

Diskretizaci metodou kone¢nych prvku lze integral pres celou oblast 1lohy rozdélit na
integraly pres jednotlivé elementy diky tomu, ze bazové funkce jsou nenulové jen na malém
poctu elementu. Rovnici (1.20) 1ze prevést na soustavu rovnic ve tvaru:

N-1 N—-1N-1

Su| / o dutyia] + - S Uk Ate / o oudnda] +
j=1 i j=1 1= i
N-1 Tit+1 N-1 Ti+1
+y U [Aw / | qs;qs;dm] - ZU;H[ / | ¢i¢jdx] (1.31)

j=1 j=1

Soustavu algebraickych rovnic ziskanych z (1.31) je nyni mozno fesit standardnim apa-
ratem pro tfeseni linedrnich algebraickych rovnic, jako je napiiklad LU rozklad, Gaussova
eliminace a podobné.

Numericky test 1

Zadéni nasledujici pocdteéné okrajové tlohy bylo prevzato z [4].

S =-—u- eg—g +v ‘327”;,

Q=10,1],

t=1,2.5],

U(O,t) = u(lv t) =0, (1.32)
U(JT,l) = 1+ 1/19;6@2/41/’

v = 0.005,

(€~

Na obrézku 1.1 je zobrazena ¢ervenou barvou pocateéni podminka (¢ = 1). Modrou barvou
je pak zobrazen vysledek spocteny pomoci metody kone¢nych prvku z rovnice (1.31) v ¢ase
t=1.5,t=20, t=2.5,s casovym krokem At = 0.1 a prostorovym krokem Az = 0.02.

13



0.45

0.4
\
\
0.35 | ’
I".
03 \
0.25— |
0.2 |
015

01—

0.05 — \

0 \ | | |

0 01 02 03 0.4 0.5 06 07 08 09

Obrazek 1.1: Experiment Burgersova rovnice

Numericky test 2

Data pro pocéatecné okrajovou tlohu byla prevzata z [4].

(%—?:—u'e%—k%%,

Q = (0,30,

t=10,4],

u(0,t) =1

u(30, t) 0,

u(z,0) = %[1 —t(mh<4L T — 15))},
’/25

=1

\

(1.33)

Modrou barvou je zobrazen vysledek spocteny metodou koneénych prvku z rovnice (1.31)

veaset =1, t =2, t =3, t =

4, s casovym krokem At = 0.1 a prostorovym krokem

Az = 0.2 na obrézku 1.2. Cervenou barvou je v obrazku 1.2 zobrazena pocéteéni podminka

u(z,0).
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Obrazek 1.2: Experiment Burgersova rovnice

1.4 Stacionarni Stokesova uloha

Stacionarni Stokesova tloha je zdkladnim modelem nestlacitelného vazkého proudéni.
Uloha je dédna soustavou parcialnich diferencialnich rovnic

Vp—vAu = f,

Vu _ 0 (1.34)

Okrajovou tlohou pro zminénou rovnici rozumime najit u(z) a p(z) na oblasti €, které
splnuji uvedené rovnice spolecné s Dirichletovou okrajovou podminkou:

u(z) = u(z) na 0Qp, (1.35)

kde €2p je hranice oblasti s definovanou Dirichletovou okrajovou podminkou, a Neumanovou
okrajovou podminkou

0
VG_Z —np = s na 0y, (1.36)

kde €2 je hranice oblasti s definovanou Neumanovou okrajovou podminkou, n je normalovy
vektor oblasti a s je hodnota Neumanovy podminky.
Necht’ V' je prostor feseni a V; je prostor pripustnych testovacich funkci, potom slabou

15



formulaci okrajové tlohy rozumime najit u € V' takové, ze

I//Vu:Vv—/pV-v = y/ <@—pn)-v, (1.37)
Q Q oy \On

/qV-u = 0,

Q

kde Vu : Vv = Vu, - Vv, + Vu,, - Vo, a v, ¢ jsou testovaci funkce definované na uzavéru
mnoziny (2.

Reseni linearnimi konec¢nymi prvky

Uvazujeme koneéné dimenzionalni podprostory V* C V a W C Ly (Q) a jejich bazové
funkce. Potom muzeme tlohu piepsat do tvaru, kde hleddme wj, € V" a p, € W" tak, ze

I//Vuh:VUh—/phV-vh = 1// S - vp, ‘v’thVOh,
Q Q a0

/th‘uh = 0, Vg, € W
Q

Resen{ pro rychlost uy, respektive pro tlak py, piseme jako linedrni kombinaci bézovych
funkci V"

u u
nd n

wp o= Y (wiu) RY+ Y (uf,up) RY

i=1 i=n¥41
nP
_ 4
Pn = § lez ’
i=1
U

kde nY je pocet bodi, ve kterych neni zaddna Dirichletova okrajova podminka, R;
linearni bazové funkce pro rychlost a tlak.

Oznacime-li uy, = (ukz):i‘;l, p = (p)™, a sy = (sp)12,, prevedeme problém na FeSen
linearni soustavy rovnic

, R? jsou

A 0 -Bf Uy st'C A* 0 i}

0 4 =B | |w|=|ddc |- o | lu] sy

B By 0 p 0 By By | L™

kde

A =[4,], 1<i<ny 1<j<ny
A =[4;], 1<i<ny ni+1<j<ny (139)
By =[Bry], 1<i<n?, 1<j<ny :
B =[Bj], 1<i<n?, ni+1<j<n,

16



Bj = [q R [VRY - €] dQ, (1.40)
Cyi =:ujggNlﬁt-Eng,

kde e je bazovy jednotkovy vektor souradného systému.

Numericky test
Resme nésledujici dlohu

{Vp_”Au:f’ (1.41)

Vu =0,

na oblasti zobrazené na obrazku 1.3, s okrajovymi podminkami:

Obrazek 1.3: Zadéani oblasti

1. modra - nulova rychlost
2. zelend - vstupni parabolicky profil
3. ¢ervend - homogenni Neumanova podminka.

Na obrazku 1.4 je zobrazeno rychlosti pole pro zadéni (1.41), kdy vypocetni oblast byla
rozdélena na trojihelnikové elementy v poctu 1440. Obrazek 1.5 zachycuje rozlozeni tlaku
pro stejnou tlohu.
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Obrazek 1.4: Rychlostni pole
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Obrézek 1.5: Tlak
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Kapitola 2

Metoda nespojitych konecnych prvku

Nespojita Galerkinova metoda je tfidou metody nespojitych konecnych prvku, ktera
za testovaci funkce a funkce pro feSeni pouziva nespojité funkce. Nespojita Galerkinova
metoda je tedy variantou standardni Galerkinovy metody, s tim rozdilem, Ze nevyzadu-
jeme kontinuitu feseni podél rozhrani prvku (hrany).

Podrobné informace o nespojité Galerkinové metodé dostupné v [5].

Tuto metodu budeme nejprve aplikovat na Burgersovu rovnici se spojitou pocatecni
podminkou a nésledné s nespojitou pocatecni podminkou. Rovnéz bude metoda apliko-
vana na stacionarni Stokesovu tlohu.

2.1 Slope limiter

Pro rekonstrukei dat ziskanych nespojitou Galerkinovou metodou je vyuzivan tzv. slope
limiter, odstranujici oscilace, které vznikaji u linearnich aproximaci v okoli nespojitosti.
Jedna se o po ¢astech linearni aproximacni schéma.

V casovém kroku n jsou data v kazdé elementu sité rekonstruovana vztahem:

u(x,t =1t,) =Uy/p + 07 (T — Tiyry2), Pro T; < x < Tiy, (2.1)

kde x4 10 = %(Ii+1/2 + x;), of je slope limiter a ﬂ?+1/2 je hodnota v bodé w2, ktera je
ziskana z rekonstrukce dat puvodnimi bazovymi nespojitymi funkcemi.
V této préaci byl slope limiter zvoleny MC limiter, ktery je dany jako:

u —u ;! —u; ;! —u;
o) = mz’nmod( Lan/t M 1/2,minm0d<2- ( +1/2 1/2>,2~ ( +3/2 +1/2>>>.(2.2)
Tit+3/2 — Li—1/2 Lit1/2 — Li-1/2 Li+3/2 — Li+1/2

Funkce minmod je dana predpisem:
a...la| < b AN a-b>0,
minmod(a,b) = ¢ b...|la| >1b| A a-b>0, (2.3)
0...a-b<0.
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Vice o slope limiter v [6].

2.2 Nestacionarni Burgersova rovnice

Burgersova rovnice se spojitou pocatec¢ni podminkou

Data pro pocéateéné okrajovou tilohu byla prevzata z [4].

(g_?:_u.6@+y.32_“7
Q = [0,30],
t=10,2],

u(0,t) =1

u(30,t) =0,

u(z,0) = %[1 — tcmh<4i(x — 15))}

1
29

e=1.
\

(2.4)

V=

Pro feseni tlohy bylo pouzito uniformni délenf sité s krokem Az = 0.02. Casovy krok byl
nastaven At = 0.1. Na obrazku 2.1 je ervenou barvou zobrazena pocateéni podminka. Ze-
lené jsou zobrazena nelimitovana data a modfe data rekonstruovana pomoci MC limiteru
v casovych krocich t =0.5,t=1,t=15at=2.

1

AN I\
AN f
W

sl “\ \\ \ |
A -

0.4 ‘\ \ \ -
VA
\ A A |
\ \ \ \\ \

T AN

0 \ \ I p— e

Obrazek 2.1: Burgersova rovnice fesena nespojitou Galerkinovou metodou
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Burgersova rovnice s nespojitou pocateé¢ni podminkou

Druhym testovacim piikladem je Burgersova rovnice s nespojitou poc¢ateéni podminkou.
Meéjme danu tlohu:

( du

Ez—u-e%—ky'%,
Q =10, 30],
= 1[0,2.7],
u(0,t) =1
u(30,t) = 0, (2.5)
1. 0,5
u(x,0) = © €(0.5),
0...x € (5,30),
v=1
e=1.
\

Reseni tlohy (2.5) je zobrazeno na obrazku 2.2. Cervenou barvou je zobrazena poca-
tecni podminka. Zelenou barvou je zobrazeno feseni spojitou Galerkinovou metodou v ¢ase

t=09,t=18at =27 Modrou barvou jsou ve stejnych ¢asovych krocich zobrazeny
data z nespojité Galerkinovy metody, které byli limitovany MC slope limiterem.

12

a |

\
. |

RN

ol I S = —

os ! ! !
o 5 10 15

20 25 30
Obréazek 2.2: Burgersova rovnice feSena nespojitou Galerkinovou metodou pro pocatecni
nespojita data

Z teseni druhého numerického experimentu je patrné, ze u standardni Galerkinovy me-
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tody dochézi k patrnéjsimu rozmazani dat na rozdil od nespojité Galerkinovy metody, kde
zustava patrnéjsi puvodni nespojitost z poc¢atecnich dat.

Burgersova rovnice s nespojitou pocatecni podminkou a dominujici advekci

Méjme zadanu pocateéné okrajovou ulohu, s advekei dominujici nad difuzi, v nasledu-
jicim tvaru:

(G =—u-efe v 53,
Q=10,1],
t = [0,0.055],
u(0,t) = 2,
u(l,t) = -2, (2.6)
w(z,0) = { 2...x<0.5
—2...2 > 0.5,
v=1075,
\62

Vypocetni oblast € byla rozdélena na 21 elementu a v case byla tloha diskretizovana
do dvaceti ¢asovych vrstev, tedy krok At = 0.00275. Na obrazku 2.3 je zobrazen vysledek
ziskany metodou koncenych prvku, kde testovaci funkce byli voleny spojité, linedrni. Vy-
sledky jsou zobrazeny na ¢asovych hladindch ¢ = 0 (Cervena barva), t = 5 - At = 0.01375
(tmaveé modrd), t = 10 - At = 0.0275 (zelend barva), ¢t = 15 - At = 0.04125 (zlutd barva) a
t =20- At = 0.055 (svétle modra barva).

Na obréazku 2.4 jsou zobrazeny vysledky ziskané metodou koneénych prvku, kde byly
pouzity nespojité testovaci funkce, ze stejné tlohy. Vysledky jsou pak zobrazeny stejnymi
barvami na stejnych c¢asovych vrstvach jako v ptipadé metody konecnych spojitych prvku.

Ukazuje se, ze metoda konecnych prvku se spojitymi testovacimi funkcemi pro advekéné-
dominantni lohu vykazuje vyskyt oscilaci v feseni. Tyto oscilace je mozné odstranit zameé-
nou spojitych testovacich funkeci za nespojité testovaci funkce v metodé konecnych prvku
a s aplikaci slope limiteru.
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Obrazek 2.3: Advekéné dominantni problém feSeny spojitymi koneénymi prvky
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Obrazek 2.4: Advekéné dominantni problém feseny nespojitymi koneénymi prvky
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2.3 Stacionarni Stokesova uloha

Mégjme stejné zadani jako v odstavci 1.4, tedy tdlohu (1.41), kde misto spojitych testo-
vacich funkei pouzijeme nespojité testovaci funkce.

Proudnice pro ulohu (1.41) ziskané nespojitou Galerkinovo metodou jsou zobrazeny
na obrazku 2.5, rozlozeni tlaku pro stejnou ulohu je vizualizovano na obrazku 2.6.

I
!
|

!
!
1

s

0 - ~
N \
| |

Obrazek 2.5: Rychlost
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Obréazek 2.6: Tlak
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Kapitola 3

XFEM

3.1 XFEM

Metoda XFEM je obecné pouzivana pro aproximaci nespojitého feseni (silnd nespoji-
tost) nebo pro feseni majici nespojité derivace (slaba nespojitost).
Standardn{ XFEM aproximace funkce u"(x) na d-dimenzionalni oblasti Q € R? je ddno:

u(z,t) = Z € IN;(z)u; + Z N (z)(x, t)a; . (3.1)

1el*
N

J/

TV "
standardni FE ¢ast obohaceni

Vztah (3.1) je platny pouze v piipadé jednoho obohacujiciho ¢lenu. N;(x) je standardni
testovaci funkce pro metodu konecnych prvku pro uzel 7, u; je neznaméa pro ¢ast se stan-
dardni metodou konec¢nych prvku v uzlu 4, I je mnozina vSech uzlu sité pro vypocetni
oblast Q. N}(z) je jednoducha funkce pridruzena uzlu i, ¢; je globélni obohacovaci funkce,
a; jsou neznamé pro obohaceni v uzlu ¢ a I'* C I, takovych, ze i € I* dochazi-li v bodé 7 k
obohacovéani.

Globalni obohacovaci funkece v (z,t) zahrnuje do prostorové aproximace zndmé charak-
teristiky z feSeni. Typicka volba obohacovaci funkce je:

Krokové obohacent:

—1...¢(zx,t) <0,
Y(x,t) = sign(p(x,t)) = 0...¢(zx,t) =0, (3.2)
1...¢(x,t) >0,

volené pro silné nespojitosti (skok), a absolutni ohodnocent:

U(x,t) = |o(x,1)], (3.3)
pouzivand pro slabé nespojitosti (nespojitost v prvni derivaci).

Poznamenejme, ze obohacovaci funkce ¢(z,t) zdlezi na level-set funkci ¢(x,t), kterd je
typicky znaminkové-vzdalenostni funkei. Za predpokladu, ze ¢q(x, t) je nejkratsi vzdalenost
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mezi bodem x oblasti 2 a hranici mezi oblastmi € a y v ¢ase t, potom funkei ¢(z,t)

definujeme:
) =¢a(w,t) .. Vo €y,
Pe,t) = {+¢d(x,t) . Vr € Qy, (3:4)

kde €24 a §25 jsou podoblasti oblasi {2 na opacné strané nespojitosti. Problém je schematicky
znazornén na obrazku 3.1 (obrézek prevzat z [7]), kde I';,,; oznacuje nespojitost.

I7

L,
Obrazek 3.1: Schéma problému, I';,; oznacuje nespojitost

Typickou diskretizovanou vypocetni oblasti problému pro metodu XFEM je zobrazena
na obrézku 3.2 (obrézek je prevzat z [8]). Na tomto obrézku je nespojitost oznacena I,
obohacované uzly (eriched node) patiici do I* a body pattici pouze do mnoziny indexu
uzlu site 1.
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Obrézek 3.2: Typicka sit pro koneéné prvky s rozhranim I';,; zobrazujici obohacované body
(enriched node) a body bez obohaceni

3.2 Numerické experimenty

3.2.1 Experiment se stacioarnim rozhranim mezi médii

Diftizni rovnice

Meéjme nejprve zadanu difizni rovnici:

(Ou _ . O%u
ot ox2’
Q=10,1],
t = 1[0,0.481],
u(0,t) =0,
;I - E—
(TT|Z—0'5|)2_1 205 1
u(z,0) =< € ' -~ PIO o= = L
O v jinak,

~J05-1073. .2 <05,
©15.0-1073...2 > 0.5.

Vysledky této tlohy jsou zobrazeny na obrazku 3.3 v ¢asech ¢ = 0 (Cervend), ¢ = 0.08
(modrd), t = 0.16 (svétle modrd), ¢t = 0.24 (zelend), t = 0.32 (zlutd), ¢t = 0.40 (ruzova),
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t = 0.48 (Cerna).

u{x,0)
u{x,0.08)
u{x,0.16) |7

0o

u(x,0.24)
u(x,0.32)
ulx,0.40) |
u(x,0.48)

08—

07—

06—

04—

03—

02—

Obréazek 3.3: Reseni diftizni rovnice na oblasti {2 s dvéma médii a nepohybujici se hranici
mezi témito médii

Burgersova rovnice

Mé¢jme zadanu Burgersovu rovnici s dvéma médii ve tvaru:

( Ou ou 0%u
o T Ut g TV G
Q=10,1],

t = 1[0,0.139],
u(0,t) =0,
(0,2) (3.6)
u(l,t) =0,
u(z,0) = sin(rx)
1.0...2 <0.5,
UV =
\ 0.1...2>05.

V této tloze se rozhrani mezi médii nepohybuje v case. Vysledky této tlohy jsou zobra-
zeny na obrazku 3.4 v ¢asech t = 0 (¢ervend), t = 0.030 (modrd), t = 0.061 (svétle modra),
t =0.092 (zelend), t = 0.123 (zlutd), ¢t = 0.153 (ruzovd), t = 0.184 (¢ernd).

28



1 [ — 1

T u{x,0.000)

// Ny u(x,0.030)
09— ufx,0.061) [

. ufx,0.092)

u(x,0.123}
08— uix,0.153) |

uix,0.184)
07— —

oy
06— \ —
S
O
\\
s 05 N —
0.4 — —
- - .".
0.3 - / _
. /
R /
02 o~ — e
01 g —
5 | | | | | | | | |

0 01 02 03 0.4 05 06 07 08 09 1

Obrazek 3.4: ReSeni Burgersovy rovnice na oblasti 2 s dvéma médii a nepohybujici se
hranici mezi témito médii

Uvazujme nyni stejnou zadani jako (3.6), pouze difizni koeficient zaménime za:

(3.7)

1.0...2 <0.5,
vV =
0.5...2 > 0.5.

Opét uvazujeme stacionarni rozhrani mezi médii, tedy v bodé x = 0.5. Vlivem mensiho
poméru mezi difiznimi koeficienty mezi médii by mélo dochdzet k rychlejsimu snizovani
koncentrace u na obou stranach rozhrani.

Vysledky pro tlohu (3.6) s difiznimi koeficienty (3.7) jsou zaznamendny na obrazku
3.5 na casovych hladindch t = 0 (Cervend), t = 0.030 (modrd), t = 0.061 (svétle modrd),
t =0.092 (zelend), t = 0.123 (zlutd), t = 0.153 (ruzovd), t = 0.184 (Cernd).
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Obrazek 3.5: Reseni Burgersovy rovnice na oblasti 2 s dvéma médii a nepohybujici se
hranici mezi témito médii

3.2.2 Experiment s pohybujicim se rozhranim mezi médii

Resime-li 1lohu s pohybujicim se rozhranim mezi médii, musi byt fesena i advekéni
rovnice pro vzdalenostni funkci ¢(z,t). Tedy fesime navic dlohu:

9 ¢ _

5 Tz =0. (3.8)

V téchto testovacich ptikladech predpokladame, ze pocatecni pozice rozhrani mezi médii
je znama.

Reseni advekéné-difiznich rovnic spoleéné s transportni rovnici pro advekéni rovnici
muzeme schematicky zakreslit jako na obrazku 3.6.
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Obréazek 3.6: Schematické znazornéni teseni tloh s pohybujicim se rozhrani mezi médii

Advekéné-difuzni rovnice

Necht’ je zadana pocatecné okrajova iloha ve tvaru:

(Gt =—cq+v 5,

Q=10,1],

t =[0,0.186],

u(0,t) =0,

u(1,t) =0,

5p——5 .
| u(x,0) = { ° R ~pro S < .
0

0.5-1073...2 < 0.3,
UV =

50-107%...2 > 0.3,
e =0.3.

Rozhrani mezi médii se v ¢ase t = 0 nachézi v bodé x = 0.3. Vzdalenostni funkce je
ve tvaru:

¢(z,0) =z —0.3. (3.10)

Vysledky tlohy (3.9) jsou zobrazeny na obrazku 3.7 v ¢asech t = 0 (Gervend), t = 0.064
(modra), t = 0.126 (svétle modra), ¢ = 0.186 (zelena).
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Obrazek 3.7: Reseni advekéneé-difizni rovnice na oblasti 2 s dvéma médii a pohybujici se
hranici mezi témito médii

Burgersova rovnice

Necht’ je dana tloha:

Q=10,1],
t=1[0,0.184],
u(0,t) =0,

1) =0, (3.11)

u(l
u(z,0) = sin(rx)

{LUHxSQ&
]/:
\

0.1...2>0.3.

Pohyb v c¢ase je nelinearni diky nelinedrnimu transportnimu ¢lenu v Burgersové rovnici.
Je znam pouze pocatecni stav rozhrani mezi médii, tedy vzdalenostni funkce ma tvar:

¢(z,0) =2 —0.3. (3.12)

Vysledky pro tuto ilohu jsou zanzamenany na obrazku 3.8 na ¢asovych hladinach ¢ = 0
(Cervend), t = 0.061 (modra), t = 0.123 (svétle modrd), ¢ = 0.184 (zelend).
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Obrézek 3.8: Reseni Burgersovy rovnice na oblasti s dvéma médii a pohybujici se hranici
mezi témito médii

Pocatecni data pro vsechny tlohy v odstavei 3.2 byly prevzaty z clanku [9]. Vysledky
téchto 1loh byly srovnény s prezentovanymi vysledky v ¢lanku [9].

33



Kapitola 4
Zaveér

V této praci byla zopakovana metoda koneénych prvki, ktera byla nejprve aplikovana
na Burgersovu rovnice a nasledné na stacionarni Stokesovu tlohu. Nasledné byla pouzita
metoda konecnych prvku, kde misto spojitych testovacich funkei byly pouzity nespojité
testovaci funkce a slope limiter. Diky této metodé se v advekéné dominantnim problému
odstranili oscilace v feSeni.

V zaveéru této prace byla predstavena metoda XFEM, jez je zakladnim kamenem pro fe-
seni tloh dvoufazového proudéni. Tato metoda byla aplikovdana na Burgersovu rovnici, di-
fazni rovnici a advekéné-difuzni rovnici. Vypocetni oblast uloh byla slozena ze dvou médii
s rozdilnymi koeficienty diftize. Byly feseny ptiklady, kdy se rozhrani mezi médii pohybo-
valo v case, ale i piiklady, kdy rozhrani bylo v ¢ase neménné.

Vsechny ulohy prezentované v této praci byly feseny ve vypocetnim prostiredi MATLAB.
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