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žené na metodě nespojitých prvk̊u jsem vypracoval samostatně pouze za odborného dohledu
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Abstrakt

Ćılem této práce je stučný popis metody konečných prvk̊u (FEM), jak spojité, tak ne-
spojité varianty. Dále stručně představ́ıme metodu XFEM, neboli rozš́ı̌reńı metody FEM
o takzvanou level set funkci. Tyto metody budou implementovány v prostřed́ı MATLAB
a aplikovány na Burgersovu rovnici.

Kĺıčová slova: FEM, XFEM, Galerkinova metoda, Nespojitá Galerkinova metoda, Bur-
gersova rovnice



Abstract

The aim of this master’s thesis is the description of the finite element method (FEM), both
continuous and discontinuous variation. I also briefly introduce XFEM method, or FEM
methods extension of the so-called level set function. These methods will be implemented
in MATLAB and applied to Burgers equation.

Key words: FEM, XFEM, Galerkin method, Discontinuous Galerkin method, Burgers’
equation
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Úvod

V této práci se budeme zabývat zákony zachováńı, které jsou reprezentovány parciál-
ńımi diferenciálńımi rovnicemi. Bude stručně shrnuta silná a slabá formulace parciálńıch
diferenciálńıch rovnic, která je výchoźım bodem pro metodu konečných prvk̊u (Kapitola 1).
Dále v této kapitole představ́ıme Burgersovu rovnici a Stokesovu úlohu. Na tyto úlohy apli-
kujeme spojitou Galerkinovu metodu.

V daľśı kapitole bude Burgersova rovnice řešena nespojitou Galerkinovou metodou.
Bude rovněž představen Slope limiter (Kapitola 2), který je ned́ılnou součást́ı metody pro
rekonstrukci dat.

Závěrem této práce se budeme věnovat metodě XFEM, která byla vyvinuta roku 1999
Tedem Belytrchko a jeho spolupracovńıky. Metoda byla vyvinuta ve snaze zmı́rněńı ne-
dostatk̊u klasické metody konečných prvk̊u, které se objevovali při modelováńı problému
s nespojitostmi (nespojitost v počátečńıch datech nebo v nespojitost v prvńı derivaci).
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Kapitola 1

Metoda spojitých konečných prvk̊u

Metoda konečných prvk̊u je numerická metoda pro źıskáńı přibližného řešeńı parciál-
ńıch diferenciálńıch rovnic. Tyto problémy jsou nazývány jako počátečně-okrajové úlohy,
nebot’ se skládaj́ı z parciálńıch diferenciálńıch rovnic, okrajových podmı́nek a podmı́nek
počátečńıch. Metoda konečných prvk̊u převád́ı parciálńı diferenciálńı rovnice na soustavy
algebraických rovnic. Tyto počátečńı úlohy, jež se skládaj́ı z parabolické nebo hyperbolické
diferenciálńı rovnice a počátečńıch podmı́nek (kromě podmı́nek okrajových), nemůžou být
vyřešeny pouze metodou konečných prvk̊u. Parabolické nebo hyperbolické parciálńı di-
ferenciálńı rovnice obsahuj́ı čas jako jednu nezávislou proměnnou. Pro převod časových
derivaćı do algebraických výraz̊u je zapotřeb́ı daľśı numerické metody, jako je např́ıklad
metoda konečných diferenćı. Pro řešeńı počátečńıho problému je zapotřeb́ı metody ko-
nečných diferenćı i metody konečných prvk̊u, kde prostorové diference jsou převáděny na
systém algebraických rovnic metodou konečných prvk̊u a časové derivace, které jsou řešeny
jinou metodou (např. metodou konečných diferenćı).

V tomto odstavci bude metoda spojitých prvk̊u aplikována na nestacionárńı Burgersovu
rovnici a na stacionárńı Stokesovu úlohu.

1.1 Slabá a silná formulace parciálńıch diferenciálńıch

rovnic

Mnoho problémů v praxi je modelováno parciálńımi diferenciálńımi rovnicemi. Tyto
parciálńı diferenciálńı rovnice jsou často označovány jako silná formulace problému.

Samotnou parciálńı diferenciálńı rovnici nazýváme jako silnou formulaci, protože vztah
muśı být splněn v každém bodě výpočetńı oblasti dané úlohy společně s počátečńı pod-
mı́nkou a podmı́nkami okrajovými.

Slabou formulaćı rozumı́me, že daná rovnice (v integrálńım tvaru) je splněna pouze
v obecném smyslu.

Vı́ce informaćı o slabé a silné formulaci úlohy dostupné v [1].
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Konstrukce slabé formulace

Slabá formulace diferenciálńıch rovnic je konstruována ve 4 kroćıch:

1. Vynásobeńı diferenciálńı rovnice testovaćı funkćı.

2. Integrace výsledku źıskaného v bodu 1. přes oblast úlohy Ω.

3. Integrováńı úlohy per partes s použit́ım Greenovy formule pro sńıžeńı derivaćı na nej-
nižš́ı řád.

4. Nahrazeńı okrajových podmı́nek.

Ukážeme si odvozeńı slabé formulace na jednoduchém př́ıkladě. Mějme zadánu diferen-
ciálńı rovnici s okrajovými podmı́nkami ve tvaru:

−uxx + λu− f = 0 pro 0 ≤ x ≤ L, (1.1)

u(0) = 0, (1.2)

ux(L) = q. (1.3)

Takto definovanou úlohu nazýváme silnou formulaćı diferenciálńı rovnice. Od silné for-
mulace vyžadujeme na řešeńı, aby bylo dvakrát diferencovatelné a zároveň splňovalo zadané
okrajové podmı́nky. Abychom nepožadovali na výsledku, aby byl dvakrát spojitě diferenco-
vatelný, můžeme odvodit slabou formulaci, která bude požadovat pouze, aby byl výsledek
pouze jedenkrát spojitě diferencovatelný.

Nejprve danou úlohu přenásob́ıme testovaćı funkćı v a integrujeme přes zadanou oblast:∫ L

0

(−uxx + λu− f)vdx = 0. (1.4)

Integraćı per partes źıskáme:∫ L

0

uxvx + λuvdx =

∫ L

0

fvdx+ [vux]L − [vux]0. (1.5)

Na testovaćı funkci v budeme klást podmı́nky takové, aby v = 0 tam, kde je zadána
Dirichletova okrajová podmı́nka. Dı́ky tomuto požadavku bude člen [vux]0 = 0.

Nyńı ještě můžeme člen [vux]L doplnit o Neumanovu okrajovou podmı́nku. Tedy do-
stáváme: ∫ L

0

(uxvx + λuv)dx =

∫ L

0

fvdx+ qv(L). (1.6)

Rovnici (1.6) pak nazýváme slabou formulaćı úlohy (1.1).
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1.2 CFL podmı́nka

Splněńı CFL podmı́nky je nezbytnou podmı́nkou pro zaručeńı stability numerické me-
tody.

Princip CFL podmı́nky si můžeme představit na jednoduchém př́ıkladě, kdy se nám
pohybuje vlna přes diskretizovanou śıt’, a chceme spoč́ıtat amplitudu této vlny v diskrét-
ńıch časových kroćıch. Časový krok tedy muśı být menš́ı, než je čas, za který vlna dosáhne
sousedńıho uzlu śıtě. Důsledkem toho je, pokud budeme snižovat prostorový krok, muśı
být s t́ım zmenšován i krok časový.

Courantovo č́ıslo je měř́ıtkem toho, jaké množstv́ı informaćı a se rozš́ı̌ŕı elementem ∆x
za časový krok ∆t. Aby byla splněna CFL podmı́nka požadujeme:

a∆t

∆x
≤ 1

2p+ 1
, (1.7)

kde ∆t představuje časový krok, tedy vzdálenost dvou po sobě jdoućıch časových vrstev,
∆x je vzdálenost dvou sousedńıch uzl̊u diskretizované śıtě a p je stupeň polynomu bázových
funkćı v Galerkinově metodě.

Vı́ce o CFL podmı́nce dostupné v [2].

1.3 Nestacionárńı Burgersova rovnice

Burgersova rovnice v jedné dimenzi s konstantńım difúzńım parametrem ν ∈ R a ad-
vekčńım konstantńım parametrem ε ∈ R je uvedena v následuj́ı počátečně-okrajové úloze:
Naj́ıt u(x, t) tak, že

∂u

∂t
= −u · ε∂u

∂x
+ ν · ∂

2u

∂x2
, na [a; b]× [0, T ], (1.8)

u(x, 0) = u0(x), ∀x ∈ [a; b], (1.9)

u(a, t) = û(a, t), (1.10)

u(b, t) = û(b, t), (1.11)

kde počátečńı podmı́nka u0, Dirichletovy okrajové podmı́nky û(a, t), û(b, t) jsou přede-
psány a splňuj́ı podmı́nky kompatibility.

Možným př́ıstupem k řešeńı parciálńı diferenciálńı rovnice závislé na čase pomoćı me-
tody konečných prvk̊u je nejprve časovou derivaci aproximovat metodou konečných dife-
renćı, která poskytuje rekurzivńı množinu stacionárńıch problému, které jsou převáděny
do variačńı formulace.

Necht’ index k ∈ N označuje výpočetńı časovou vrstvu tk. Např́ıklad, uk = u(x, tk).
Diskretizace konečnými diferencemi v čase spoč́ıvá ve vzorkováńı p̊uvodńı parciálńı dife-
renciálńı rovnice na určité časové úrovně. Tedy k určuje:

∂

∂t
uk = −εuk ∂

∂x
uk + ν

∂2

∂x2
uk. (1.12)
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Časovou derivaci aproximujeme pomoćı konečné diference:

∂

∂t
uk =

uk − uk−1

∆t
, (1.13)

kde ∆t je časový diskretizačńı parametr. (v́ıce o nahrazeńı časové derivace zpětnou dife-
renćı dostupné z [3]). Touto časovou diskretizaćı převedeme p̊uvodńı parciálńı diferenciálńı
rovnici do tvaru:

u0 = u0, (1.14)

uk + ∆tεuk
∂

∂x
uk −∆tν

∂2

∂x2
uk = uk−1, k = 1, 2, . . . , (1.15)

kde uk−1 je již známá předchoźı časová vrstva.
Nyńı použijeme metodu konečných prvk̊u pro řešeńı časově diskrétńı parciálńı di-

ferenciálńı rovnice, kde jsou stále platné prostorové diferenciály. Tedy převedeme rovnici
do slabé formulace.

Než definujeme slabou formulaci rovnice (1.15), muśıme nejprve definovat prostor:

V k
û = {uk ∈ C1([a, b]) : u(a, t) = û(a, t), u(b, t) = û(b, t)}. (1.16)

Nyńı členy rovnice přenásob́ıme libovolnou testovaćı funkćı v ∈ V k
û a integrujeme přes

oblast Ω. Členy s druhou derivaćı integrujeme per partes. T́ım źıskáme váženou reziduálńı
formulaci rovnice (1.15).∫

Ω

ukvdx+

∫
Ω

∆tεuk
∂uk

∂x
vdx−

∫
Ω

∆tν
∂uk

∂x

∂v

∂x
dx =

∫
Ω

uk−1vdx−
[
∆t
∂uk

∂x
v
]b
a
. (1.17)

To je problém takový, že hledáme uk ∈ V k
û tak, že plat́ı (1.17).

Výhodou slabé formulace je, že nyńı požadujeme na u pouze diferencovatelnost prvńıho
řádu, namı́sto druhého řádu. Slabá formulace poskytuje základ pro diskretizaci konečnými
prvky.

Zavedeńım bilineárńı formy a(u, v) : V k
û × V k

û → R a lineárńı formy l(v) : V k
û → R, jež

jsou definované:

a(u, v) =

∫
Ω

ukvdx+

∫
Ω

∆tεuk
∂uk

∂x
vdx−

∫
Ω

∆tν
∂uk

∂x

∂v

∂x
dx, (1.18)

l(v) =

∫
Ω

uk−1vdx−
[
∆t
∂uk

∂x
v
]b
a
, (1.19)

pak můžeme slabou formulaci vyjádřit jako: Naj́ıt u ∈ V k
û , kde pro všechna v ∈ V k

û je
splněna rovnice:

a(u, v) = l(v). (1.20)
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Řešeńı lineárńımi konečnými prvky

Slabá formulace je výchoźım bodem pro numerickou diskretizaci. Toho je dosaženo
zavedeńım prostoru Vû,h , kde jsou aproximovány funkce z Vû.

Výpočetńı oblast Ω je rozdělena na podoblasti Hj, jež jsou nazývány elementy, takové,
že

N⋃
j=1

Hj = Ω (1.21)

a zároveň plat́ı
Hj ∩Hi = ∅ pro j 6= i, j, i ∈ {1, . . . , N}. (1.22)

Uzávěr množiny Ω je definován jako

Ω = Ω ∪ ∂Ω, (1.23)

kde Ω je oblast a ∂Ω je hranice oblasti.
Důležitou vlastnost́ı metody končených prvk̊u je využit́ı lokálńıch bázových funkćı, které

jsou nenulové jen na malém počtu element̊u.
Necht’ interval [a, b] je rozdělen na konečný počet po dvou disjunktńıch podinterval̊u

Hj = (xj−1, xj), j = 1, . . . N . Necht’

V k
û,h = {u ∈ C0 : u ∈ P h(Hj),∀Hj ⊂ [a, b], u(a, t) = û(a, t), u(b, t) = û(b, t)} ⊂ V k

û , (1.24)

kde P h(a, b) je prostor polynomů stupně h nad intervalem (a,b). To znamená, že nad
každým elementem je polynomiálńı bázová funkce stupně h, ale požaduje se, aby funkce
byli spojité na hranićıch jednotlivých prvk̊u.

Bázové funkce φj jsou definovány:

φj(x) ∈ P k(Hj), x ∈ Hj, (1.25)

a splňuj́ıćıch podmı́nku φi(xj) = δij, kde δij je Kronckerova delta, která je definována

δij =

{
1 . . . pro i = j,

0 . . . jinak.
(1.26)

Tedy pro bázové funkce dostáváme:

φj(x) =

{
1 . . . pro x = xj,

0 . . . pro x = xk, k 6= j.
(1.27)

Lineárńı bázové funkce jsou definovány:

φj(x) =


x−xj−1

xj−xj−1
. . . pro xj−1 ≤ x ≤ xj,

xj+1−x
xj+1−xj . . . pro xj ≤ x ≤ xj+1,

0 . . . jinak.

(1.28)
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Řešeńı uk ∈ V k
û,h a testovaćı funkce vk ∈ V k

û,h je možné zapsat jako lineárńı kombinaci
bázových funkćı ve tvaru:

uk(x) = û(a, tk)φ0(x)− û(b, tk)φN(x) +
N−1∑
j=1

ukjφj(x), (1.29)

v(x) =
N−1∑
j=1

vjφj(x). (1.30)

Př́ıspěvek û(a, tk)φ0 muśı být nastaven tak, aby splňoval okrajovou podmı́nku u(a, t) =
û(a, t) a všechny ostatńı bázové funkce φj muśı být na tomto okraji rovny nule. Obdobně
je tomu pro û(b, tk)φN .

Diskretizaćı metodou konečných prvk̊u lze integrál přes celou oblast úlohy rozdělit na
integrály přes jednotlivé elementy d́ıky tomu, že bázové funkce jsou nenulové jen na malém
počtu element̊u. Rovnici (1.20) lze převést na soustavu rovnic ve tvaru:

N−1∑
j=1

Uk
j

[ ∫ xi+1

xi

φiφjdx
]

+
N−1∑
j=1

N−1∑
l=1

Uk
j

[
∆tε

∫ xi+1

xi

φiφ
′
jφkdx

]
+

+
N−1∑
j=1

Uk
j

[
∆tν

∫ xi+1

xi

φ′iφ
′
jdx
]

=
N−1∑
j=1

Uk−1
j

[ ∫ xi+1

xi

φiφjdx
]
. (1.31)

Soustavu algebraických rovnic źıskaných z (1.31) je nyńı možno řešit standardńım apa-
rátem pro řešeńı lineárńıch algebraických rovnic, jako je např́ıklad LU rozklad, Gaussova
eliminace a podobné.

Numerický test 1

Zadáńı následuj́ıćı počátečně okrajové úlohy bylo převzato z [4].

∂u
∂t

= −u · ε∂u
∂x

+ ν · ∂2u
∂x2
,

Ω = [0, 1],

t = [1, 2.5],

u(0, t) = u(1, t) = 0,

u(x, 1) = x

1+
√

1

e1/8ν
ex

2/4ν
,

ν = 0.005,

ε = 1.

(1.32)

Na obrázku 1.1 je zobrazena červenou barvou počátečńı podmı́nka (t = 1). Modrou barvou
je pak zobrazen výsledek spočtený pomoćı metody konečných prvk̊u z rovnice (1.31) v čase
t = 1.5, t = 2.0, t = 2.5, s časovým krokem ∆t = 0.1 a prostorovým krokem ∆x = 0.02.
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Obrázek 1.1: Experiment Burgersova rovnice

Numerický test 2

Data pro počátečně okrajovou úlohu byla převzata z [4].

∂u
∂t

= −u · ε∂u
∂x

+ ν · ∂2u
∂x2
,

Ω = [0, 30],

t = [0, 4],

u(0, t) = 1

u(30, t) = 0,

u(x, 0) = 1
2

[
1− tanh

(
1
4ν

(
x− 15

))]
,

ν = 1
2
,

ε = 1.

(1.33)

Modrou barvou je zobrazen výsledek spočtený metodou konečných prvk̊u z rovnice (1.31)
v čase t = 1, t = 2, t = 3, t = 4, s časovým krokem ∆t = 0.1 a prostorovým krokem
∆x = 0.2 na obrázku 1.2. Červenou barvou je v obrázku 1.2 zobrazena počátečńı podmı́nka
u(x, 0).
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Obrázek 1.2: Experiment Burgersova rovnice

1.4 Stacionárńı Stokesova úloha

Stacionárńı Stokesova úloha je základńım modelem nestlačitelného vazkého prouděńı.
Úloha je dána soustavou parciálńıch diferenciálńıch rovnic

∇p− ν∆u = f,
∇u = 0.

(1.34)

Okrajovou úlohou pro zmı́něnou rovnici rozumı́me naj́ıt u(x) a p(x) na oblasti Ω, které
splňuj́ı uvedené rovnice společně s Dirichletovou okrajovou podmı́nkou:

u(x) = û(x) na ∂ΩD, (1.35)

kde ΩD je hranice oblasti s definovanou Dirichletovou okrajovou podmı́nkou, a Neumanovou
okrajovou podmı́nkou

ν
∂u

∂n
− np = s na ∂ΩN , (1.36)

kde ΩN je hranice oblasti s definovanou Neumanovou okrajovou podmı́nkou, n je normálový
vektor oblasti a s je hodnota Neumanovy podmı́nky.

Necht’ V je prostor řešeńı a Vû je prostor př́ıpustných testovaćıch funkćı, potom slabou
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formulaćı okrajové úlohy rozumı́me naj́ıt u ∈ V takové, že

ν

∫
Ω

∇u : ∇v −
∫

Ω

p∇ · v = ν

∫
∂ΩN

(
∂u

∂n
− pn

)
· v, (1.37)∫

Ω

q∇ · u = 0,

kde ∇u : ∇v = ∇ux · ∇vx +∇uy · ∇vy a v, q jsou testovaćı funkce definované na uzávěru
množiny Ω.

Řešeńı lineárńımi konečnými prvky

Uvažujeme konečně dimenzionálńı podprostory V h ⊂ V a W h ⊂ L2(Ω) a jejich bázové
funkce. Potom můžeme úlohu přepsat do tvaru, kde hledáme uh ∈ V h a ph ∈ W h tak, že

ν

∫
Ω

∇uh : ∇vh −
∫

Ω

ph∇ · vh = ν

∫
∂Ω

s · vh, ∀vh ∈ V h
0 ,∫

Ω

qh∇ · uh = 0, ∀qh ∈ W h.

Řešeńı pro rychlost uh, respektive pro tlak ph, ṕı̌seme jako lineárńı kombinaci bázových
funkćı V h

uh =

nud∑
i=1

(u1i, u2i)
TRu

i +

nuv∑
i=nud+1

(u∗1i, u
∗
2i)

TRu
i ,

ph =
np∑
i=1

piR
p
i ,

kde nud je počet bod̊u, ve kterých neńı zadána Dirichletova okrajová podmı́nka, Ru
i , Rp

i jsou
lineárńı bázové funkce pro rychlost a tlak.

Označ́ıme-li uk = (uki)
nud
i=1, p = (pi)

np

i=1 a sk = (ski)
nuv
i=1, převedeme problém na řešeńı

lineárńı soustavy rovnic A 0 −BT
1

0 A −BT
2

B1 B2 0

 u1

u2

p

 =

 sT1C
uT2C

0

−
 A∗ 0

0 A∗

B∗1 B∗2

[ u∗1
u∗2

]
, (1.38)

kde
A = [Aij], 1 ≤ i ≤ nud , 1 ≤ j ≤ nud ,
A∗ = [Aij], 1 ≤ i ≤ nud , nud + 1 ≤ j ≤ nvd,
Bk = [Bkij], 1 ≤ i ≤ np, 1 ≤ j ≤ nud ,
B∗k = [Bkij], 1 ≤ i ≤ np, nud + 1 ≤ j ≤ nuv ,

(1.39)
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Aij = ν
∫

Ω
∇Ru

i · ∇Ru
j dΩ,

Bkij =
∫

Ω
Rp
i

[
∇Ru

j · ek
]
dΩ,

Cij = ν
∫
∂ΩN

Ru
i ·Ru

j dΩ,
(1.40)

kde ek je bázový jednotkový vektor souřadného systému.

Numerický test

Řešme následuj́ıćı úlohu {
∇p− ν∆u = f,

∇u = 0,
(1.41)

na oblasti zobrazené na obrázku 1.3, s okrajovými podmı́nkami:

Obrázek 1.3: Zadáńı oblasti

1. modrá - nulová rychlost

2. zelená - vstupńı parabolický profil

3. červená - homogenńı Neumanova podmı́nka.

Na obrázku 1.4 je zobrazeno rychlost́ı pole pro zadáńı (1.41), kdy výpočetńı oblast byla
rozdělena na trojúhelńıkové elementy v počtu 1440. Obrázek 1.5 zachycuje rozložeńı tlaku
pro stejnou úlohu.

17



Obrázek 1.4: Rychlostńı pole

Obrázek 1.5: Tlak
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Kapitola 2

Metoda nespojitých konečných prvk̊u

Nespojitá Galerkinova metoda je tř́ıdou metody nespojitých konečných prvk̊u, která
za testovaćı funkce a funkce pro řešeńı použ́ıvá nespojité funkce. Nespojitá Galerkinova
metoda je tedy variantou standardńı Galerkinovy metody, s t́ım rozd́ılem, že nevyžadu-
jeme kontinuitu řešeńı podél rozhrańı prvk̊u (hrany).

Podrobné informace o nespojité Galerkinově metodě dostupné v [5].
Tuto metodu budeme nejprve aplikovat na Burgersovu rovnici se spojitou počátečńı

podmı́nkou a následně s nespojitou počátečńı podmı́nkou. Rovněž bude metoda apliko-
vána na stacionárńı Stokesovu úlohu.

2.1 Slope limiter

Pro rekonstrukci dat źıskaných nespojitou Galerkinovou metodou je využ́ıván tzv. slope
limiter, odstraňuj́ıćı oscilace, které vznikaj́ı u lineárńıch aproximaćı v okoĺı nespojitosti.
Jedná se o po částech lineárńı aproximačńı schéma.

V časovém kroku n jsou data v každé elementu śıtě rekonstruována vztahem:

u(x, t = tn) = uni+1/2 + σni (x− xi+1/2), pro xi < x < xi+1, (2.1)

kde xi+1/2 = 1
2
(xi+1/2 + xi), σ

n
i je slope limiter a uni+1/2 je hodnota v bodě xi+1/2, která je

źıskaná z rekonstrukce dat p̊uvodńımi bázovými nespojitými funkcemi.
V této práci byl slope limiter zvolený MC limiter, který je daný jako:

σni = minmod
(uni+3/2 − uni−1/2

xi+3/2 − xi−1/2

,minmod
(

2 ·
(uni+1/2 − uni−1/2

xi+1/2 − xi−1/2

)
, 2 ·

(uni+3/2 − uni+1/2

xi+3/2 − xi+1/2

)))
.(2.2)

Funkce minmod je dána předpisem:

minmod(a, b) =


a . . . |a| < |b| ∧ a · b > 0,

b . . . |a| > |b| ∧ a · b > 0,

0 . . . a · b < 0.

(2.3)
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Vı́ce o slope limiter v [6].

2.2 Nestacionárńı Burgersova rovnice

Burgersova rovnice se spojitou počátečńı podmı́nkou

Data pro počátečně okrajovou úlohu byla převzata z [4].

∂u
∂t

= −u · ε∂u
∂x

+ ν · ∂2u
∂x2
,

Ω = [0, 30],

t = [0, 2],

u(0, t) = 1

u(30, t) = 0,

u(x, 0) = 1
2

[
1− tanh

(
1
4ν

(
x− 15

))]
,

ν = 1
2
,

ε = 1.

(2.4)

Pro řešeńı úlohy bylo použito uniformńı děleńı śıtě s krokem ∆x = 0.02. Časový krok byl
nastaven ∆t = 0.1. Na obrázku 2.1 je červenou barvou zobrazena počátečńı podmı́nka. Ze-
leně jsou zobrazena nelimitovaná data a modře data rekonstruovaná pomoćı MC limiteru
v časových kroćıch t = 0.5, t = 1, t = 1.5 a t = 2.

Obrázek 2.1: Burgersova rovnice řešená nespojitou Galerkinovou metodou
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Burgersova rovnice s nespojitou počátečńı podmı́nkou

Druhým testovaćım př́ıkladem je Burgersova rovnice s nespojitou počátečńı podmı́nkou.
Mějme dánu úlohu: 

∂u
∂t

= −u · ε∂u
∂x

+ ν · ∂2u
∂x2
,

Ω = [0, 30],

t = [0, 2.7],

u(0, t) = 1

u(30, t) = 0,

u(x, 0) =

{
1 . . . x ∈ (0, 5),

0 . . . x ∈ (5, 30),

ν = 1
2
,

ε = 1.

(2.5)

Řešeńı úlohy (2.5) je zobrazeno na obrázku 2.2. Červenou barvou je zobrazena počá-
tečńı podmı́nka. Zelenou barvou je zobrazeno řešeńı spojitou Galerkinovou metodou v čase
t = 0.9, t = 1.8 a t = 2.7. Modrou barvou jsou ve stejných časových kroćıch zobrazeny
data z nespojité Galerkinovy metody, které byli limitovány MC slope limiterem.

Obrázek 2.2: Burgersova rovnice řešená nespojitou Galerkinovou metodou pro počátečńı
nespojitá data

Z řešeńı druhého numerického experimentu je patrné, že u standardńı Galerkinovy me-
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tody docháźı k patrněǰśımu rozmazáńı dat na rozd́ıl od nespojité Galerkinovy metody, kde
z̊ustává patrněǰśı p̊uvodńı nespojitost z počátečńıch dat.

Burgersova rovnice s nespojitou počátečńı podmı́nkou a dominuj́ıćı advekćı

Mějme zadánu počátečně okrajovou úlohu, s advekćı dominuj́ıćı nad difúźı, v následu-
j́ıćım tvaru: 

∂u
∂t

= −u · ε∂u
∂x

+ ν · ∂2u
∂x2
,

Ω = [0, 1],

t = [0, 0.055],

u(0, t) = 2,

u(1, t) = −2,

u(x, 0) =

{
2 . . . x ≤ 0.5,

−2 . . . x > 0.5,

ν = 10−6,

ε = 5.

(2.6)

Výpočetńı oblast Ω byla rozdělena na 21 element̊u a v čase byla úloha diskretizována
do dvaceti časových vrstev, tedy krok ∆t = 0.00275. Na obrázku 2.3 je zobrazen výsledek
źıskaný metodou končených prvk̊u, kde testovaćı funkce byli voleny spojité, lineárńı. Vý-
sledky jsou zobrazeny na časových hladinách t = 0 (červená barva), t = 5 ·∆t = 0.01375
(tmavě modrá), t = 10 ·∆t = 0.0275 (zelená barva), t = 15 ·∆t = 0.04125 (žlutá barva) a
t = 20 ·∆t = 0.055 (světle modrá barva).

Na obrázku 2.4 jsou zobrazeny výsledky źıskané metodou konečných prvk̊u, kde byly
použity nespojité testovaćı funkce, ze stejné úlohy. Výsledky jsou pak zobrazeny stejnými
barvami na stejných časových vrstvách jako v př́ıpadě metody konečných spojitých prvk̊u.

Ukazuje se, že metoda konečných prvk̊u se spojitými testovaćımi funkcemi pro advekčně-
dominantńı úlohu vykazuje výskyt oscilaćı v řešeńı. Tyto oscilace je možné odstranit zámě-
nou spojitých testovaćıch funkćı za nespojité testovaćı funkce v metodě konečných prvk̊u
a s aplikaćı slope limiteru.
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Obrázek 2.3: Advekčně dominantńı problém řešený spojitými konečnými prvky

Obrázek 2.4: Advekčně dominantńı problém řešený nespojitými konečnými prvky
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2.3 Stacionárńı Stokesova úloha

Mějme stejné zadáńı jako v odstavci 1.4, tedy úlohu (1.41), kde mı́sto spojitých testo-
vaćıch funkćı použijeme nespojité testovaćı funkce.

Proudnice pro úlohu (1.41) źıskané nespojitou Galerkinovo metodou jsou zobrazeny
na obrázku 2.5, rozložeńı tlaku pro stejnou úlohu je vizualizováno na obrázku 2.6.

Obrázek 2.5: Rychlost

Obrázek 2.6: Tlak
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Kapitola 3

XFEM

3.1 XFEM

Metoda XFEM je obecně použ́ıvána pro aproximaci nespojitého řešeńı (silná nespoji-
tost) nebo pro řešeńı maj́ıćı nespojité derivace (slabá nespojitost).

Standardńı XFEM aproximace funkce uh(x) na d-dimenzionálńı oblasti Ω ∈ Rd je dáno:

uh(x, t) =
∑
i

∈ INi(x)ui︸ ︷︷ ︸
standardńı FE část

+
∑
i∈I∗

N∗i (x)ψ(x, t)ai︸ ︷︷ ︸
obohaceńı

. (3.1)

Vztah (3.1) je platný pouze v př́ıpadě jednoho obohacuj́ıćıho členu. Ni(x) je standardńı
testovaćı funkce pro metodu konečných prvk̊u pro uzel i, ui je neznámá pro část se stan-
dardńı metodou konečných prvk̊u v uzlu i, I je množina všech uzl̊u śıtě pro výpočetńı
oblast Ω. N∗i (x) je jednoduchá funkce přidružená uzlu i, ψi je globálńı obohacovaćı funkce,
ai jsou neznámé pro obohaceńı v uzlu i a I∗ ⊂ I, takových, že i ∈ I∗ docháźı-li v bodě i k
obohacováńı.

Globálńı obohacovaćı funkce ψ(x, t) zahrnuje do prostorové aproximace známé charak-
teristiky z řešeńı. Typická volba obohacovaćı funkce je:

Krokové obohaceńı:

ψ(x, t) = sign(φ(x, t)) =


−1 . . . φ(x, t) < 0,

0 . . . φ(x, t) = 0,

1 . . . φ(x, t) > 0,

(3.2)

volené pro silné nespojitosti (skok), a absolutńı ohodnoceńı:

ψ(x, t) = |φ(x, t)|, (3.3)

použ́ıvaná pro slabé nespojitosti (nespojitost v prvńı derivaci).
Poznamenejme, že obohacovaćı funkce φ(x, t) zálež́ı na level-set funkci φ(x, t), která je

typicky znamı́nkově-vzdálenostńı funkćı. Za předpokladu, že φd(x, t) je nejkratš́ı vzdálenost
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mezi bodem x oblasti Ω a hranićı mezi oblastmi Ω1 a Ω2 v čase t, potom funkci φ(x, t)
definujeme:

φ(x, t) =

{
−φd(x, t) . . . ∀x ∈ Ω1,

+φd(x, t) . . . ∀x ∈ Ω2,
(3.4)

kde Ω1 a Ω2 jsou podoblasti oblasi Ω na opačné straně nespojitosti. Problém je schematicky
znázorněn na obrázku 3.1 (obrázek převzat z [7]), kde Γint označuje nespojitost.

Obrázek 3.1: Schéma problému, Γint označuje nespojitost

Typickou diskretizovanou výpočetńı oblast́ı problému pro metodu XFEM je zobrazena
na obrázku 3.2 (obrázek je převzat z [8]). Na tomto obrázku je nespojitost označena Γint,
obohacované uzly (eriched node) patř́ıćı do I∗ a body patř́ıćı pouze do množiny index̊u
uzl̊u śıtě I.
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Obrázek 3.2: Typická śıt pro konečné prvky s rozhrańım Γint zobrazuj́ıćı obohacované body
(enriched node) a body bez obohaceńı

3.2 Numerické experimenty

3.2.1 Experiment se stacioárńım rozhrańım mezi médii

Difúzńı rovnice

Mějme nejprve zadánu difúzńı rovnici:

∂u
∂t

= ν · ∂2u
∂x2
,

Ω = [0, 1],

t = [0, 0.481],

u(0, t) = 0,

u(1, t) = 0,

u(x, 0) =

e
5+ 5

( |x−0.5|
0.2 )

2
−1 . . . pro |x−0.5|

0.2
≤ 1,

0 . . . . . . . . . . . . . . . jinak,

ν =

{
0.5 · 10−3 . . . x ≤ 0.5,

5.0 · 10−3 . . . x > 0.5.

(3.5)

Výsledky této úlohy jsou zobrazeny na obrázku 3.3 v časech t = 0 (červená), t = 0.08
(modrá), t = 0.16 (světle modrá), t = 0.24 (zelená), t = 0.32 (žlutá), t = 0.40 (r̊užová),
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t = 0.48 (černá).

Obrázek 3.3: Řešeńı difúzńı rovnice na oblasti Ω s dvěma médii a nepohybuj́ıćı se hranićı
mezi těmito médii

Burgersova rovnice

Mějme zadánu Burgersovu rovnici s dvěma médii ve tvaru:

∂u
∂t

= −u · ∂u
∂x

+ ν · ∂2u
∂x2
,

Ω = [0, 1],

t = [0, 0.139],

u(0, t) = 0,

u(1, t) = 0,

u(x, 0) = sin(πx)

ν =

{
1.0 . . . x ≤ 0.5,

0.1 . . . x > 0.5.

(3.6)

V této úloze se rozhrańı mezi médii nepohybuje v čase. Výsledky této úlohy jsou zobra-
zeny na obrázku 3.4 v časech t = 0 (červená), t = 0.030 (modrá), t = 0.061 (světle modrá),
t = 0.092 (zelená), t = 0.123 (žlutá), t = 0.153 (r̊užová), t = 0.184 (černá).
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Obrázek 3.4: Řešeńı Burgersovy rovnice na oblasti Ω s dvěma médii a nepohybuj́ıćı se
hranićı mezi těmito médii

Uvažujme nyńı stejnou zadáńı jako (3.6), pouze difúzńı koeficient zaměńıme za:

ν =

{
1.0 . . . x ≤ 0.5,

0.5 . . . x > 0.5.
(3.7)

Opět uvažujeme stacionárńı rozhrańı mezi médii, tedy v bodě x = 0.5. Vlivem menš́ıho
poměru mezi difúzńımi koeficienty mezi médii by mělo docházet k rychleǰśımu snižováńı
koncentrace u na obou stranách rozhrańı.

Výsledky pro úlohu (3.6) s difúzńımi koeficienty (3.7) jsou zaznamenány na obrázku
3.5 na časových hladinách t = 0 (červená), t = 0.030 (modrá), t = 0.061 (světle modrá),
t = 0.092 (zelená), t = 0.123 (žlutá), t = 0.153 (r̊užová), t = 0.184 (černá).
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Obrázek 3.5: Řešeńı Burgersovy rovnice na oblasti Ω s dvěma médii a nepohybuj́ıćı se
hranićı mezi těmito médii

3.2.2 Experiment s pohybuj́ıćım se rozhrańım mezi médii

Řeš́ıme-li úlohu s pohybuj́ıćım se rozhrańım mezi médii, muśı být řešena i advekčńı
rovnice pro vzdálenostńı funkci φ(x, t). Tedy řeš́ıme nav́ıc úlohu:

∂φ

∂t
+ u

∂φ

∂x
= 0. (3.8)

V těchto testovaćıch př́ıkladech předpokládáme, že počátečńı pozice rozhrańı mezi médii
je známa.

Řešeńı advekčně-difúzńıch rovnic společně s transportńı rovnićı pro advekčńı rovnici
můžeme schematicky zakreslit jako na obrázku 3.6.
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Obrázek 3.6: Schematické znázorněńı řešeńı úloh s pohybuj́ıćım se rozhrańı mezi médii

Advekčně-difúzńı rovnice

Necht’ je zadána počátečně okrajová úloha ve tvaru:

∂u
∂t

= −ε∂u
∂x

+ ν · ∂2u
∂x2
,

Ω = [0, 1],

t = [0, 0.186],

u(0, t) = 0,

u(1, t) = 0,

u(x, 0) =

e
5+ 5

( |x−0.25|
0.2 )

2
−1 . . . pro |x−0.25|

0.2
≤ 1,

0 . . . . . . . . . . . . . . . jinak,

ν =

{
0.5 · 10−3 . . . x ≤ 0.3,

5.0 · 10−3 . . . x > 0.3,

ε = 0.3.

(3.9)

Rozhrańı mezi médii se v čase t = 0 nacháźı v bodě x = 0.3. Vzdálenostńı funkce je
ve tvaru:

φ(x, 0) = x− 0.3. (3.10)

Výsledky úlohy (3.9) jsou zobrazeny na obrázku 3.7 v časech t = 0 (červená), t = 0.064
(modrá), t = 0.126 (světle modrá), t = 0.186 (zelená).
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Obrázek 3.7: Řešeńı advekčně-difúzńı rovnice na oblasti Ω s dvěma médii a pohybuj́ıćı se
hranićı mezi těmito médii

Burgersova rovnice

Necht’ je dána úloha: 

∂u
∂t

= −u · ∂u
∂x

+ ν · ∂2u
∂x2
,

Ω = [0, 1],

t = [0, 0.184],

u(0, t) = 0,

u(1, t) = 0,

u(x, 0) = sin(πx)

ν =

{
1.0 . . . x ≤ 0.3,

0.1 . . . x > 0.3.

(3.11)

Pohyb v čase je nelineárńı d́ıky nelineárńımu transportńımu členu v Burgersově rovnici.
Je znám pouze počátečńı stav rozhrańı mezi médii, tedy vzdálenostńı funkce má tvar:

φ(x, 0) = x− 0.3. (3.12)

Výsledky pro tuto úlohu jsou zanzamenány na obrázku 3.8 na časových hladinách t = 0
(červená), t = 0.061 (modrá), t = 0.123 (světle modrá), t = 0.184 (zelená).
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Obrázek 3.8: Řešeńı Burgersovy rovnice na oblasti Ω s dvěma médii a pohybuj́ıćı se hranićı
mezi těmito médii

Počátečńı data pro všechny úlohy v odstavci 3.2 byly převzaty z článku [9]. Výsledky
těchto úloh byly srovnány s prezentovanými výsledky v článku [9].
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Kapitola 4

Závěr

V této práci byla zopakována metoda konečných prvk̊u, která byla nejprve aplikována
na Burgersovu rovnice a následně na stacionárńı Stokesovu úlohu. Následně byla použita
metoda konečných prvk̊u, kde mı́sto spojitých testovaćıch funkćı byly použity nespojité
testovaćı funkce a slope limiter. Dı́ky této metodě se v advekčně dominantńım problému
odstranili oscilace v řešeńı.

V závěru této práce byla představena metoda XFEM, jež je základńım kamenem pro ře-
šeńı úloh dvoufázového prouděńı. Tato metoda byla aplikována na Burgersovu rovnici, di-
fúzńı rovnici a advekčně-difúzńı rovnici. Výpočetńı oblast úloh byla složena ze dvou médíı
s rozd́ılnými koeficienty difúze. Byly řešeny př́ıklady, kdy se rozhrańı mezi médii pohybo-
valo v čase, ale i př́ıklady, kdy rozhrańı bylo v čase neměnné.

Všechny úlohy prezentované v této práci byly řešeny ve výpočetńım prostřed́ı MATLAB.
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2. zdrojové kódy (*.m)
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