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Abstrakt

Tato diplomova préce se zabyva porovnavanim riiznych metod odhadu
parametri nelinearni regrese. Metody jsou testovany ve statistickém
prostfedi R na nékolika sadach dat. Vysledné odhady ziskané jednotli-
vymi metodami jsou pak porovnavany mezi sebou z hlediska presnosti
odhadu (tj. blizkosti k teoretickému feseni), hodnoty kriteridlni funkce
a dle vypocetniho ¢asu algoritmu.

Klicova slova: nelinearni regrese, metody odhadu parametr, me-
toda nejmensich ¢tvercti, vypocetni prostiedi R

Abstract

This thesis discusses comparison of several parameter estimation me-
thods for nonlinear regression models. The methods are tested in the
software enviroment R using several datasets. The resulting estimates
of parameters are compared with each other by exactness (i.e. distance
to theoretical solution), value of least squares criterion and computing
time.

Keywords: nonlinear regression, parameter estimation methods, le-
ast squares method, software enviroment R
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Kapitola 1

Uvod

Hlavnim cilem diplomové préce je porovnani riznych metod odhadi
parametri nelinearni regrese, aplikovani téchto metod ve vypocetnim
softwaru R a zhodnoceni rychlosti a hlavné pfesnosti nalezeni odhadu
regresnich parametri.

Prace je rozdélena do nékolika kapitol. Nejprve je popsan software
R a jeho hlavni funkce. Ve tfeti kapitole jsou shrnuty zékladni po-
znatky nelinedrnich regresnich modeli a postup ziskavani odhadi re-
gresnich parametri metodou nejmensich ¢tverct. Ctvrta kapitola se
zaobird jednotlivymi odhady parametri v nelinearni regresi. Jsou zde
podrobné popsany jednotlivé algoritmy véetné zastavovacich podmi-
nek.

Dalsi, paté kapitola je vénovana praktické ¢asti této prace. V této
kapitole jsou popsény sady dat, na kterych jsou testovany vSechny
metody odhadi parametri nelinedrni regrese. Déle je v této kapitole
zminéné nastaveni zastavovacich podminek a konstant v nékterych
metodach. Velkd c¢ast je pak urcend pro vysledky jednotlivych algo-
ritmi a porovnani mezi nimi. V posledni kapitole pak shrneme veskeré
vysledky a poznatky 7z testovani vSech algoritmii.
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Kapitola 2

Program R

Program R [20] je programovaci jazyk a prostiedi pro zpracovani sta-
tistickych vypoctu a grafickych vystupt. Jednéd se o volné Sititelny
software, ktery lze pouzivat na unixovych platforméch i v operacnich
systémech Windows a MacOS. Existuje také mnoho uzivatelsky pii-
jemnych rozhrani vyuzivajici R, napfiklad mnou preferované RStudio
[22].

Program R obsahuje nastroje pro manipulaci s daty, analyzu dat, vy-
pocty a grafickd zobrazeni. Zékladni soucésti tohoto programovaciho
jazyku jsou podminky, cykly, rekurzivni funkce, sady operatort pro
vektorové a maticové vypocty, nacitani a ukladéni z a do mnoha riz-
nych forméti a spousta jiz implementovanych funkci. Kromé toho
Ize tyto zakladni moznosti programu vzhledem k oteviené platformé
rozsitovat o dalsi balicky (packages), které jsou také volné dostupné
pfes CRAN (Comprehensive R Archive Network) [21]. Kazdy balicek
se nejdiiv musi stahnout a nainstalovat, a poté nacist nasledujicimi
prikazy.

install.packages("jméno_balicku")
library("jméno_balicku")

Jednim z balickd je i datasets, ktery obsahuje rizné sady dat ur-
¢enych k vypoctim. Seznam vSech téchto datovych sad véetné jejich
popisu lze nalézt v [23].

V programu R jsou téZ integrovany funkce pro feSeni nelinedrnich
regresnich modeli. Nejcastéji pouzivanou je funkce nls() z balicku

stats. Funkce nls() (z anglického Nonlinear Least Squares) vyu-
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Ziva pro své vypocty, jak uz néazev napovida, metodu nejmensich
¢tvercli. Funkce pocita bodové odhady parametri nelinedrnich mo-
delt tfemi riznymi algoritmy, které lze ménit v argumentu algorithm
této funkce. Jako vychozi je nastaven Gaussiv-Newtontim algoritmus.
Dalsi moznou hodnotou argumentu je plinear (Golubiv-Pereyriv al-
goritmus) nebo plinear pro algoritmus NL2SOL (An Adaptive Non-
linear Least-Squares Algorithm), které v této praci nejsou pouzity.
Podrobny popis funkce lze nalézt v dokumentaci R-funkei [24]. Exis-
tuji 1 dalsi funkce zamérené na nelinearni modely. Naptiklad funkce
nls2() vyuzivajici feSeni hrubou silou, vhodné obzvlast, kdyz funkce
nls() selhava. Vice o téchto funkeich lze nalézt v [1, 2| a dalsich.

V této préaci jsou pro vSechny metody uvedené v kapitole Metody
nelinedrni regrese napsany vlastni kody. R-funkce nls() je pouzita
jen pro vykresleni konfiden¢nich mnozin.

Uzite¢né R-funkce pouzZité v praktické ¢asti této prace

e Grafické
plot () - vytvoreni grafu a vykresleni,
lines() - dodatec¢né pridani funkce do grafu,
points() - dodatec¢né pridani bodi do grafu,
segments () - dodatecné pridani usecky do grafu,

e Statistickd analyza
summary () - spocité zékladni popisné statistiky,

e Matice a maticové operace
solve() - inverzni matice,
t () - transponovana matice,
nrow () - pocet Ffadka v matici,
ncol () - pocet sloupcti v matici,
colMeans () - aritmetické primeéry v jednotlivych sloupcich ma-
tice,

e Generovani nahodnych veli¢in z daného rozdéleni
rnorm() - ndhodn4 veli¢ina z normélniho rozdélent,
runif () - ndhodné veli¢ina z rovnomérného rozdéleni,

12



e Funkce vracejici TRUE/FALSE hodnotu
is.finite() - je konecnéa hodnota,
is.nan() - je hodnota NaN,
lis.nan() - neni hodnota NaN,

e Derivace funkce
D() - symbolicky vypocet prvni derivace,

e Préce se soubory
write.table() - uklddani do souboru,
read.table() - nac¢itani ze souboru.

13



Kapitola 3

Nelinearni regrese

Podklady k nasledujici kapitole byly ¢erpany z [3, 4, 5, 6|, kde lze
najit mnoho dalsich doplnéni a rozsiteni.

3.1 Model

Cilem vsech regresnich modelt je vysvétlit variabilitu nezévislé na-
hodné veli¢iny Y zavislosti jeji stfedni hodnoty na jedné nebo vice
nenahodnych nezavislych proménnych oznacovanych jako z. V dal-
Sim textu bude dodrzovano znaceni: Y je vektor nahodnych velicin a
Y, jeho prvek, z je také vektor (piipadné matice pro vice nezavisle
proménnych), ale deterministickych veli¢in a x; je prvek vektoru (pii-
padné radek matice).

Nelinearni regresni model uvazujeme ve tvaru
Y = f(z,08) +¢, (3.1)

kde f(z, B) je znama regresni funkce, g = (51, B, ..., Bp) je vektor p
neznamych parametri modelu a € je vektor nahodnych slozek modelu,
pro které plati ¢ ~ N(0, 02I). Déle budeme ptredpokladat, ze f(z, ),
aiﬂf(x,ﬁ) a #Zﬁif(x,ﬁ) jsou spojité pro vSechny [ z parametric-
kého prostoru 2 a vSechny x. Parametricky prostor ) je mnozina
vSech pripustnych parametri § a predpokladédme, Ze se jedné o ote-
vienou konvexni podmnozinu prostoru RP. Poslednim piedpokladem
je to, ze matice prvnich derivaci regresni funkce typu n x p, ktera
je dana vztahem F(5) = (f;(z, 5)), ma alespon v okoli spravné t;.
teoretické hodnoty £* hodnost p.

14



Linearni regresni model je model, ve kterém je regresni funkce f(x, )
linearni vzhledem k parametrim (. Pro linearni regresni modely plati
néasledujici podminka
g = of(xz,p)
=
0B;

kde p je pocet parametri modelu. O nelinearni regresni model se

=konst, j=1,...,p, (3.2)

jednd, pokud je nejméné pro jeden parametr [3; parcidlni derivace g;
jeho nekonstantni funkei.
Vzhledem k podmince (3.2) miizeme nelinearni regresni modely roz-
délit na
e Neseparabilni modely
Podminka (3.2) neplati pro zéddny parametr. Piikladem je re-
gresni funkce

f(x7 ﬁ) — 651$ + €ﬁ2$ + eﬁ:sx.

e Separabilni modely
Podminka (3.2) plati pro jeden nebo vice parametria. Piiklad je
funkce

f(x76> = /61 + /62 Sin(ﬁgﬂf),

ktera je nelinedrni pouze vzhledem k fs.

e Vnitiné lineadrni modely
Tyto modely jsou sice nelinearni, ale vhodnou transformaci je lze
prevést na modely linearni. Napiiklad regresni funkce

fla.p) = 5o

L prevedeme tento model na linearni.

B
Vhodnou transformaci lze téz odstranit numerické ¢i statistické pro-

Transformaci By =

blémy regrese ¢i z neseparabilnich modelt ziskat separabilni a naopak.
Transformace totiz obvykle vede ke zméné parametrického prostoru.

3.2 Metoda nejmensich ¢tverci

Uvazujme funkeci

n

S(B) =Y (Vi — f(zi, B)) (3.3)

1=1

15



Odhad b metodou nejmensich ¢tvercu je takovy prvek z parametric-
kého prostoru €2, ktery minimalizuje S(f3).

b= arg min {Zm - f(xi,m)?} (3.4)

Funkce S(f) je proto Casto nazyvana kriterialni funkci. Pro odhad
rozptylu pouzijeme obdobné jako u linedrniho modelu

2 _ S(0)
s s (3.5)

pri¢emz se uvazuje, ze n > p.

Dalsi moznou metodou odhadu parametri je metoda maximélni vé-
rohodnosti. Vice o ni lze nalézt napiiklad v [3, 4]. Pokud povazujeme
e z modelu (3.1) za ndhodnou nezavislou veli¢inu z normalniho rozdé-
leni s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem, potom je
odhad parametr b pomoci metody nejmensich ¢tvercti shodny s me-
todou maximalni vérohodnosti a odhady rozptylu pomoci obou metod
jsou asymptoticky ekvivalentni |3, 4].

3.3 Konfidenéni mnoZina a profilovy diagram

Uvazujme testovani hypotézy o teoretické hodnoté 8* = B°. V souvis-
losti s touto hypotézou budeme hledat tzv. konfidenéni mnozinu pro
dany vektor odhadi parametrii. Vérohodnostni konfiden¢ni mnozina
porovnava hodnotu vérohodnostni (kriterialni (3.3)) funkce pro b a
pro A% a ma tvar

K%I:{B:SW)SSHO(L+g%gﬂmﬁﬁn>}, (3.6)

kde F' je kvantil Fisherova rozdéleni a (3 je z parametrického prostoru
). Vice o konfiden¢nich mnozindch a jejich typech lze najit v [4, 5,
29] aj.

Oznacme l;;(ﬂ ) vektor parametri , ktery minimalizuje kriterialni funkei
S(B) (3.3) za podminky, ze 8; = 8. Nésledné uvazujme vyraz

~

S(b:(8)) — S(b
W):W (i)) (b)

Sign(ﬁ - bj)? (3'7)

16



kde s je odhad smérodatné odchylky vyjadieny ze vztahu (3.5). Za
profilovy diagram povazujeme znazornéni bodi [, 7;(3)] pripadné
18, ]7(B)]] v okoli bodového odhadu b; parametru ;. Vice o profi-
lovych diagramech lze opét nalézt napiiklad v [4, 5].

17



Kapitola 4

Metody nelinearni regrese

Vzhledem k nelinearnimu charakteru regresni funkce f(x, ) je v pii-
padé nelinearni regrese nutné hledat odhady b z (3.4) numericky. Pii
numerickém hledani odhadi parametri modelu (3.1) se v nelineérni
regresi muzeme setkat s nékolika problémy vypoctu

e b nemusi obecné existovat,
e b nemusi byt jednoznacné urcené,

e iteracni numerickd metoda pro hledédni parametri nemusi kon-
vergovat nebo bude konvergovat k nespravné hodnoté (napt. k
lokélnimu namisto ke globalnimu extrému).

4.1 Nederivac¢ni metody

V nasledujicich popisech metod bude dodrzovano znaceni b;(i) jako
odhadu j-tého parametru v i-tém iteracnim kroku.

4.1.1 Metody primého hledani

Existuje mnoho jednoduchych aZz heuristickych postupt, které primo
hledaji minimum. Mezi nejznaméjsi metody piimého hledéni patii
Hooketiv-Jeevestuv algoritmus [3, 7, 12]|. Tento algoritmus patii mezi
velice intuitivni a je nenaro¢ny i z hlediska vypocetni slozitosti. Na
druhou stranu nevyhodou muze byt rychlost respektive pomalost kon-
vergence.

Hookeovu-Jeevesovu metodu lze popsat v nékolika krocich.

18



1 Uréime pocatecni hodnoty vSech parametra b;(0), j=1,...,pa
zaroven velikost krokového posunu ¢; v i-té iteraci, ktery se miize
bud postupné zmensovat nebo byt konstantni.

2 V kazdé i-té iteraci se snazime zmensit kriterialni funkei S (viz
(3.3)) zmeénou by (7) o §;. Takze pokud hodnota b3(z) = by (i) + 9,
zmen§i aktualni hodnotu S((b7(i), ba(i), ..., b,(7))), tak smér ur-
¢eny body bi(i) a by(i) je povazovan za smér minimalizace prv-
niho parametru. Jinak obdobné zkusime zménu o —¢;. Pokud
zadny posun =£4; nezlepsi S((bj(),b2(),...,0,(7))), tak pone-
chame starou hodnotu parametru (hodnotu z predchozi iterace).
Stejné pokracujeme pro druhy a pripadné i dalsi parametr.

3 Jednorozmérnou minimalizaci uré¢ime nové hodnoty parametri
b(i + 1) neboli

b(i + 1) = b*(i) + ha(b*(i) — b(4)),
kde by = min S(b*()) + h(b" (i) — b(7)).

4 Body 2 a 3 opakujeme dokud nenf splnéna zastavovaci podminka.

)} ﬁ2 A

B

Obrazek 4.1: Hookeova-Jeevesova metoda pro dva parametry. (Carkované jsou
znazornény nelspésna posunuti. Modie jsou oznafena posunuti k nové iteraci.)
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Schématicky postup Hookeova-Jeevesova algoritmu pro dva parame-
try lze vidét na obrazku 4.1. Ve zdroji [12] je jako zastavovaci pod-
minka pro zmensujici se krok §; pouzita nerovnost |0;| < e. Lze vSak
pouzit normu v eukleidovském smyslu mezi dvéma za sebou nasledu-
jicimi iteracemi ¢ + 1 a ¢, tj. podminku
P
(b; (i) — bj(i +1))* < e. (4.1)
=1

J

4.1.2 Simplexové metody

Simplexové metody pouzivaji k hledani optima adaptivni polyedry
(simplexy). Mezi nejjednodussi a univerzalné pouzitelné algoritmy
patii metoda navrzend Nelderem a Meadem [3, 7, 25, 26].

Je-li p pocet parametrii regresniho modelu, tak simplex je konvexni
mnohostén urceny p + 1 vrcholy v p-rozmérném prostoru. Pro p = 2
je tudiz simplexem trojuhelnik, pro p = 3 jehlan s trojuhelnikovou
podstavou, atd. K hledani minima se pouziva nékolik zékladnich ope-
raci: reflexe, expanze, kontrakce a redukce.

Nelderuv-Meadiv algoritmus zac¢ing urc¢enim vychoziho simplexu. Ve
zdroji [3] se vychozi simplex obecné konstruuje jako matice U roz-
méru (p + 1) x p, ve které fadky predstavuji souradnice jednotlivych
vrcholt. Pro regularni vychozi simplex se stejnymi hranami délky ¢
vypada matice U nasledovné

00 ...0
cC a a .a
U= ca ...al, (4.2)
a a a ... C
kde -
t —
P CTE S bt (4.3)
pvV2
a

C =

ttm—1)++p+1
7 . (4.4)

Nasledujici popis algoritmu a odpovidajici obrazky bude pro dva pa-
rametry. Simplexem bude trojtihelnik a matice U bude rozméru 3 x 2.
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1 Oznaceni vrcholi
Tt vrcholy (B, G, W) oznacime tak, aby platila nésledujici ne-
rovnost S(B) < S(G) < S(W) tii kriteridlnich funkei danych
vztahem (3.3). Oznaceni vrcholi B, G a W je pievzato z anglické
literatury, kde B znadi nejlepsi vrchol (best), W nejhorsi vrchol
(worst) a G jako dobry vrchol (good).

2 Stred dvou nejlepsich vrcholi
K dalsim vypoctim se pouziva stied strany BG neboli
B+ G

M = .
2

3 Reflexe (Obréazek 4.2)
Reflexe je zrcadlové promitnuti vrcholu W, které lze vyjadrit ve
tvaru

R=M+a(M—W). (4.5)

Je vhodné zachovat regularitu simplexu, proto se obvykle voli
a~~1][3 7.

4 Expanze (Obrézek 4.3)
Expanzi do bodu E rozumime

E=M+~R-M), (4.6)

kde ~ je vétsi nez 2 [3|(nebo dle nékteré literatury alespon vétsi
nez 1 [7]). Expanze se pouzivé ke zrychleni algoritmu v piipadé,
kdy mame dobry smér, ale minimum je mozna daleko.

5 Kontrakce (Obrazek 4.4)
Kontrakce znamend zkréceni simplexu do bodu C'. RozliSujeme
vsak dva druhy kontrakce: vnitini a vnéjsi. Vnitini kontrakce
vypada nasledovné

Ci =M+ u(W — M) (4.7)
a vnéjsi kontrakce je ve tvaru
Co=M+ u(R—M). (4.8)

V obou piipadech se voli u < 13, 7.
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G

Obrazek 4.2: Operace reflexe (vrchol R) v Nelderové-Meadové metodé pro 2 pa-
rametry.

G

Obrazek 4.3: Operace expanze (vrchol E) v Nelderové-Meadové metodé pro 2
parametry.
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G

Obrazek 4.4: Operace kontrakce v Nelderové-Meadové metodé pro 2 parametry.
(Bod Cf je vnitini a bod Cj je vnéjsi kontrakee.)

6 Redukce (Obrazek 4.5)
Posledni operaci cyklu je redukce, ve které dochéazi ke zkraceni
simplexu kolem vrcholu B. Ostatni vrcholy jsou nahrazeny no-
vymi, pro které plati

G* =B+ \G - B) (4.9)

W* =B+ AW — B). (4.10)

Parametr \ se obvykle voli roven 0,5 [3, 7], ale je t¥eba kontro-
lovat zda nedochézi k nadmérnému kréaceni simplexu.

Stru¢ny popis jedné iterace algoritmu je pak néasledujici.

Pokud S(R) < S(G), pouzivime bud reflexi nebo expanzi. Kdyz
S(B) < S(R), tak vrchol W nahradime vrcholem R, nebo pokud
S(B) > S(R) a zaroven S(E) < S(R), tak vrchol W nahradime vi-
cholem F a v ostatnich piipadech vrchol W nahradime vrcholem R.
Pokud ovsem S(R) > S(G), tak pouzivame bud kontrakci nebo re-
dukci. Kdyz S(R) < S(W), tak vrchol W nahradime vrcholem R.
Kdyz S(C) < S(W), tak vrchol W nahradime vrcholem C, jinak vr-
chol W nahradime vrcholem W* a vrchol G' nahradime vrcholem G*.
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G

Obrazek 4.5: Operace redukce (vrcholy W* a G*) v Nelderové-Meadové metodé
pro 2 parametry.

Cely postup opakujeme, dokud zastavovaci podminka neukondi cely
algoritmus. Pro nazornost lze algoritmus vidét v Pseudokodu 1.

Nelder a Mead [18] doporucuji ukoncit algoritmus pokud budou platit
obé nasledujici podminky

[SW) = 5(B)l <& (4.11)
zﬁ jl (U(0) = Uj(i = 1))* < e, (4.12)

kde konstanty €, a e jsou obvykle voleny 107* a 107% [3] a U;(4)
oznacuje j-ty vrchol simplexu (j-ty fadek matice U) v i-té iteraci.

Rozsiteni algoritmu na vice nez 2 parametry lze najit v |3, 7]. Hlavnim

Vvt

kromé toho nejhorsiho (vrcholu W), coz pro p = 2 predstavuje stied
usecky BG.
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if S(R) < S(G) then
| Pripad (i)

else
| Pripad (ii)
end
Pripad (i) Pripad (ii)
if S(B) < S(R) then if S(R) < S(W) then
| Nahrad vrchol W vrcholem R | Nahrad vrchol W vrcholem R
else end
Spocti E a S(E) Spocti C a S(C)
if S(E) < S(R) then if 5(C) < S(W) then
Nahrad vrchol W vrcholem | Nahrad vrchol W vrcholem C
E else
else Spocti G* a W*
Nahrad vrchol W vrcholem Nahrad vrchol W vrcholem
R W*
end
Nahrad vrchol G vrcholem G*
end

en
Pseudokdd 1: Jedna iterace Nelderova-Meadova algoritmu napsana v pseudo-
kodu

4.1.3 Metody pouzivajici nahodna cisla

v

Tento typ metod je vhodny i pro slozitéjsi regresni funkce f(x, ), pfi
nichz ostatni metody vétsinou selhavaji. Pii své jednoduchosti jsou
nasledujici metody pomérné efektivni a nevyzaduji dobré pocatecni
hodnoty parametri. Nahodna respektive pseudonahodné cisla se ge-
neruji z normovaného normélniho rozdéleni N(0, 1), pfipadné z rov-
nomérného rozdéleni R(0, 1).

Algoritmus CRS (Controlled Random Search)

Algoritmus CRS [3, 13, 14, 15] je kombinaci simplexové metody a
nahodného hledani. Pouziva se matice W rozméru (10p+10) X p, kde
radky této matice jsou nahodné vybrané body b z prostoru parametri
Q. Z matice W pak ndhodné vybirdme fadky a tvofime z nich novou
matici U rozméru p+1 X p. Postup hledani minima ma nékolik kroki:

1 Nalezneme b = min S(W;) a bW = max S(W;), p¥icem# hle-
ddme mezi vSemi danymi kombinacemi parametr b neboli pres
vSechny radky matice W. S oznacuje kriterialni funkei (3.3).
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2 Polozime U, = bP. Ze zbylych fadkt matice W nahodné vybe-
reme p fadkl a preznacime je jako U;, i =2,...,(p+ 1).

3 Z vrcholi U;, i = 1,...,(p + 1) sestavime simplex a najdeme
novy bod Up jako reflexi vrcholu U, 1. Stejné jako u Nelderovy-
Meadovy metody s dosazenou konstantou o = 1 do vztahu (4.5)
plati

p
Ui
URZQM_Up—i—l ZQZF_ p+1s
i=1
kde M je tézisté vrcholu U;, i =1,...,p.

4 Pokud plati S(Ug) > S(b"), prejdeme opét na krok 2. Jinak se
misto 8" v matice W dosadi Ug.

5 Ukoncime iteraci a zkontrolujeme zastavovaci podminku. Pokud
nedojde k zastaveni algoritmu, opakujeme od kroku 1. Jako vhod-
nou zastavovaci podminku Ize pouzit rozdil nejhorsiho a nejlep-

stho vrcholu simplexu neboli |[S(W) — S(B)| < € [15].

Algoritmus GSA (Generalized Simulation Annealing)

Algoritmus GSA [3, 16| vychézi z konstrukce nahodného bodu X na
povrchu p-rozmérné koule o poloméru Ar a stfedu b(7). Nutna je opét
znalost poc¢atecniho odhadu parametri, tj. b(0). Cely algoritmus GSA
pak mé tyto kroky

1 Nalezneme ndhodny smér Z. Pro slozky tohoto vektoru plati

N

Zi=——2—,j=1,...,p
p 27 Y Y Y
V 2= N
kde N;,7 = 1,...,p jsou ndhodn4 ¢isla z normovaného normal-

niho rozdéleni.
2 Uréime novy bod X vztahem
X = ArZ 4 b(3).
Polomér Ar se obvykle voli 0,15 [3].
3 Jestli je AS = S(X)—=5(b(z)) <0 (S ze vatahu (3.3)), dosadime
bi+1) =X
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a i-té iterace je u konce. Pokud ale AS > 0, prijmeme novy bod
X jako b(i+1) s pravdépodobnosti P, = e~*2% kde s je kladna
konstanta ovliviujici rychlost konvergence (obvykle s = 3,5 [3]).
V pripadé neptijeti nového bodu X prechazime na krok 1 tj. ke
generovani jiného ndhodného sméru Z.

4 Po prijeti nového bodu b(i 4+ 1) ukon¢ime i-tou iteraci a zkon-
trolujeme zastavovaci podminku. Jako zastavovaci podminku po-
uzijeme normu v eukleidovském smyslu mezi dvéma za sebou
nasledujicimi iteracemi ¢ + 1 a ¢, tj.

(bj(l) — bj(’& + 1))2 < €.

p
=1

J

Algoritmus ARST (Adaptive Random Search Technique)

Algoritmus ARST [3] je opét jednoduchy a pomérné dobie fungujici
algoritmus. Jestlize zname néjaky pocateéni odhad parametra b(0),
muzeme jednu iteraci algoritmus provést v téchto krocich:

1 Vypocteme novy bod X podle vztahu

D(2R —1)¥
K Y

kde D je velikost piirustku (obvykle 0,5 [3]), R je ndhodné ¢islo

z rovnomérného rozdéleni R(0, 1) a K je parametr, ktery se pfi-

X = b(i) +

(4.13)

zpusobuje tspésnosti predchozich iteraci (¢im vétsi K, tim je
rozdéleni druhého séitance ve vyrazu (4.13) $picatéjsi a jeho roz-
ptyl je mensi).

2 Jestlize S(X) < S(b(7)) (S ze vztahu (3.3)), tak dosadime
bli + 1) = X.

Pokud ne, tak provedeme piipadnou zménu parametru K a po-
kracujeme opét krokem 1.

3 Po piijeti nového bodu b(i + 1) zkontrolujeme zastavovaci pod-
minku a pfipadné cely postup opakujeme. Jako zastavovaci pod-
minku pouzijeme normu v eukleidovském smyslu mezi dvéma, za
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sebou néasledujicimi iteracemi ¢ + 1 a 1, tj.

(bj(l) — bj(l + 1))2 < €.

p
=1

j
Parametr K adaptujeme dle nésledujicich pravidel:
e Na zacatku algoritmu - K = 1.
e Po péti uspésnych iteracich - K = 3.
e Po dalsich patnacti tspésnych iteracich - K = 5.
e Po dalsich deseti tspésnych iteracich - K = 7.

e Pokud je konvergence pomala, tak se provadi piileni a zaokrouh-
leni K a7z maximélné na K = 1.

Algoritmus ARS (Adaptive Random Search)

Algoritmus ARS [3, 17| vychazi z algoritmu ARST a snazi se lépe
vyuzivat adaptace. V pripadé, Ze zname pocéatecni odhad parametri
b(0), tak uréime pét vektort smérodatné odchylky ve tvaru

o1 = 0,30+ 2|b(0)], (4.14)
op=0,1% VYo k=213 4,5, (4.15)

kde [ oznacuje jednotkovy vektor. V pripadé, ze zndme pouze néjaké
rozmezi jednotlivych b;, j = 1,...,p, lze za o1 pouzit rozdil horni a
dolni meze [17].

Poté se pro kazdy vektor o, k = 1,...,5 vygeneruje 100/k-krat bod

X = b(i) + opN,

pricemz N je vektor nezavislych ndhodnych veli¢in z normovaného
normélniho rozdéleni N(0,1). Jestlize je S(X) < S(b(7)), tak dosa-
dime b(i) = X.

Do nasledujici iterace vstupuje vektor o, k = 1,...,5, ktery nejvice
zimensi hodnotu S(b(7)). Jako odhad b(i + 1) v dalsi iteraci volime
takové X | které odpovida minimalni hodnoté S(b(7)).

Sami autofi této metody (Pronzato a kolektiv [17]) doporucuji algo-
ritmus ukoncit v pripadé, kdy pro pét po sobé nasledujicich iteraci
jsou nalezeny stejné hodnoty oy, k =1,...,5.
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4.2 Derivac¢ni metody

Deriva¢ni metody [3, 4, 5] pro metodu nejmensich ¢tverct jsou iteraéni
a jejich TeSenf je silné zévislé na zvoleni pocatecnich hodnot parametri
b, tj. b(0). V kazdé iteraci se uvazuje predchozi hodnota parametri
b(7), ke které se pri¢ita vhodny piirtstkovy vektor.

b(i +1) =0b(i) + A7) (4.16)
Obecné hledani minima S(b) (3.3) probiha nésledovné.
1 Stanoveni poc¢atecnich hodnot parametrit b(0).
2 Nalezeni vhodného smérového vektoru V.

3 Urceni skaldru «;, tak aby prirustkovy vektor A(i) = a;V; byl
piijatelny !.

4 Ovéreni zastavovaci podminky.

1 Poc¢atecni hodnoty b6(0)

Neexistuje zadny obecny postup pro urcéeni pocatecnich hodnot para-
metri. Vychazet vsak mizeme z fyzikalni ¢i geometrické interpretace.
Pokud jsou modely vnitiné linearni, lze jejich odhad parametri meto-
dou nejmensich ¢tverct pro zlinearizovany model brat jako pocatecni
hodnoty pro model nelinearni.

2 Smérovy vektor V
Derivace S(b) v bodé A = b+ oV podle skalaru « je nésledujici

95(b) _ <35(5)>T ob _ PR (4.17)

o ob da

kde g je gradient v misté A. Pro @ — 0 vypocitame z rovnice (4.17)
tzv. smérovou derivaci ve tvaru

_950)
5p = oo

1Za prijatelny vektor A(i) se obvykle povazuje vektor spliujici podminku

— 4"V (4.18)

a—0

S(b(i) + A(i)) < S(b(i)).

Nekteré algoritmy v8ak dovoluji i rovnost ¢ nepatrny rust S(b(i) + A(4)) oproti S(b()).
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Gradient je smér nejstrméjsiho ristu, proto za podminku pfijatelnosti
smérového vektoru V' povazujeme ¢V < 0. Pokud je V prijatelny,
tak existuje pozitivné definitni matice R, pro kterou

V = —Ry. (4.19)
Tudiz smérova derivace dosazenim do vztahu (4.18)

Sp = —9¢"Rg. (4.20)

3 Optimalni skalar o
K urceni optimalniho o provedeme Taylorovo rozvoj druhého Fadu
vyrazu S(b+ aV)

2
S(b+aV) = S8(b) + ag'V + %VTHV, (4.21)

kde H je Hessova matice definovana v pfiloze (A.5). Tato rovnice je

vzhledem k « priblizné kvadratické, takze lze pro stanoveni optimal-
0S(b+aV)

niho skalaru a uvazovat, ze =—5— = 0. Vyjde proto
_95(b)
o = 8253(3) = —g"V(VTHV)™! (4.22)
0a?

a dosazenim z rovnice (4.19) dostaneme tzv. Raleightiv koeficient
o = g"Rg(g"R"THRg) ™. (4.23)

Dalsi moznosti hledani optimélni « je jednosmérna minimalizace S(b)
ve sméru V.

4 Zastavovaci podminka

Ptirozenou podminkou optima b je to, zZe gradient je nulovy. Proto lze
ukoncit iterace pokud je norma gradientu dostate¢né mala, t;.

p
lgll>=> gi <e (4.24)
=1
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4.2.1 Gaussovy-Newtonovy metody

Podrobnéjsi popis metod zminénych v této sekci lze nalézt v 2, 3, 8,
9, 11].

Vhodny smérovy vektor muze byt uréen pomoci rovnice (4.21) pro
DS(b+V)
0

a = 1. Pokud uvazujeme = 0, tak optimélni smérovy vektor
Vi = N; s vyuzitim (A.5) a (A.4) vyjde ve tvaru

Ni=-H'g=(J'"J+B) ' J%, (4.25)

kde J je Jakobiho matice (A.3), B je matice (A.6) ae=Y — f(x,b)
je vektor rezidui. Dosazenim zpatky do vztahu (4.23) dopocteme 7e
o = 1, a tudiz smérovy vektor je pfimo prirustkovy vektor, N; = A,;.
Vyse uvedena metoda se nazyva Newtonovou metodou. Tato metoda
¢asto nekonverguje dostateéné rychle a navic je nutné dopocitavat
druhé derivace pro matici B ze vztahu (A.6). Proto se Gastéji pouziva
Gaussova-Newtonova metoda, kterd spoc¢iva v zanedbani matice B.
Smeérovy vektor V; = L; ma pak tvar

Li= (J"J) ' J. (4.26)

Dosazeni aproximace H =~ J"J do vztahu (4.23) vede opét k a* = 1.
Gaussova-Newtonova metoda pomérné dobie konverguje pokud plati
alespon jedna z nasledujicich podminek

e Rezidua e; jsou mald, tzn. pocateéni odhad parametri b(0) byl
velmi dobry.

e Regresni funkce f(x, 8) je témér linearni, tj. norma Hessovy ma-
tice je maléa a prvky matice jsou témeér nulové.

e Rezidua e; maji stiidava znaménka, takze B je priblizné nulova
matice.

Pokud metoda nekonverguje nebo konverguje pomalu, 1ze pouzit riizné
modifikace Gaussovy-Newtonovy metody, pripadné tzv. kvazinewto-
novské metody. Tyto metody lze vyuzit k zpfesnéni matice J*J, aby
se blizila k Hessové matici, nebo pfi singularité matice J*J a dalsich
numerickych problémech. Vice o modifikacich Gaussovy-Newtonovy
metody lze nalézt naptiklad v [3, 27].
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4.2.2 Metody Marquardtova typu

V metodach Marquardtova typu [3, 4, 11] je smérovy vektor zvolen
jako smér nejvétsiho spadu, tj. V; = —g. Ze vztahu (4.19) lze vy-
vodit, ze R = I, kde I je jednotkovi matice odpovidajici velikosti.
Dosazenim do (4.23) dostaneme Raleightiv koeficient ve tvaru

* -1 — -1
o =g"glg"Hgl " ~g'g[g"(J"I)g] (4.27)
Prirustkovy vektor je A; = —a*g, coz odpovida gradientnim me-
todam. Marquardtovy metody efektivné vyuzivaji kombinace smért
Newtonovy metody V; (4.25) nebo jeji aproximace L; (4.26) spolecné
se smérem —g.

Vv s

vektor dle vztahu
Vi(A) = (J"J + AD]D;) " J7e, (4.28)

kde A\ je parametr, ktery se méni v kazdé iteraci metody a D; je
diagonalni matice. Diagonalni prvky matice D; se obvykle voli rovny
diagonalnim prvkam (J*J). Vektor V;(\) mé nésledujici vlastnosti

e Norma [|[V;(A\)| je klesajici funkei dle A | ktera konverguje k 0
pro A — oo

e Kosinus thlu mezi V;(A) a —g; je rostouci funkce.
e Kosinus thlu mezi smérem L; a —g; je klesajici funkce.

Jednotlivé modifikace Marquardtovy metody se lisi v urcovani pa-
rametru A. Idealni volba parametru M\ zajiStuje reguldrnost matice
(J*J + AD!'D;), kréceni kroku V() pti oddéleni od sméru V; (L;) a

moznost regulace mezi témito sméry.

Volba parametru A\

1 Puvodni algoritmus
pocatecni nastaveni: Ay = 0.01
uspé&sny krok: \; 11 = \;/10
netuspésny krok: ;i1 = 10\,
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B2

8(i) + Li

B

Obrézek 4.6: Znazornéni funkce V;(\) v Marquardtové metodé pro dva parametry

2 Nashuv algoritmus
pocatecni nastaveni: \g = 1074
asp&ny krok: \;y1 = max (1075, \;/10)
netsp&sny krok: Ay 1 = maz(107% 4);)

Pricemz jako tspésny krok se povazuje krok, ktery zmensi hodnotu
S(b). Marquardtova metoda mé také fadu nevyhod. Mezi nejvétsi

patii nutnost v kazdém kroku hledat novou inverzni matici (J*J +
AD?D;)~1 kviili zméné .
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Kapitola 5

Prakticka cast

V této kapitole jsou popsény vSechny sady dat, nastaveni pocatec¢nich
podminek algoritmii a konstant v nékterych algoritmech a vypsané
vysledky s komentarem. VSechny nasledujici pouzité datové sety je
mozno vidét v priloze B.

5.1 Data

5.1.1 Puromycin data

Jedné se o data, kterd jsou soucasti R-knihovny dataset [28]. Vice
o téchto datech lze nalézt v [4, 5].

Data byla namérena pfi chemickém experimentu provadéném Marga-
ret Treloarovou v roce 1974 [19], p¥i kterém je rychlost reakce rate
zévisla na koncentraci conc. Rychlost reakce byla méfena nepiimo po-
moci poc¢tu impulzi radioaktivniho zareni, proto se rychlost udava
v poc¢tu za minutu. Koncentrace je uviddéna v poctu c¢éstic na jeden
milion (ppm z anglického parts per million). Data byla navic méfena
za dvojich podminek: s puromycinem a bez ného. Puromycin je zde
pouzivan ke zrychleni chemické reakce.

Jako regresni funkci v tomto piipadé pouzijeme model vytvoreny Le-
onorem Michaelisem a Maud Mentenovou [31]

9133
0y + x’

f(@;01,02) = (5.1)

ktery je definovany pro x > 0 a je linearnf vzhledem k parametru 6.
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Puromycin data
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Obrézek 5.1: Vykresleni dat s a bez puromycinu

5.1.2 Farmakologicki data

Tato data, ktera lze stdhnout na [30], jsou soucasti knihy [4]. Jde o
farmakologicky jev zkoumany doc. RNDr. Karlem Zvéarou, CSc. a doc.

v

Ivo Janki, DrSc. Regresni funkce je v tomto piipadé slozitéjsi a ma
tvar

F(2:B,7) = %u (625 — 2)(1 — eap(—fe/(625 — 1)) (5.2)
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Obrazek 5.2: Vykresleni farmakologickych dat
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5.2 Konfiden¢ni mnoziny a profilové diagramy

NiZe na obrazcich 5.3 a 5.6 jsou vykreslené 95% konfidenéni mno-
ziny (3.6), kde v = 0,05. Konfiden¢éni mnoziny pro puromycin data
(obréazek 5.3) maji vice elipticky tvar nez konfidenéni mnozina pro far-
makologicka data (obrézek 5.6), ktera se zda byt vice zdeformovana.
7 téchto vlastnosti konfidenc¢nich mnozin lze usuzovat, ze farmako-
logicka data jsou vice nelinearni a je vhodné pro né pouzivat pouze
nelinearni regresni model. AvSak pro puromycin data lze zkusit line-
arni aproximaci a pocitat s daty jako s linearnimi. Nicméné vysledky
linedrni aproximace, které lze vidét dale, ukazuji, Ze tento zptisob vy-
poc¢tu neni prilis vhodny. Ke konfiden¢nim mnozinam byly pridany
jesté 95% intervalové odhady (viz (A.9)) pro jednotlivé parametry re-
gresniho modelu.

Na profilovych diagramech 5.4, 5.5 a 5.7 jsou fialové znazornéné in-
tervaly spolehlivosti se spolehlivosti poporadé 99 %, 95 %, 90 %, 80 %
a 50 %. Zaver z vykreslenych profilovych diagrami je podobny jako u
konfiden¢nich mnozin. V tloze s farmakologickymi daty se vice pro-
jevuje nelinearita.

Konfidencni mnoziny s intervaly spolehlivosti

0.10
|

0.08
|

theta2
0.06
|
+\
RN
+

0.04
|

O s puromycinem
O bez puromycinu
T T T T T T

140 160 180 200 220 240

thetal

Obrazek 5.3: Vykresleni konfiden¢nich mnozin véetné intervalovych odhadu pro
jednotlivé parametry 6; nebo 6, pro puromycin data. Intervalové odhady jsou
znézornény zelenou ¢arkovanou carou.
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Data bez puromycinu

0.07

theta2

thetal

Obrézek 5.4: Profilovy diagram pro data bez puromycinu.

Data s puromycinem

0.09

220

210

200

theta2
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Obrézek 5.5: Profilovy diagram pro data s puromycinem.
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Konfidencni mnozina s intervaly spolehlivosti
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Obréazek 5.6: Vykresleni konfiden¢nich mnozin véetné intervalovych odhadi pro
jednotlivé parametry 8 nebo ~ pro farmakologicka data. Intervalové odhady jsou
znézornény zelenou ¢arkovanou ¢arou.

Farmakologicka data
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Obrazek 5.7: Profilovy diagram pro farmakologicka data.
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5.3 Linearni aproximace

Jak uz bylo uvedeno vyse, tak linearni aproximace bude provedena
pouze pro puromycin data. Metoda linearni aproximace spoc¢iva v ro-
zepsani regresni funkce f(x, ) pomoci Taylorova rozvoje prvniho
radu (viz (A.7)), kde jako x( je pouzit prumér vSech nezavisle pro-
ménnych. Poté je mozné provést klasicky linedrni odhad regresnich
parametri metodou nejmensich c¢tvercii. Dalsi informace o linearni
regresi lze nalézt naptiklad v [3, 4, 6, 10] a mnoha dalsich.

Vysledné odhady parametri touto metodou pro data s puromycinem
jsou by = 193,702 a by = 0,126999 a pro data bez puromycinu to
jsou odhady b; = 142,502 a by = 0,0793064. Tyto vysledky uz dle
pohledu na obrazky 5.8 a 5.9 nejsou piilis dobré.

Data s puromycinem - lin.aproximace

8 - o 8
I o
B - 8
— o
> o
o o)
S o
o)
8 1o
I I I I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obrézek 5.8: Vysledek metody linedrni aproximace pro data s puromycinem.
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Data bez puromycinu - lin.aproximace
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Obrézek 5.9: Vysledek metody linedrni aproximace pro data bez puromycinu.
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5.4 Porovnani jednotlivych algoritmi - simulované
data

Vytvorime dvé nové sady dat, které lze vidét v tabulkach B.3 a B.4
v piiloze B. Pouzijeme k tomu regresni funkce, které jsou zminéné
v 5.1, pouze pfiddme nahodnou slozku s nulovou stfedni hodnotou a
malym konstantnim rozptylem. Oba regresni modely tedy vypadaji

nasledovné
blilj

:bg-i—ll?

Y +e1, 61~ N(0,1) (5.3)

a

y = bi(:H (625 — ) (1 — eap(—boz /(625 — )))) + 29, €5 ~ N(0,25).

1 (5.4)
Jako teoretické hodnoty v modelu (5.3) jsou pouzity hodnoty para-
metri b] = 99,5861 a b5 = 0,0345. V modelu (5.4) jsou teoretickeé
hodnoty b7 = 6,6578 a b5 = 10, 0845.

V nasledujici ¢asti prace budeme porovnavat metody nelinearni re-
grese, které jsou popsané v kapitole 4. Metody porovname dle pres-
nosti odhadu parametri, poctu iteraci nutnych k zastaveni algoritmu
rastavovaci podminkou a dle celkového ¢asu, po ktery algoritmus bézi.
Pro oba datové sety budou navic pouzité dva druhy pocateéni odhadu
B(0) - jeden blizky teoretickému feseni 5* a druhy vzdalengjsi 5.
Algoritmy metod pouzivajicich nahodné ¢isla byly spusténé stokrat a
vysledné odhady parametri, vypocetni ¢as a pocet iteraci byly pak
Zprumerovany.

Hookeova-Jeevesova metoda
Jako zastavovaci podminka byla pouzita nerovnost

|6;] < 0,0001.

Velikost kroku |d;| je pilena po kazdé iteraci jako ve zdroji |7]. Pro
data s modelem (5.3) byly jako dobré pocéateéni odhady parametri
zvoleny b1(0) = 103 a by(0) = 0,02 a jako vzdalengjsi, chybné od-
hady 6;(0) = 70 a by(0) = 1. Pro data s modelem (5.4) byly zvoleny
dobré odhady jako b1(0) = 8 a by(0) = 12 a jako chybné b;(0) = 20 a
by(0) = 25.
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Nelderova-Meadova simplexovi metoda

Pro zastaveni tohoto algoritmu musi byt splnéné dvé zastavovaci pod-
minky (4.11) a (4.12)

IS(W) — S(B)| < 1074

p+1
(U;(i) — U;(i — 1))* < 107%,

j=1

Hodnoty simplexovych konstant ze vztahu (4.5), (4.6), (4.7), (4.8),

(4.9) a (4.10) jsou nasledovné pevné zvolené: a = 1

vy=2,9a\=0,5.

Pocéatecni podminky jsou v tomto algoritmu specifické tim, Ze po-

1
p+1

tfebujeme cely pocatecni simplex, v nasem piipadé trojuhelnik. Pro
model (5.3) zvolime t¥i poc¢atecni simplexy: simplex dle (4.2) s t = 25,
simplex dle (4.2) s t = 150 a trojuhelnik tvofeny body se soufadnicemi
Ay = [50;1), By = [150;1] a C; = [100;0]. Pro model (5.4) zvolime
také t¥i pocateéni simplexy: simplex dle (4.2) s ¢ = 25, simplex dle
(4.2) s t = 150 a trojuhelnik tvofeny body se soufadnicemi Ay = [0; 5],
By = [15;5] a Cy = [8;20]. Pro simplexy zadané konkrétnimi t¥emi
body tak plati, ze teoretické feseni 5* lezi uvniti daného trojihelniku.

CRS
Pro metodu CRS byl jako zastavovaci podminka pouzit rozdil mezi
nejhor$im a nejlepsim vrcholem simplexu ¢ili

IS(W) — S(B)| < 0,0001.

Navic, aby doslo k ukonceni algoritmu, bylo nutné pridat podminku
pro pocet netspésnych vybéri z matice W. Tento pocet netispéchii
byl nastaven na velkou hodnotu tj. 1000 000. V metodé CRS se pou-
ziva vybér z matice W, takze vsechny pocateéni odhady nemohou byt
stejné, protoze by operace reflexe nenasla zadny novy bod. VSechny
mozné pocateéni odhady obou parametri byly vygenerovany z rovno-
mérnych spojitych rozdéleni na danych intervalech.

Pro data s modelem (5.3) pro dobré pocatecni odhady parametru
b1(0) je generovano z intervalu [98, 108] a parametru b9(0) z intervalu
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[0,01;0,04]. Pro chybné odhady téchto dat je b;(0) generovéano z in-
tervalu [65, 75] a by(0) z intervalu [0, 8; 1, 2]. Pro data s modelem (5.4)
pro dobré pocatecni odhady parametru b;(0) je generovano z inter-
valu [6, 10] a parametru by(0) z intervalu [10, 14]. Pro chybné odhady
téchto dat je b1(0) generovano z intervalu [18,22] a by(0) z intervalu
23, 27].

GSA

V metodé GSA jako zastavovaci podminka slouzi nerovnost

(b;(i) — b;(i + 1))* < 0,0001.

P
=
Opét musela byt pridana podminka pro pocet netspésnych pokusii,
ktera byla nastavena na hodnotu 100, coz se jevi jako dostatecné ome-
zeni. Pro data s modelem (5.3) byly jako dobré pocateéni odhady zvo-
leny hodnoty by(0) = 103 a by(0) = 0,02 a jako vzdalendjsi, chybné
odhady b1(0) = 70 a by(0) = 1. Pro data s modelem (5.4) byly zvoleny
dobré odhady jako b1(0) = 8 a bo(0) = 12 a jako chybné b1(0) = 20 a
by = 25.

Parametry » a Ar jsou volené, tak jak je doporuc¢ovano v [3] neboli
»=3,5aAr=0,15.

ARST
V metodé ARST jako zastavovaci podminka opét slouzi nerovnost

(b;(i) — b;(i 4+ 1))* < 0,0001.

b
=1

J

Pro data s modelem (5.3) byly jako dobré pocéateéni odhady zvo-
leny b1(0) = 103 a by(0) = 0,02 a jako vzdélenégjsi, chybné odhady
b1(0) = 70 a by(0) = 1. Pro data s modelem (5.4) byly zvoleny dobré
odhady jako b1(0) = 8 a bo(0) = 12 a jako chybné b;(0) = 20 a
b2(0) = 25. Parametr D je volen D = 0,5 [3].

ARS
Algoritmus ARS se ukon¢i v piipadé, kdy pro pét po sobé nésle-
dujicich iteraci jsou nalezeny stejné hodnoty oy, k = 1,...,5 [17].

Pocatecni hodnoty jsou stejné jako v predchézejicim algoritmu. Pro
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data s modelem (5.3) byly jako dobré pocateéni odhady parametri
zvoleny b1(0) = 103 a be(0) = 0,02 a jako vzdalendjsi, chybné od-
hady 0;(0) = 70 a by(0) = 1. Pro data s modelem (5.4) byly zvoleny
dobré odhady jako b1(0) = 8 a bo(0) = 12 a jako chybné b1(0) = 20 a
b2(0) = 25.

Gaussova-Newtonova metoda
Zastavovaci podminkou pro tuto derivac¢ni metodu je gradient blizky
nule tj.

p
lgllI* =" " g} < 0,0001.

j=1
Pro data s modelem (5.3) byly jako dobré pocéateéni odhady zvo-
leny b1(0) = 103 a by(0) = 0,02 a jako vzdélengjsi, chybné odhady
b1(0) = 70 a by(0) = 1. Pro data s modelem (5.4) byly zvoleny dobré
odhady jako b1(0) = 8 a b9(0) = 12 a jako chybné b;(0) = 20 a
by = 25. Nicméné pro vzdalené odhady algoritmus koné¢i chybou, ma-
tice (J"J) je singularni, proto nelze spocitat jeji inverzni matici. Proto
byl algoritmus testovan jesté pro dalsi sadu vzdélenych pocatecnich
odhadt, pro néz algoritmus nekonéil chybou. Konkrétné b,(0) = 70 a
b2(0) = 0 pro data s modelem (5.3) a b1(0) = 1 a by(0) = 1 pro data
s modelem (5.4).

Marquardtova metoda
Zastavovaci podminka pro gradient blizky nule

p
lgl* = g7 < 0,0001
j=1
je zde nedostacujici, proto je pfidana dalsi. Konkrétné nerovnost

p

> (b;(i) = bj(i + 1))* < 0,0001,

J=1

Pro data s modelem (5.3) byly jako dobré pocéateéni odhady parame-
tri zvoleny b1(0) = 103 a bo(0) = 0,02 a jako vzdalenéjsi, chybné
odhady parametri b;(0) = 70 a b9(0) = 1. Pro data s modelem (5.4)
byly zvoleny dobré odhady parametri jako b;(0) = 8 a by(0) = 12
a jako chybné b1(0) = 20 a by = 25. OvSem algoritmus pro vzdalené
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pocéatecni odhady konéi chybou. Opét kvili singularité matice (J*J).
Je proto pfidan dalsi pocatecni odhad: b;(0) = be(0) = 1.

Toto nastaveni bylo pouzito pro oba zptlisoby adaptace A uvedenych
v 4.2.2, tj. pro ptivodni a Nashtv algoritmus.

5.4.1 Vysledky

Vysledky lze vidét v tabulkidch 5.1, 5.2, 5.3 a 5.4. U nejpresnéjsich
metod se odhad b; lisil od teoretického 0] v Tadu desetin, v piipadé
odhadu b9 a teoretické hodnoty b5 byl rozdil v radu tisicin.

Hooketiv-Jeevestiv algoritmus

Tento algoritmus je ¢asové velmi rychly, pocet jeho iteraci je predem
dany kviili zptisobu kraceni kroku. Pro dobré pocate¢ni odhady para-
metri se teoretickému feSeni jesté vic piiblizi. V pripadé modelu 5.4
s dobrymi pocateénimi odhady najde algoritmus jeden z nejpresnéj-
sich odhadi obou parametrii. Pro chybné poc¢atecni odhady algorit-
mus nenalézé tak dobré odhady parametri. OvSem pii opakovaném
spusténi (pfi kterém je vzdy pocatecéni odhad parametri stejny jako
zavéretny odhad pii predchézejicim spusténi) algoritmus vétsinou do-
spéje k dobrym odhadiim parametrii.

Neldertv-Meadiiv simplexovy algoritmus

Simplexovy algoritmus je nejvice stabilnim algoritmem. Zajimavé je,
ze algoritmus casové trva velmi obdobné pro jakékoliv pocatecni sim-
plexy. Pokud neni pocéatecni simplex piilis maly (u trojihelniku mys-
leno obsahové), tak tento algoritmus vzdy naSel velmi piesné odhady
s nejmensi hodnotou kriterialni funkce. Navic tato metoda nepotie-
buje zadné pocateéni odhady, staci ji obecny pocatecni simplex (4.2)
s dostatecné velkou hodnotou t.

Algoritmus CRS

Dalsi z algoritmt, které vzdy dospély k nejpresnéjsim odhadim pa-
rametri. Nevyhodou v8ak je nejvétsi vypocetni ¢as ze vSech metod.
CRS je pomaly i pro velmi dobré pocatecni odhady parametri.

Algoritmus GSA
Algoritmus GSA je naopak jednim z nejrychlejsi algoritmii. Bohuzel
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uz ne tak presny. Obstojné odhady parametri najde pouze pro dobré
pocatecni hodnoty. Pro vzdalené pocatecni odhady je jednim z nej-
horsich.

Algoritmus ARST

Obdobné jako u algoritmu GSA. ARST je velice rychly algoritmus, ze
vSech uvedenych metod nejrychlej$i. Bohuzel algoritmus je neptesny
pro vSechny testované sady dat a pocéatecni odhady.

Algoritmus ARS

Vétsinou velmi presny algoritmus, ale v modelu (5.3) s chybnymi po-
¢atecnimi odhady zastavovaci podminka ukon¢i algoritmus s velmi ne-
presnymi odhady a velmi vysokou hodnotu kriteridlni funkce. Jedna
se ale spise o vyjimku. Casové patii k priméru mezi porovnavanymi
metodami.

Gaussova-Newtonova metoda

Tato metoda je nejrychlejsi (v c¢asovém smyslu i dle poctu iteraci)
pii hledéni velmi dobrych odhadi parametri. Jedinou nevyhodou je
ukonceni algoritmu chybou, pokud je matice (J*J) singularni.

Marquardtova metoda

Marquardtova metoda je pomalejsi a méné presnd nez Gaussova-
Newtonova metoda. Pro tyto dvé sady dat pii vzdélenych pocatecni
odhadech navic také kon¢i chybou 7 divodu singularity matice (J*J).
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Po¢. simplex | pocet iteraci m | by(m) ba(m)
t =25 84 99,02887 | 0,03206581
t = 150 I 99,02886 | 0,03206592
3 body b7 99,02877 | 0,03206554

Tabulka 5.1: Vysledky Nelderova-Meadova simplexového algoritmu - simulované
data (model (5.3)). Zelené jsou oznaeny nejmensi hodnoty kriterialni funkce ve
srovnani s tabulkou 5.3.

Po¢. simplex | pocet iteraci m | by(m) ba(m)
t =25 50 6,625410 | 9,835022
t = 150 58 6,625405 | 9,834957
3 body 57 6,625413 | 9,835003

Tabulka 5.2: Vysledky Nelderova-Meadova simplexového algoritmu - simulovana
data (model (5.4)). Zelené jsou oznafeny nejmensi hodnoty kriterialni funkce ve
srovnani s tabulkou 5.4.
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5.5 Porovnani jednotlivych algoritmi - reiAlna data

V dalsi c¢asti prace budeme opét porovnavat metody nelinedrni re-
grese, které jsou popsané v kapitole 4, tentokrat ovsem na redlnych
datovych sadach zminénych v 5.1. Data lze vidét v tabulkach B.1 a
B.2 v ptiloze B. Metody porovname dle hodnoty kriteridlni funkce
(3.3), poctu iteraci nutnych k zastaveni algoritmu zastavovaci pod-
minkou a dle celkového ¢asu, po ktery algoritmus bézi. Pro vSechny
datové sety budou opét pouzité dva druhy pocatecni odhadu S(0).
Jelikoz nezname presnou hodnotu £*, budeme jako dobré pocatecni
odhady povazovat ty s mensi hodnotou kriterialni funkce. A naopak,
za chybné pocatecni odhady povazujeme odhady s vétsi hodnotou kri-
terialni funkce.

Algoritmy metod pouzivajicich ndhodné ¢isla byly spusténé stokrat a
vysledné odhady parametri, vypocetni ¢as a pocet iteraci byly pak
Zprumerovany.

5.5.1 Puromycin data

Tento datovy set obsahuje dvé sady dat - s puromycinem (ve zdro-
jovych kodech a v datech oznacdené jako treated) a bez puromycinu
(oznacené jako untreated). V modelu 5.1 se vyskytuji parametry 60; a
0, které ale v nasledujicim textu budou poporadé nahrazeny by a b,
aby odpovidaly textu v kapitole 4.

Hookeova-Jeevesova metoda
Jako zastavovaci podminka byla pouzita nerovnost

|6;] < 0,0001.

Velikost kroku |d;| je pilena po kazdé iteraci jako ve zdroji [7]. Pro
data s puromycinem byly jako dobré poc¢atec¢ni odhady parametrii zvo-
leny b1(0) = 200 a by(0) = 0,06 a jako chybné odhady b;(0) = 150 a
b1(0) = 0, 5. Pro data bez puromycinu byly zvoleny dobré odhady jako
b1(0) = 150 a bo(0) = 0,06 a jako chybné b1(0) = 200 a by(0) = 0, 5.

Nelderova-Meadova simplexova metoda
Pro zastaveni tohoto algoritmu musi byt splnéné dvé zastavovaci pod-
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minky (4.11) a (4.12)
IS(W) - S(B)| < 107*

a 1 p+1

| j:1(Uj(z') —U;(i—1))* <1075
Hodnoty simplexovych konstant ze vztahtu (4.5), (4.6), (4.7), (4.8),
(4.9) a (4.10) jsou nasledovné pevné zvolené: a = 1, p = 0,55,

v=2,9aA=0,5.

Pocatecni podminky jsou v tomto algoritmu specifické tim, Ze po-
tfebujeme cely pocateéni simplex, v nasem piipadé trojihelnik. Pro
puromycin data zvolime tfi pocatecni simplexy: simplex dle (4.2) s
t = 25, simplex dle (4.2) s t = 150 a trojihelnik tvofeny body se
soufadnicemi A; = [180;0,01], B; = [240;0,01] a C; = [200; 1] pro
data s puromycinem nebo trojihelnik tvoreny body se soufadnicemi
A, = [130;0,01], B, = [190;0,01] a C,, = [160; 1] pro data bez pu-

romycinu.

CRS
Pro metodu CRS byl jako zastavovaci podminka pouzit rozdil mezi
nejhorsim a nejlepsim vrcholem simplexu ¢ili

IS(W) — S(B)| < 0,0001.

Navic, aby doslo k ukonceni algoritmu, bylo nutné pridat podminku
pro pocet netspésnych vybért z matice W. Tento pocet netispéchii
byl nastaven na velkou hodnotu tj. 1000 000. V metodé CRS se pou-
7iva vybér z matice W, takze vSechny pocateéni odhady nemohou byt
stejné, protoze by operace reflexe nenasla zadny novy bod. VSechny
mozné pocatecni odhady obou parametri byly vygeneroviny z rov-
nomeérného spojitého rozdéleni na intervalu, jehoz stfedem je poca-
tecni odhad pouzivany napiiklad v Hookeové-Jeevesové metodé. V
datech s puromycinem pro dobré pocatecni odhady parametru b;(0)
je generovano z intervalu [190,210] a parametru be(0) z intervalu
[0,04;0,06]. Pro chybné odhady téchto dat je b;(0) generovano z in-
tervalu [140,160] a by(0) z intervalu [0, 4; 0, 6]. V datech bez puromy-
cinu jsou dobré pocéatecéni odhady b;(0) z intervalu [140, 160] a chybné
pocéatecni odhady b;(0) z intervalu [190,210]. Pocéate¢ni odhady pro
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b2(0) jsou v obou piipadech ze stejného intervalu jako v datech s pu-
romycinem.

GSA

V metodé GSA jako zastavovaci podminka slouzi nerovnost

i(w) —b;(i +1))? < 0,0001.

Jj=1

Opét musela byt pridana podminka pro pocet netspésnych pokusii,
kterda byla nastavena na hodnotu 100, coz se jevi jako dostatecné
omezeni. Pro data s puromycinem byly jako dobré pocate¢ni odhady
zvoleny b1(0) = 200 a b2(0) = 0,06 a jako chybné odhady b;(0) = 150
a by(0) = 0,5. Pro data bez puromycinu byly zvoleny dobré odhady
jako b1(0) = 150 a bo(0) = 0, 06 a jako chybné b1(0) = 200 a by = 0, 5.
Parametry > a Ar jsou volené, tak jak je doporuc¢ovano v [3] neboli
»=3,5aAr=0,15.

ARST
V metodé ARST jako zastavovaci podminka opét slouzi nerovnost

(b; (i) — b;(i + 1))* < 0,0001.

p
=1

J

Pro data s puromycinem byly jako dobré pocatecni odhady zvoleny
b1(0) = 200 a by(0) = 0,06 a jako chybné odhady b;(0) = 150 a
b2(0) = 0, 5. Pro data bez puromycinu byly zvoleny dobré odhady jako
b1(0) = 150 a by(0) = 0,06 a jako chybné by (0) = 200 a by(0) = 0, 5.
Parametr D je volen D = 0,5 [3].

ARS
Algoritmus ARS se ukon¢i v pfipadé, kdy pro pét po sobé nasleduji-
cich iteraci jsou nalezeny stejné hodnoty oy, k = 1,...,5 [17]. Poca-

tecni hodnoty jsou stejné jako v predchéazejicim algoritmu. Pro data
s puromycinem byly jako dobré pocéteéni odhady zvoleny b;(0) = 200
a by(0) = 0,06 a jako chybné odhady b;(0) = 150 a bo(0) = 0, 5. Pro
data bez puromycinu byly zvoleny dobré odhady jako b;(0) = 150 a
b2(0) = 0,06 a jako chybné b;(0) = 200 a by(0) = 0, 5.
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Gaussova-Newtonova metoda
Zastavovaci podminkou pro tuto deriva¢ni metodu je gradient blizky
nule tj.

p
lglI* =" g7 < 0,0001.
j=1

Pro data s puromycinem byly jako dobré pocatecéni odhady zvoleny
b1(0) = 200 a by(0) = 0,06 a jako chybné odhady b;(0) = 150 a
b2(0) = 0,5. Pro data bez puromycinu byly zvoleny dobré odhady
jako b1(0) = 150 a by(0) = 0, 06 a jako chybné b;(0) = 200 a by = 0, 5.
Nicméné pro chybné odhady algoritmus konéi chybou, matice (J*J)
je singularni, proto nelze spocitat jeji inverzni matici. Proto byl algo-
ritmus spustén jesté pro dalsi sadu chybnych pocatecnich odhadi, pro
néz algoritmus nekondil chybou. Konkrétné b1(0) = 150 a by(0) = 0
pro data s puromycinem a b;(0) = 200 a bo(0) = 0 pro data bez pu-
romycinu.

Marquardtova metoda
Zastavovaci podminka pro gradient blizky nule

p
lgl* = g7 < 0,0001
j=1

je zde nedostacujici, proto je pridana dalsi. Konkrétné nerovnost
p

> (b;(i) = bj(i + 1))* < 0,0001.

j=1
Pro data s puromycinem byly jako dobré pocatecni odhady zvoleny
b1(0) = 200 a by(0) = 0,06 a jako chybné odhady b;(0) = 150 a
b2(0) = 0,5. Pro data bez puromycinu byly zvoleny dobré odhady
jako b1(0) = 150 a bo(0) = 0, 06 a jako chybné b1(0) = 200 a by = 0, 5.
Toto nastaveni bylo pouzito pro oba zptisoby adaptace A uvedenych
v 4.2.2, tj. pro ptvodni a Nashtuv algoritmus.

5.5.2 Farmakologicki data

V modelu 5.2 se vyskytuji parametry v a [, které ale v nasledujicim
textu budou poporadé nahrazeny b, a by, aby odpovidaly textu v ka-
pitole 4.

o4



Hookeova-Jeevesova metoda
Zastavovaci podminkou je nerovnost

|6;] < 0,0001.

Velikost kroku |9;| je piilena po kazdé iteraci jako ve zdroji |7]. Jako
dobré pocatecni odhady parametri jsou pouzité hodnoty b1(0) =5 a
b2(0) = 5. Jako chybné pocéatec¢ni odhady pak b1(0) = 15 a bo(0) = 15.

Nelderova-Meadova simplexovi metoda

Pro zastaveni tohoto algoritmu musi byt splnéné dvé zastavovaci pod-
minky (4.11) a (4.12)

IS(W) — S(B)| < 1074

1 p+1 | ' ) L

P j:1(U](z) U;(i—1))" <10°°.
Hodnoty simplexovych konstant ze vztahu (4.5), (4.6), (4.7), (4.8),
(4.9) a (4.10) jsou nasledovné pevné zvolené: a = 1
v=2,9aA=0,5.
Pocatecni podminky jsou v tomto algoritmu specifické tim, Ze potie-
bujeme cely pocatecni simplex, v naSem piipadeé trojuhelnik. Pro data
zvolime dva pocatecni simplexy: simplex dle (4.2) s ¢t = 25, simplex
dle (4.2) s t = 150.

CRS

Pro metodu CRS byl jako zastavovaci podminka pouzit rozdil mezi
nejhor$im a nejlepsim vrcholem simplexu ¢ili

1S(W) — S(B)| < 0,0001.

Navic, aby doslo k ukonceni algoritmu, bylo nutné pridat podminku
pro pocet netspésnych vybéru z matice W. Tento pocet netispéchii
byl nastaven na 1000000. VSechny mozné pocéatecni odhady obou
parametri byly vygenerovany z rovnomeérného spojitého rozdéleni na
intervalu, jehoz stfedem je pocéatecni odhad pouzivany napriiklad v
Hookeové-Jeevesové metodé. Dobré poc¢atecni odhady parametri by (0)
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i b(0) jsou z intervalu [3, 7] a naopak chybné parametry b1(0) a b2(0)
jsou generovéany z intervalu [13,17].

GSA

V metodé GSA jako zastavovaci podminka slouzi nerovnost

(b;(i) — b;(i +1))* < 0,0001.

p
j:
Opét musela byt pridana podminka pro pocet netspésnych pokusii,
ktera byla nastavena na hodnotu 100. Dobré pocate¢ni odhady pa-
rametr jsou by(0) = by(0) = 5 a naopak chybné odhady parametri
jSOU bl(()) = bQ(O) = 15.

Parametry s a Ar jsou opét volené, tak jak je doporucovano v [3]
neboli > = 3,5 a Ar =0, 15.

ARST
V metodé ARST jako zastavovaci podminka opét slouzi nerovnost

(b;(i) — b;(i +1))* < 0,0001.

p
=1

J

Dobré po¢atecéni odhady parametri jsou opét by (0) = b2(0) = 5 a nao-
pak chybné jsou by (0) = by(0) = 15. Parametr D je volen D = 0,5 [3].

ARS

Algoritmus ARS se ukon¢i v pripadé, kdy pro pét po sobé nasleduji-
cich iteraci jsou nalezeny stejné hodnoty oy, k = 1,...,5 [17]. Jako
dobré pocateéni odhady parametri jsou zvoleny by(0) = b3(0) = 5 a
jako chybné pocéateéni hodnoty by (0) = b2(0) = 15.

Gaussova-Newtonova metoda
Jako zastavovaci podminka je pouzita

p
gl = _ g7 < 0,0001.
j=1

Pro data byly jako dobré pocatecni odhady zvoleny b;1(0) = 5 a
b2(0) = 5 a jako chybné odhady b;(0) = 15 a b2(0) = 15. Algo-
ritmus s chybnymi poc¢ateéni odhady opét skoncéi chybou, protoze
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matice (J7J) je singularni. Jako jiné nedobré odhady byly zvoleny
b1(0) = =5 a be(0) = —5, pro tyto odhady uz algoritmus probéhne v
poradku.

Marquardtova metoda
Zastavovaci podminka pro gradient blizky nule

p
lgll* = g7 < 0,0001
j=1

je zde nedostacujici, proto je pridana dalsi. Konkrétné nerovnost

p

D (bi(d) — bi(i + 1))* < 0,0001.,

J=1

Jako dobré pocatecni odhady jsou opét voleny b1(0) = 5 a by(0) =5
a jako chybné odhady b1(0) = 15 a by(0) = 15.

Toto nastaveni bylo pouzito pro oba zpiisoby adaptace A uvedenych
v 4.2.2, tj. pro pivodni a Nashtv algoritmus.

5.5.3 Vysledky

Jak lze vidét z kompletnich vysledki v tabulkach 5.5, 5.6, 5.7, 5.8, 5.9
a 5.10 algoritmy CRS, ARS, Gaussiv-Newtontuv a Nelderuv-Meadiv
simplexovy algoritmus vzdy skoncili s nejlepsimi odhady parametri
z hlediska hodnoty kriteridlni funkce. Casove nejrychlejsi z nich je
Gaussova-Newtona metoda, nicméné u ni je ¢asté (hlavné u ne prilis
dobrych pocate¢nich odhadu), Ze skon¢i chybou kviili singularité ma-

tice (J*J).

Hooketiv-Jeevestiv algoritmus

V zasadé plati to samé, co je psano o tomto algoritmu v podsekci 5.4.1.
Hlavné v pripadé dobrych pocateénich odhadi parametri najde od-
hady b, jejichz hodnota kriteridlni funkce patii k lep§im v porovnani
s ostatnimi algoritmy.

Neldertiv-Meadtv simplexovy algoritmus
Opét o algoritmu plati to samé, co v podsekci 5.4.1. Nejstabilnéjsi
algoritmus, ktery pii ne prilis malém simplexu dospéje k nejmensim
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nalezenym hodnotam kriterialni funkce.

Algoritmus CRS

Na rozdil od testovani na simulovanych datech algoritmus CRS skon¢i
vzdy s odhady parametrii, jenz maji nejmensi hodnoty kriterialni
funkce ve srovnani s ostatnimi metodami. Nevyhodou vsak je nejveétsi
vypocetni ¢as ze viech metod. CRS je pomaly pro vSechny vyzkouSené
pocatecni odhady parametri.

Algoritmus GSA
Algoritmus GSA je naopak jednim z nejrychlejsi algoritmi. Z hlediska
hodnoty kriteridlni funkce ovSem patii k tém nejhorsim.

Algoritmus ARST

Obdobné jako u algoritmu GSA. ARST je velice rychly algoritmus,
ze vSech uvedenych metod nejrychlejsi. Bohuzel algoritmus patii dle
hodnoty kriterialni funkce k tém nejhorsim.

Algoritmus ARS
Algoritmus ARS patti mezi nejlepsi. Vzdy nasel odhady s nejmensimi
hodnotami kriterialni funkce. Casové patii k priméru mezi porovna-
vanymi metodami.

Gaussova-Newtonova metoda

Tato metoda je nejrychlejsi (v ¢asovém smyslu i dle poctu iteraci) pii
hledéni odhadi parametri s nejmensimi hodnotami kriterialni funkce.
Jedinou nevyhodou je ukonceni algoritmu chybou, pokud je matice
(J"J) singularni.

Marquardtova metoda

Marquardtova metoda je méné nachylna k ukoncéeni chybou nez Gaus-
sova-Newtonova metoda. Je v8ak pomalejsi (v ¢asovém smyslu i dle
poc¢tu iteraci) nez zminéna Gaussova-Newtonova metoda. V porovnéni
hodnot kriteridlni funkce je na tom také lépe Gaussova-Newtonova
metoda. Nelze ani Fict, ktery z pristupti volby parametru A je lepsi,
zda ptvodni ¢i Nashiiv. Vzdy zalezi na pouzitych datech.
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Po¢. simplex | pocet iteraci m | by(m) ba(m)
t = 25 113 212,6837 | 0,06412124
t — 150 84 212,6837 | 0,06412126
3 body 57 212,6838 | 0,06412134

Tabulka 5.5: Vysledky Nelderova-Meadova simplexového algoritmu - data s puro-
mycinem (treated puromycin). Zelené jsou oznafeny nejmensi hodnoty kriterialni

funkce ve srovnani s tabulkou 5.8.

Po¢. simplex | pocet iteraci m | b(m) ba(m) c¢as [s]
t =25 89 160,2801 | 0,04770827 1,00
t = 150 73 160,2800 | 0,04770811 0,65
3 body 61 160,2801 | 0,04770822 0,56

Tabulka 5.6: Vysledky Nelderova-Meadova

simplexového algoritmu - data bez

puromycinu (untreated puromycin). Zelené jsou oznaceny nejmensi hodnoty kri-
teridlni funkce ve srovnani s tabulkou 5.9.

Po¢. simplex | pocet iteraci m | by(m) ba(m)
t = 25 50 4,180829 | 2,571400
t = 150 64 4,180797 | 2,571368

Tabulka 5.7: Vysledky Nelderova-Meadova simplexového algoritmu - farmakolo-
gickd data. Zelené jsou oznaceny nejmensi hodnoty kriteridlni funkce ve srovnani

s tabulkou 5.10.
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Kapitola 6
Zaver

Prace byla zamérena na porovnani metod odhadi parametri neline-
arni regrese. Mezi nejlepsi v testovani pattily algoritmy CRS a ARS,
Gaussova-Newtonova metoda a Nelderova-Meadova simplexova me-
toda. Pokud byla znama teoreticka hodnota 3*, tak tyto algoritmy se
ji vzdy nejvice ptiblizily. V piripadech, ve kterych teoretickd hodnota
£* zndma nebyla, zminéné algoritmy nalezly odhady s nejmensimi
hodnotami kriterialni funkce (3.3).

Jako nejvice stabilni se ukdzal byt Neldertiv-Meadiv simplexovy al-
goritmus. Tento algoritmus vzdy naSel odhady parametri, které byly
ve srovnéani s ostatnimi metodami nejblize zndmé teoretické hodnoté
£* nebo jejichz hodnota kriteridlni funkce byla nejmensi v pripadeé
neznamé B*. Navic nemusime znat zadné dobré pocatecni odhady pa-
rametri, vysta¢ime si s dostatecné velkym pocéateénim simplexem.

Nejrychlejsim algoritmem, ktery naléza velmi dobré odhady ve smyslu
hodnoty kriterialni funkce ¢i vzdalenosti od znamé teoretické hodnoty
5%, je Gaussova-Newtonova metoda. Ma vsak pomeérné velkou nevy-
hodu. Zvlasté pro Spatné pocatecni odhady tento algoritmus casto
kon¢i chybou z divodu singularity matice (J”J) a tudiZ neexistence
inverzni matice (J7J) 1.

Algoritmus CRS je dalsi metodou, kterd dava velmi dobré odhady
regresnich parametri. Opét chdpeme velmi dobré odhady ve smyslu
hodnoty kriteridlni funkce ¢i vzdalenosti od zndmé teoretické hodnoty
£*. Jedinou nevyhodou je rychlost respektive spise pomalost konver-
gence ke kone¢nému odhadu parametru.
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Poslednim z algoritmt, které vraci velmi dobré odhady (ve stejné
smyslu jako vyse), je algoritmus ARS. AvSak pro simulovana data
s modelem (5.3) a pocatecnich odhadech b1(0) = 70 a bo(0) = 1
konvergoval k jinému nez ke globalnimu feSeni. V ostatnich datovych
sadéch i1 pro jiné pocatecni podminky fungoval algoritmus ARS v po-
radku a nalezl velmi dobré odhady parametrii.

V8echny ostatni testované algoritmy nebyly uz tak presné. Hlavné
v pripadé pouziti chybnych poc¢atecnich hodnot metody konvergovaly
pomalu a hlavné k chybnym hodnotdm, které nebyly globalnim ex-
trémem.

64



Literatura

1]

2]

3]

[4]

[5]

6]

7]

8]

9]

HUET, S. Statistical tools for nonlinear regression: a practical
guide with S-PLUS and R examples. 2nd ed. New York: Springer,
c2004. ISBN 0387400818.

RITZ, Christian a Jens C. STREIBIG. Nonlinear regression with
R. New York, N.Y.: Springer, ¢2008. ISBN 978-0-387-09615-5.

MELOUN, Milan a Jiff MILITKY. Statistickd analyza experi-
mentalnich dat. Vyd. 2., upr. a rozs. Praha: Academia, 2004.
ISBN 80200-1254-0.

ZVARA, Karel. Regrese. Praha: Matfyzpress, 2008. ISBN 978-
80-7378-041-8.

BATES, Douglas M. a Donald G. WATTS. Nonlinear regres-
sion analysis and its applications. New York: Wiley, ¢1988. ISBN
0471816434.

REIF, Jifi. Metody matematické statistiky. Plzen: Zapadoceska
univerzita, 2000. ISBN 80-7082-593-6.

NASH, John C. a Mary WALKER-SMITH. Nonlinear parame-
ter estimation: an integrated system in BASIC. [rev. ed.|. Ot-
tawa, Ontario, Canada: Nash Information Services, 1995. ISBN
0-88769-009-2.

SEBER, G. A. F. a C. J. WILD. Nonlinear regression. Hoboken,
N.J.: Wiley-Interscience, ¢2003. Wiley series in probability and
statistics. ISBN 0-471-47135-6.

SCHMIDT, Riidiger. Advances in nonlinear parameter optimi-
zation. New York: Springer-Verlag, 1982. ISBN 0387113967.

65



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

ANDEL, Jiti. Zéklady matematické statistiky. Vyd. 3. Praha:
Matfyzpress, 2011. ISBN 978-80-7378-162-0.

MADSEN, K. , H. B. NIELSEN a O. TINGLEFF. Methods
for Non-Linear Least Squares Problems. Vyd. 2. Informatics
and Mathematical Modelling, Technical University of Denmark,
2004. Dostupné také z: http://www.ltu.se/cms_fs/1.51590!
/nonlinear_least_squares.pdf

STANIMIROVIC, Predrag S., Milan B. TASIC a Mi-
roslav. RISTIC. Symbolic implementation of the Hooke-
Jeeves method. Yugoslav journal of operations research.
1999, 9(2), 285-300. ISSN 0354-0243. Dostupné také z:
https://www.researchgate.net/publication/288478592_
Symbolic_implementation_of_the_Hooke-Jeeves_method

PRICE, W. L. Global optimization by controlled random search.
Journal of Optimization Theory and Applications. 1983, 40(3),
333-348. DOI: 10.1007/BF00933504. ISSN 0022-3239. Dostupné
také z: http://link.springer.com/10.1007/BF00933504

PRICE, W. L. A controlled random search procedure for glo-
bal optimisation. The Computer Journal. 1977, 20(4), 367-
370. DOI: 10.1093/comjnl/20.4.367. ISSN 0010-4620. Dostupné
také z: http://comjnl.oupjournals.org/cgi/doi/10.1093/
comjnl/20.4.367

KAELO, P. a M. M. ALIL Some Variants of the Controlled Ran-
dom Search Algorithm for Global Optimization. Journal of Op-
timization Theory and Applications. 2006, 130(2), 253-264. DOL:
10.1007/s10957-006-9101-0. ISSN 0022-3239. Dostupné také z:
http://link.springer.com/10.1007/s10957-006-9101-0

TSALLIS, Constantino a Daniel A. STARIOLO. Genera-
lized simulated annealing. Physica A: Statistical Mecha-
nics and its Applications. 1996, 233(1-2), 395-406. DOI:
10.1016/S0378-4371(96)00271-3. ISSN  03784371. Dostupné
také z: http://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/
S0378437196002713

66


 http://www.ltu.se/cms_fs/1.51590!/nonlinear_least_squares.pdf 
 http://www.ltu.se/cms_fs/1.51590!/nonlinear_least_squares.pdf 
 https://www.researchgate.net/publication/288478592_Symbolic_implementation_of_the_Hooke-Jeeves_method 
 https://www.researchgate.net/publication/288478592_Symbolic_implementation_of_the_Hooke-Jeeves_method 
 http://link.springer.com/10.1007/BF00933504 
 http://comjnl.oupjournals.org/cgi/doi/10.1093/comjnl/20.4.367 
 http://comjnl.oupjournals.org/cgi/doi/10.1093/comjnl/20.4.367 
 http://link.springer.com/10.1007/s10957-006-9101-0 
 http://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/S0378437196002713 
 http://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/S0378437196002713 

[17] PRONZATO, Luc, Eric WALTER, Alain VENOT a Jean-
Francois LEBRUCHEC. A general-purpose global optimi-
zer: Implimentation and applications. Mathematics and
Computers in Simulation. 1984, 26(5), 412-422. DOLI:
10.1016,/0378-4754(84)90105-8.  ISSN  03784754.  Dostupné
také z: http://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/
0378475484901058

[18] RYAN, P. Barry., Richard L. BARR a H. David. TODD. Sim-
plex techniques for nonlinear optimization. Analytical Chemis-
try. 1980, 52(9), 1460-1467. DOI: 10.1021/ac500592019. ISSN
0003-2700. Dostupné také z: http://pubs.acs.org/doi/abs/
10.1021/ac50059a019

[19] TRELOAR, Margaret, Jennifer M. STURGESS a Mario A. MOS-
CARELLO. An Effect of Puromycin on Galactosyltransferase of
Golgi-rich Fractions from Rat Liver. Journal of Biological Che-

mistry. 1974, 249(20), 6628-6632. ISSN 0021-9258. Dostupné také
z: http://www.jbc.org/content/249/20/6628.full.pdf

|20] The R Project for Statistical Computing. R. [online|. 2016 [cit.
2016-05-01]. Dostupné z: https://www.r-project.org

|21] Contributed Packages. CRAN. [online|. 2016 [cit. 2016-05-01].
Dostupné z: https://cran.r-project.org/web/packages/

[22] Open source and enterprise-ready professional software for R.
RStudio. [online|. ¢2016 [cit. 2016-05-01]. Dostupné z: https:
//www.rstudio.com

|23] The R Datasets Package. R. |online|. 2016 [cit. 2016-05-
01]. Dostupné z: https://stat.ethz.ch/R-manual/R-devel/
library/datasets/html/00Index.html

|24] Nonlinear Least Squares. R. [online]. 2016 [cit. 2016-05-
01]. Dostupné z: https://stat.ethz.ch/R-manual/R-devel/
library/stats/html/nls.html

|25] GAVIN, Henri P. The Nelder-Mead Algorithm in Two Dimensi-
ons. [online| 2016 |cit. 2016-05-01]. Dostupné z: http://people.
duke.edu/"hpgavin/cee201/Nelder-Mead-2D.pdf

67


 http://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/0378475484901058 
 http://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/0378475484901058 
 http://pubs.acs.org/doi/abs/10.1021/ac50059a019 
 http://pubs.acs.org/doi/abs/10.1021/ac50059a019 
 http://www.jbc.org/content/249/20/6628.full.pdf
 https://www.r-project.org 
 https://cran.r-project.org/web/packages/ 
 https://www.rstudio.com 
 https://www.rstudio.com 
 https://stat.ethz.ch/R-manual/R-devel/library/datasets/html/00Index.html 
 https://stat.ethz.ch/R-manual/R-devel/library/datasets/html/00Index.html 
 https://stat.ethz.ch/R-manual/R-devel/library/stats/html/nls.html 
 https://stat.ethz.ch/R-manual/R-devel/library/stats/html/nls.html 
 http://people.duke.edu/~hpgavin/cee201/Nelder-Mead-2D.pdf 
 http://people.duke.edu/~hpgavin/cee201/Nelder-Mead-2D.pdf 

|26] Nelder-Mead algorithm. Scholarpedia. [online|] 2011 [cit. 2016-
05-01|. Dostupné z: http://www.scholarpedia.org/article/
Nelder-Mead_algorithm

|27] FRALEY, Christina. Algorithms for nonlinear least-squares pro-
blems. [online| Stanford University, Dept. of Operations Re-
search, Systems Optimization Laboratory, 1988 |[cit. 2016-05-
01]. Dostupné z: http://www.dtic.mil/dtic/tr/fulltext/
u2/a196071 . pdf

28] Reaction Velocity of an Enzymatic Reaction. R. [online] 2016 [cit.
2016-05-01]. Dostupné z: https://stat.ethz.ch/R-manual/
R-devel/library/datasets/html/Puromycin.html

129] ZVARA, Karel. Kiivost v nelinedrni regresi. |online| 1992 |cit.
2016-05-01]. Dostupné z: http://www.statspol.cz/robust/
1992_zvara_92.pdf

[30] Zvéara, Karel. Regrese. MATFYZPRESS. |online]. 2008 [cit.
2016-05-01]. Dostupné z: http://www.karlin.mff.cuni.cz/
“zvara/regrese/kniha/kniha08.html

[31] Michaelis-Menten  kinetics. ~ Wikipedia:  the free en-
cyclopedia. [online]. 2001- [cit. 2016-05-06]. Dostupné
z: https://en.wikipedia.org/wiki/Michaelis\T1\
textendashMenten_kinetics

68


 http://www.scholarpedia.org/article/Nelder-Mead_algorithm 
 http://www.scholarpedia.org/article/Nelder-Mead_algorithm 
 http://www.dtic.mil/dtic/tr/fulltext/u2/a196071.pdf 
 http://www.dtic.mil/dtic/tr/fulltext/u2/a196071.pdf 
 https://stat.ethz.ch/R-manual/R-devel/library/datasets/html/Puromycin.html 
 https://stat.ethz.ch/R-manual/R-devel/library/datasets/html/Puromycin.html 
 http://www.statspol.cz/robust/1992_zvara_92.pdf 
 http://www.statspol.cz/robust/1992_zvara_92.pdf 
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~zvara/regrese/kniha/kniha08.html
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~zvara/regrese/kniha/kniha08.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Michaelis\T1\textendash Menten_kinetics
https://en.wikipedia.org/wiki/Michaelis\T1\textendash Menten_kinetics

Priloha A

Obecny matematicky zaklad

Informace v této piiloze byly ¢erpany z |3, 6].

Gradient
Vektor g je gradientem funkce S(f), jestlize pro jeho slozky plati
95(5)
— k=1, Al
9% = 55, p (A.1)

Hessova matice
Hessova matice je ¢tvercova (rozméru p X p) symetrickd matice dru-
hych derivaci funkce S(3) podle parametrii. Jeji slozky vypadaji né-

sledovné
~9°S(B)

Hj = ——=-,
T 0B0B;

i,j=1,...,p (A.2)

Jakobiho matice
Jakobiho matice je matice o rozmérech n X p, jejiz prvky jsou prvni
derivaci regresni funkce dle jednotlivych parametri v jednotlivych bo-

dech, neboli

_ Of (@i, )

1] — 7‘:1
Jij 5, )

c..,n,j=1,....p (A.3)

Pomoci Jakobiho matice lze vypocitat gradient jako
g=—2J"e, (A.4)

kde e je vektor rezidui s prvky e; = Y; — f(z;, #), nebo Hessovu matici
jako
H=2[J"J + B] (A.5)
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=PSB,
Bjk—izzlezma],k—lw--p (A.6)

Taylortv rozvoj
Uzitim Taylorova rozvoje lze aproximovat funkei f(x, 5) v okoli bodu
By vztahem

(o 8) = fai, o) + (B — o) + 58 = BoV "G5 — o), (AT)

2f( )
(9 xXr; x3
G' ——“ , ',k—]_,..., A8

a J; oznacuje i-ty radek Jakobiho matice.

Intervalovy odhad stifedni hodnoty i pfi neznaAmém rozptylu
Oboustranny, 100(1 — a)% intervalovy odhad je popsan vztahem

S S
1—azp<a:~—t1_a(n—1)— <p<Ttaln—1—],
2 \/ﬁ 2 \/ﬁ
(A.9)

kde a je hladina vyznamnosti neboli chyba 1. druhu, t;_a(n — 1) je
kvantil studentova rozdéleni pii n—1 stupnich volnosti a s je vybérova
smérodatné odchylka danéd vztahem

5= %Z(m _ a3, (A.10)
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Priloha B

Datové sety

conc rate state

0.02 76 treated
0.02 47 treated
0.06 97 treated
0.06 107  treated
0.11 123 treated
0.11 139 treated
0.22 159 treated
0.22 152 treated
0.56 191 treated
0.56 201 treated
1.1 207  treated
1.1 200 treated
0.02 67 untreated
0.02 51 untreated
0.06 84 untreated
0.06 86 untreated
0.11 98 untreated
0.11 115 untreated
0.22 131 untreated
0.22 124 untreated
0.56 144 untreated
0.56 158 untreated
1.1 160 untreated

DO DD b b R R R
SO 00 IO T W= o © 0D WD

[\]
V]

[\
w

Tabulka B.1: Puromycin data
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Xy
1 [178 107
2 1160 98
31160 106
4 1123 93
5 | 151 106
6 | 104 73
71109 94
8 | 97 56
9 | 8 50
10 | 86 47
11| 77 66
12| 76 70
13 72 58
14 | 70 43
15| 54 48
16 | 54 61
17 | 54 37
18 | 48 42
19| 47 36
20 | 42 35
21| 35 16
22| 35 27
23| 33 31
24| 22 16
25| 14 9

26| 11 10
27110 5

221 9 8

29| 8 6

30 6 4

3106 0.3
32104 02

Tabulka B.2: Farmakologicka data
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X

y

0.0535510423271917
1.12526201475323
0.161190590578201
0.697417227265518
0.653938961947942
0.163491646970506
0.335122427981975
0.749105725157214
1.00498297371194
1.07198201409553
0.0295032995756948
0.391225872389111
0.648990728598065
0.363335685613309
0.957898492814554
0.740420179938292
0.270903301326325
1.17047317515663
1.01586071129683
1.12634481862497
0.463708311464358
0.71222860252785
0.875467910766485
0.0566598864902277
0.0619415702588856
0.758080827029142
0.627589699882269
0.0985181065698853
0.948352471661055
1.08112880773905

60.56485465074
96.6226267177824
82.0380083429913
94.8701059075091
94.5952452946618
82.2325806556266
90.2893047942098
95.1916945378413
96.2879896333961
96.4956214807122
45.8941973704057
91.5230879097766
94.5638890834673
90.9543351457637
96.1253011736366
95.1333874985666
88.3289663653044
96.7314551618535
96.3122687896828
96.6264702307599

92.697036514389
94.9808358583008
95.8065643369571
61.9092377122864
63.9632871529835
95.2443489383585
94.3724322266751
73.7506786917015
96.1020775332927
96.5115888744178

Tabulka B.3: Generovana data 1
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X

y

70.7799895785283
221.732163762441
51.4515606698114
164.293312479742
1.5539729250595
36.3720979695208
207.636354209855
7.10062616760843
49.3228839272633
178.544077274622
82.5916270527523
9.3335667331703
147.82906878111
226.518132735509
5.31898519373499
218.683349125087
26.0358180638868
213.558662090218
206.589685262414
178.664747071918
248.575675993226
74.1923863489646
94.0160495920572
6.88112029992044
22.6324306980241
165.803251686739
106.234216315905
78.2547705958132
174.488717837958
190.703113266034

70.7398907220059
93.5200292062403
59.8762917529422
91.3406330004776
4.21786099298084
47.5587657721726
92.1632885910984
11.3626652004336
55.2448419592428
92.2009874460078
76.5850089272326
7.88273248832999
91.105125676149
91.272621583698
9.35424300705434
92.4601881371577
35.7258724321884
94.0228905846492
93.5619340124641
92.3078697847156
92.9577447738726
73.0805710318815
81.2825668689538
11.2625420610614
33.7774569237818
91.726359384545
83.2071612278314
73.9512952412059
92.4444242135173
95.2417458550582

Tabulka B.4: Generovana data 2
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Priloha C
Prilohy na CD

e Diplomovéa prace

e Datové sady

e Zdrojové kody (R)

e Kompletni vysledky testovani

e Poster

)
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