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Abstrakt

Tato diplomová práce se zabývá porovnáváním r·zných metod odhadu
parametr· nelineární regrese. Metody jsou testovány ve statistickém
prost°edí R na n¥kolika sadách dat. Výsledné odhady získané jednotli-
vými metodami jsou pak porovnávány mezi sebou z hlediska p°esnosti
odhadu (tj. blízkosti k teoretickému °e²ení), hodnoty kriteriální funkce
a dle výpo£etního £asu algoritmu.

Klí£ová slova: nelineární regrese, metody odhadu parametr·, me-
toda nejmen²ích £tverc·, výpo£etní prost°edí R

Abstract

This thesis discusses comparison of several parameter estimation me-
thods for nonlinear regression models. The methods are tested in the
software enviroment R using several datasets. The resulting estimates
of parameters are compared with each other by exactness (i.e. distance
to theoretical solution), value of least squares criterion and computing
time.

Keywords: nonlinear regression, parameter estimation methods, le-
ast squares method, software enviroment R
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Kapitola 1

Úvod

Hlavním cílem diplomové práce je porovnání r·zných metod odhad·
parametr· nelineární regrese, aplikování t¥chto metod ve výpo£etním
softwaru R a zhodnocení rychlosti a hlavn¥ p°esnosti nalezení odhadu
regresních parametr·.

Práce je rozd¥lena do n¥kolika kapitol. Nejprve je popsán software
R a jeho hlavní funkce. Ve t°etí kapitole jsou shrnuty základní po-
znatky nelineárních regresních model· a postup získávání odhad· re-
gresních parametr· metodou nejmen²ích £tverc·. �tvrtá kapitola se
zaobírá jednotlivými odhady parametr· v nelineární regresi. Jsou zde
podrobn¥ popsány jednotlivé algoritmy v£etn¥ zastavovacích podmí-
nek.

Dal²í, pátá kapitola je v¥nována praktické £ásti této práce. V této
kapitole jsou popsány sady dat, na kterých jsou testovány v²echny
metody odhad· parametr· nelineární regrese. Dále je v této kapitole
zmín¥né nastavení zastavovacích podmínek a konstant v n¥kterých
metodách. Velká £ást je pak ur£ená pro výsledky jednotlivých algo-
ritm· a porovnání mezi nimi. V poslední kapitole pak shrneme ve²keré
výsledky a poznatky z testování v²ech algoritm·.
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Kapitola 2

Program R

Program R [20] je programovací jazyk a prost°edí pro zpracování sta-
tistických výpo£t· a gra�ckých výstup·. Jedná se o voln¥ ²i°itelný
software, který lze pouºívat na unixových platformách i v opera£ních
systémech Windows a MacOS. Existuje také mnoho uºivatelsky p°í-
jemných rozhraní vyuºívající R, nap°íklad mnou preferované RStudio

[22].

Program R obsahuje nástroje pro manipulaci s daty, analýzu dat, vý-
po£ty a gra�cká zobrazení. Základní sou£ástí tohoto programovacího
jazyku jsou podmínky, cykly, rekurzivní funkce, sady operátor· pro
vektorové a maticové výpo£ty, na£ítání a ukládání z a do mnoha r·z-
ných formát· a spousta jiº implementovaných funkcí. Krom¥ toho
lze tyto základní moºnosti programu vzhledem k otev°ené platform¥
roz²i°ovat o dal²í balí£ky (packages), které jsou také voln¥ dostupné
p°es CRAN (Comprehensive R Archive Network) [21]. Kaºdý balí£ek
se nejd°ív musí stáhnout a nainstalovat, a poté na£íst následujícími
p°íkazy.

install.packages("jméno_balí£ku")

library("jméno_balí£ku")

Jedním z balí£k· je i datasets, který obsahuje r·zné sady dat ur-
£ených k výpo£t·m. Seznam v²ech t¥chto datových sad v£etn¥ jejich
popisu lze nalézt v [23].

V programu R jsou téº integrovány funkce pro °e²ení nelineárních
regresních model·. Nej£ast¥ji pouºívanou je funkce nls() z balí£ku
stats. Funkce nls() (z anglického Nonlinear Least Squares) vyu-
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ºívá pro své výpo£ty, jak uº název napovídá, metodu nejmen²ích
£tverc·. Funkce po£ítá bodové odhady parametr· nelineárních mo-
del· t°emi r·znými algoritmy, které lze m¥nit v argumentu algorithm
této funkce. Jako výchozí je nastaven Gauss·v-Newton·m algoritmus.
Dal²í moºnou hodnotou argumentu je plinear (Golub·v-Pereyr·v al-
goritmus) nebo plinear pro algoritmus NL2SOL (An Adaptive Non-
linear Least-Squares Algorithm), které v této práci nejsou pouºity.
Podrobný popis funkce lze nalézt v dokumentaci R-funkcí [24]. Exis-
tují i dal²í funkce zam¥°ené na nelineární modely. Nap°íklad funkce
nls2() vyuºívající °e²ení hrubou silou, vhodná obzvlá²´, kdyº funkce
nls() selhává. Více o t¥chto funkcích lze nalézt v [1, 2] a dal²ích.

V této práci jsou pro v²echny metody uvedené v kapitole Metody
nelineární regrese napsány vlastní kódy. R-funkce nls() je pouºita
jen pro vykreslení kon�den£ních mnoºin.

Uºite£né R-funkce pouºité v praktické £ásti této práce

• Gra�cké
plot() - vytvo°ení grafu a vykreslení,
lines() - dodate£né p°idání funkce do grafu,
points() - dodate£né p°idání bod· do grafu,
segments() - dodate£né p°idání úse£ky do grafu,

• Statistická analýza
summary() - spo£ítá základní popisné statistiky,

• Matice a maticové operace
solve() - inverzní matice,
t() - transponovaná matice,
nrow() - po£et °ádk· v matici,
ncol() - po£et sloupc· v matici,
colMeans() - aritmetické pr·m¥ry v jednotlivých sloupcích ma-
tice,

• Generování náhodných veli£in z daného rozd¥lení
rnorm() - náhodná veli£ina z normálního rozd¥lení,
runif() - náhodná veli£ina z rovnom¥rného rozd¥lení,
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• Funkce vracející TRUE/FALSE hodnotu
is.finite() - je kone£ná hodnota,
is.nan() - je hodnota NaN,
!is.nan() - není hodnota NaN,

• Derivace funkce
D() - symbolický výpo£et první derivace,

• Práce se soubory
write.table() - ukládání do souboru,
read.table() - na£ítání ze souboru.
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Kapitola 3

Nelineární regrese

Podklady k následující kapitole byly £erpány z [3, 4, 5, 6], kde lze
najít mnoho dal²ích dopln¥ní a roz²í°ení.

3.1 Model

Cílem v²ech regresních model· je vysv¥tlit variabilitu nezávislé ná-
hodné veli£iny Y závislostí její st°ední hodnoty na jedné nebo více
nenáhodných nezávislých prom¥nných ozna£ovaných jako x. V dal-
²ím textu bude dodrºováno zna£ení: Y je vektor náhodných veli£in a
Yj jeho prvek, x je také vektor (p°ípadn¥ matice pro více nezávisle
prom¥nných), ale deterministických veli£in a xi je prvek vektoru (p°í-
padn¥ °ádek matice).

Nelineární regresní model uvaºujeme ve tvaru

Y = f(x, β) + ε, (3.1)

kde f(x, β) je známá regresní funkce, β = (β1, β2, . . . , βp) je vektor p
neznámých parametr· modelu a ε je vektor náhodných sloºek modelu,
pro které platí ε ∼ N(0, σ2I). Dále budeme p°edpokládat, ºe f(x, β),
∂
∂βj
f(x, β) a ∂2

∂βj∂βi
f(x, β) jsou spojité pro v²echny β z parametric-

kého prostoru Ω a v²echny x. Parametrický prostor Ω je mnoºina
v²ech p°ípustných parametr· β a p°edpokládáme, ºe se jedná o ote-
v°enou konvexní podmnoºinu prostoru Rp. Posledním p°edpokladem
je to, ºe matice prvních derivací regresní funkce typu n × p, která
je dána vztahem F (β) = (fj(xi, β)), má alespo¬ v okolí správné tj.
teoretické hodnoty β∗ hodnost p.
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Lineární regresní model je model, ve kterém je regresní funkce f(x, β)
lineární vzhledem k parametr·m β. Pro lineární regresní modely platí
následující podmínka

gj =
∂f(x, β)

∂βj
= konst, j = 1, . . . , p, (3.2)

kde p je po£et parametr· modelu. O nelineární regresní model se
jedná, pokud je nejmén¥ pro jeden parametr βj parciální derivace gj
jeho nekonstantní funkcí.
Vzhledem k podmínce (3.2) m·ºeme nelineární regresní modely roz-
d¥lit na

• Neseparabilní modely
Podmínka (3.2) neplatí pro ºádný parametr. P°íkladem je re-
gresní funkce

f(x, β) = eβ1x + eβ2x + eβ3x.

• Separabilní modely
Podmínka (3.2) platí pro jeden nebo více parametr·. P°íklad je
funkce

f(x, β) = β1 + β2 sin(β3x),

která je nelineární pouze vzhledem k β3.

• Vnit°n¥ lineární modely
Tyto modely jsou sice nelineární, ale vhodnou transformací je lze
p°evést na modely lineární. Nap°íklad regresní funkce

f(x, β) =
1

β1
x.

Transformací β2 = 1
β1

p°evedeme tento model na lineární.

Vhodnou transformací lze téº odstranit numerické £i statistické pro-
blémy regrese £i z neseparabilních model· získat separabilní a naopak.
Transformace totiº obvykle vede ke zm¥n¥ parametrického prostoru.

3.2 Metoda nejmen²ích £tverc·

Uvaºujme funkci

S(β) =
n∑
i=1

(Yi − f(xi, β))2. (3.3)

15



Odhad b metodou nejmen²ích £tverc· je takový prvek z parametric-
kého prostoru Ω, který minimalizuje S(β).

b = arg min
β∈Ω

{
n∑
i=1

(Yi − f(xi, β))2

}
(3.4)

Funkce S(β) je proto £asto nazývána kriteriální funkcí. Pro odhad
rozptylu pouºijeme obdobn¥ jako u lineárního modelu

s2 =
S(b)

n− p
, (3.5)

p°i£emº se uvaºuje, ºe n > p.

Dal²í moºnou metodou odhadu parametr· je metoda maximální v¥-
rohodnosti. Více o ní lze nalézt nap°íklad v [3, 4]. Pokud povaºujeme
ε z modelu (3.1) za náhodnou nezávislou veli£inu z normálního rozd¥-
lení s nulovou st°ední hodnotou a konstantním rozptylem, potom je
odhad parametr· b pomocí metody nejmen²ích £tverc· shodný s me-
todou maximální v¥rohodnosti a odhady rozptylu pomocí obou metod
jsou asymptoticky ekvivalentní [3, 4].

3.3 Kon�den£ní mnoºina a pro�lový diagram

Uvaºujme testování hypotézy o teoretické hodnot¥ β∗ = β0. V souvis-
losti s touto hypotézou budeme hledat tzv. kon�den£ní mnoºinu pro
daný vektor odhad· parametr·. V¥rohodnostní kon�den£ní mnoºina
porovnává hodnotu v¥rohodnostní (kriteriální (3.3)) funkce pro b a
pro β0 a má tvar

KM =

{
β : S(β) ≤ S(b)

(
1 +

p

n− p
Fp,n−p(α)

)}
, (3.6)

kde F je kvantil Fisherova rozd¥lení a β je z parametrického prostoru
Ω. Více o kon�den£ních mnoºinách a jejich typech lze najít v [4, 5,
29] aj.

Ozna£me b̃j(β) vektor parametr· , který minimalizuje kriteriální funkci
S(β) (3.3) za podmínky, ºe βj = β. Následn¥ uvaºujme výraz

τj(β) =

√
S(b̃j(β))− S(b)

s
sign(β − bj), (3.7)
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kde s je odhad sm¥rodatné odchylky vyjád°ený ze vztahu (3.5). Za
pro�lový diagram povaºujeme znázorn¥ní bod· [β, τj(β)] p°ípadn¥
[β, |τj(β)|] v okolí bodového odhadu bj parametru βj. Více o pro�-
lových diagramech lze op¥t nalézt nap°íklad v [4, 5].
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Kapitola 4

Metody nelineární regrese

Vzhledem k nelineárnímu charakteru regresní funkce f(x, β) je v p°í-
pad¥ nelineární regrese nutné hledat odhady b z (3.4) numericky. P°i
numerickém hledání odhad· parametr· modelu (3.1) se v nelineární
regresi m·ºeme setkat s n¥kolika problémy výpo£tu

• b nemusí obecn¥ existovat,

• b nemusí být jednozna£n¥ ur£ené,

• itera£ní numerická metoda pro hledání parametr· nemusí kon-
vergovat nebo bude konvergovat k nesprávné hodnot¥ (nap°. k
lokálnímu namísto ke globálnímu extrému).

4.1 Nederiva£ní metody

V následujících popisech metod bude dodrºováno zna£ení bj(i) jako
odhadu j-tého parametru v i-tém itera£ním kroku.

4.1.1 Metody p°ímého hledání

Existuje mnoho jednoduchých aº heuristických postup·, které p°ímo
hledají minimum. Mezi nejznám¥j²í metody p°ímého hledání pat°í
Hooke·v-Jeeves·v algoritmus [3, 7, 12]. Tento algoritmus pat°í mezi
velice intuitivní a je nenáro£ný i z hlediska výpo£etní sloºitosti. Na
druhou stranu nevýhodou m·ºe být rychlost respektive pomalost kon-
vergence.
Hookeovu-Jeevesovu metodu lze popsat v n¥kolika krocích.
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1 Ur£íme po£áte£ní hodnoty v²ech parametr· bj(0), j = 1, . . . , p a
zárove¬ velikost krokového posunu δi v i-té iteraci, který se m·ºe
bu¤ postupn¥ zmen²ovat nebo být konstantní.

2 V kaºdé i-té iteraci se snaºíme zmen²it kriteriální funkci S (viz
(3.3)) zm¥nou b1(i) o δi. Takºe pokud hodnota b∗1(i) = b1(i) + δi,
zmen²í aktuální hodnotu S((b∗1(i), b2(i), . . . , bp(i))), tak sm¥r ur-
£ený body b∗1(i) a b1(i) je povaºován za sm¥r minimalizace prv-
ního parametru. Jinak obdobn¥ zkusíme zm¥nu o −δi. Pokud
ºádný posun ±δi nezlep²í S((b∗1(i), b2(i), . . . , bp(i))), tak pone-
cháme starou hodnotu parametru (hodnotu z p°edchozí iterace).
Stejn¥ pokra£ujeme pro druhý a p°ípadn¥ i dal²í parametr.

3 Jednorozm¥rnou minimalizací ur£íme nové hodnoty parametr·
b(i+ 1) neboli

b(i+ 1) = b∗(i) + hi(b
∗(i)− b(i)),

kde hi = min
h

S(b∗(i) + h(b∗(i)− b(i))).

4 Body 2 a 3 opakujeme dokud není spln¥na zastavovací podmínka.

Obrázek 4.1: Hookeova-Jeevesova metoda pro dva parametry. (�árkovan¥ jsou
znázorn¥ny neúsp¥²ná posunutí. Mod°e jsou ozna£ená posunutí k nové iteraci.)
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Schématický postup Hookeova-Jeevesova algoritmu pro dva parame-
try lze vid¥t na obrázku 4.1. Ve zdroji [12] je jako zastavovací pod-
mínka pro zmen²ující se krok δi pouºita nerovnost |δi| ≤ ε. Lze v²ak
pouºít normu v eukleidovském smyslu mezi dv¥ma za sebou následu-
jícími iteracemi i+ 1 a i, tj. podmínku

p∑
j=1

(bj(i)− bj(i+ 1))2 < ε. (4.1)

4.1.2 Simplexové metody

Simplexové metody pouºívají k hledání optima adaptivní polyedry
(simplexy). Mezi nejjednodu²²í a univerzáln¥ pouºitelné algoritmy
pat°í metoda navrºená Nelderem a Meadem [3, 7, 25, 26].
Je-li p po£et parametr· regresního modelu, tak simplex je konvexní
mnohost¥n ur£ený p + 1 vrcholy v p-rozm¥rném prostoru. Pro p = 2
je tudíº simplexem trojúhelník, pro p = 3 jehlan s trojúhelníkovou
podstavou, atd. K hledání minima se pouºívá n¥kolik základních ope-
rací: re�exe, expanze, kontrakce a redukce.
Nelder·v-Mead·v algoritmus za£íná ur£ením výchozího simplexu. Ve
zdroji [3] se výchozí simplex obecn¥ konstruuje jako matice U roz-
m¥ru (p+ 1)× p, ve které °ádky p°edstavují sou°adnice jednotlivých
vrchol·. Pro regulární výchozí simplex se stejnými hranami délky t
vypadá matice U následovn¥

U =


0 0 0 . . . 0
c a a . . . a

a c a . . . a
... ... ... . . . ...
a a a . . . c

 , (4.2)

kde

a =
t(
√
p+ 1− 1)

p
√

2
(4.3)

a

c =
t(m− 1) +

√
p+ 1

p
√

2
. (4.4)

Následující popis algoritmu a odpovídající obrázky bude pro dva pa-
rametry. Simplexem bude trojúhelník a matice U bude rozm¥ru 3×2.
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1 Ozna£ení vrchol·
T°i vrcholy (B, G, W ) ozna£íme tak, aby platila následující ne-
rovnost S(B) < S(G) < S(W ) t°í kriteriálních funkcí daných
vztahem (3.3). Ozna£ení vrchol· B, G aW je p°evzato z anglické
literatury, kde B zna£í nejlep²í vrchol (best), W nejhor²í vrchol
(worst) a G jako dobrý vrchol (good).

2 St°ed dvou nejlep²ích vrchol·
K dal²ím výpo£t·m se pouºívá st°ed strany BG neboli

M =
B +G

2
.

3 Re�exe (Obrázek 4.2)
Re�exe je zrcadlové promítnutí vrcholu W , které lze vyjád°it ve
tvaru

R = M + α(M −W ). (4.5)

Je vhodné zachovat regularitu simplexu, proto se obvykle volí
α ≈ 1 [3, 7].

4 Expanze (Obrázek 4.3)
Expanzí do bodu E rozumíme

E = M + γ(R−M), (4.6)

kde γ je v¥t²í neº 2 [3](nebo dle n¥které literatury alespo¬ v¥t²í
neº 1 [7]). Expanze se pouºívá ke zrychlení algoritmu v p°ípad¥,
kdy máme dobrý sm¥r, ale minimum je moºná daleko.

5 Kontrakce (Obrázek 4.4)
Kontrakce znamená zkrácení simplexu do bodu C. Rozli²ujeme
v²ak dva druhy kontrakce: vnit°ní a vn¥j²í. Vnit°ní kontrakce
vypadá následovn¥

C1 = M + µ(W −M) (4.7)

a vn¥j²í kontrakce je ve tvaru

C2 = M + µ(R−M). (4.8)

V obou p°ípadech se volí µ < 1 [3, 7].
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Obrázek 4.2: Operace re�exe (vrchol R) v Nelderov¥-Meadov¥ metod¥ pro 2 pa-
rametry.

Obrázek 4.3: Operace expanze (vrchol E) v Nelderov¥-Meadov¥ metod¥ pro 2
parametry.
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Obrázek 4.4: Operace kontrakce v Nelderov¥-Meadov¥ metod¥ pro 2 parametry.
(Bod C1 je vnit°ní a bod C2 je vn¥j²í kontrakce.)

6 Redukce (Obrázek 4.5)
Poslední operací cyklu je redukce, ve které dochází ke zkrácení
simplexu kolem vrcholu B. Ostatní vrcholy jsou nahrazeny no-
vými, pro které platí

G∗ = B + λ(G−B) (4.9)

a
W ∗ = B + λ(W −B). (4.10)

Parametr λ se obvykle volí roven 0, 5 [3, 7], ale je t°eba kontro-
lovat zda nedochází k nadm¥rnému krácení simplexu.

Stru£ný popis jedné iterace algoritmu je pak následující.
Pokud S(R) < S(G), pouºíváme bu¤ re�exi nebo expanzi. Kdyº
S(B) < S(R), tak vrchol W nahradíme vrcholem R, nebo pokud
S(B) ≥ S(R) a zárove¬ S(E) < S(R), tak vrchol W nahradíme vr-
cholem E a v ostatních p°ípadech vrchol W nahradíme vrcholem R.
Pokud ov²em S(R) ≥ S(G), tak pouºíváme bu¤ kontrakci nebo re-
dukci. Kdyº S(R) < S(W ), tak vrchol W nahradíme vrcholem R.
Kdyº S(C) < S(W ), tak vrchol W nahradíme vrcholem C, jinak vr-
chol W nahradíme vrcholem W ∗ a vrchol G nahradíme vrcholem G∗.
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Obrázek 4.5: Operace redukce (vrcholy W ∗ a G∗) v Nelderov¥-Meadov¥ metod¥
pro 2 parametry.

Celý postup opakujeme, dokud zastavovací podmínka neukon£í celý
algoritmus. Pro názornost lze algoritmus vid¥t v Pseudokódu 1.

Nelder a Mead [18] doporu£ují ukon£it algoritmus pokud budou platit
ob¥ následující podmínky

|S(W )− S(B)| < ε1 (4.11)

a
1

p+ 1

p+1∑
j=1

(Uj(i)− Uj(i− 1))2 < ε2, (4.12)

kde konstanty ε1 a ε2 jsou obvykle voleny 10−4 a 10−8 [3] a Uj(i)
ozna£uje j-tý vrchol simplexu (j-tý °ádek matice U) v i-té iteraci.

Roz²í°ení algoritmu na více neº 2 parametry lze najít v [3, 7]. Hlavním
rozdílem je odli²né pojetí výpo£tu boduM , jako t¥ºi²t¥ v²ech vrchol·
krom¥ toho nejhor²ího (vrcholu W ), coº pro p = 2 p°edstavuje st°ed
úse£ky BG.
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if S(R) < S(G) then
P°ípad (i)

else
P°ípad (ii)

end

P°ípad (i)
if S(B) < S(R) then

Nahra¤ vrchol W vrcholem R
else

Spo£ti E a S(E)
if S(E) < S(R) then

Nahra¤ vrchol W vrcholem
E

else
Nahra¤ vrchol W vrcholem
R

end
end

P°ípad (ii)
if S(R) < S(W) then

Nahra¤ vrchol W vrcholem R
end
Spo£ti C a S(C)
if S(C) < S(W) then

Nahra¤ vrchol W vrcholem C
else

Spo£ti G∗ a W ∗

Nahra¤ vrchol W vrcholem
W ∗

Nahra¤ vrchol G vrcholem G∗

end
Pseudokód 1: Jedna iterace Nelderova-Meadova algoritmu napsaná v pseudo-
kódu

4.1.3 Metody pouºívající náhodná £ísla

Tento typ metod je vhodný i pro sloºit¥j²í regresní funkce f(x, β), p°i
nichº ostatní metody v¥t²inou selhávají. P°i své jednoduchosti jsou
následující metody pom¥rn¥ efektivní a nevyºadují dobré po£áte£ní
hodnoty parametr·. Náhodná respektive pseudonáhodná £ísla se ge-
nerují z normovaného normálního rozd¥lení N(0, 1), p°ípadn¥ z rov-
nom¥rného rozd¥lení R(0, 1).

Algoritmus CRS (Controlled Random Search)

Algoritmus CRS [3, 13, 14, 15] je kombinací simplexové metody a
náhodného hledání. Pouºívá se maticeW rozm¥ru (10p+10)×p, kde
°ádky této matice jsou náhodn¥ vybrané body b z prostoru parametr·
Ω. Z matice W pak náhodn¥ vybíráme °ádky a tvo°íme z nich novou
matici U rozm¥ru p+1×p. Postup hledání minima má n¥kolik krok·:

1 Nalezneme bB = minS(Wi) a bW = maxS(Wi), p°i£emº hle-
dáme mezi v²emi danými kombinacemi parametr· b neboli p°es
v²echny °ádky matice W . S ozna£uje kriteriální funkci (3.3).
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2 Poloºíme U1 = bB. Ze zbylých °ádk· matice W náhodn¥ vybe-
reme p °ádk· a p°ezna£íme je jako Ui, i = 2, . . . , (p+ 1).

3 Z vrchol· Ui, i = 1, . . . , (p + 1) sestavíme simplex a najdeme
nový bod UR jako re�exi vrcholu Up+1. Stejn¥ jako u Nelderovy-
Meadovy metody s dosazenou konstantou α = 1 do vztahu (4.5)
platí

UR = 2M − Up+1 = 2

p∑
i=1

Ui
p
− Up+1,

kde M je t¥ºi²t¥ vrchol· Ui, i = 1, . . . , p.

4 Pokud platí S(UR) ≥ S(bW ), p°ejdeme op¥t na krok 2. Jinak se
místo bW v matice W dosadí UR.

5 Ukon£íme iteraci a zkontrolujeme zastavovací podmínku. Pokud
nedojde k zastavení algoritmu, opakujeme od kroku 1. Jako vhod-
nou zastavovací podmínku lze pouºít rozdíl nejhor²ího a nejlep-
²ího vrcholu simplexu neboli |S(W )− S(B)| < ε [15].

Algoritmus GSA (Generalized Simulation Annealing)

Algoritmus GSA [3, 16] vychází z konstrukce náhodného bodu X na
povrchu p-rozm¥rné koule o polom¥ru ∆r a st°edu b(i). Nutná je op¥t
znalost po£áte£ního odhadu parametr·, tj. b(0). Celý algoritmus GSA
pak má tyto kroky

1 Nalezneme náhodný sm¥r Z. Pro sloºky tohoto vektoru platí

Zj =
Nj√∑p
l=1N

2
l

, j = 1, . . . , p,

kde Nj, j = 1, . . . , p jsou náhodná £ísla z normovaného normál-
ního rozd¥lení.

2 Ur£íme nový bod X vztahem

X = ∆rZ + b(i).

Polom¥r ∆r se obvykle volí 0, 15 [3].

3 Jestli je ∆S = S(X)−S(b(i)) ≤ 0 (S ze vztahu (3.3)), dosadíme

b(i+ 1) = X
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a i-tá iterace je u konce. Pokud ale ∆S > 0, p°ijmeme nový bod
X jako b(i+1) s pravd¥podobností Pp = e−κ∆S, kde κ je kladná
konstanta ovliv¬ující rychlost konvergence (obvykle κ = 3, 5 [3]).
V p°ípad¥ nep°ijetí nového bodu X p°echázíme na krok 1 tj. ke
generování jiného náhodného sm¥ru Z.

4 Po p°ijetí nového bodu b(i + 1) ukon£íme i-tou iteraci a zkon-
trolujeme zastavovací podmínku. Jako zastavovací podmínku po-
uºijeme normu v eukleidovském smyslu mezi dv¥ma za sebou
následujícími iteracemi i+ 1 a i, tj.

p∑
j=1

(bj(i)− bj(i+ 1))2 < ε.

Algoritmus ARST (Adaptive Random Search Technique)

Algoritmus ARST [3] je op¥t jednoduchý a pom¥rn¥ dob°e fungující
algoritmus. Jestliºe známe n¥jaký po£áte£ní odhad parametr· b(0),
m·ºeme jednu iteraci algoritmus provést v t¥chto krocích:

1 Vypo£teme nový bod X podle vztahu

X = b(i) +
D(2R− 1)K

K
, (4.13)

kde D je velikost p°ír·stku (obvykle 0, 5 [3]), R je náhodné £íslo
z rovnom¥rného rozd¥lení R(0, 1) a K je parametr, který se p°i-
zp·sobuje úsp¥²nosti p°edchozích iterací (£ím v¥t²í K, tím je
rozd¥lení druhého s£ítance ve výrazu (4.13) ²pi£at¥j²í a jeho roz-
ptyl je men²í).

2 Jestliºe S(X) < S(b(i)) (S ze vztahu (3.3)), tak dosadíme

b(i+ 1) = X.

Pokud ne, tak provedeme p°ípadnou zm¥nu parametru K a po-
kra£ujeme op¥t krokem 1.

3 Po p°ijetí nového bodu b(i + 1) zkontrolujeme zastavovací pod-
mínku a p°ípadn¥ celý postup opakujeme. Jako zastavovací pod-
mínku pouºijeme normu v eukleidovském smyslu mezi dv¥ma za
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sebou následujícími iteracemi i+ 1 a i, tj.
p∑
j=1

(bj(i)− bj(i+ 1))2 < ε.

Parametr K adaptujeme dle následujících pravidel:

• Na za£átku algoritmu - K = 1.

• Po p¥ti úsp¥²ných iteracích - K = 3.

• Po dal²ích patnácti úsp¥²ných iteracích - K = 5.

• Po dal²ích deseti úsp¥²ných iteracích - K = 7.

• Pokud je konvergence pomalá, tak se provádí p·lení a zaokrouh-
lení K aº maximáln¥ na K = 1.

Algoritmus ARS (Adaptive Random Search)

Algoritmus ARS [3, 17] vychází z algoritmu ARST a snaºí se lépe
vyuºívat adaptace. V p°ípad¥, ºe známe po£áte£ní odhad parametr·
b(0), tak ur£íme p¥t vektor· sm¥rodatné odchylky ve tvaru

σ1 = 0, 3l + 2|b(0)|, (4.14)

σk = 0, 1(k−1)σ1, k = 2, 3, 4, 5, (4.15)

kde l ozna£uje jednotkový vektor. V p°ípad¥, ºe známe pouze n¥jaké
rozmezí jednotlivých bj, j = 1, . . . , p, lze za σ1 pouºít rozdíl horní a
dolní meze [17].
Poté se pro kaºdý vektor σk, k = 1, . . . , 5 vygeneruje 100/k-krát bod

X = b(i) + σkN,

p°i£emº N je vektor nezávislých náhodných veli£in z normovaného
normálního rozd¥lení N(0, 1). Jestliºe je S(X) < S(b(i)), tak dosa-
díme b(i) = X.
Do následující iterace vstupuje vektor σk, k = 1, . . . , 5, který nejvíce
zmen²í hodnotu S(b(i)). Jako odhad b(i + 1) v dal²í iteraci volíme
takové X, které odpovídá minimální hodnot¥ S(b(i)).
Sami auto°i této metody (Pronzato a kolektiv [17]) doporu£ují algo-
ritmus ukon£it v p°ípad¥, kdy pro p¥t po sob¥ následujících iterací
jsou nalezeny stejné hodnoty σk, k = 1, . . . , 5.
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4.2 Deriva£ní metody

Deriva£ní metody [3, 4, 5] pro metodu nejmen²ích £tverc· jsou itera£ní
a jejich °e²ení je siln¥ závislé na zvolení po£áte£ních hodnot parametr·
b, tj. b(0). V kaºdé iteraci se uvaºuje p°edchozí hodnota parametr·
b(i), ke které se p°i£ítá vhodný p°ír·stkový vektor.

b(i+ 1) = b(i) + ∆(i) (4.16)

Obecn¥ hledání minima S(b) (3.3) probíhá následovn¥.

1 Stanovení po£áte£ních hodnot parametr· b(0).

2 Nalezení vhodného sm¥rového vektoru Vi.

3 Ur£ení skaláru αi, tak aby p°ír·stkový vektor ∆(i) = αiVi byl
p°ijatelný 1.

4 Ov¥°ení zastavovací podmínky.

1 Po£áte£ní hodnoty b(0)
Neexistuje ºádný obecný postup pro ur£ení po£áte£ních hodnot para-
metr·. Vycházet v²ak m·ºeme z fyzikální £i geometrické interpretace.
Pokud jsou modely vnit°n¥ lineární, lze jejich odhad parametr· meto-
dou nejmen²ích £tverc· pro zlinearizovaný model brát jako po£áte£ní
hodnoty pro model nelineární.

2 Sm¥rový vektor V
Derivace S(b) v bod¥ ∆ = b+ αV podle skaláru α je následující

∂S(b)

∂α
=

(
∂S(b)

∂b

)T
∂b

∂α
= gT(b)V, (4.17)

kde g je gradient v míst¥ ∆. Pro α → 0 vypo£ítáme z rovnice (4.17)
tzv. sm¥rovou derivaci ve tvaru

SD =
∂S(b)

∂α

∣∣∣
α→0

= gTV. (4.18)

1Za p°ijatelný vektor ∆(i) se obvykle povaºuje vektor spl¬ující podmínku

S(b(i) + ∆(i)) < S(b(i)).

N¥které algoritmy v²ak dovolují i rovnost £i nepatrný r·st S(b(i) + ∆(i)) oproti S(b(i)).

29



Gradient je sm¥r nejstrm¥j²ího r·stu, proto za podmínku p°ijatelnosti
sm¥rového vektoru V povaºujeme gTV < 0. Pokud je V p°ijatelný,
tak existuje pozitivn¥ de�nitní matice R, pro kterou

V = −Rg. (4.19)

Tudíº sm¥rová derivace dosazením do vztahu (4.18)

SD = −gTRg. (4.20)

3 Optimální skalár α
K ur£ení optimálního α provedeme Taylorovo rozvoj druhého °ádu
výrazu S(b+ αV )

S(b+ αV ) = S(b) + αgTV +
α2

2
V THV, (4.21)

kde H je Hessova matice de�novaná v p°íloze (A.5). Tato rovnice je
vzhledem k α p°ibliºn¥ kvadratická, takºe lze pro stanovení optimál-
ního skaláru α uvaºovat, ºe ∂S(b+αV )

∂α = 0. Vyjde proto

α∗ =
−∂S(b)

∂α
∂2S(b)
∂α2

= −gTV (V THV )−1 (4.22)

a dosazením z rovnice (4.19) dostaneme tzv. Raleigh·v koe�cient

α∗ = gTRg(gTRTHRg)−1. (4.23)

Dal²í moºností hledání optimální α je jednosm¥rná minimalizace S(b)
ve sm¥ru V .

4 Zastavovací podmínka
P°irozenou podmínkou optima b je to, ºe gradient je nulový. Proto lze
ukon£it iterace pokud je norma gradientu dostate£n¥ malá, tj.

‖g‖2 =

p∑
j=1

g2
j < ε. (4.24)
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4.2.1 Gaussovy-Newtonovy metody

Podrobn¥j²í popis metod zmín¥ných v této sekci lze nalézt v [2, 3, 8,
9, 11].
Vhodný sm¥rový vektor m·ºe být ur£en pomocí rovnice (4.21) pro
α = 1. Pokud uvaºujeme ∂S(b+V )

∂V = 0, tak optimální sm¥rový vektor
Vi = Ni s vyuºitím (A.5) a (A.4) vyjde ve tvaru

Ni = −H−1g = (JTJ +B)−1JTe, (4.25)

kde J je Jakobiho matice (A.3), B je matice (A.6) a e = Y − f(x, b)
je vektor reziduí. Dosazením zpátky do vztahu (4.23) dopo£teme ºe
α∗ = 1, a tudíº sm¥rový vektor je p°ímo p°ír·stkový vektor, Ni = ∆i.
Vý²e uvedená metoda se nazývá Newtonovou metodou. Tato metoda
£asto nekonverguje dostate£n¥ rychle a navíc je nutné dopo£ítávat
druhé derivace pro matici B ze vztahu (A.6). Proto se £ast¥ji pouºívá
Gaussova-Newtonova metoda, která spo£ívá v zanedbání matice B.
Sm¥rový vektor Vi = Li má pak tvar

Li = (JTJ)−1JTe. (4.26)

Dosazení aproximace H ≈ JTJ do vztahu (4.23) vede op¥t k α∗ = 1.
Gaussova-Newtonova metoda pom¥rn¥ dob°e konverguje pokud platí
alespo¬ jedna z následujících podmínek

• Rezidua ei jsou malá, tzn. po£áte£ní odhad parametr· b(0) byl
velmi dobrý.

• Regresní funkce f(x, β) je tém¥° lineární, tj. norma Hessovy ma-
tice je malá a prvky matice jsou tém¥° nulové.

• Rezidua ei mají st°ídavá znaménka, takºe B je p°ibliºn¥ nulová
matice.

Pokud metoda nekonverguje nebo konverguje pomalu, lze pouºít r·zné
modi�kace Gaussovy-Newtonovy metody, p°ípadn¥ tzv. kvazinewto-
novské metody. Tyto metody lze vyuºít k zp°esn¥ní matice JTJ , aby
se blíºila k Hessov¥ matici, nebo p°i singularit¥ matice JTJ a dal²ích
numerických problémech. Více o modi�kacích Gaussovy-Newtonovy
metody lze nalézt nap°íklad v [3, 27].
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4.2.2 Metody Marquardtova typu

V metodách Marquardtova typu [3, 4, 11] je sm¥rový vektor zvolen
jako sm¥r nejv¥t²ího spádu, tj. Vi = −g. Ze vztahu (4.19) lze vy-
vodit, ºe R = I, kde I je jednotková matice odpovídající velikosti.
Dosazením do (4.23) dostaneme Raleigh·v koe�cient ve tvaru

α∗ = gTg [gTHg]−1 ≈ gTg
[
gT(JTJ)−1g

]−1 (4.27)

P°ír·stkový vektor je ∆i = −α∗g, coº odpovídá gradientním me-
todám. Marquardtovy metody efektivn¥ vyuºívají kombinace sm¥r·
Newtonovy metody Ni (4.25) nebo její aproximace Li (4.26) spole£n¥
se sm¥rem −g.
Nejznám¥j²í je Marquardtova metoda [3, 4, 11], která po£ítá sm¥rový
vektor dle vztahu

Vi(λ) = (JTJ + λDT

iDi)
−1JTe, (4.28)

kde λ je parametr, který se m¥ní v kaºdé iteraci metody a Di je
diagonální matice. Diagonální prvky matice Di se obvykle volí rovny
diagonálním prvk·m (JTJ). Vektor Vi(λ) má následující vlastnosti

• Norma ‖Vi(λ)‖ je klesající funkcí dle λ , která konverguje k 0
pro λ→∞

• Kosinus úhlu mezi Vi(λ) a −gi je rostoucí funkce.

• Kosinus úhlu mezi sm¥rem Li a −gi je klesající funkce.

Jednotlivé modi�kace Marquardtovy metody se li²í v ur£ování pa-
rametru λ. Ideální volba parametru λ zaji²´uje regulárnost matice
(JTJ +λDT

iDi), krácení kroku Vi(λ) p°i oddálení od sm¥ru Ni (Li) a
moºnost regulace mezi t¥mito sm¥ry.

Volba parametru λ

1 P·vodní algoritmus
po£áte£ní nastavení: λ0 = 0.01
úsp¥²ný krok: λi+1 = λi/10
neúsp¥²ný krok: λi+1 = 10λi
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Obrázek 4.6: Znázorn¥ní funkce Vi(λ) v Marquardtov¥ metod¥ pro dva parametry

2 Nash·v algoritmus
po£áte£ní nastavení: λ0 = 10−4

úsp¥²ný krok: λi+1 = max(10−6, λi/10)
neúsp¥²ný krok: λi+1 = max(10−6, 4λi)

P°i£emº jako úsp¥²ný krok se povaºuje krok, který zmen²í hodnotu
S(b). Marquardtova metoda má také °adu nevýhod. Mezi nejv¥t²í
pat°í nutnost v kaºdém kroku hledat novou inverzní matici (JTJ +
λDT

iDi)
−1 kv·li zm¥n¥ λ.
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Kapitola 5

Praktická £ást

V této kapitole jsou popsány v²echny sady dat, nastavení po£áte£ních
podmínek algoritm· a konstant v n¥kterých algoritmech a vypsané
výsledky s komentá°em. V²echny následující pouºité datové sety je
moºno vid¥t v p°íloze B.

5.1 Data

5.1.1 Puromycin data

Jedná se o data, která jsou sou£ástí R-knihovny dataset [28]. Více
o t¥chto datech lze nalézt v [4, 5].
Data byla nam¥°ena p°i chemickém experimentu provád¥ném Marga-
ret Treloarovou v roce 1974 [19], p°i kterém je rychlost reakce rate

závislá na koncentraci conc. Rychlost reakce byla m¥°ena nep°ímo po-
mocí po£tu impulz· radioaktivního zá°ení, proto se rychlost udává
v po£tu za minutu. Koncentrace je uvád¥na v po£tu £ástic na jeden
milion (ppm z anglického parts per million). Data byla navíc m¥°ena
za dvojích podmínek: s puromycinem a bez n¥ho. Puromycin je zde
pouºíván ke zrychlení chemické reakce.
Jako regresní funkci v tomto p°ípad¥ pouºijeme model vytvo°ený Le-
onorem Michaelisem a Maud Mentenovou [31]

f(x; θ1, θ2) =
θ1x

θ2 + x
, (5.1)

který je de�novaný pro x ≥ 0 a je lineární vzhledem k parametru θ1.
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Obrázek 5.1: Vykreslení dat s a bez puromycinu

5.1.2 Farmakologická data

Tato data, která lze stáhnout na [30], jsou sou£ástí knihy [4]. Jde o
farmakologický jev zkoumaný doc. RNDr. Karlem Zvárou, CSc. a doc.
Ivo Jank·, DrSc. Regresní funkce je v tomto p°ípad¥ sloºit¥j²í a má
tvar

f(x; β, γ) =
1

γ
(x+ (625− x)(1− exp(−βx/(625− x)))) (5.2)
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5.2 Kon�den£ní mnoºiny a pro�lové diagramy

Níºe na obrázcích 5.3 a 5.6 jsou vykreslené 95% kon�den£ní mno-
ºiny (3.6), kde α = 0, 05. Kon�den£ní mnoºiny pro puromycin data
(obrázek 5.3) mají více eliptický tvar neº kon�den£ní mnoºina pro far-
makologická data (obrázek 5.6), která se zdá být více zdeformovaná.
Z t¥chto vlastností kon�den£ních mnoºin lze usuzovat, ºe farmako-
logická data jsou více nelineární a je vhodné pro n¥ pouºívat pouze
nelineární regresní model. Av²ak pro puromycin data lze zkusit line-
ární aproximaci a po£ítat s daty jako s lineárními. Nicmén¥ výsledky
lineární aproximace, které lze vid¥t dále, ukazují, ºe tento zp·sob vý-
po£tu není p°íli² vhodný. Ke kon�den£ním mnoºinám byly p°idány
je²t¥ 95% intervalové odhady (viz (A.9)) pro jednotlivé parametry re-
gresního modelu.

Na pro�lových diagramech 5.4, 5.5 a 5.7 jsou �alov¥ znázorn¥né in-
tervaly spolehlivosti se spolehlivostí popo°ad¥ 99 %, 95 %, 90 %, 80 %
a 50 %. Záv¥r z vykreslených pro�lových diagram· je podobný jako u
kon�den£ních mnoºin. V úloze s farmakologickými daty se více pro-
jevuje nelinearita.

Konfidencni mnoziny s intervaly spolehlivosti
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Obrázek 5.3: Vykreslení kon�den£ních mnoºin v£etn¥ intervalových odhad· pro
jednotlivé parametry θ1 nebo θ2 pro puromycin data. Intervalové odhady jsou
znázorn¥ny zelenou £árkovanou £árou.
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Konfidencni mnozina s intervaly spolehlivosti
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Obrázek 5.6: Vykreslení kon�den£ních mnoºin v£etn¥ intervalových odhad· pro
jednotlivé parametry β nebo γ pro farmakologická data. Intervalové odhady jsou
znázorn¥ny zelenou £árkovanou £árou.

1 2 3 4

0.
0

1.
0

2.
0

3.
0

beta

τ

2.5 3.5 4.5 5.5

0.
0

1.
0

2.
0

3.
0

gamma

τ

Farmakologicka data

Obrázek 5.7: Pro�lový diagram pro farmakologická data.
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5.3 Lineární aproximace

Jak uº bylo uvedeno vý²e, tak lineární aproximace bude provedena
pouze pro puromycin data. Metoda lineární aproximace spo£ívá v ro-
zepsání regresní funkce f(x, β) pomocí Taylorova rozvoje prvního
°ádu (viz (A.7)), kde jako x0 je pouºit pr·m¥r v²ech nezávisle pro-
m¥nných. Poté je moºné provést klasický lineární odhad regresních
parametr· metodou nejmen²ích £tverc·. Dal²í informace o lineární
regresi lze nalézt nap°íklad v [3, 4, 6, 10] a mnoha dal²ích.
Výsledné odhady parametr· touto metodou pro data s puromycinem
jsou b1 = 193, 702 a b2 = 0, 126999 a pro data bez puromycinu to
jsou odhady b1 = 142, 502 a b2 = 0, 0793064. Tyto výsledky uº dle
pohledu na obrázky 5.8 a 5.9 nejsou p°íli² dobré.
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Obrázek 5.8: Výsledek metody lineární aproximace pro data s puromycinem.
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Obrázek 5.9: Výsledek metody lineární aproximace pro data bez puromycinu.

41



5.4 Porovnání jednotlivých algoritm· - simulovaná

data

Vytvo°íme dv¥ nové sady dat, které lze vid¥t v tabulkách B.3 a B.4
v p°íloze B. Pouºijeme k tomu regresní funkce, které jsou zmín¥né
v 5.1, pouze p°idáme náhodnou sloºku s nulovou st°ední hodnotou a
malým konstantním rozptylem. Oba regresní modely tedy vypadají
následovn¥

Y =
b1x

b2 + x
+ ε1, ε1 ∼ N(0, 1) (5.3)

a

Y =
1

b1
(x+ (625−x)(1− exp(−b2x/(625−x)))) + ε2, ε2 ∼ N(0, 25).

(5.4)
Jako teoretické hodnoty v modelu (5.3) jsou pouºity hodnoty para-
metr· b∗1 = 99, 5861 a b∗2 = 0, 0345. V modelu (5.4) jsou teoretické
hodnoty b∗1 = 6, 6578 a b∗2 = 10, 0845.

V následující £ásti práce budeme porovnávat metody nelineární re-
grese, které jsou popsané v kapitole 4. Metody porovnáme dle p°es-
nosti odhadu parametr·, po£tu iterací nutných k zastavení algoritmu
zastavovací podmínkou a dle celkového £asu, po který algoritmus b¥ºí.
Pro oba datové sety budou navíc pouºité dva druhy po£áte£ní odhad·
β(0) - jeden blízký teoretickému °e²ení β∗ a druhý vzdálen¥j²í β∗.
Algoritmy metod pouºívajících náhodná £ísla byly spu²t¥né stokrát a
výsledné odhady parametr·, výpo£etní £as a po£et iterací byly pak
zpr·m¥rovány.

Hookeova-Jeevesova metoda
Jako zastavovací podmínka byla pouºita nerovnost

|δi| ≤ 0, 0001.

Velikost kroku |δi| je p·lena po kaºdé iteraci jako ve zdroji [7]. Pro
data s modelem (5.3) byly jako dobré po£áte£ní odhady parametr·
zvoleny b1(0) = 103 a b2(0) = 0, 02 a jako vzdálen¥j²í, chybné od-
hady b1(0) = 70 a b2(0) = 1. Pro data s modelem (5.4) byly zvoleny
dobré odhady jako b1(0) = 8 a b2(0) = 12 a jako chybné b1(0) = 20 a
b2(0) = 25.
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Nelderova-Meadova simplexová metoda
Pro zastavení tohoto algoritmu musí být spln¥né dv¥ zastavovací pod-
mínky (4.11) a (4.12)

|S(W )− S(B)| < 10−4

a
1

p+ 1

p+1∑
j=1

(Uj(i)− Uj(i− 1))2 < 10−8.

Hodnoty simplexových konstant ze vztah· (4.5), (4.6), (4.7), (4.8),
(4.9) a (4.10) jsou následovn¥ pevn¥ zvolené: α = 1, µ = 0, 55,
γ = 2, 9 a λ = 0, 5.
Po£áte£ní podmínky jsou v tomto algoritmu speci�cké tím, ºe po-
t°ebujeme celý po£áte£ní simplex, v na²em p°ípad¥ trojúhelník. Pro
model (5.3) zvolíme t°i po£áte£ní simplexy: simplex dle (4.2) s t = 25,
simplex dle (4.2) s t = 150 a trojúhelník tvo°ený body se sou°adnicemi
A1 = [50; 1], B1 = [150; 1] a C1 = [100; 0]. Pro model (5.4) zvolíme
také t°i po£áte£ní simplexy: simplex dle (4.2) s t = 25, simplex dle
(4.2) s t = 150 a trojúhelník tvo°ený body se sou°adnicemiA2 = [0; 5],
B2 = [15; 5] a C2 = [8; 20]. Pro simplexy zadané konkrétními t°emi
body tak platí, ºe teoretické °e²ení β∗ leºí uvnit° daného trojúhelníku.

CRS
Pro metodu CRS byl jako zastavovací podmínka pouºit rozdíl mezi
nejhor²ím a nejlep²ím vrcholem simplexu £ili

|S(W )− S(B)| < 0, 0001.

Navíc, aby do²lo k ukon£ení algoritmu, bylo nutné p°idat podmínku
pro po£et neúsp¥²ných výb¥r· z matice W . Tento po£et neúsp¥ch·
byl nastaven na velkou hodnotu tj. 1 000 000. V metod¥ CRS se pou-
ºívá výb¥r z maticeW , takºe v²echny po£áte£ní odhady nemohou být
stejné, protoºe by operace re�exe nena²la ºádný nový bod. V²echny
moºné po£áte£ní odhady obou parametr· byly vygenerovány z rovno-
m¥rných spojitých rozd¥lení na daných intervalech.
Pro data s modelem (5.3) pro dobré po£áte£ní odhady parametru
b1(0) je generováno z intervalu [98, 108] a parametru b2(0) z intervalu
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[0, 01; 0, 04]. Pro chybné odhady t¥chto dat je b1(0) generováno z in-
tervalu [65, 75] a b2(0) z intervalu [0, 8; 1, 2]. Pro data s modelem (5.4)
pro dobré po£áte£ní odhady parametru b1(0) je generováno z inter-
valu [6, 10] a parametru b2(0) z intervalu [10, 14]. Pro chybné odhady
t¥chto dat je b1(0) generováno z intervalu [18, 22] a b2(0) z intervalu
[23, 27].

GSA
V metod¥ GSA jako zastavovací podmínka slouºí nerovnost

p∑
j=1

(bj(i)− bj(i+ 1))2 < 0, 0001.

Op¥t musela být p°idána podmínka pro po£et neúsp¥²ných pokus·,
která byla nastavena na hodnotu 100, coº se jeví jako dostate£né ome-
zení. Pro data s modelem (5.3) byly jako dobré po£áte£ní odhady zvo-
leny hodnoty b1(0) = 103 a b2(0) = 0, 02 a jako vzdálen¥j²í, chybné
odhady b1(0) = 70 a b2(0) = 1. Pro data s modelem (5.4) byly zvoleny
dobré odhady jako b1(0) = 8 a b2(0) = 12 a jako chybné b1(0) = 20 a
b2 = 25.
Parametry κ a ∆r jsou volené, tak jak je doporu£ováno v [3] neboli
κ = 3, 5 a ∆r = 0, 15.

ARST
V metod¥ ARST jako zastavovací podmínka op¥t slouºí nerovnost

p∑
j=1

(bj(i)− bj(i+ 1))2 < 0, 0001.

Pro data s modelem (5.3) byly jako dobré po£áte£ní odhady zvo-
leny b1(0) = 103 a b2(0) = 0, 02 a jako vzdálen¥j²í, chybné odhady
b1(0) = 70 a b2(0) = 1. Pro data s modelem (5.4) byly zvoleny dobré
odhady jako b1(0) = 8 a b2(0) = 12 a jako chybné b1(0) = 20 a
b2(0) = 25. Parametr D je volen D = 0, 5 [3].

ARS
Algoritmus ARS se ukon£í v p°ípad¥, kdy pro p¥t po sob¥ násle-
dujících iterací jsou nalezeny stejné hodnoty σk, k = 1, . . . , 5 [17].
Po£áte£ní hodnoty jsou stejné jako v p°edcházejícím algoritmu. Pro
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data s modelem (5.3) byly jako dobré po£áte£ní odhady parametr·
zvoleny b1(0) = 103 a b2(0) = 0, 02 a jako vzdálen¥j²í, chybné od-
hady b1(0) = 70 a b2(0) = 1. Pro data s modelem (5.4) byly zvoleny
dobré odhady jako b1(0) = 8 a b2(0) = 12 a jako chybné b1(0) = 20 a
b2(0) = 25.

Gaussova-Newtonova metoda
Zastavovací podmínkou pro tuto deriva£ní metodu je gradient blízký
nule tj.

‖g‖2 =

p∑
j=1

g2
j < 0, 0001.

Pro data s modelem (5.3) byly jako dobré po£áte£ní odhady zvo-
leny b1(0) = 103 a b2(0) = 0, 02 a jako vzdálen¥j²í, chybné odhady
b1(0) = 70 a b2(0) = 1. Pro data s modelem (5.4) byly zvoleny dobré
odhady jako b1(0) = 8 a b2(0) = 12 a jako chybné b1(0) = 20 a
b2 = 25. Nicmén¥ pro vzdálené odhady algoritmus kon£í chybou, ma-
tice (JTJ) je singulární, proto nelze spo£ítat její inverzní matici. Proto
byl algoritmus testován je²t¥ pro dal²í sadu vzdálených po£áte£ních
odhad·, pro n¥º algoritmus nekon£il chybou. Konkrétn¥ b1(0) = 70 a
b2(0) = 0 pro data s modelem (5.3) a b1(0) = 1 a b2(0) = 1 pro data
s modelem (5.4).

Marquardtova metoda
Zastavovací podmínka pro gradient blízký nule

‖g‖2 =

p∑
j=1

g2
j < 0, 0001

je zde nedosta£ující, proto je p°idána dal²í. Konkrétn¥ nerovnost
p∑
j=1

(bj(i)− bj(i+ 1))2 < 0, 0001.

Pro data s modelem (5.3) byly jako dobré po£áte£ní odhady parame-
tr· zvoleny b1(0) = 103 a b2(0) = 0, 02 a jako vzdálen¥j²í, chybné
odhady parametr· b1(0) = 70 a b2(0) = 1. Pro data s modelem (5.4)
byly zvoleny dobré odhady parametr· jako b1(0) = 8 a b2(0) = 12
a jako chybné b1(0) = 20 a b2 = 25. Ov²em algoritmus pro vzdálené
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po£áte£ní odhady kon£í chybou. Op¥t kv·li singularit¥ matice (JTJ).
Je proto p°idán dal²í po£áte£ní odhad: b1(0) = b2(0) = 1.
Toto nastavení bylo pouºito pro oba zp·soby adaptace λ uvedených
v 4.2.2, tj. pro p·vodní a Nash·v algoritmus.

5.4.1 Výsledky

Výsledky lze vid¥t v tabulkách 5.1, 5.2, 5.3 a 5.4. U nejp°esn¥j²ích
metod se odhad b1 li²il od teoretického b∗1 v °ádu desetin, v p°ípad¥
odhadu b2 a teoretické hodnoty b∗2 byl rozdíl v °ádu tisícin.

Hooke·v-Jeeves·v algoritmus
Tento algoritmus je £asov¥ velmi rychlý, po£et jeho iterací je p°edem
daný kv·li zp·sobu krácení kroku. Pro dobré po£áte£ní odhady para-
metr· se teoretickému °e²ení je²t¥ víc p°iblíºí. V p°ípad¥ modelu 5.4
s dobrými po£áte£ními odhady najde algoritmus jeden z nejp°esn¥j-
²ích odhad· obou parametr·. Pro chybné po£áte£ní odhady algorit-
mus nenalézá tak dobré odhady parametr·. Ov²em p°i opakovaném
spu²t¥ní (p°i kterém je vºdy po£áte£ní odhad parametr· stejný jako
záv¥re£ný odhad p°i p°edcházejícím spu²t¥ní) algoritmus v¥t²inou do-
sp¥je k dobrým odhad·m parametr·.

Nelder·v-Mead·v simplexový algoritmus
Simplexový algoritmus je nejvíce stabilním algoritmem. Zajímavé je,
ºe algoritmus £asov¥ trvá velmi obdobn¥ pro jakékoliv po£áte£ní sim-
plexy. Pokud není po£áte£ní simplex p°íli² malý (u trojúhelníku my²-
leno obsahov¥), tak tento algoritmus vºdy na²el velmi p°esné odhady
s nejmen²í hodnotou kriteriální funkce. Navíc tato metoda nepot°e-
buje ºádné po£áte£ní odhady, sta£í ji obecný po£áte£ní simplex (4.2)
s dostate£n¥ velkou hodnotou t.

Algoritmus CRS
Dal²í z algoritm·, které vºdy dosp¥ly k nejp°esn¥j²ím odhad·m pa-
rametr·. Nevýhodou v²ak je nejv¥t²í výpo£etní £as ze v²ech metod.
CRS je pomalý i pro velmi dobré po£áte£ní odhady parametr·.

Algoritmus GSA
Algoritmus GSA je naopak jedním z nejrychlej²í algoritm·. Bohuºel
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uº ne tak p°esný. Obstojné odhady parametr· najde pouze pro dobré
po£áte£ní hodnoty. Pro vzdálené po£áte£ní odhady je jedním z nej-
hor²ích.

Algoritmus ARST
Obdobné jako u algoritmu GSA. ARST je velice rychlý algoritmus, ze
v²ech uvedených metod nejrychlej²í. Bohuºel algoritmus je nep°esný
pro v²echny testované sady dat a po£áte£ní odhady.

Algoritmus ARS
V¥t²inou velmi p°esný algoritmus, ale v modelu (5.3) s chybnými po-
£áte£ními odhady zastavovací podmínka ukon£í algoritmus s velmi ne-
p°esnými odhady a velmi vysokou hodnotu kriteriální funkce. Jedná
se ale spí²e o výjimku. �asov¥ pat°í k pr·m¥ru mezi porovnávanými
metodami.

Gaussova-Newtonova metoda
Tato metoda je nejrychlej²í (v £asovém smyslu i dle po£tu iterací)
p°i hledání velmi dobrých odhad· parametr·. Jedinou nevýhodou je
ukon£ení algoritmu chybou, pokud je matice (JTJ) singulární.

Marquardtova metoda
Marquardtova metoda je pomalej²í a mén¥ p°esná neº Gaussova-
Newtonova metoda. Pro tyto dv¥ sady dat p°i vzdálených po£áte£ní
odhadech navíc také kon£í chybou z d·vodu singularity matice (JTJ).

47



Po£. simplex po£et iterací m b1(m) b2(m) S(b1(m), b2(m)) £as [s]
t = 25 84 99,02887 0,03206581 28,36188 0,60
t = 150 77 99,02886 0,03206592 28,36188 0,56
3 body 57 99,02877 0,03206554 28,36188 0,52

Tabulka 5.1: Výsledky Nelderova-Meadova simplexového algoritmu - simulovaná
data (model (5.3)). Zelen¥ jsou ozna£eny nejmen²í hodnoty kriteriální funkce ve
srovnání s tabulkou 5.3.

Po£. simplex po£et iterací m b1(m) b2(m) S(b1(m), b2(m)) £as [s]
t = 25 50 6,625410 9,835022 545,8086 0,56
t = 150 58 6,625405 9,834957 545,8086 0,56
3 body 57 6,625413 9,835003 545,8086 0,52

Tabulka 5.2: Výsledky Nelderova-Meadova simplexového algoritmu - simulovaná
data (model (5.4)). Zelen¥ jsou ozna£eny nejmen²í hodnoty kriteriální funkce ve
srovnání s tabulkou 5.4.
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5.5 Porovnání jednotlivých algoritm· - reálná data

V dal²í £ásti práce budeme op¥t porovnávat metody nelineární re-
grese, které jsou popsané v kapitole 4, tentokrát ov²em na reálných
datových sadách zmín¥ných v 5.1. Data lze vid¥t v tabulkách B.1 a
B.2 v p°íloze B. Metody porovnáme dle hodnoty kriteriální funkce
(3.3), po£tu iterací nutných k zastavení algoritmu zastavovací pod-
mínkou a dle celkového £asu, po který algoritmus b¥ºí. Pro v²echny
datové sety budou op¥t pouºité dva druhy po£áte£ní odhad· β(0).
Jelikoº neznáme p°esnou hodnotu β∗, budeme jako dobré po£áte£ní
odhady povaºovat ty s men²í hodnotou kriteriální funkce. A naopak,
za chybné po£áte£ní odhady povaºujeme odhady s v¥t²í hodnotou kri-
teriální funkce.
Algoritmy metod pouºívajících náhodná £ísla byly spu²t¥né stokrát a
výsledné odhady parametr·, výpo£etní £as a po£et iterací byly pak
zpr·m¥rovány.

5.5.1 Puromycin data

Tento datový set obsahuje dv¥ sady dat - s puromycinem (ve zdro-
jových kódech a v datech ozna£ené jako treated) a bez puromycinu
(ozna£ené jako untreated). V modelu 5.1 se vyskytují parametry θ1 a
θ2, které ale v následujícím textu budou popo°ad¥ nahrazeny b1 a b2,
aby odpovídaly textu v kapitole 4.

Hookeova-Jeevesova metoda
Jako zastavovací podmínka byla pouºita nerovnost

|δi| ≤ 0, 0001.

Velikost kroku |δi| je p·lena po kaºdé iteraci jako ve zdroji [7]. Pro
data s puromycinem byly jako dobré po£áte£ní odhady parametr· zvo-
leny b1(0) = 200 a b2(0) = 0, 06 a jako chybné odhady b1(0) = 150 a
b1(0) = 0, 5. Pro data bez puromycinu byly zvoleny dobré odhady jako
b1(0) = 150 a b2(0) = 0, 06 a jako chybné b1(0) = 200 a b2(0) = 0, 5.

Nelderova-Meadova simplexová metoda
Pro zastavení tohoto algoritmu musí být spln¥né dv¥ zastavovací pod-

51



mínky (4.11) a (4.12)

|S(W )− S(B)| < 10−4

a
1

p+ 1

p+1∑
j=1

(Uj(i)− Uj(i− 1))2 < 10−8.

Hodnoty simplexových konstant ze vztah· (4.5), (4.6), (4.7), (4.8),
(4.9) a (4.10) jsou následovn¥ pevn¥ zvolené: α = 1, µ = 0, 55,
γ = 2, 9 a λ = 0, 5.
Po£áte£ní podmínky jsou v tomto algoritmu speci�cké tím, ºe po-
t°ebujeme celý po£áte£ní simplex, v na²em p°ípad¥ trojúhelník. Pro
puromycin data zvolíme t°i po£áte£ní simplexy: simplex dle (4.2) s
t = 25, simplex dle (4.2) s t = 150 a trojúhelník tvo°ený body se
sou°adnicemi At = [180; 0, 01], Bt = [240; 0, 01] a Ct = [200; 1] pro
data s puromycinem nebo trojúhelník tvo°ený body se sou°adnicemi
Au = [130; 0, 01], Bu = [190; 0, 01] a Cu = [160; 1] pro data bez pu-
romycinu.

CRS
Pro metodu CRS byl jako zastavovací podmínka pouºit rozdíl mezi
nejhor²ím a nejlep²ím vrcholem simplexu £ili

|S(W )− S(B)| < 0, 0001.

Navíc, aby do²lo k ukon£ení algoritmu, bylo nutné p°idat podmínku
pro po£et neúsp¥²ných výb¥r· z matice W . Tento po£et neúsp¥ch·
byl nastaven na velkou hodnotu tj. 1 000 000. V metod¥ CRS se pou-
ºívá výb¥r z maticeW , takºe v²echny po£áte£ní odhady nemohou být
stejné, protoºe by operace re�exe nena²la ºádný nový bod. V²echny
moºné po£áte£ní odhady obou parametr· byly vygenerovány z rov-
nom¥rného spojitého rozd¥lení na intervalu, jehoº st°edem je po£á-
te£ní odhad pouºívaný nap°íklad v Hookeov¥-Jeevesov¥ metod¥. V
datech s puromycinem pro dobré po£áte£ní odhady parametru b1(0)
je generováno z intervalu [190, 210] a parametru b2(0) z intervalu
[0, 04; 0, 06]. Pro chybné odhady t¥chto dat je b1(0) generováno z in-
tervalu [140, 160] a b2(0) z intervalu [0, 4; 0, 6]. V datech bez puromy-
cinu jsou dobré po£áte£ní odhady b1(0) z intervalu [140, 160] a chybné
po£áte£ní odhady b1(0) z intervalu [190, 210]. Po£áte£ní odhady pro
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b2(0) jsou v obou p°ípadech ze stejného intervalu jako v datech s pu-
romycinem.

GSA
V metod¥ GSA jako zastavovací podmínka slouºí nerovnost

p∑
j=1

(bj(i)− bj(i+ 1))2 < 0, 0001.

Op¥t musela být p°idána podmínka pro po£et neúsp¥²ných pokus·,
která byla nastavena na hodnotu 100, coº se jeví jako dostate£né
omezení. Pro data s puromycinem byly jako dobré po£áte£ní odhady
zvoleny b1(0) = 200 a b2(0) = 0, 06 a jako chybné odhady b1(0) = 150
a b2(0) = 0, 5. Pro data bez puromycinu byly zvoleny dobré odhady
jako b1(0) = 150 a b2(0) = 0, 06 a jako chybné b1(0) = 200 a b2 = 0, 5.
Parametry κ a ∆r jsou volené, tak jak je doporu£ováno v [3] neboli
κ = 3, 5 a ∆r = 0, 15.

ARST
V metod¥ ARST jako zastavovací podmínka op¥t slouºí nerovnost

p∑
j=1

(bj(i)− bj(i+ 1))2 < 0, 0001.

Pro data s puromycinem byly jako dobré po£áte£ní odhady zvoleny
b1(0) = 200 a b2(0) = 0, 06 a jako chybné odhady b1(0) = 150 a
b2(0) = 0, 5. Pro data bez puromycinu byly zvoleny dobré odhady jako
b1(0) = 150 a b2(0) = 0, 06 a jako chybné b1(0) = 200 a b2(0) = 0, 5.
Parametr D je volen D = 0, 5 [3].

ARS
Algoritmus ARS se ukon£í v p°ípad¥, kdy pro p¥t po sob¥ následují-
cích iterací jsou nalezeny stejné hodnoty σk, k = 1, . . . , 5 [17]. Po£á-
te£ní hodnoty jsou stejné jako v p°edcházejícím algoritmu. Pro data
s puromycinem byly jako dobré po£áte£ní odhady zvoleny b1(0) = 200
a b2(0) = 0, 06 a jako chybné odhady b1(0) = 150 a b2(0) = 0, 5. Pro
data bez puromycinu byly zvoleny dobré odhady jako b1(0) = 150 a
b2(0) = 0, 06 a jako chybné b1(0) = 200 a b2(0) = 0, 5.
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Gaussova-Newtonova metoda
Zastavovací podmínkou pro tuto deriva£ní metodu je gradient blízký
nule tj.

‖g‖2 =

p∑
j=1

g2
j < 0, 0001.

Pro data s puromycinem byly jako dobré po£áte£ní odhady zvoleny
b1(0) = 200 a b2(0) = 0, 06 a jako chybné odhady b1(0) = 150 a
b2(0) = 0, 5. Pro data bez puromycinu byly zvoleny dobré odhady
jako b1(0) = 150 a b2(0) = 0, 06 a jako chybné b1(0) = 200 a b2 = 0, 5.
Nicmén¥ pro chybné odhady algoritmus kon£í chybou, matice (JTJ)
je singulární, proto nelze spo£ítat její inverzní matici. Proto byl algo-
ritmus spu²t¥n je²t¥ pro dal²í sadu chybných po£áte£ních odhad·, pro
n¥º algoritmus nekon£il chybou. Konkrétn¥ b1(0) = 150 a b2(0) = 0
pro data s puromycinem a b1(0) = 200 a b2(0) = 0 pro data bez pu-
romycinu.

Marquardtova metoda
Zastavovací podmínka pro gradient blízký nule

‖g‖2 =

p∑
j=1

g2
j < 0, 0001

je zde nedosta£ující, proto je p°idána dal²í. Konkrétn¥ nerovnost
p∑
j=1

(bj(i)− bj(i+ 1))2 < 0, 0001.

Pro data s puromycinem byly jako dobré po£áte£ní odhady zvoleny
b1(0) = 200 a b2(0) = 0, 06 a jako chybné odhady b1(0) = 150 a
b2(0) = 0, 5. Pro data bez puromycinu byly zvoleny dobré odhady
jako b1(0) = 150 a b2(0) = 0, 06 a jako chybné b1(0) = 200 a b2 = 0, 5.
Toto nastavení bylo pouºito pro oba zp·soby adaptace λ uvedených
v 4.2.2, tj. pro p·vodní a Nash·v algoritmus.

5.5.2 Farmakologická data

V modelu 5.2 se vyskytují parametry γ a β, které ale v následujícím
textu budou popo°ad¥ nahrazeny b1 a b2, aby odpovídaly textu v ka-
pitole 4.
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Hookeova-Jeevesova metoda
Zastavovací podmínkou je nerovnost

|δi| ≤ 0, 0001.

Velikost kroku |δi| je p·lena po kaºdé iteraci jako ve zdroji [7]. Jako
dobré po£áte£ní odhady parametr· jsou pouºité hodnoty b1(0) = 5 a
b2(0) = 5. Jako chybné po£áte£ní odhady pak b1(0) = 15 a b2(0) = 15.

Nelderova-Meadova simplexová metoda
Pro zastavení tohoto algoritmu musí být spln¥né dv¥ zastavovací pod-
mínky (4.11) a (4.12)

|S(W )− S(B)| < 10−4

a
1

p+ 1

p+1∑
j=1

(Uj(i)− Uj(i− 1))2 < 10−8.

Hodnoty simplexových konstant ze vztah· (4.5), (4.6), (4.7), (4.8),
(4.9) a (4.10) jsou následovn¥ pevn¥ zvolené: α = 1, µ = 0, 55,
γ = 2, 9 a λ = 0, 5.
Po£áte£ní podmínky jsou v tomto algoritmu speci�cké tím, ºe pot°e-
bujeme celý po£áte£ní simplex, v na²em p°ípad¥ trojúhelník. Pro data
zvolíme dva po£áte£ní simplexy: simplex dle (4.2) s t = 25, simplex
dle (4.2) s t = 150.

CRS
Pro metodu CRS byl jako zastavovací podmínka pouºit rozdíl mezi
nejhor²ím a nejlep²ím vrcholem simplexu £ili

|S(W )− S(B)| < 0, 0001.

Navíc, aby do²lo k ukon£ení algoritmu, bylo nutné p°idat podmínku
pro po£et neúsp¥²ných výb¥r· z matice W . Tento po£et neúsp¥ch·
byl nastaven na 1 000 000. V²echny moºné po£áte£ní odhady obou
parametr· byly vygenerovány z rovnom¥rného spojitého rozd¥lení na
intervalu, jehoº st°edem je po£áte£ní odhad pouºívaný nap°íklad v
Hookeov¥-Jeevesov¥ metod¥. Dobré po£áte£ní odhady parametr· b1(0)
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i b2(0) jsou z intervalu [3, 7] a naopak chybné parametry b1(0) a b2(0)
jsou generovány z intervalu [13, 17].
GSA
V metod¥ GSA jako zastavovací podmínka slouºí nerovnost

p∑
j=1

(bj(i)− bj(i+ 1))2 < 0, 0001.

Op¥t musela být p°idána podmínka pro po£et neúsp¥²ných pokus·,
která byla nastavena na hodnotu 100. Dobré po£áte£ní odhady pa-
rametr· jsou b1(0) = b2(0) = 5 a naopak chybné odhady parametr·
jsou b1(0) = b2(0) = 15.
Parametry κ a ∆r jsou op¥t volené, tak jak je doporu£ováno v [3]
neboli κ = 3, 5 a ∆r = 0, 15.

ARST
V metod¥ ARST jako zastavovací podmínka op¥t slouºí nerovnost

p∑
j=1

(bj(i)− bj(i+ 1))2 < 0, 0001.

Dobré po£áte£ní odhady parametr· jsou op¥t b1(0) = b2(0) = 5 a nao-
pak chybné jsou b1(0) = b2(0) = 15. ParametrD je volenD = 0, 5 [3].

ARS
Algoritmus ARS se ukon£í v p°ípad¥, kdy pro p¥t po sob¥ následují-
cích iterací jsou nalezeny stejné hodnoty σk, k = 1, . . . , 5 [17]. Jako
dobré po£áte£ní odhady parametr· jsou zvoleny b1(0) = b2(0) = 5 a
jako chybné po£áte£ní hodnoty b1(0) = b2(0) = 15.

Gaussova-Newtonova metoda
Jako zastavovací podmínka je pouºita

‖g‖2 =

p∑
j=1

g2
j < 0, 0001.

Pro data byly jako dobré po£áte£ní odhady zvoleny b1(0) = 5 a
b2(0) = 5 a jako chybné odhady b1(0) = 15 a b2(0) = 15. Algo-
ritmus s chybnými po£áte£ní odhady op¥t skon£í chybou, protoºe
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matice (JTJ) je singulární. Jako jiné nedobré odhady byly zvoleny
b1(0) = −5 a b2(0) = −5, pro tyto odhady uº algoritmus prob¥hne v
po°ádku.

Marquardtova metoda
Zastavovací podmínka pro gradient blízký nule

‖g‖2 =

p∑
j=1

g2
j < 0, 0001

je zde nedosta£ující, proto je p°idána dal²í. Konkrétn¥ nerovnost
p∑
j=1

(bj(i)− bj(i+ 1))2 < 0, 0001.

Jako dobré po£áte£ní odhady jsou op¥t voleny b1(0) = 5 a b2(0) = 5
a jako chybné odhady b1(0) = 15 a b2(0) = 15.
Toto nastavení bylo pouºito pro oba zp·soby adaptace λ uvedených
v 4.2.2, tj. pro p·vodní a Nash·v algoritmus.

5.5.3 Výsledky

Jak lze vid¥t z kompletních výsledk· v tabulkách 5.5, 5.6, 5.7, 5.8, 5.9
a 5.10 algoritmy CRS, ARS, Gauss·v-Newton·v a Nelder·v-Mead·v
simplexový algoritmus vºdy skon£ili s nejlep²ími odhady parametr·
z hlediska hodnoty kriteriální funkce. �asov¥ nejrychlej²í z nich je
Gaussova-Newtona metoda, nicmén¥ u ní je £asté (hlavn¥ u ne p°íli²
dobrých po£áte£ních odhad·), ºe skon£í chybou kv·li singularit¥ ma-
tice (JTJ).

Hooke·v-Jeeves·v algoritmus
V zásad¥ platí to samé, co je psáno o tomto algoritmu v podsekci 5.4.1.
Hlavn¥ v p°ípad¥ dobrých po£áte£ních odhad· parametr· najde od-
hady b, jejichº hodnota kriteriální funkce pat°í k lep²ím v porovnání
s ostatními algoritmy.

Nelder·v-Mead·v simplexový algoritmus
Op¥t o algoritmu platí to samé, co v podsekci 5.4.1. Nejstabiln¥j²í
algoritmus, který p°i ne p°íli² malém simplexu dosp¥je k nejmen²ím
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nalezeným hodnotám kriteriální funkce.

Algoritmus CRS
Na rozdíl od testování na simulovaných datech algoritmus CRS skon£í
vºdy s odhady parametr·, jenº mají nejmen²í hodnoty kriteriální
funkce ve srovnání s ostatními metodami. Nevýhodou v²ak je nejv¥t²í
výpo£etní £as ze v²ech metod. CRS je pomalý pro v²echny vyzkou²ené
po£áte£ní odhady parametr·.

Algoritmus GSA
Algoritmus GSA je naopak jedním z nejrychlej²í algoritm·. Z hlediska
hodnoty kriteriální funkce ov²em pat°í k t¥m nejhor²ím.

Algoritmus ARST
Obdobné jako u algoritmu GSA. ARST je velice rychlý algoritmus,
ze v²ech uvedených metod nejrychlej²í. Bohuºel algoritmus pat°í dle
hodnoty kriteriální funkce k t¥m nejhor²ím.

Algoritmus ARS
Algoritmus ARS pat°í mezi nejlep²í. Vºdy na²el odhady s nejmen²ími
hodnotami kriteriální funkce. �asov¥ pat°í k pr·m¥ru mezi porovná-
vanými metodami.

Gaussova-Newtonova metoda
Tato metoda je nejrychlej²í (v £asovém smyslu i dle po£tu iterací) p°i
hledání odhad· parametr· s nejmen²ími hodnotami kriteriální funkce.
Jedinou nevýhodou je ukon£ení algoritmu chybou, pokud je matice
(JTJ) singulární.

Marquardtova metoda
Marquardtova metoda je mén¥ náchylná k ukon£ení chybou neº Gaus-
sova-Newtonova metoda. Je v²ak pomalej²í (v £asovém smyslu i dle
po£tu iterací) neº zmín¥ná Gaussova-Newtonova metoda. V porovnání
hodnot kriteriální funkce je na tom také lépe Gaussova-Newtonova
metoda. Nelze ani °íct, který z p°ístup· volby parametru λ je lep²í,
zda p·vodní £i Nash·v. Vºdy záleºí na pouºitých datech.
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Po£. simplex po£et iterací m b1(m) b2(m) S(b1(m), b2(m)) £as [s]
t = 25 113 212,6837 0,06412124 1195,449 0,58
t = 150 84 212,6837 0,06412126 1195,449 0,63
3 body 57 212,6838 0,06412134 1195,449 0,55

Tabulka 5.5: Výsledky Nelderova-Meadova simplexového algoritmu - data s puro-
mycinem (treated puromycin). Zelen¥ jsou ozna£eny nejmen²í hodnoty kriteriální
funkce ve srovnání s tabulkou 5.8.

Po£. simplex po£et iterací m b1(m) b2(m) S(b1(m), b2(m)) £as [s]
t = 25 89 160,2801 0,04770827 859,6043 1,00
t = 150 73 160,2800 0,04770811 859,6043 0,65
3 body 61 160,2801 0,04770822 859,6043 0,56

Tabulka 5.6: Výsledky Nelderova-Meadova simplexového algoritmu - data bez
puromycinu (untreated puromycin). Zelen¥ jsou ozna£eny nejmen²í hodnoty kri-
teriální funkce ve srovnání s tabulkou 5.9.

Po£. simplex po£et iterací m b1(m) b2(m) S(b1(m), b2(m)) £as [s]
t = 25 50 4,180829 2,571400 2061,549 0,53
t = 150 64 4,180797 2,571368 2061,549 0,55

Tabulka 5.7: Výsledky Nelderova-Meadova simplexového algoritmu - farmakolo-
gická data. Zelen¥ jsou ozna£eny nejmen²í hodnoty kriteriální funkce ve srovnání
s tabulkou 5.10.
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Kapitola 6

Záv¥r

Práce byla zam¥°ená na porovnání metod odhad· parametr· neline-
ární regrese. Mezi nejlep²í v testování pat°ily algoritmy CRS a ARS,
Gaussova-Newtonova metoda a Nelderova-Meadova simplexová me-
toda. Pokud byla známá teoretická hodnota β∗, tak tyto algoritmy se
jí vºdy nejvíce p°iblíºily. V p°ípadech, ve kterých teoretická hodnota
β∗ známá nebyla, zmín¥né algoritmy nalezly odhady s nejmen²ími
hodnotami kriteriální funkce (3.3).

Jako nejvíce stabilní se ukázal být Nelder·v-Mead·v simplexový al-
goritmus. Tento algoritmus vºdy na²el odhady parametr·, které byly
ve srovnání s ostatními metodami nejblíºe známé teoretické hodnot¥
β∗ nebo jejichº hodnota kriteriální funkce byla nejmen²í v p°ípad¥
neznámé β∗. Navíc nemusíme znát ºádné dobré po£áte£ní odhady pa-
rametr·, vysta£íme si s dostate£n¥ velkým po£áte£ním simplexem.

Nejrychlej²ím algoritmem, který nalézá velmi dobré odhady ve smyslu
hodnoty kriteriální funkce £i vzdálenosti od známé teoretické hodnoty
β∗, je Gaussova-Newtonova metoda. Má v²ak pom¥rn¥ velkou nevý-
hodu. Zvlá²t¥ pro ²patné po£áte£ní odhady tento algoritmus £asto
kon£í chybou z d·vodu singularity matice (JTJ) a tudíº neexistence
inverzní matice (JTJ)−1.

Algoritmus CRS je dal²í metodou, která dává velmi dobré odhady
regresních parametr·. Op¥t chápeme velmi dobré odhady ve smyslu
hodnoty kriteriální funkce £i vzdálenosti od známé teoretické hodnoty
β∗. Jedinou nevýhodou je rychlost respektive spí²e pomalost konver-
gence ke kone£nému odhadu parametru.
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Posledním z algoritm·, které vrací velmi dobré odhady (ve stejné
smyslu jako vý²e), je algoritmus ARS. Av²ak pro simulovaná data
s modelem (5.3) a po£áte£ních odhadech b1(0) = 70 a b2(0) = 1
konvergoval k jinému neº ke globálnímu °e²ení. V ostatních datových
sadách i pro jiné po£áte£ní podmínky fungoval algoritmus ARS v po-
°ádku a nalezl velmi dobré odhady parametr·.

V²echny ostatní testované algoritmy nebyly uº tak p°esné. Hlavn¥
v p°ípad¥ pouºití chybných po£áte£ních hodnot metody konvergovaly
pomalu a hlavn¥ k chybným hodnotám, které nebyly globálním ex-
trémem.
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P°íloha A

Obecný matematický základ

Informace v této p°íloze byly £erpány z [3, 6].

Gradient
Vektor g je gradientem funkce S(β), jestliºe pro jeho sloºky platí

gk =
∂S(β)

∂βk
, k = 1, . . . , p (A.1)

Hessova matice
Hessova matice je £tvercová (rozm¥ru p × p) symetrická matice dru-
hých derivací funkce S(β) podle parametr·. Její sloºky vypadají ná-
sledovn¥

Hij =
∂2S(β)

∂βi∂βj
, i, j = 1, . . . , p (A.2)

Jakobiho matice
Jakobiho matice je matice o rozm¥rech n × p, jejíº prvky jsou první
derivací regresní funkce dle jednotlivých parametr· v jednotlivých bo-
dech, neboli

Jij =
∂f(xi, β)

∂βk
, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , p (A.3)

Pomocí Jakobiho matice lze vypo£ítat gradient jako

g = −2JTe, (A.4)

kde e je vektor reziduí s prvky ei = Yi−f(xi, β), nebo Hessovu matici
jako

H = 2[JTJ +B] (A.5)
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Bjk =
n∑
i=1

ei
∂2f(xi, β)

∂βj∂βk
, j, k = 1, . . . p (A.6)

Taylor·v rozvoj
Uºitím Taylorova rozvoje lze aproximovat funkci f(x, β) v okolí bodu
β0 vztahem

f(xi, β) = f(xi, β0) + Ji(β − β0) +
1

2
(β − β0)

TG(β − β0), (A.7)

kde

Gjk =
∂2f(xi, β)

∂βj∂βk
, j, k = 1, . . . , p (A.8)

a Ji ozna£uje i-tý °ádek Jakobiho matice.

Intervalový odhad st°ední hodnoty µ p°i neznámém rozptylu
Oboustranný, 100(1− α)% intervalový odhad je popsán vztahem

1− α = P

(
x̄− t1−α2 (n− 1)

s√
n
< µ < x̄+ t1−α2 (n− 1)

s√
n

)
,

(A.9)
kde α je hladina významnosti neboli chyba 1. druhu, t1−α2 (n − 1) je
kvantil studentova rozd¥lení p°í n−1 stupních volnosti a s je výb¥rová
sm¥rodatné odchylka daná vztahem

s =

√√√√1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2. (A.10)
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P°íloha B

Datové sety

conc rate state
1 0.02 76 treated
2 0.02 47 treated
3 0.06 97 treated
4 0.06 107 treated
5 0.11 123 treated
6 0.11 139 treated
7 0.22 159 treated
8 0.22 152 treated
9 0.56 191 treated
10 0.56 201 treated
11 1.1 207 treated
12 1.1 200 treated
13 0.02 67 untreated
14 0.02 51 untreated
15 0.06 84 untreated
16 0.06 86 untreated
17 0.11 98 untreated
18 0.11 115 untreated
19 0.22 131 untreated
20 0.22 124 untreated
21 0.56 144 untreated
22 0.56 158 untreated
23 1.1 160 untreated

Tabulka B.1: Puromycin data
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x y
1 178 107
2 160 98
3 160 106
4 123 93
5 151 106
6 104 73
7 109 94
8 97 56
9 85 50
10 86 47
11 77 66
12 76 70
13 72 58
14 70 43
15 54 48
16 54 61
17 54 37
18 48 42
19 47 36
20 42 35
21 35 16
22 35 27
23 33 31
24 22 16
25 14 9
26 11 10
27 10 5
28 9 8
29 8 6
30 6 4
31 0.6 0.3
32 0.4 0.2

Tabulka B.2: Farmakologická data
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x y
0.0535510423271917 60.56485465074
1.12526201475323 96.6226267177824
0.161190590578201 82.0380083429913
0.697417227265518 94.8701059075091
0.653938961947942 94.5952452946618
0.163491646970506 82.2325806556266
0.335122427981975 90.2893047942098
0.749105725157214 95.1916945378413
1.00498297371194 96.2879896333961
1.07198201409553 96.4956214807122
0.0295032995756948 45.8941973704057
0.391225872389111 91.5230879097766
0.648990728598065 94.5638890834673
0.363335685613309 90.9543351457637
0.957898492814554 96.1253011736366
0.740420179938292 95.1333874985666
0.270903301326325 88.3289663653044
1.17047317515663 96.7314551618535
1.01586071129683 96.3122687896828
1.12634481862497 96.6264702307599
0.463708311464358 92.697036514389
0.71222860252785 94.9808358583008
0.875467910766485 95.8065643369571
0.0566598864902277 61.9092377122864
0.0619415702588856 63.9632871529835
0.758080827029142 95.2443489383585
0.627589699882269 94.3724322266751
0.0985181065698853 73.7506786917015
0.948352471661055 96.1020775332927
1.08112880773905 96.5115888744178

Tabulka B.3: Generovaná data 1
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x y
70.7799895785283 70.7398907220059
221.732163762441 93.5200292062403
51.4515606698114 59.8762917529422
164.293312479742 91.3406330004776
1.5539729250595 4.21786099298084
36.3720979695208 47.5587657721726
207.636354209855 92.1632885910984
7.10062616760843 11.3626652004336
49.3228839272633 55.2448419592428
178.544077274622 92.2009874460078
82.5916270527523 76.5850089272326
5.3335667331703 7.88273248832999
147.82906878111 91.105125676149
226.518132735509 91.272621583698
5.31898519373499 9.35424300705434
218.683349125087 92.4601881371577
26.0358180638868 35.7258724321884
213.558662090218 94.0228905846492
206.589685262414 93.5619340124641
178.664747071918 92.3078697847156
248.575675993226 92.9577447738726
74.1923863489646 73.0805710318815
94.0160495920572 81.2825668689538
6.88112029992044 11.2625420610614
22.6324306980241 33.7774569237818
165.803251686739 91.726359384545
106.234216315905 83.2071612278314
78.2547705958132 73.9512952412059
174.488717837958 92.4444242135173
190.703113266034 95.2417458550582

Tabulka B.4: Generovaná data 2
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P°íloha C

P°ílohy na CD

• Diplomová práce

• Datové sady

• Zdrojové kódy (R)

• Kompletní výsledky testování

• Poster
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