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Abstrakt

Diserta£ní práce je zam¥°ena na problematiku matematického modelování a dyna-
mické analýzy rychlob¥ºných rotor· uloºených na loºiskách s plovoucími pouzdry.
V práci je p°iblíºen sou£asný stav °e²ené problematiky a podrobn¥ popsána meto-
dika modelování subsystému rotor-loºiska. Odvozený matematický model rotoru za-
loºený na principu metody kone£ných prvk· respektuje vliv gyroskopických ú£ink·
a vliv p·sobení okolního prost°edí. Model loºiskových vazeb vychází z klasické te-
orie hydrodynamického mazání. Odvozený matematický popis zahrnující p·sobení
vazbových sil byl vyuºit jako výchozí pro vyuºití nástroj· slouºících k provedení dy-
namické analýzy. Pro analýzu byly vyuºity dva výpo£tové modely - £asov¥ nezávislý
linearizovaný model a nelineání model popisující chování v £asové oblasti. Uvedené
postupy byly implementovány ve výpo£tovém systému MATLAB a následn¥ vyuºity
pro dynamickou analýzu sériov¥ vyráb¥ného rotoru turbodmychadla. Získané nume-
rické výsledky byly následn¥ porovnány s experimentáln¥ získanými daty, konkrétn¥
byla trajektorie pohybu st°edu £epu loºiska, resp. st°edu plovoucího pouzdra v loºisku,
rychlosti rotace plovoucích pouzder a trajektorie uzl· h°ídele v pozichích odpovídají-
cích m¥°ícím bod·m.

Abstract

This dissertation thesis is focused on the mathematical modeling and dynamical nala-
ysis of high-speed rotating machines supported by �oating ring bearings. The state of
the art is described and the methodology of modelling of rotor-bearing system is de-
scribed in detail. the gyroscopic e�ects and are respected by the derived mathematical
description based on �nite element method. The mathematical model of bearing sup-
ports is based on the classical theory of hydrodynamic lubrication. The mathematical
model involving bearing forces is used as the default description for further analysis.
Two computational models are used - the time- indenpendent linearized model and
the non-linear model decribing time- dependent behavior. The described procedures
were implemented in computational system MATLAB and used for dynamical ana-
lysis of the mass-produces turbocharger rotor. The computed numerical results were
compared with experimental data, namely trajectories of shaft nodes corresponding
to measuring points and journal geometric centers. Furthermore, the rotational speeds
of �oating rings were monitored and compared with results of numerical simulations.
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Seznam pouºitých symbol·

A, A (x) plocha pr·°ezu
b, bj koe�cient tlumení
e excentricita
Ek, E

(e)
k kinetická energie systému, kone£ného prvku e

Ep, E
(e)
p potenciální energie systému, kone£ného prvku e

F síla
h tlou²´ka vrstvi£ky olejového �lmu
i imaginární jednotka
I, I0 moment setrva£nosti kotou£e k p°í£né ose, k ose symetrie
J, Jη, Jζ kvadratické momenty pr·°ezu
m hmotnost
n po£et stup¬· volnosti systému
p tlak vyvolaný v olejovém �lmu
pν participa£ní faktor ν-tého módu
q síla generovaná v mazivu vztaºená na jednotku délky
qν zobecn¥ná sou°adnice
R,R

(e)
E , R

(e)
I Rayleighova disipa£ní funkce systému, vn¥j²ího a vnit°ního tlumení

kone£ného prvku e
t £as
u, u (x, t) podélná výchylka uzlu, pr·°ezu h°ídele
v, v (x, t) p°í£ná výchylka ve sm¥ru osy y, Y t¥lesa, pr·°ezu h°ídele
w,w (x, t) p°í£ná výchylka ve sm¥ru osy z, Z t¥lesa, pr·°ezu h°ídele
A systémová matice
B, Bj matice tlumení
e jednotkový vektor
E jednotková matice
f (q̇,q, t) vektor zobecn¥ných sil
G, G(e) matice gyroskopických ú£ink· systému, kone£ného prvku e
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K, K(e) matice tuhosti systému, kone£ného prvku e
M, M(e) matice hmotnosti t¥lesa, kone£ného prvku e
N matice systému ve stavovém prostoru
p (t) vektor buzení ve stavovém prostoru
P matice systému ve stavovém prostoru
q, q(e) vektor zobecn¥ných sou°adnic systému (t¥lesa), kone£ného prvku e
qxyz, qXY Z vektor zobecn¥ných sou°aadnic v rotujícím, pevném systému sou°adnic
qν pravostranný vlastní vektor v prostoru dimenze n
rν levostranný vlastní vektor v prostoru dimenze n
T, T (t) transforma£ní matice, mezi pevným a rotujícím systémem sou°adnic
uν pravostranný vlastní vektor ve stavovém prostoru
U modální matice pravostranných vlastních vektor· ve stavovém prostoru
v, v (x, t) rychlost st°edu hmotnosti t¥lesa, elementu h°ídele e
vν pravostranný vlastní vektor v prostoru dimenze n
V, Vj modální matice systému, subsystému j
wν levostranný vlastní vektor ve stavovém prostoru
W modální matice levostranných vlastních vektor· ve stavovém prostoru
αν reálná £ást komplexního vlastního £ísla λν
βν imaginární £ást komplexního vlastního £ísla λν
ε vektor p°etvo°ení
ϑ, ϑ (x, t) Euler·v úhel precese t¥lesa, pr·°ezu h°ídele
η, ηj dynamická viskozita maziva
Θ (x) kvadratická bázová funkce
κi smykový parametr
λν vlastní £íslo p°íslu²né ν-tému vlastnímu vektoru
Λ,Λj spektrální matice systému, subsystému j
% hustota materiálu
ϕ, ϕ (x, t) torzní nato£ení t¥lesa, pr·°ezu h°ídele
Φ (x) kubická bázová funkce
ψ, ψ (x, t) Euler·v úhel nutace t¥lesa, pr·°ezu h°ídele
Ψ (x) lineární bázová funkce
ω, ω0 úhlová rychlost rotace
Ω,Ων úhlová rychlost otá£ení pr·hybové £áry, vlastní frekvence
ω,ω (x, t) vektor úhlové rychlosti t¥lesa, elementu h°ídele
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Úvod

Technický pokrok je neodmysliteln¥ spojen se zvy²ováním výkonu stroj· p°i zachování
poºadavk· na spolehlivost, bezpe£nost a ekonomi£nost provozu. Aby mohlo být za°í-
zení vyrobeno a následn¥ uvedeno do provozu, je nutno popsat jeho chování, a to i za
nestandardních podmínek. Proto je pot°eba sestavit, i v p°ípad¥ velmi rozsáhlých
systém·, výpo£tový model zkoumaného systému, který bude s dostate£nou p°esností
vystihovat jeho reálné vlastnosti a popisovat jeho chování. Existuje celá °ada me-
tod vyuºívaných za ú£elem sestavení dostate£n¥ p°esného popisu systém· rozli£ného
charakteru. Z pohledu matematiky tyto metody vedou k sestavení nelineárních dife-
renciálních rovnic, jejichº °e²ení je zpravidla provád¥no numericky.

S ohledem na tématiku p°edkládané diserta£ní práce, jeº je cílena na analýzu
dynamického chování rotoru turbodmychadla, je práce roz£len¥na do p¥ti kapitol.
V úvodní £ásti práce je p°iblíºen sou£asný stav studované problematiky a vyty£eny
cíle p°edkládané diserta£ní práce. V první kapitole je popsána metodika modelování
jednotlivých sou£ástí rozsáhlých rotujících systém· a vazeb, jimiº jsou provázány. Ve
druhé a t°etí kapitole jsou p°iblíºeny postupy, pomocí kterých lze analyzovat chování
systému, zji²´ovat významnost vlivu n¥kterých parametr·, p°ípadn¥ zohlednit pouze
jeho významné charakteristiky. �tvrtá kapitola p°ibliºuje provedené experimentální
m¥°ení. V páté kapitole je nastín¥na programová realizace navrºeného postupu, apli-
kace na konkrétní turbodmychadlo a porovnání numerických výsledk· s experimen-
tálními daty. V záv¥ru jsou shrnuty získané poznatky a uvedeny výhledy pro dal²í
práci.

P°ehled o sou£asném stavu problematiky

Mezi nepostradatelné £ásti mnoha za°ízení uºívaných v technické praxi pat°í rota£ní
stroje, jejichº rotující sou£ásti, rotory, lze z hlediska kinematiky charakterizovat jako
t¥lesa otá£ející se kolem osy rotace, jeº m·ºe být volná nebo pevná. Rotory otá£ející se
kolem pevné osy rotace lze jednodu²e popsat jako h°ídele osazené hmotnými ob¥ºnými
koly p°ipojené k základu pomocí loºiskových vazeb. Naproti tomu rotory otá£ející se
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kolem volné osy rotace jsou obvykle soustavy vzájemn¥ provázaných t¥les nezanedba-
telné hmotnosti rotující kolem osy rotace bez pot°eby vazby k základu. Jako p°íklad
lze uvést nebeská t¥lesa. P°estoºe se zdánliv¥ jedná o mechanické systémy s odli²-
ným chováním, zejména z hlediska velikosti výchylek, lze je popisovat pomocí téhoº
p°ístupu [31].

Z hlediska konstrukce je základní sou£ástí rotoru h°ídel, u n¥hoº velmi £asto p°e-
vládá jeho podélný rozm¥r nad p°í£nými rozm¥ry pr·°ezu. H°ídele jsou velmi £asto
osazeny dal²ími sou£ástmi, nap°. ozubenými koly, spojkami nebo olopatkovanými
disky, které lze souhrnn¥ nazývat kotou£e. V ideálním p°ípad¥ je hmota rotoru rovno-
m¥rn¥ rozloºena kolem osy rotace a jeho pohyb je ur£en pouze elastickými vlastnostmi
materiálu, z n¥hoº je rotor vyroben, a silami generovanými v uloºení. V d·sledku ne-
homogenity materiálu, p°ítomnosti výrobních tolerancí, nep°esnosti montáºe, zm¥ny
provozních parametr· nebo charakteristik doprovodných proces· m·ºe dojít ke zm¥n¥
rozloºení hmotnosti kolem osy rotace. Tento jev je v literatu°e popisován jako nevyvá-
ºenost [73]. P°ítomnost nevyváºenosti zpravidla ústí ve zm¥ny dynamického chování
(nap°. nár·st amplitud vibrací, neºádoucí intenzita akustických projev· nebo zm¥na
charakteristik p°estupu tepla), které negativn¥ ovliv¬ují provoz rotujících systém·
zejména v d·sledku existence odst°edivé síly generované p°i rota£ním pohybu. Tyto
síly mohou zap°í£init po²kození sou£ástí stroje nebo jeho havárii. Proto je za ú£elem
zaji²t¥ní dlouhodobého a bezproblémového provozu provád¥na korekce nevyváºenosti,
zpravidla p°ipojením nebo odvrtáním korek£ních hmot v pot°ebném po£tu vyvaºova-
cích rovin [63, 55]. Dokonalé vyváºení rotujícího stroje je z d·vodu omezené citlivosti
vyvaºovacích stroj· nereálné. Proto se s ohledem na charakter rotoru zpravidla p°istu-
puje k jeho za°azení do tzv. toleran£ního pásma, jemuº odpovídá povolená zbytková
nevyváºenost neohroºující provoz za°ízení [29, 27]. Proces vyvaºování je komplikován
i dal²ími vlivy a charakteristikami za°ízení, nap°. nesoudrºností materiálu, zkroucením
nebo ohybem h°ídele.

V²echny sou£ásti rotujících stroj· jsou vzájemn¥ propojeny pomocí vazeb, jejichº
charakter je obecn¥ nelineární v d·sledku jejich konstruk£ního °e²ení. Pokud se jedná
o vazby mezi rotorovými subsystémy, jsou zpravidla vyuºívány vazby zubové, ve spe-
ciálních p°ípadech v²ak i jiné typy vazeb, nap°. °emenové p°evodovky nebo spojky.
Zubové vazby jsou realizovány prost°ednictvím ozubených kol, p°ipojených na h°í-
dele, s nejr·zn¥j²ími typy ozubení. Nej£ast¥ji se jedná o £elní kola s p°ímými nebo
²ikmými zuby. Jestliºe se jedná o vazby mezi rotorovým a statorovým subsystémem,
jsou vyuºívány vazby loºiskové. Z hlediska charakteru sil, které jsou loºiska schopna
p°ená²et, p°ípadn¥ vyrovnávat, jsou vyuºívána loºiska radiální, v nichº jsou genero-
vány síly ve sm¥ru kolmém na osu rotace rotoru, a loºiska axiální, vyrovnávající síly
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p·sobící ve sm¥ru osy rotace a zabra¬ující pohybu rotoru v axiálním sm¥ru. Mezi
nej£ast¥ji uºívané typy loºiskových vazeb pat°í loºiska valivá a kluzná.

Valivá loºiska jsou realizována pomocí valivých element· (nej£ast¥ji kuli£ek, vá-
le£k· nebo kuºel·) sestavených do prstence, umíst¥ných mezi vn¥j²í a vnit°ní krouºek,
pohybujících se za p°ítomnosti maziva zabra¬ujícího kontaktu povrch· sou£ástí. Na
jejich správnou funkci má vliv kvalita povrch· elementu, jejich rozmíst¥ní po obvodu
loºiska, velikost loºiskové v·le, velikost t°ení nebo p°esnost výroby [18]. Narozdíl od
valivých loºisek je úkolem kluzných loºisek zajistit pohyb rotoru v·£i statoru jen díky
p°ítomnosti maziva, které proudí v oblasti vymezené vnit°ním povrchem sk°ín¥ lo-
ºiska, jakoºto sou£ásti statoru, a vn¥j²ím povrchem £epu loºiska, jakoºto £ásti h°ídele
rotoru. V mazivu, kterým je obvykle olej, vzduch nebo jiná tekutina, jsou v d·-
sledku rota£ního pohybu £epu v prostoru sk°ín¥ loºiska generovány síly, závislé na
geometrických parametrech (nap°. tlou²´ka vrstvy maziva), provozních parametrech
(nap°. vstupní tlak maziva do prostoru loºiska, objemový pr·tok maziva) a uvaºova-
ných vlastnostech maziva [67, 48], které významn¥ ovliv¬ují funkci loºiska [75].

Popis dynamického chování a stanovení charakteristik rotujícího systému je pod-
mín¥n sestavením výpo£tového modelu, který vystihuje fyzikální i materiálové vlast-
nosti analyzovaného systému. U jednodu²²ích materiálových model· jsou respek-
továny pouze elastické vlastnosti materiálu, p°estoºe modelované systémy vykazují
p°ítomnost disipativních sil, projevujících se nap°. sníºením amplitud kmitání [6].
P°estoºe je prokázáno, ºe dominantním zdrojem tlumení jsou vazby mezi sou£ástmi
systému [7], v n¥kterých p°ípadech je nutno zahrnout vliv materiálového tlumení.
V dostupné literatu°e je £asto popisováno jako viskózní [13], ve speciálních p°ípa-
dech dokonce jako proporcionální [5]. Pokud je funkcí i jiných parametr· neº pouze
rychlostí, je ozna£ováno jako neviskózní [4, 8, 9], ve speciálních p°ípadech jako ex-
ponenciální [65] nebo hysterézní [30]. Z hlediska struktury celku existuje celá °ada
postup· zaloºených na principu diskretizace spojitého systému pomocí vzájemn¥ pro-
vázaných diskretiza£ních bod·, kterým jsou p°i°azeny parametry spojitého systému.
S po£tem diskretiza£ních bod· úzce souvisí p°esnost výpo£tového modelu. Se zvy-
²ujícím se po£tem diskretiza£ních bod· se zvy²uje p°esnost diskretizace, ale rovn¥º
nar·stá výpo£tová náro£nost. Proto jsou p°ijímány zjednodu²ující p°edpoklady (nap°.
malé posuvy a úhly nato£ení, rotace konstantní úhlovou rychlostí), jejichº vhodnost je
pot°eba pe£liv¥ zváºit. Zavedení nevhodného p°edpokladu m·ºe významn¥ negativn¥
ovlivnit provád¥nou analýzu. Nap°. u rotor· otá£ejících se kolem volné osy rotace je
vhodné nahradit p°edpoklad malých posuv· a úhl· nato£ení, jenº nelze v praxi zajis-
tit, p°edpokladem na konstatní moment hybnosti [31]. Jako dal²í p°íklady p°ijímaných
zjednodu²ujících p°edpoklad· lze uvést zanedbání vlivu zkos· (Rayleighova teorie),
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zanedbání kinetické energie od ohybu spolu se zkosy (Bernoulliova-Rayleighova teo-
rie) nebo v p°ípad¥ loºiskových vazeb je poºadována konstantní teplota maziva nebo
dynamická viskozita maziva v celém jeho objemu [78].

Matematický popis rotor· se odvíjí od stanovení jejich charakteristik vzhledem
k celku. Pokud je hmotnost h°ídele vzhledem k hmotnosti celého rotoru zanedba-
telná, lze hmotnost celku koncentrovat do jediného kotou£e. V p°ípad¥ jeho cent-
rického umíst¥ní vzhledem k tuhým nebo identickým loºisk·m, tedy v p°ípad¥ tzv.
Lavalova rotoru, lze popsat jeho chování v souladu s [29, 22], tedy sledovat jeho po-
hyb pouze v rovin¥ kolmé na nedeformovanou osu rotace. V p°ípad¥, ºe nelze hmotu
h°ídele vzhledem k celku zanedbat, pak je pot°eba ji do modelu zahrnout. V p°ípad¥
jednodu²²ích výpo£tových model· ji lze p°ibliºn¥ zahrnout nap°. pomocí náhrady
kaºdé £ásti h°ídele soust°ed¥nou hmotností v p°edem zvolené pozici p°i respektování
elastických a modálních vlastností nahrazovaného systému. Nap°. v [39] je kaºdá £ást
h°ídele nahrazena nehmotnou ty£í, která je na svém pravém konci opat°ena soust°e-
d¥nou hmotností, a vazby mezi soust°ed¥nými hmotami jsou modelovány podle tzv.
Myklestadtovy metody p°enosových matic. Komplexn¥j²í modely jsou sestavovány
nap°. pomocí metody kone£ných prvk· (MKP), jejíº princip je pro pot°eby diskreti-
zace h°ídel· popsán v nemalém po£tu publikací, nap°. [66, 22, 78]. Spo£ívá v roz£len¥ní
kontinua, v tomto p°ípad¥ h°ídele, na kone£né prvky, jejichº popis je sestaven s uva-
ºováním p°esn¥ de�novaných vlastností bez ohledu na jejich pozici v celku. Po vyuºití
znalosti vzájemných vazeb mezi prvky lze získat matematický popis celku. Dal²í hojn¥
uºívanou metodou je metoda hrani£ních prvk· (MHP). Nachází své vyuºití v p°ípa-
dech, kdy není pot°eba získávat informace o vnit°ních bodech diskretizované oblasti.
P°estoºe je její význam £asto diskutován, v p°ípad¥ rozsáhlých oblastí poskytuje po-
m¥rn¥ p°esné výsledky [19, 50].

Modelování loºiskových vazeb je mnohem komplikovan¥j²í neº tomu je v p°ípad¥
modelování rotujících sou£ástí. Cílem je ur£it síly generované v loºiskové vazb¥ na
základ¥ znalosti geometrických vlastností vazby a charakteristik maziva. Vzhledem
k charakteru loºiskových vazeb lze konstatovat, ºe se jedná o komponenty siln¥ ne-
lineárního charakteru [35, 68], jejichº vlastnosti jsou významn¥ ur£ovány rychlostí
rotace £epu. Jejich skute£né provozní charakteristiky jsou získávány za provozu vyu-
ºitím nejr·zn¥j²ích diagnostických metod [41], nap°. na základ¥ charakteru dynamické
odezvy [35]. Vzhledem k uºívanýmmetodám diskretizace, které byly diskutovány vý²e,
jsou zpravidla síly generované v loºiskových vazbách soust°ed¥ny do jediného bodu
odpovídajícího uzlu diskretizace. V p°ípad¥ malých výchylek £epu ze statické rovno-
váºné polohy je p°istupováno i p°es nelineární charakter vazbových sil k linearizaci
jejich matematického popisu, kdy je vyuºíváno vztahu mezi zm¥nami loºiskových sil
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ur£ených jako sou£et sloºek tuhostních, úm¥rných výchylkám, a tlumicích, úm¥rných
rychlostem. Koe�cienty úm¥rnosti jsou vyjad°ovány pomocí matice tuhosti a matice
tlumení [22, 45], jejichº elementy jsou rovn¥º závislé na rychlosti rotace £epu v loºisku.

Modelování valivých loºisek je zaloºeno na znalosti geometrických a materiálových
charakteristik valivého loºiska. Nap°. v [49] je p°edpokládáno rovnom¥rné rozmíst¥ní
valivých element· po obvodu loºiska a je zanedbán vliv teplotní roztaºnosti element·,
pop°. prstenc· i nerovnost jejich povrch·, mezi nimiº jsou generovány vratné síly
popisované pomocí Herzovy teorie kontaktu [44], ur£ené deformacemi a výchylkami
díl£ích valivých element·.

Síly generované ve vrstv¥ maziva, jejíº existencí je podmín¥na správná funkce
kluzných loºisek, jsou ur£eny rozloºením tlaku nap°í£ mazivem. V souladu se záko-
nem zachování hmotnosti i zákonem zachování hybnosti [38] lze získat popis rozloºení
tlaku n¥kolika zp·soby. V mnoha publikacích je jeho hodnota ur£ována na základ¥ °e-
²ení Reynoldsovy rovnice, ve tvaru zohled¬ujícím p°ijaté p°edpoklady, analyticky [14,
44] nebo numericky, nap°. metodou kone£ných diferencí [67, 54]. Rozloºení tlaku v ma-
zivu lze také získat °e²ením systému Navier-Stokesových rovnic [14, 1], coº je rovn¥º
postup vyuºívaný komer£ními softwary. Z d·vodu sloºitosti a nemalé výpo£tové ná-
ro£nosti analýzy je pro modelování proud¥ní maziva p°ijímána celá °ada p°edpoklad·,
od kterých se odvíjí volba výpo£tového modelu. Na základ¥ hodnoty Reynoldsova £ísla
je posuzován charakter proud¥ní maziva [68], tj. zda se jedná o laminární [10] nebo
turbulentní [45]. S tím souvisí i uvaºování vlivu setrva£ných sil v mazivu, jeº má
význam pouze u turbulentn¥ nebo rychle proudícího maziva [40]. Dal²ím zjednodu²e-
ním je uvaºování konstantní teploty v celém objemu maziva. Tento p°edpoklad se ale
v nemalém po£tu p°ípad· jeví jako nevhodný, jelikoº za provozu stroje je v mazivu
generováno teplo, které ovliv¬uje únosnost loºisek [64, 38] a jehoº p°estup do okolí je
nutno °e²it. V n¥kterých p°ípadech je pot°eba zahrnout do výpo£tového modelu i vliv
poddajnosti sk°ín¥, pop°. £epu, loºiska, v jejímº d·sledku dochází ke zm¥n¥ geometrie
vazby, a tedy i ke zm¥n¥ rozloºení tlaku v mazivu [36, 42].

Na základ¥ p°ijatých p°edpoklad· a s vyuºitím postup· pro sestavování matema-
tických model· jsou získávány netriviální matematické formulace vystihující fyzikální
podstatu fungování rotujících sou£ástí provázaných s ostatními prvky pomocí vazeb.
Zpravidla se jedná o nelineární diferenciální rovnice, jejichº °e²ení je velmi citlivé na
volbu po£áte£ních podmínek [72]. Za tímto ú£elem je posuzována stabilita uºitého
matematického modelu. U linearizovaných systém· obvykle na základ¥ hodnot vlast-
ních £ísel [22], u nelineárních systém· pak na základ¥ sledování kvalitativních zm¥n
charakteristik systému prom¥nných v £ase [51]. S ohledem na popis modelovaných
systém· je £asto studována citlivost matematického modelu na hodnotu zvolených
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parametr· systému, p°ípadn¥ jsou zavád¥ny bezrozm¥rové parametry, pomocí kte-
rých je popis upravován [41, 10].

Velmi zajímavým odv¥tvím rotorové dynamiky je oblast analýzy rotor· s h°í-
deli uloºenými na hydrodynamických loºiskách s plovoucími pouzdry. Z hlediska kon-
strukce se jedná o speciální prvky vyzna£ující se dv¥ma olejovými �lmy odd¥lenými
plovoucím pouzdrem. Oproti klasickým radiálním loºisk·m se vyzna£ují siln¥ nelineár-
ními charakteristikami, a tedy i mnohem komplexn¥j²ím a komplikovan¥j²ím dyna-
mickým chováním rotoru jako celku [61, 69], které m·ºe ústit dokonce v nestabilní
chování [80] nebo v neºádoucí akustické projevy [16, 59]. Z praktického hlediska je
tento typ uloºení vyhledáván z d·vodu jeho dobrých tlumicích vlastností, relativn¥
nízké po°izovací ceny díky jednoduchosti výroby, nízkým t°ecím ztrátám v uloºení
a vy²²í odolnosti v·£i samobuzenému kmitání ve srovnání s klasickými radiálními
loºisky [17, 57, 56, 32, 76]. Tento konstruk£ní prvek je hojn¥ vyuºíván u pohon·, kon-
krétn¥ u t¥ch osazených turbodmychadly za ú£elem zvý²ení jejich ú£innosti. Jedná se
o rychlé rotující systémy ²iroce uºívané v letectví, námo°nictví, kolejových vozidlech
i osobních automobilech [2] zejména z d·vodu zvý²ení ú£innosti pohonu a dosaºení
niº²ích hodnot emisí ve výfukových plynech [25, 15, 32]. Jejich ú£innost závisí podle
[2] na schopnosti transformovat energii výfukových plyn· na mechanickou energii,
a tu dále na práci kompresoru. Mimo to je ú£innost také významn¥ ovlivn¥na mecha-
nickými t°ecími ztrátami v loºiskách [25].

V¥t²ina publikací v¥novaných studiu dynamických charakteristik a chování rotor·
turbodmychadel, nap°. [28, 3], vychází z experimentálních poznatk· zam¥°ených na
provozní charakteristiky. Jedná se o pom¥rn¥ malé lehké rotory rotující vysokou rych-
lostí, obvykle p°es 100 000 otá£ek za minutu vystavené vysokým teplotám [70, 32].
Z hlediska konstrukce se zpravidla jedná o rotory tvo°ené h°ídelem kruhového pr·°ezu,
na jehoº koncích jsou pevn¥ centricky nasazena hmotná ob¥ºná kola, turbinové a kom-
presorové. Jejich vzájemná poloha je zaji²t¥na distan£ní vloºkou a utahovací maticí
z vn¥j²í strany kompresorového kola. Obvykle jsou tyto rotory uloºeny na hydrody-
namických loºiskách, z nichº dv¥ jsou radiální a jedno radiaxiální, umíst¥ných mezi
ob¥ºnými koly. V radiálních loºiskách s volnými plovoucími pouzdry dochází k rotaci
plovoucího pouzdra zlomkem rychlosti rotace h°ídele [56]. Zpravidla se tato rychlost
pohybuje v rozmezí 15-40 % rychlosti rotace h°ídele [2, 57, 16]. Mimo to, u turbod-
mychadel uºívaných v lokomotivách nebo námo°nictví rotujících pomaleji je disku-
tována vhodnost jejich uloºení prost°ednictvím valivých loºisek [11, 24]. Dynamické
chování subsystému rotor-loºiska je významn¥ komplikováno pohyblivým uloºením
sk°ín¥ turbodmychadla [77] a agresivními provozními podmínkami ur£enými technic-
kými parametry (nap°. vstupní teplotou spalin nebo tlakem vst°ikovaného maziva
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do loºisek) a charakterem doprovodných proces·, nap°. vibroakustickými jevy [3].
Nap°íklad v d·sledku nedokonalého spalování paliva m·ºe dojít ke kumulaci ne£is-
tot v mezilopatkovém prostoru, a tedy k nár·stu výrobou vnesené nevyváºenosti,
která rovn¥º ovliv¬uje dynamickou odezvu rotoru turbodmychadla, konkrétn¥ nár·st
amplitudy vibrací [32], p°ípadn¥ jeho akustické projevy za provozu [56, 53].

Rotory turbodmychadel jsou £asto modelovány pomocí metody soust°ed¥ných
hmotností nosníkovými prvky [58] nebo metodou kone£ných prvk· [23, 11] s respekto-
váním gyroskopických ú£ink· a poddajnosti h°ídele, p°ípadn¥ s vyuºitím komer£ních
softwar· [20]. Ú£inek loºiskových podpor je nahrazen silami generovanými na olejo-
vých �lmech, ur£enými °e²ením Reynoldsovy rovnice analyticky [60], p°ípadn¥ me-
todou kone£ných diferencí nebo numericky v komer£ním softwaru. Plovoucí pouzdra
jsou £asto modelována jako tuhá t¥lesa [56]. Pro modelování dal²ích vliv· vná²ených
ostatními sou£ástmi pohonové soustavy je pot°eba nejen postihnout podstatu vazeb
mezi jednotlivými subsystémy, ale i jejich charakter.

V dostupné literatu°e se auto°i £asto omezují na studium ustálené odezvy rotoru
turbodmychadla na nevyváºenost a posuzování stability pouze v okolí statické ro-
vováºné polohy [62, 60], coº úzce souvisí s linearizací matematického popisu a se
stanovením tuhostních a tlumicích charakteristik olejového �lmu [69, 32, 46]. Protoºe
bylo prokázáno, ºe parametry loºisek ovliv¬ují chování subsystému rotor-loºiska byl
studován vliv velikosti a pom¥ru loºiskových v·lí, délek kluzných ploch nebo teplot
maziva [80]. V p°ípad¥ publikací v¥novaných nelineárním model·m se auto°i zam¥-
°ují p°edev²ím na projevy nestabilního chování olejových �lm· v loºiskách [61, 80, 58]
a na charakter orbit· v souvislosti s rychlostí rotace za nem¥nných provozních para-
metr· [47, 71]. Chování turbodmychadel je vy²et°eno numerickým °e²ením systému
oby£ejných diferenciálních rovnic, pomocí kterých je dynamické chování subsystému
rotor-loºiska obvykle popsáno.

Cíle dizerta£ní práce

V p°edkládané dizerta£ní práci jsou p°iblíºeny moºnosti modelování rotor· tvo°ených
poddajnými h°ídeli osazenými tuhými kotou£i uloºenými na hydrodynamických lo-
ºiskách s plovoucími pouzdry. Na základ¥ nabytých znalostí si práce klade následující
cíle:

• shrnout metodiku a moºnosti vyuºití existujícího linearizovaného modelu loºis-
kové vazby mezi rotorem a statorem v p°ípad¥ poddajného rotoru uloºeného na
hydrodynamických loºiskách s plovoucími pouzdry;
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• navrhnout metodiku modelování loºiskové vazby odpovídající loºisku s plovoucím
pouzdrem vyuºitelnou v nelineární oblasti s ohledem na charakteristiky získané
vyuºitím linearizovaného modelu loºiskových vazeb;

• teoreticky zpracovat, zalgoritmizovat a ov¥°it funk£nost a robustnost pouºitých
algoritm·, zpracovat programové vybavení;

• vyuºít vyvinuté programové vybavení pro sestavení výpo£tového modelu kon-
krétního turbodmychadla a pro analýzu systému rotor-loºiska a získané nume-
rické výsledky následn¥ porovnat s experimentálními daty.
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Kapitola 1

Modelování rotorových subsystém· a

loºiskových vazeb

Základními komponentami rotujících soustav jsou h°ídele, na nichº jsou nasazeny
nejr·zn¥j²í disky ozubených kol, kotou£e spojek, olopatkovaná kola nebo ob¥ºná kola
ventilátor·, souhrnn¥ ozna£ovány kotou£e. H°ídele osazené kotou£i jsou p°ipojeny ke
statoru pomocí tzv. loºiskových vazeb, realizovaných nej£ast¥ji pomocí kluzných nebo
valivých loºisek. U h°ídel· ve v¥t²in¥ p°ípad· p°evládá jejich délka nad p°í£nými roz-
m¥ry pr·°ezu, proto je lze povaºovat za jednorozm¥rná p°í£n¥ nestla£itelná kontinua.
K jejich modelování se nej£ast¥ji vyuºívá metoda kone£ných prvk·, pro jejíº apli-
kaci je pot°eba provést roz£len¥ní na jednotlivé kone£né prvky s respektováním zm¥n
p°í£ných rozm¥r· h°ídele, umíst¥ní kotou£· a loºiskových vazeb. S ohledem na cha-
rakter modelované soustavy a její £lenení je nutno vhodn¥ zvolit systém sou°adnic,
ve kterém bude soustava modelována [22]. Obecn¥ lze °íci, ºe v p°ípad¥ rozm¥rných
kotou£· nebo p°i vysokofrekven£ním buzení je nutno kotou£e povaºovat za poddajná
t¥lesa a je nutno soustavu popisovat v rotujícím sou°adnicovém systému xyz. Naproti
tomu u soustav s ozubenými p°evody lze kotou£e uvaºovat jako tuhá t¥lesa a kmitání
t¥chto soustav je výhodné popsat v pevném systému sou°adnic XY Z. Vhodným ná-
strojem pro formulaci matematického popisu rotujících systém· jsou Lagrangeovy
rovnice v maticovém tvaru uvedené nap°. v [66]. S ohledem na dal²í aplikaci bude
dále popsáno pouze modelování v pevném systému sou°adnic XY Z.
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1.1 Model h°ídelových prvk·

Uvaºujme h°ídelový prvek e délky l na obrázku 1.1 jako jednorozm¥rné kontinuum
konající obecný prostorový pohyb, jehoº pr·°ez spl¬uje podmínku Jη (x) = Jζ (x) = J

a Dηζ (x) = 0.

u(0)

w(0)
v(0)

u(l)

w(l)v(l)

u(x)

w(x)

v(x)

S
w(x)

y'

x'

z'

+

Obrázek 1.1: Geometrie h°ídelového prvku v pevném systému sou°adnic.

Deformace h°ídelového prvku lze v libovolném míst¥ x v £ase t v pevném sou°adnico-
vém systémuXY Z s po£átkem A0 popsat pomocí podélné výchylky u (x, t) a p°í£ných
výchylek v (x, t), w (x, t) st°edu pr·°ezu a Eulerovými úhly ϑ (x, t), ψ (x, t) nato£ení
roviny °ezu a úhlem ϕ (x, t) torzního nato£ení. Pro stru£nost dal²ího zápisu je argu-
ment t vypu²t¥n. Sou£asn¥ platí Bernoulliova-Navierova hypotéza, tzn. ºe rovina °ezu
η, ζ i po deformaci z·stává kolmá na deformovanou osu otá£ení h°ídele. P°edpoklá-
dejme, ºe se h°ídel rovnom¥rn¥ otá£í úhlovou rychlostí ω0 kolem osy ξ, která je kolmá
na rovinu °ezu. Protoºe element h°ídelového prvku o délce dx ve vzdálenosti x od
po£átku koná obecný prostorový pohyb, lze provést základní rozklad tohoto pohybu
v jeho st°edu hmotnosti S na uná²ivý posuvný pohyb rychlostí

vS (x) = [u̇ (x) , v̇ (x) , ẇ (x)]T (1.1)

a na relativní sférický pohyb okamºitou úhlovou rychlostí

~ω = ~ω0 + ~̇ϑ (x) + ~̇ψ (x) + ~̇ϕ (x) . (1.2)

V sou°adnicovém systému ξηζ lze vektor okamºité úhlové rychlosti ~ω vyjád°it ve tvaru

ω =
[
ω0 + ϕ̇ (x) + ϑ̇ (x) sinψ (x) , ϑ̇ (x) cosψ (x) , ψ̇ (x)

]T
. (1.3)
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Kinetickou energii h°ídelového prvku e lze v souladu s uvedeným rozkladem pohybu
vyjád°it jako sou£et kinetické energie uná²ivého posuvu a kinetické energie relativního
sférického pohybu, tedy

E
(e)
k =

1

2

∫ l

0

[
A (x) vTS (x) vS (x) + ωT (x) J (x)ω (x)

]
%dx , (1.4)

kde A (x) p°edstavuje plochu pr·°ezu prvku e, % hustotu materiálu, z n¥hoº je vyroben
diskretizovaný h°ídel, J (x) = diag (Jp (x) , J (x) , J (x)) je diagonální matice ur£ená
polárním momentem pr·°ezu Jp (x) a kvadratickým momentem pr·°ezu J (x).

Pokud má h°ídelový prvek charakter homogenního izotropního kontinua, lze jeho
potenciální (deforma£ní) energii vyjád°it ve tvaru

E(e)
p =

1

2

∫ l

0

∫
(A)

[
Eε2

x +G
(
γ2
xy + γ2

xz

)]
dAdx , (1.5)

kde vystupují materiálové konstanty E, G p°edstavující moduly pruºnosti v tahu a ve
smyku.

Pokud respektujeme p°edpoklad malých úhl· nato£ení ψ, ϑ a zanedbáme sou£in
ϑ̇ψ oproti rychlosti torzního nato£ení ϕ̇, lze formulovat aproxima£ní vztahy mezi
deformacemi a zobecn¥nými posuvy uzl· [22]

u (x) = Ψ (x) S−1
3 q

(e)
3 , ϕ (x) = Ψ (x) S−1

3 q
(e)
4 ,

v (x) = Φ (x) S−1
1 q

(e)
1 , ϑ (x) = −Φ′ (x) S−1

2 q2 , (1.6)

w (x) = Φ (x) S−1
2 q

(e)
2 , ψ (x) = Φ′ (x) S−1

1 q
(e)
1 ,

kde vystupují vektory aproxima£ních polynom·

Φ (x) =
[
1 , x , x2 , x3

]
, Φ′ (x) =

[
0 , 1 , 2x , 3x2

]
, Ψ (x) = [1 , x] (1.7)

a matice Sj ( j=1, 2, 3, 4)

S1 =


1 0 0 0

0 1 0 0

1 l l2 l3

0 1 2l 3l2

 , S2 =


1 0 0 0

0 −1 0 0

1 l l2 l3

0 −1 −2l −3l2

 , S3 =

[
1 0

0 l

]
. (1.8)
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Vektory q
(e)
i (i = 1, 2, 3, 4) p°edstavují vektory posuv· a nato£ení rovin °ez· v kon-

cových bodech h°ídelového prvku v pevném systému sou°adnic XY Z

q
(e)
1 =


v (0)

ψ (0)

v (l)

ψ (l)

 , q
(e)
2 =


w (0)

ϑ (0)

w (l)

ϑ (l)

 , q
(e)
3 =

[
u (0)

u (l)

]
, q

(e)
4 =

[
ϕ (0)

ϕ (l)

]
. (1.9)

V p°ípad¥ malých nato£ení ψ, ϑ odpovídají vztah·m (1.6) následující prodlouºení
a zkosy

εX =
∂u

∂x
− y∂ψ

∂x
+ z

∂ϑ

∂x
, εY = 0 , εZ = 0 ,

γXY =
∂v

∂x
− z∂ϕ

∂x
− ψ , γXZ =

∂w

∂x
+ y

∂ϕ

∂x
+ ϑ , γY Z = 0 . (1.10)

P°i zanedbatelné deplanaci pro�lu a s uvaºováním de�ni£ních vztah· pr·°ezových
veli£in uvedených v [22] lze výrazy pro kinetickou energii (1.4) a deforma£ní energii
(1.5) s ohledem na vyjád°ení rychlostí (1.1), (1.2), pom¥rných prodlouºení a zkos·
(1.10) a závislostí (1.6) dále upravit, podrobn¥ji v [A5]. S ohledem na podobu vektoru
zobecn¥ných sou°adnic h°ídelového prvku

q(e) =
[
q

(e)T
1 ,q

(e)T
2 ,q

(e)T
3 ,q

(e)T
4

]T
(1.11)

lze po vyuºití podmínky ekvivalence levých stran Lagrangeových rovnic se standard-
ním maticovým tvarem rotující struktury získat popis kmitání h°ídelového prvku e

v maticovém tvaru

d

dt

(
∂E

(e)
k

∂q̇(e)

)
− ∂E

(e)
k

∂q(e)
+
∂E

(e)
p

∂q(e)
= M(e)q̈(e) + ω0G

(e)q̇(e) + K(e)q(e) , (1.12)

kde matice hmotnosti M(e), matice gyroskopických ú£ink· G(e), matice tuhosti K(e)

h°ídelového prvku e mají blokový charakter
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M(e) =


M

(e)
1,1 0 0 0

0 M
(e)
2,2 0 0

0 0 M
(e)
3,3 0

0 0 0 M
(e)
4,4

 , G(e) =


0 G

(e)
1,2 0 0

G
(e)
2,1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ,

K(e) =


K

(e)
1,1 0 0 0

0 K
(e)
2,2 0 0

0 0 K
(e)
3,3 0

0 0 0 K
(e)
4,4

 . (1.13)

Jednotlivé bloky lze vyjád°it v podob¥

M
(e)
1,1 = S−T1 (%AIΦ + %JIΦ′) S−1

1 , M
(e)
2,2 = S−T2 (%AIΦ + %JIΦ′) S−1

2 ,

M
(e)
3,3 = S−T3 (%AIΨ) S−1

3 , M
(e)
4,4 = S−T3 (2%JIΨ) S−1

3 , G
(e)
1,2 = 2S−T1 (%JIΦ′) S−1

2 ,

G
(e)
2,1 = −2S−T2 (%JIΦ′) S−1

1 ,K
(e)
1,1 = S−T1 (EJIΦ′′) S−1

1 , K
(e)
2,2 = S−T2 (EJIΦ′′) S−1

2 ,

K
(e)
3,3 = S−T3 (EAIΨ′) S−1

3 , K
(e)
4,4 = S−T3 (2GJIΨ′) S−1

3 . (1.14)

Pomocné matice Ij (j = Φ, Φ
′
, Φ

′′
,Ψ, Ψ

′
) jsou uvedeny v dodatku A .

Vliv tlumicích ú£ink·

V p°ípad¥, ºe chceme matematický popis h°ídelového prvku e roz²í°it o vliv tlumicích
ú£ink·, je t°eba zohlednit nejen odpor prost°edí obklopujícího h°ídelový prvek (tzv.
vn¥j²í tlumení), ale i disipaci energie, k níº dochází v d·sledku deformace materiálu
(tzv. vnit°ní tlumení). Oba typy tlumení lze povaºovat za úm¥rné rychlostem defor-
mace [22]. Zatímco vn¥j²í tlumení je výhodné modelovat v pevném systému sou°adnic
XY Z, vnit°ní tlumení zase v rotujícím systému sou°adnic xyz.

P°edpokládejme, ºe vn¥j²í tlumení je d·sledkem p·sobení sil p·sobících kolmo na
povrch h°ídelového prvku proti sm¥ru jeho absolutní rychlosti. Pak lze odpovídající
Rayleighovu disipa£ní funkci vyjád°it ve tvaru

R
(e)
E =

1

2

∫ l

0

[
bEY v̇

2 (x) + bEZẇ
2 (x)

]
dx , (1.15)

kde bEY , bEZ jsou koe�cienty vn¥j²ího viskózního tlumení ve sm¥ru pevných sou°ad-
nicových os Y , Z vztaºené na jednotkovou délku h°ídele. Vyuºitím aproxima£ních
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vztah· (1.6) lze výraz (1.15) dále upravit [A5]. Po vyuºití identity plynoucí z Lagran-
geových rovnic získat v £ase konstatní matici vn¥j²ího tlumení ve tvaru

B
(e)
E =


bEY S−T1 IΦS−1

1 0 0 0

0 bEZS−T2 IΦS−1
2 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 , (1.16)

kde vystupují matice S1,2 ve tvaru (1.8) a pomocná matice IΦ uvedená v dodatku A.
Pro modelování vnit°ního tlumení Kelvin-Voightovým materiálovým modelem lze

normálové nap¥tí od normálových tlumicích sil vyjád°it ve tvaru σ = bσEε̇x a smyková
nap¥tí od tlumicích sil p°i zkrucování h°ídele τxy = bτGγ̇xy a τxz = bτGγ̇xz, kde bσ
a bτ p°edstavují koe�cienty proporcionálního materiálového tlumení a γxy, γxz jsou
zkosy vyjád°ené v rotujícím systému sou°adnic xyz, viz obrázek 1.2.

Obrázek 1.2: Schéma kone£ného prvku e popsaného v rotujícím systému sou°adnic.

Rayleighova disipa£ní funkce odpovídá záporn¥ vzaté polovin¥ výkonu vnit°ních disi-
pa£ních sil [29]

R
(e)
I =

1

2

∫ l

0

∫
(A)

[
bσEε̇

2
x + bτG

(
γ̇2
xy + γ̇2

xz

)]
dAdx . (1.17)

Analogickým postupem lze v rotujícím prostoru sou°adnic xyz odvodit matici vnit°-
ního tlumení
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B
(e)
I =


B

(e)
I,1,1 0 0 0

0 B
(e)
I,2,2 0 0

0 0 B
(e)
I,3,3 0

0 0 0 B
(e)
I,4,4

 . (1.18)

kde

BI,1,1 = bσEJS−T1 IΦ′′S−1
1 , BI,2,2 = bσEJS−T2 IΦ′′S−1

2

BI,3,3 = bσEAS−T3 IΨ′S−1
3 , BI,4,4 = bτ2GJS−T3 IΨ′S−1

3 . (1.19)

S ohledem na skute£nost, ºe popis h°ídelového prvku s uvaºováním v²ech uvede-
ných vliv· je pot°eba vyjád°it v jediném systému sou°adnic, lze vztah pro p°echod
z pevného do rotujícího systému sou°adnic a naopak vyjád°it jako

q
(e)
XY Z = T (t) q(e)

xyz , q̇
(e)
XY Z (t) = Ṫ (t) q(e)

xyz + T (t) q̇(e)
xyz , (1.20)

kde

T (t) =


CE4 −SD 0 0

SD CE4 0 0

0 0 E2 0

0 0 0 E2

 (1.21)

a C = cosωt, S = sinωt, D = diag (1 ,−1 , 1 ,−1). Vektor tlumicích sil odpovídajících
vnit°nímu tlumení vyjád°ený v rotujícím systému sou°adnic xyz lze podle obrázku
1.2 zapsat s vyuºitím transforma£ních vztah· (1.20) ve tvaru

f
(e)
I,xyz = −B

(e)
I q̇(e)

xyz = −B
(e)
I

[
TT (t) q̇

(e)
XY Z + ṪT (t) q

(e)
XY Z

]
. (1.22)

Po transformaci vektoru tlumicích sil (1.22) z rotujícího systému sou°adnic xyz do
pevného systému sou°adni XY Z lze získat vztah

f
(e)
I,XY Z = T (t) f

(e)
I,xyz = −T (t) B

(e)
I TT (t)︸ ︷︷ ︸

B̃
(e)
I (t)

q̇
(e)
XY Z −T (t) B

(e)
I ṪT (t)︸ ︷︷ ︸

K̃
(e)
I (t)

q
(e)
XY Z . (1.23)

V p°ípad¥, ºe je respektováno vnit°ní tlumení, £emuº odpovídá bσ 6= 0 , bτ 6= 0, lze
dokázat, ºe vnit°ní tlumení za podmínek Jη = Jζ = J , Dηζ = 0 generuje v pev-
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ném systému sou°adnic symetrickou v £ase konstantní disipa£ní matici B̃
(e)
I = B

(e)
I

a antisymetrickou v £ase rovn¥º konstantní cirkula£ní matici K̃
(e)
I = ω0C

(e)
I , kde

C
(e)
I = bσEJ


0 S−T1 IΦ′′S−1

1 D 0 0

−DS−T1 IΦ′′S−1
1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 . (1.24)

Podrobn¥ je d·kaz proveden analogicky k [A8] v dodatku B.

1.2 Matematický model h°ídele

Jestliºe je h°ídel roz£len¥n pomocí m uzl· na m − 1 kone£ných prvk·, je pot°eba
modely jednotlivých prvk· vzájemn¥ provázat a sestavit model celého h°ídele. Proto
je výhodné provést p°eskupení vektoru zobecn¥ných sou°adnic (1.11) do tvaru

q(e) (t) = [u (0, t) , v (0, t) w (0, t) , ϕ (0, t) , ϑ (0, t) , ψ (0, t) ,

u (l, t) , v (l, t) , w (l, t) , ϕ (l, t) , ϑ (l, t) , ψ (l, t)]T , (1.25)

pomocí transforma£ního vztahu

q(e) (t) = Pq(e) (t) , (1.26)

kde P je permuta£ní matice

P =



0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0



. (1.27)
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Transformované matice h°ídelových prvk· odpovídajících vektoru zobecn¥ných sou-
°adnic ve tvaru (1.25) lze získat jako

Xe = PTX(e)P . (1.28)

Pro sestavení modelu celého h°ídele je výhodné zavést vektor výchylek jednotli-
vých uzl· h°ídele ve tvaru

q (t) = [. . . ui (t) , vi (t) , wi (t) , ϕi (t) , ϑi (t) , ψi (t) . . .]
T . (1.29)

Pohybová rovnice popisující h°ídel v pevném systému sou°adnic XY Z má tvar

MEq̈ (t) + [BE + BI + ω0GE] q̇ (t) + [KS + ω0CI ] q (t) = 0 . (1.30)

P°íslu²né matice jsou blokov¥ diagonální a lze je získat �sumací� matic popisujících
jednotlivé prvky X =

∑
e diag [0,Xe,0].

1.3 Model kotou£e

P°edpokládejme, ºe tuhý kotou£ p°estavuje rota£n¥ symetrické t¥leso se st°edem
hmotnosti S na ose rotace o hmotnosti m, které je centricky kolmo a pevn¥ nasa-
zeno na h°ídel v uzlu i podle obrázku 1.3. Jeho kmitavý pohyb je popsán stejn¥
jako pohyb h°ídelového prvku t°emi posuvy ve sm¥ru sou°adnicových os a t°emi úhly
nato£ení kolem nich.

i a

Obrázek 1.3: Pevn¥ nasazený kotou£.
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Kinetická energie kotou£e je dána výrazem

E
(k)
k =

1

2
mvTs vs +

1

2
ωT Iω , (1.31)

kde m je hmotnost kotou£e a I = diag (I0 , I , I) je diagonální matice setrva£nosti
kotou£e vyjád°ená v sou°adnicovém systému ξηζ. Protoºe úhly ϑ, ψ nato£ení roviny
°ezu η, ζ h°ídele v uzlu i jsou malé, pak lze rychlost st°edu hmotnosti S kotou£e,
ozna£enou vs, v pevném sou°adnicovém systému XY Z vyjád°it jako

vs =
[

u̇ , v̇ + aψ̇ , ẇ − aϑ̇
]T

, (1.32)

kde a je vzdálenost st°edu hmotnosti kotou£e od uzlu i. Vektor okamºité úhlové
rychlosti ω v sou°adnicích ξ,η,ζ má tvar analogický k (1.3), tedy

ω =
[

ω0 + ϕ̇+ ϑ̇ sinψ , ϑ̇ cosψ , ψ̇
]T

. (1.33)

Dosadíme-li sloºky vektor· (1.32) a (1.33) do rovnice pro kinetickou energii (1.31),
dostaneme

E
(k)
k =

1

2
m

[
u̇2 +

(
v̇ + aψ̇

)2
+
(
ẇ − aϑ̇

)2]
+

1

2

[
I0

(
ω0 + ϕ̇+ ϑ̇ sinψ

)2
+ Iϑ̇2 cos2 ψ + Iψ̇2

]
.

(1.34)

P°edpokládáme-li, ºe úhly ϑ, ψ jsou malé a rychlost ϕ̇� ω0, pak rovnice popisující
kinetickou energii disku lze zapsat jako

E
(k)
k =

1

2
m

[
u̇2 +

(
v̇ + aψ̇

)2
+
(
ẇ − aϑ̇

)2]
+

1

2

[
I0 (ω0 + ϕ̇)

2
+ 2I0ω0ϑ̇ψ + I

(
ϑ̇2 + ψ̇2

)]
. (1.35)

Matice hmotnosti a gyroskopických ú£ink· kotou£e vyplývají z ekvivalence

d

dt

(
∂Ek
∂q̇i

)
− ∂Ek
∂qi

= Mkq̈i + ω0Gkq̇i , (1.36)

kde qi = [u v w ϕϑψ ]T je vektor zobecn¥ných sou°adnic v uzlu i odpovídající sub-
vektoru v (1.29). Pak mají matice hmotnosti Mk a matice gyroskopických ú£ink·
kotou£e Gk tvar

Mk =



m 0 0 0 0 0

0 m 0 0 0 ma

0 0 m 0 −ma 0

0 0 0 I0 0 0

0 0 −ma 0 I +ma2 0

0 ma 0 0 0 I +ma2


Gk =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 I0

0 0 0 0 −I0 0


.

(1.37)
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Vliv tlumicích ú£ink·

Stejn¥ jako h°ídelové prvky jsou i kotou£e vystaveny ú£ink·m sil vyvolaných okol-
ním prost°edím a deformací materiálu, z n¥hoº je kotou£ vyroben. V p°ípad¥ tuhého
kotou£e je jeho chování ovlivn¥no pouze vn¥j²ími silami, kterým je vystaven, tedy
vn¥j²ím tlumením. P°edpokládáme, ºe tlumicí síly p·sobí kolmo na povrch disku
pouze v rovin¥ Y, Z. Na základ¥ Rayleighovy disipa£ní funkce sestavené obdobným
postupem jako u h°ídelového prvku e, lze získat pro vektor zobecn¥ných sou°adnic qi

matici vn¥j²ího tlumení kotou£e BEk ve tvaru

BEk = diag (0, bEkY , bEkZ , 0, 0, 0) , (1.38)

kde bEkY , bEkZ jsou koe�cienty vn¥j²ího tlumení. Pokud je model rotujícího h°ídele
sestaven v rotujícím systému sou°adnic xyz, stejn¥ jako v p°ípad¥ h°ídelového prvku
lze matici vn¥j²ího tlumení disku BEk ve tvaru (1.38) transformovat pomocí relace
(1.20) do rotujícího systému sou°adnic xyz.

1.4 Modelování loºiskové vazby

V¥t²ina rotujících systém· je uloºena na kluzných nebo valivých loºiskách [22],
p°i£emº charakter loºiskových vazeb je zpravidla siln¥ nelineární. Z d·vodu sloºitosti
problematiky modelování je p°ijímána °ada zjednodu²ujících p°edpoklad·, nap°.
respektování p°edpoklad· nestla£itelnosti maziva apod.

1.4.1 Model radiálního hydrodynamického loºiska se sou-

hlasn¥ rotujícími povrchy

Proud¥ní maziva v loºiskové meze°e hydrodynamických loºisek se °ídí p°edpoklady
p°ijímanými v souladu s klasickou teorií hydrodynamického mazání, jeº jsou uve-
deny nap°. v [44]. Uvaºujme loºisko kruhového pr·°ezu znázorn¥né na obrázku 1.4.
Rozvineme-li olejový �lm po obvodu loºiska v rovin¥ symetrie loºiska Y, Z kolmé na
osu rotace X v souladu s obrázkem 1.4, lze podle obrázku 1.5 odvodit podmínky
rovnováhy elementu tekutiny uvedené nap°. v [78]. Z t¥chto podmínek rovnováhy lze
získat vztahy pro druhé derivace rychlostí v obvodovém a axiálním sm¥ru ve tvaru

∂2u

∂y2
=

1

η

∂p

∂x
,

∂2w

∂y2
=

1

η

∂p

∂z
, (1.39)

kde p je tlak generovaný v mazivu a η je dynamická viskozita maziva. Integrací lze
získat vztahy pro rychlosti proud¥ní maziva ve tvaru polynom·
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Obrázek 1.4: Schéma hydrodynamického loºiska kruhového pr·°ezu s £epem
v centrální poloze.

UJ

UB

h(z,t)

z

y

z

x

L

Obrázek 1.5: Rozvinutý olejový �lm.

u =
1

2η

∂p

∂x
y2 + C1y + C2 , w =

1

2η

∂p

∂z
y2 + C3y + C4 , (1.40)

p°i£emº integra£ní konstanty plynou z okrajových podmínek platných na hranici ole-
jového �lmu. Na vnit°ním povrchu sk°ín¥ (B) uvaºujme rychlosti u = UB, w = 0,
vn¥j²ím povrchu £epu (J) pak u = UJ , w = 0, viz obrázek 1.5. Po dosazení do vztah·
(1.40) lze získat hodnoty integra£ních konstant

C1 =
UJ − UB

h
− 1

2η

∂p

∂x
h , C2 = UB , C3 = − 1

2η

∂p

∂z
h , C4 = 0 . (1.41)

Výrazy (1.40) ur£ující rychlost proud¥ní maziva lze s uvaºováním (1.41) zapsat jako

u =
1

2η

∂p

∂x

(
y2 − hy

)
+
UJ − UB

h
y + UB , w =

1

2η

∂p

∂y

(
y2 − hy

)
. (1.42)

Navíc musí být spln¥na podmínka spojitosti toku elementárním objemem, konkrétn¥

∂Q̇x

∂x
dx dz dt+

∂Q̇z

∂z
dz dx dt+

∂h

∂t
dt dx dz = 0 , (1.43)
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kde vystupují hmotnostní pr·toky elementárním objemem ve tvaru

Q̇x =

∫ h

0

u dy , Q̇z =

∫ h

0

w dy . (1.44)

S ohledem na integra£ní konstanty (1.41) lze tyto pr·toky zapsat ve tvaru

Q̇x = − 1

12η

∂p

∂x
h3 +

UJ + UB
2h

, Q̇z = − 1

12η

∂p

∂z
h3 . (1.45)

OJ

OB

e

Z

Y
t

r

vJ

wJ

RJ
J

B

Obrázek 1.6: Schéma loºiska s £epem v excentrické poloze.

V d·sledku silového p·sobení dojde k vychýlení £epu z centrální polohy o vzdále-
nost e (t) = OBOJ ozna£ovanou excentricita, viz obrázek 1.6. Vzhledem ke geometrii
vazby lze tlou²´ku vrstvy maziva popsat vztahem

h (ϕ, t) = h0 (ϕ)− e (t) cos (ϕ− δ (t)) . (1.46)

Její derivace podle £asu má tvar

∂h

∂t
= −ė (t) cos (ϕ− δ (t))− e (t) sin (ϕ− δ (t))δ̇ (t) . (1.47)

Vypustíme-li z d·vodu zjednodu²ení dal²ího zápisu argument t vyjad°ující závislost
pouºitých veli£in na £ase, lze po dosazení vztah· (1.45) a (1.47) upravit podmínku
kontinuity toku (1.43) do tvaru

∂

∂x

(
− 1

12η

∂p

∂x
h3 +

UJ + UB
2

h

)
+

∂

∂z

(
− 1

12η

∂p

∂z
h3

)
=

=ė cos (ϕ− δ) + e δ̇ sin (ϕ− δ) .
(1.48)
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S ohledem na kruhový tvar pánve loºiska lze provést tranformaci sou°adnicX = RB ·ϕ.
Pak lze i zm¥nu tlou²´ky olejového �lmu v závislosti na poloze x vyjád°it jako parciální
derivaci vztahu (1.46), tedy

∂h

∂x
=

∂h

∂ (RBϕ)
=

1

RB

∂h

∂ϕ
=

1

RB

[
∂h0

∂ϕ
+ e sin (ϕ− δ)

]
, (1.49)

a následn¥ upravit i rovnici (1.48) do tvaru

1

R2
B

∂

∂ϕ

(
− 1

12η

∂h

∂ϕ
h3

)
+
UJ + UB

2RB

[
∂h0

∂ϕ
+ e sin (ϕ− δ)

]
+

∂

∂z

(
− 1

12η

∂p

∂z
h3

)
=

= ė cos (ϕ− δ) + e δ̇ sin (ϕ− δ) .
(1.50)

Pokud navíc p°edpokládáme, ºe RJ ≈ RB, lze obvodové rychlosti na vymezujících
povr²ích zapsat ve tvaru UJ = RB ·ωJ , UB = RB ·ωB a rovnici (1.50) dále upravit do
tvaru

1

R2
B

∂

∂ϕ

(
∂h

∂ϕ
h3

)
+
∂

∂z

(
∂p

∂z
h3

)
= 6η (ωJ + ωB)

∂h0

∂ϕ
−

−12 η ė cos (ϕ− δ) + 6 η e sin (ϕ− δ)
[
(ωJ + ωB)− 2δ̇

]
,

(1.51)

v literatu°e ozna£ovaného Reynoldsova rovnice. Odvozená rovnice (1.51) popisuje
rozloºení tlaku v mazivu radiálního hydrodynamického loºiska s rotujícími povrchy.

V p°ípad¥, ºe modelované hydrodynamické loºisko lze povaºovat za krátké, lze
rovn¥º p°edpokládat, ºe pro zm¥ny tlaku platí následující relace ∂p

∂ϕ
� ∂p

∂z
, a tedy

i ∂p
∂ϕ
≈ 0. Pro geometrii znázorn¥nou na obrázku 1.4 platí, ºe nominální tlou²´ka

olejového �lmu je ur£ena p°edpisem h0 = RB − RJ a je rovna tzv. loºiskové v·li
ozna£ované c. Vztah (1.46) popisující tlou²´ku olejového �lmu lze upravit do tvaru

h (ϕ, t) = c− e cos (ϕ− δ) . (1.52)

S ohledem na vý²e uvedená zjednodu²ení p°ejde Reynoldsova rovnice (1.51) do tvaru

∂2p

∂z2
=

6η

h3
A (ϕ, t) , (1.53)
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kde

A (ϕ, t) =
[
e sin (ϕ− δ)

[
(ωJ + ωB)− 2δ̇

]
− 2ė cos (ϕ− δ)

]
. (1.54)

Po provedení integrace získáme rozloºení tlaku v mazivu ve tvaru

p (ϕ, z, t) =
6ηz2

2h3
A (ϕ, t) + C5z + C6 (1.55)

s integra£ními konstantami plynoucími z okrajových podmínek pro rozloºení tlaku

∂p

∂z
(z = 0) = C5 = 0 , p

(
z = ±L

2

)
=

3η

h3

(
L

2

)2

A (ϕ, t) + C6 = 0 . (1.56)

Jejich dosazením do výrazu (1.55) získáme popis rozloºení tlaku ve tvaru

p (ϕ, z, t) =
3η

h3

(
z2 − L2

4

)
A (ϕ, t) . (1.57)

Ze znalosti funkce (1.57) lze ur£it sílu generovanou v mazivu vztaºenou na jednotku
délky

q (ϕ, t) =

∫ L
2

−L
2

p (ϕ, z, t) dz =

∫ L
2

−L
2

3η

h3

(
z2 − L2

4

)
A (ϕ, t) dz = −ηL

3

2h3
A (ϕ, t) . (1.58)

Zavedeme-li tzv. pom¥rnou excentricitu ε = e
c
a ozna£íme-li ω = ωJ +ωB a σ = ϕ−δ,

lze výraz (1.54) zapsat jako

A (σ, t) = c
[
ε sinσ

(
ω − 2δ̇

)
− 2ε̇ cosσ

]
. (1.59)

Po dosazení vztah· (1.52) a (1.59) lze výraz (1.58) dále upravit do tvaru

q (σ, t) =
ηL3ω

2c2

ε sinσ
(

2δ̇
ω
− 1
)

+ 2ε̇
ω

cosσ

[1− ε cosσ]3
. (1.60)

Skute£ná síla generovaná ve vrstv¥ maziva je v rotujícím systému sou°adnic ur£ena
radiální a te£nou sloºkou, které lze v souladu s obrázkem 1.6 stanovit jako

Fr =

∫ 2π

π

q (σ, t) cosσRB dσ , Ft =

∫ 2π

π

q (σ, t) sinσRB dσ . (1.61)

Po dosazení (1.60) a dal²í úprav¥ lze sloºky síly vyjád°it jako
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Fr =
ηL3ωRB

2c2

ε
(
2δ̇

ω
− 1

)∫ 2π

π

sinσ cosσ

[1− ε cosσ]3
dσ︸ ︷︷ ︸

I1

+
2ε̇

ω

∫ 2π

π

cos2 σ

[1− ε cosσ]3
dσ︸ ︷︷ ︸

I2

 , (1.62)

Ft =
ηL3ωRB

2c2

ε
(
2δ̇

ω
− 1

)∫ 2π

π

sin2 σ

[1− ε cosσ]3
dσ︸ ︷︷ ︸

I3

+
2ε̇

ω

∫ 2π

π

sinσ cosσ

[1− ε cosσ]3
dσ︸ ︷︷ ︸

I1

 . (1.63)

Protoºe elementární integrály ve vymezeném rozsahu nabývají hodnot

I1 = − 2ε

(1− ε2)2 , I2 =
π

2

1 + 2ε2

(1− ε2)
5
2

, I3 =
π

2 (1− ε)
3
2

, (1.64)

lze vztahy (1.62), (1.63) zjednodu²it do tvaru

Fr =
ηL3ωRB

2c2

[
ε

(
−2δ̇

ω
+ 1

)
2ε

(1− ε2)2 +
2ε̇

ω

π

2

1 + 2ε2

(1− ε2)
5
2

]
, (1.65)

Ft =
ηL3ωRB

2c2

[
ε

(
2δ̇

ω
− 1

)
π

2 (1− ε)
3
2

− 2ε̇

ω

2ε

(1− ε2)2

]
. (1.66)

Zapí²eme-li sloºky síly generované v mazivu ve tvaru sou£inu

Fr = FR · fr
(
ε, ε̇, δ̇

)
, Ft = FR · ft

(
ε, ε̇, δ̇

)
, (1.67)

kde má tzv. referen£ní síla FR po provedení zp¥tné substituce ω = ωJ + ωB tvar

FR =
ηL3 (ωJ + ωB)RB

2c2
(1.68)

a fr, ft jsou £asov¥ prom¥nné bezrozm¥rové funkce závislé na vzájemné poloze st°ed·
£epu a pánve loºiska. Transformujeme-li sloºky loºiskové síly v souladu s obrázkem
1.6 z rotujícího do pevného systému sou°adnic pomocí vztah·

FY = Fr sin δ + Ft cos δ , FZ = Fr cos δ − Ft sin δ , (1.69)

lze vyjád°it vektor loºiskových sil generovaných v mazivu jako

fB = −

[
FY

FZ

]
= −T

[
Fr

Ft

]
, (1.70)
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kde T je transforma£ní matice, vyjad°ující vzájemnou polohu pevného a rotujícího
systému sou°adnic získaná na základ¥ vztah· (1.69), ve tvaru

T =

[
sin δ cos δ

cos δ − sin δ

]
. (1.71)

Linearizovaný matematický model loºiskových sil

Pro ú£ely sestavení linearizovaného matematického modelu popisujícího malé vý-
chylky ze statické rovnováºné polohy je nutno nalézt kon�guraci, v níº nastává rovno-
váha mezi statickým zatíºením £epu loºiska a silami generovanými v mazivu, tj.√
F 2
r + F 2

t = Fst, viz obrázek 1.7.

OJOB

Ft

Fr

e Z

Y

t

r

FstJ

B

Obrázek 1.7: �ep loºiska ve statické rovnováºné poloze.

Po dosazení vztah· (1.65), (1.66) s uvaºováním ε̇ = δ̇ = 0 lze stanovit odpovída-
jící velikost pom¥rné excentricity ε £epu v prostoru pánve loºiska °e²ením nelineární
rovnice

πε

2 (1− ε2)2

√
1− ε2 +

(
4ε

π

)2

=
Fst
FR

. (1.72)

Statická rovnováºná poloha je ur£ena úhlem α nato£ení pr·vodi£e spojujícího st°ed
pánve loºiska OB a st°ed £epu OJ podle obrázku 1.7. Zapí²eme-li podmínky silové
rovnováhy v rotujícím systému sou°adnic

Fst cosα− Fr = 0 , −Fst sinα− Ft = 0 , (1.73)

pak úhel α vyplývá z °e²ení rovnice

tanα = −Ft
Fr

=
π

4ε

√
1− ε2 . (1.74)
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V blízkém okolí statické rovnováºné polohy, ur£ené °e²ením rovnic (1.72), (1.74), lze
loºiskové síly linearizovat.

OJ

OB

e

Z

Y
t

r

vJ

wJ

RJ

Ft

Fr

J
B

Obrázek 1.8: �ep loºiska v obecné poloze.

Transformujeme-li sloºky loºiskové síly v souladu s obrázkem 1.8 z rotujícího do pev-
ného systému sou°adnic pomocí vztah· (1.69) lze vyjád°it vliv malé zm¥ny polohy
ur£ené výchylkou st°edu £epu k ve sm¥ru osy pevného systému sou°adnic, resp. rych-
losti k̇ v témº sm¥ru na zm¥nu sloºky síly jako

∂Fj

∂k̇
=
∂Fj
∂ε̇

∂ε̇

∂k̇
+
∂Fj

∂δ̇

δ̇

∂k̇
,

∂Fj
∂k

=
∂Fj
∂ε

∂ε

∂k
+
∂Fj
∂δ

∂δ

∂k
. (1.75)

kde j = Y, Z, k = vJ , wJ . Koe�cienty kjk =
∂Fj
∂k

jsou koe�cienty tuhosti olejového
�lmu a bjk =

∂Fj

∂k̇
jsou koe�cienty tlumení olejového �lmu. Ty lze pomocí relace platné

mezi statickým zatíºením Fst a amplitudou loºiskové síly FR ve tvaru (1.68) zapsat
ve tvaru

kjk = κjk
Fst
c
, bjk = βjk

Fst
c (ωJ + ωB)

. (1.76)

Zavedeme-li substituci

A(ε) =
4√

[π2 + (16− π2)ε2]3
, (1.77)

lze podle [44] koe�cienty tuhosti zapsat ve tvaru

κY Y =
π2 + (32 + π2)ε2 + 2(16− π2)ε4

1− ε2
· A(ε) , (1.78)

κY Z = −π
4

π2 + (32 + π2)ε2 + 2(16− π2)ε4

ε
√

1− ε2
· A(ε) , (1.79)
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κZY =
π

4

π2(1− 2ε2)− (16− π2)ε4

ε
√

1− ε2
· A(ε) , (1.80)

κZZ = [2π2 + (16− π2)ε2] · A(ε) , (1.81)

a koe�cienty tlumení jako

βY Y =
π

2

π2 + 2(24− π2)ε2 + π2ε4

ε
√

1− ε2
· A(ε) , (1.82)

βY Z = βZY = −2[π2 + 2(π2 − 8)ε2] · A(ε) , (1.83)

βZZ =
π
√

1− ε2

2ε
[π2 + 2(π2 − 8)ε2] · A(ε) . (1.84)

Konkrétní odvození koe�cient· matic tuhosti a tlumení olejového �lmu je uvedeno
v dodatku C. P°i uvaºování malých výchylek st°edu £epu ze statické rovnováºné po-
lohy lze zm¥nu vektoru loºiskových sil generovaných v mazivu souhrnn¥ zapsat pomocí
matic tuhosti a tlumení jako

fB =

[
∆FY

∆FZ

]
= −

[
kY Y kY Z

kZY kZZ

]
︸ ︷︷ ︸

KB

[
vJ

wJ

]
︸ ︷︷ ︸

qB

−

[
bY Y bY Z

bZY bZZ

]
︸ ︷︷ ︸

BB

[
v̇J

ẇJ

]
︸ ︷︷ ︸

q̇B

, (1.85)

kde qB je vektor výchylek st°edu £epu ze statické rovnováºné polohy.

1.4.2 Loºiska s plovoucími pouzdry

Loºiska s plovoucími pouzdry se vyzna£ují dv¥ma olejovými �lmy, vn¥j²ím (O) vy-
mezeným pánví loºiska (B) a vn¥j²ím povrchem plovoucího pouzdra (R) a vnit°ním
(I) vymezeným vnit°ním povrchem plovoucího pouzdra a povrchem £epu (J), viz
obrázek 1.9.

Zavedeme-li rotující systémy sou°adnic s osami rJ , tJ se st°edem OR a rR, tR
se st°edem OB, lze v souladu s kapitolou 1.4.1 odvodit hydrodynamické síly genero-
vané v mazivu. Ozna£me rychlost rotace £epu loºiska ωJ , rychlost rotace plovoucího
pouzdra ωR a rychlost rotace pánve loºiska ωB povaºujme za nulovou. Pak lze analo-
gicky k (1.67) zapsat radiální a te£né sloºky sil generovaných v obou olejových �lmech
jako

F x
r = F x

R · fxr
(
εx, ε̇x, δ̇x

)
, F x

t = F x
R · fxt

(
εx, ε̇x, δ̇x

)
, x = I, O . (1.86)
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OR ZR

YR

OB
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Y

ZvJ vR

wR
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Obrázek 1.9: Schéma loºiska s plovoucím pouzdrem a £epem v excentrické poloze.

Referen£ní síla F x
R má tvar

F x
R =

η (Tx)ωx
2

(
Rx

cx

)2(
L3
x

Rx

)
. (1.87)

Bezrozm¥rové funkce

fxr =

[
εx

(
−2δ̇x
ωx

+ 1

)
2εx

(1− ε2
x)

2 +
2ε̇x
ωx

π

2

1 + 2ε2
x

(1− ε2
x)

5
2

]
, (1.88)

fxt =

[
ε

(
2δ̇x
ωx
− 1

)
π

2 (1− εx)
3
2

− 2ε̇x
ωx

2εx

(1− ε2
x)

2

]
(1.89)

jsou ur£eny pom¥rnou excentricitou εx, její £asovou derivací ε̇x a £asovou zm¥nou úhlu
δ̇x, sev°eného osou Z a spojnicí st°ed· odpovídajících vymezujících povrch·, st°ední
rychlostí ωx odpovídající rychlosti proud¥ní maziva, viz obrázek 1.9.

Pro výpo£et síly F I generované ve vnit°ním olejovém �lmu de�nujme radiální
sm¥r rJ pomocí spojnice st°ed· OROJ . P°íslu²ná pom¥rná excentricita εI a £asová
zm¥na úhlu nato£ení δI mají tvar

εI =

√
(vJ − vR)2 + (wJ − wR)2

cI
, δ̇I =

(wJ − wR) (v̇J − v̇R)− (vJ − vR) (ẇj − ẇR)
(vJ − vR)2 + (wJ − wR)2

,

(1.90)

kde vJ , wJ jsou p°í£né výchylky st°ed· £epu a vR, wR jsou p°í£né výchylky st°edu
plovoucího pouzdra. Analogicky pro sílu FO generovanou ve vn¥j²ím olejovém �lmu
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de�nujme radiální sm¥r rR pomocí spojnici st°ed· OROB a odpovídající pom¥rnou
excentricitu εO a £asovou zm¥nu úhlu nato£ení δO jako

εO =

√
v2
R + w2

R

cO
, δ̇O =

wRv̇R − vRẇR
v2
R + w2

R

. (1.91)

Po provedení £asových derivací vztah· (1.90), (1.91) a dosazení do vztah· (1.86) spolu
s geometrickými parametry a parametry maziva lze ur£it loºiskové síly v p°íslu²ných
rotujících systémech sou°adnic. Jejich sloºky lze transformovat do pevného systému
sou°adnic analogicky k (1.69) pomocí vztah·

F x
Y = F x

r sin δx + F x
t cos δx , F x

Z = F x
r cos δx − F x

t sin δx , x = I, O . (1.92)

Zavedeme-li vektor zobecn¥ných sou°adnic ve tvaru

qB = [ vJ , wJ , vR , wR ]T , (1.93)

kde vJ , wJ jsou výchylky st°edu £epu z centrální polohy a vR, wR jsou výchyky st°edu
plovoucího pouzdra z centrální polohy, lze zapsat vektor loºiskových sil vyjád°ený
v pevném systému sou°adnic XY Z ve tvaru

fB =


−F I

Y

−F I
Z

F I
Y − FO

Y

F I
Y − FO

Z

 . (1.94)

Stanovení rychlosti rotace plovoucího pouzdra ωR lze provést na základ¥ sestavení
momentové podmínky rovnováhy plovoucího pouzdra k jeho geometrickému st°edu
v souladu s obrázkem 1.9, konkrétn¥

−IRω̇R +MI −MO = 0 , (1.95)

kde IR je moment setrva£nosti plovoucího pouzdra k ose rotace procházející st°e-
dem hmotnosti. Mx jsou podle [52] t°ecí momenty generovené na povrchu plovoucího
pouzdra ve tvaru

Mx = Rx

∫
(A)

τxdAx ≈
2πηxR

3
xLxω̄x

cx
√

1− ε2
x

, x = I, O , (1.96)

kde ω̄x je relativní rychlost rotace. Po dosazení (1.96) do (1.95) získáme
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−IRω̇R + 2π

(
ηI
R3
ILI (ωJ − ωR)

cI
√

1− ε2
I

− ηO
R3
OLOωR

cO
√

1− ε2
O

)
= 0 . (1.97)

Pokud p°ijmeme p°edpoklad rovnom¥rné rotace £epu loºiska, pak lze p°ibliºn¥ p°ed-
pokládat rovn¥º rovnom¥rnou rotaci plovoucího pouzdra v prostoru pánve loºiska,
a tedy IRω̇R ≈ 0. Pokud navíc vyjád°íme rychlost rotace plovoucího pouzdra jako
násobek rychlosti rotace £epu loºiska, tedy ωR = RSR · ωJ , lze velikost násobku
ozna£ovaného Ring Speed Ratio vyjád°it ve tvaru

RSR =
1

1 + ηO
ηI

(
RO
RI

)3
LO
LI

cI
√

1−ε2I
cO
√

1−ε2O

. (1.98)

Linearizovaný model loºiska s plovoucími pouzdry

Pro sestavení linearizovaného modelu loºiska je nutné nalézt nejen statickou rovnováº-
nou polohu £epu v prostoru plovoucího pouzdra, ale i plovoucího pouzdra v prostoru
pánve loºiska,viz obrázek 1.10.

Obrázek 1.10: Schéma loºiska s plovoucím pouzdrem a £epem v excentrické poloze.

To odpovídá °e²ení soustavy rovnic

πεx

2 (1− ε2
x)

2

√
1− ε2

x +

(
4εx
π

)2

=
F x
st

F x
R

, tanαx = −F
x
t

F x
r

=
π

4εx

√
1− ε2

x , x = I, O ,

(1.99)
formáln¥ odpovídajících vztah·m (1.72), (1.74). F x

st odpovídá statickému zatíºení,
konkrétn¥ F I

st je rovno statickému zatíºení p°ená²eného £epem loºiska, FO
st je rovno
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statickému zatíºení zv¥t²enému o vlastní tíhu plovoucího pouzdra mRg. V souladu
s p°edchozí £ástí lze provést v blízkém okolí statické rovnováºné polohy linearizaci lo-
ºiskových sil a stanovit koe�cienty matic tuhosti a tlumení olejových �lm· na základ¥
vztah· (1.75).

Pro malé výchylky ze statické rovnováºné polohy, jeº jsou zahrnuty ve vektoru
výchylek st°edu plovoucího pouzdra qO a vektoru výchylek st°edu £epu qI , lze vektor
linearizovaných loºiskových sil díl£ích �lm· zapsat ve tvaru

fxB = −Kxqx −Bxq̇x, , x = I, O . (1.100)

Matice tuhosti Kx a tlumení Bx olejového �lmu odpovídají maticím ve vektoru (1.85).
Jejich koe�cienty lze snadno získat po dosazení εI , resp. εO do vztah· (1.76) pomocí
(1.77)-(1.84).
Respektujeme-li tvar vektoru zobecn¥ných sou°adnic (1.93) i v p°ípad¥ malých výchy-
lek ze statické rovnováºné polohy, lze zapsat vektor loºiskových sil v blokové podob¥

fB = −KBqB −BBq̇B (1.101)

s celkovými maticemi tuhosti a tlumení ve tvaru

XB =

[
XI −XI

XI XI + XO

]
, X = B, K . (1.102)

1.5 Model rotoru

Matematický popis izolovaného dokonale vyváºeného h°ídele je ur£en v pevném sys-
tému sou°adnic XY Z rovnicí (1.30), tedy

MXY Z
E q̈ (t) +

BE + BI (t)︸ ︷︷ ︸
BXY ZE

+ω0G
XY Z
E

 q̇ (t) + [KS + KI (t)]︸ ︷︷ ︸
KXY Z
E

q (t) = 0 , (1.103)

kde XXY Z
E , (X = M, G, B, K) jsou matice popisující h°ídel ve zvoleném systému

sou°adnic. Stejn¥ tak lze popsat tuhý kotou£ v pevném systému sou°adnic XY Z po-
mocí matic (1.37), (1.38), a následn¥ z t¥chto matic lokalizovaných v souladu s vekto-
rem zobecn¥ných sou°adnic (1.29) sestavit celkové matice hmotnosti MXY Z

K , vn¥j²ího
tlumení BXY Z

K a gyroskopických ú£ink· GXY Z
K obsahující p°ísp¥vky v²ech t¥les uva-

ºovaných jako kotou£e do celkových matic matic izolovaného rotoru
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[
MXY Z

E + MXY Z
K

]
q̈ (t) +

[
BXY Z
E + BXY Z

K + ω0

(
GXY Z
K + GXY Z

E

)]
q̇ (t) +

+ KXY Z
E q (t) = 0 .

(1.104)

Pokud jsou zanedbány hmotnostní parametry maziva, lze p°ísp¥vky loºiskových pod-
por matematicky popsat pomocí blok· XI , XO ve tvaru (1.102) lokalizovaných v sou-
ladu s vektorem

qL (t) =
[
qT (t) qTR (t)

]T
, (1.105)

který je roz²í°en o vektor qR (t) sou°adnic odpovídajících výchylkám st°ed· plovoucích
pouzder. V p°ípad¥ dvou loºisek má tvar qR (t) = [v1

R , w
1
R , v

2
R , w

2
R]
T .

Matematický model h°ídele diskretizovaného do m uzl· osazeného tuhými kotou£i
vystaveného p·sobení nejen vazbových sil generovaných nap°. ve dvou loºiskách s plo-
voucími pouzdry, ale i dal²ích vn¥j²ích sil, lze zapsat pomocí maticové rovnice, kterou
lze po vypu²tení horních index· zapsat v souhrnném tvaru

MΣq̈L (t) + (BΣ + ω0GΣ) q̇L (t) + KΣqL (t) = f (t) , (1.106)

kde jednotlivé matice XΣ (X = M, B,G, K) °ádu 6m + 4 odpovídají výsledným
maticím blokového charakteru, zahrnujícím jednotlivé p°ísp¥vky od h°ídele, kotou£·
a loºisek. Vektor f (t) je vektor buzení vyjád°ený v daném systému sou°adnic.
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Kapitola 2

Vyuºití odvozených model· v

dynamické analýze

Pro stanovení charakteru rotujícího systému je nutno stanovit její modální vlastnosti,
tedy vlastní £ísla a vlastní vektory. Na základ¥ získaných vlastních £ísel lze posou-
dit stabilitu soustavy a následn¥ popsat její chování za provozu i za nestandardních
podmínek. Obecn¥ je pohyb sloºený z pohybu ur£eného po£áte£ními podmínkami
a pohybu vyvolaného buzením. Pokud je do matematického modelu zahrnut vliv
tlumení, dochází p°i spln¥ní podmínek stability k utlumení jak kmit· generovaných
v d·sledku nenulových po£áte£ních podmínek, tak p°echodových kmit· vyvolaných
periodickými (harmonickými) budícími silami. Po jejich utlumení lze popsat pohyb
jako ustálené vynucené kmitání. V p°ípad¥ rozsáhlých matematických model· je pro-
vedení analýzy náro£nou úlohou, zejména z hlediska výpo£tového £asu a p°esnosti
numerických simulací. Proto je pot°eba p°istoupit k redukci po£tu stup¬· volnosti.
Vhodným nástrojem je podle [33] metoda modální syntézy, rozvíjená na pracovi²ti
Katedry mechaniky.

2.1 Modální vlastnosti a posouzení stability

Stanovení modálních vlastností soustavy vychází z matematického popisu systému
ve tvaru (1.106) s nulovou pravou stranou. Této rovnici odpovídá problém vlastních
hodnot, jehoº °e²ením lze získat vlastní £ísla λν a jim odpovídající vlastní vektory vν .
Jelikoº v praxi je pot°eba zajistit bezpe£ný provoz za°ízení a p°edvídat jeho chování,
je nutné posoudit stabilitu modelovaného systému.
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2.1.1 Problém vlastních hodnot

�e²ení problému vlastních hodnot vychází z pohybové rovnice (1.106) pro nulovou
pravou stranu, tedy p°i vypu²t¥ní indexu L ve tvaru

MΣq̈ (t) + (BΣ + GΣ)︸ ︷︷ ︸
BC

q̇ (t) + KΣq (t) = 0 . (2.1)

Tu lze roz²í°ením o identitu MΣq̇ (t)−MΣq̇ (t) = 0 p°evést z kon�gura£ního prostoru
dimenze n de�novaného pomocí vektoru zobecn¥ných sou°adnic ve tvaru (1.105) do
tzv. stavového prostoru dimenze 2n de�novaného stavovým vektorem u (t). Matema-
tický popis (2.1) p°ejde do podoby

Nu̇ (t) + Pu (t) = 0 , (2.2)

kde

u (t) =

[
q̇ (t)

q (t)

]
, N =

[
0 MΣ

MΣ BC

]
, P =

[
−MΣ 0

0 KΣ

]
. (2.3)

Výhodou matematického popisu (2.2) vyjád°eného ve stavovém prostoru je, ºe za-
chovává symetrické rozloºení matic MΣ, BC , KΣ modelu (2.1). Pokud vý²e uvedené
modely (2.1), resp. (2.2) obsahují alespo¬ jednu nesymetrickou matici, je pot°eba
sestavit tzv. adjungované modely k model·m (2.1), resp. (2.2), ve tvaru

MΣr̈ (t) + BT
C ṙ (t) + KT

Σr (t) = 0 , resp. NT ẇ (t) + PTw (t) = 0 , (2.4)

kde r (t), resp. w (t) je tzv. levostranný vektor v kon�gura£ním prostoru dimenze n,
resp. stavovém prostoru dimenze 2n. P°íslu²né matice mají tvar

w (t) =

[
ṙ (t)

r (t)

]
, NT =

[
0 MΣ

MΣ BT
C

]
, PT =

[
−MΣ 0

0 KT
Σ

]
. (2.5)

Pokud jsou matice popisující soustavu symetrické, pak jsou adjungované modely (2.4)
totoºné s modely p·vodními a nemá význam je zavád¥t. Pohybovým rovnicím (2.1),
(2.2), resp. (2.4) vyhovuje re²ení v exponenciálním tvaru, tedy

x (t) = xeλt pro x = q, u, r, w . (2.6)
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Pokud jsou pohybové rovnice spln¥ny v libovolném £asovém okamºiku, platí

(
λ2MΣ + λBC + KΣ

)
q = 0 , (λN + P) u = 0 ,

resp. (2.7)(
λ2MΣ + λBT

C + KT
Σ

)
r = 0 ,

(
λNT + PT

)
w = 0 .

V²echny rovnice v (2.7) lze souhrnn¥ ozna£it jako tzv. problém vlastních hodnot. Ne-
triviálním °e²ením pro nulový determinant celkové matice v závorce lze získat vlastní
£ísla λν , která mohou být po dvojicích komplexn¥ sdruºená nebo reálná [66], mate-
maticky

λν = −αν ± iβν , resp. λν = −αν . (2.8)

Kaºdému vlastnímu £íslu λν odpovídá pravostranný vlastní vektor qν , resp. uν a le-
vostranný vlastní vektor rν , resp. wν . Protoºe vlastní vektory spl¬ují maticov¥ vy-
jád°ené homogenní rovnice (2.7), je nutno vlastní vektory normovat. Jelikoº vlastní
vektory spl¬ují podmínky biortonormality, je ve stavovém prostoru vhodné vyuºít
podmínku normy s váhovou maticí N ve tvaru

WTNU = E , WTPU = −Λ , (2.9)

kde U = [uν ] je modální matice pravostranných vlastních vektor·, W = [wν ] je mo-
dální matice levostranných vlastních vektor·, E je jednotková matice a Λ = diag (λν)

je spektrální matice. Tyto matice jsou °ádu 2n a jsou provázány s modálními maticemi
Q = [qν ] ∈ Cn,2n, R = [rν ] ∈ Cn,2n pomocí vztah·

U =

[
QΛ

Q

]
, W =

[
RΛ

R

]
. (2.10)

Vlastní vektory obsaºené ve vý²e uvedených modálních maticích jsou obecn¥ kom-
plexní, lineárn¥ nezávislé a tvo°í bázi Euklidovského prostoru [79].

2.1.2 Stabilita soustavy

Jednou ze základních vlastností mechanické soustavy je její stabilita, pop°. nestabi-
lita. Tento pojem lze de�novat pomocí r·zných kritérií. Obecn¥ lze °íci, ºe se jedná
o charakteristiku, která nezávisí na okamºitém stavu soustavy ani na vn¥j²ích silách,
kterým je vystavena. U lineárních soustav je stabilita jednozna£n¥ ur£ena v celém sta-
vovém prostoru. Naproti tomu u nelineárních soustav není jejich pohyb jednozna£n¥
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ur£en. O tom, který z moºných pohyb· nastane, rozhoduje nejen volba po£áte£ních
podmínek, ale i ru²ivé vlivy p·sobící na soustavu b¥hem pohybu. Stabilitu pohybu lze
obecn¥ de�novat jako schopnost soustavy vrátit se do p·vodního, pop°. ustáleného
stavu po skon£ení p·sobení ru²ivých faktor·.

Pro posouzení stability soustavy se vyuºívá tzv. kritérium stability, kterých
existuje celá °ada, nap°. [29], [22]. Zde se omezíme na ur£ování stability na základ¥
analýzy vlastních £ísel λν ve tvaru (2.8), získaných °e²ením problému vlastních
hodnot (2.7). Vlastní £ísla jsou obecn¥ £ísly komplexními a lze je rozloºit na reálnou
a imaginární £ást. Jejich reálná £ást Re{λν} = −αν má význam útlumu a imaginární
£ást Im{λν} = βν je úhlová frekvence tlumeného kmitání. Stabilita pohybu soustavy
je ur£ena hodnotami reálných £ástí vlastních £ísel. Mohou nastat t°i situace, a to

• reálné £ásti v²ech vlastních £ísel jsou záporné, tedy αν > 0, pak je soustava
asymptoticky stabilní;

• alespo¬ jedno reálné vlastní £íslo nebo pár komplexn¥ sdruºených vlastních £ísel
má nulovou reálnou £ást, tedy αν = 0, pak se jedná o systém na mezi stability;

• alespo¬ jedno reálné vlastní £íslo nebo pár komplexn¥ sdruºených vlastních £ísel
má kladnou reálnou £ást, tedy αν < 0, pak se jedná o nestabilní systém.

2.2 Vynucené kmitání

Existuje celá °ada budících silových ú£ink·, které jsou zdrojem vynuceného kmitání.
Jako p°íklad lze uvést silové ú£inky vyvolané nevyváºeností v d·sledku nep°esností
výroby a montáºe, které nejsou v idealizovaném p°ípad¥ uvaºovány. V n¥kterých p°í-
padech je vhodné soustavu budit pomocí známých nevývaºk· umíst¥ných ve zvole-
ných vyvaºovacích rovinách. Ve vý²e uvedeném p°ípad¥ se sestavuje vektor buzení.
Pokud je uvaºováno pouze buzení nevyváºeností, jedná se o harmonické buzení, které
lze °e²it zavedením vektoru komplexních amplitud. Pokud do modelu zahrneme vliv
nelinearit, je nutno úlohu °e²it numericky.

2.2.1 Sestavení vektoru buzení nevyváºeností

Uvaºujme, ºe je j -tý nevývaºek o hmotnosti mj umíst¥n na polom¥ru ej pod úhlem
pr·vodi£e αj v rovin¥ kolmé na osu rotace, která prochází i -tým uzlem. Pokud ro-
tor pomalu nabíhá na provozní rychlost ω, lze zanedbat te£nou sloºku zrychlení.
Uvaºujme tedy jen dost°edivé zrychlení, kterému odpovídá odst°edivá síla vyvolaná
nevývaºkem. V p°ípad¥, ºe lze pohyb libovolného uzlu h°ídele popsat pomocí vektoru
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zobecn¥ných posuv· ve tvaru (1.25), lze buzení nevývaºkem s úhlem pr·vodi£e αj
v £ase t = 0 kótovaným od osy Y ve smyslu otá£ení zahrnout do matematického
modelu prost°ednictvím vektoru buzení ve tvaru

fj (t) = ω2



0

mjej cos (ωt+ αj)

−mjej sin (ωt+ αj)

0

0

0


. (2.11)

S vyuºitím platných goniometrických vztah· jej lze upravit do sloºeného tvaru

fj (t) = ω2



0

mjej cosαj

−mjej sinαj

0

0

0


︸ ︷︷ ︸

fjc

cosωt+ ω2



0

−mjej sinαj

−mjej cosαj

0

0

0


︸ ︷︷ ︸

fjs

sinωt , (2.12)

kde fjc, fjs jsou vektory amplitud sloºek buzení a ω budící frekvence.
V p°ípad¥, ºe dochází k buzení rotoru v d·sledku dynamické nevyváºenosti ko-

tou£e o hmotnosti m zp·sobené jeho excentrickým uloºením s excentricitou e a úhlem
pr·vodi£e α = 0 a ²ikmým nasazením s malým úhlem γ vzhledem k ose rotace ξ, je
vlivem rotace generována odst°edivá síla O = meω2 a na ní kolmá setrva£ná dvojice
MD .

= (I − I0) γω2, kde I0 a I jsou momenty setrva£nosti kotou£e k ose symetrie
a p°í£ným osám. S ohledem na podobu vektoru zobecn¥ných sou°adnic (1.25), lze na
p°íslu²nou pozici ve vektoru buzení zahnout tyto vlivy pomocí subvektoru buzení ve
tvaru

fk (t) =



0

meω2 cos (ωt)

−meω2 sin (ωt)

0

− (I − I0) γω2 sinωt

(I − I0) γω2 cosωt


. (2.13)

Pomocí subvektor· buzení (2.11), resp. (2.13) lze sestavit vektory buzení ve tvaru
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f (t) =
[
. . . ,0T , fTi (t) ,0T , . . .

]T
pro i = j, k . (2.14)

2.2.2 Ustálené harmonicky buzené kmitání

Matematický model ustáleného harmonicky buzeného kmitání rotoru lze vyjád°it
úpravou pravé strany pohybové rovnice (1.106) do tvaru odpovídajícího výrazu (2.12),
tedy

MΣq̈ (t) + BCq̇ (t) + KΣq (t) = fc cosωt+ fs sinωt , (2.15)

kde fc = [fjc], fs = [fjs] jsou vektory amplitud sloºek buzení. Protoºe ustálené kmitání
je pln¥ popsáno partikulárním °e²ením, lze jej vyjád°it ve formáln¥ stejném tvaru jako
vektor buzení, tedy jako sou£et sinové a kosinové sloºky

q (t) = qc cosωt+ qs sinωt . (2.16)

Toto °e²ení vyhovuje pohybové rovnici (2.15). Porovnáním sinových a kosinových
sloºek obou stran pohybové rovnice získáme dv¥ rovnice ve tvaru

(
KΣ − ω2MΣ

)
qc + ωBCqs = fc , −ωBCqc +

(
KΣ − ω2MΣ

)
qs = fs , (2.17)

ze kterých lze ur£it vektory amplitud qc, qs sloºek °e²ení (2.16). Pro p°ípad harmonic-
kého buzení je výhodné zavést vektory komplexních amplitud buzení f̃ , resp. výchylek
q̃ ve tvaru

f̃ = fc − ifs =
[
F̃j

]
, resp. q̃ = qc − iqs = [q̃j] , (2.18)

které spl¬ují následující podmínky

f (t) = Re{f̃eiωt} , resp. q (t) = Re{q̃eiωt} . (2.19)

Po jednoduché úprav¥ lze na základ¥ de�ni£ních vztah· (2.18) a rovnic (2.17) odvodit
rovnici pln¥ popisující ustálené kmitání ve tvaru

(
KΣ − ω2MΣ + iωBC

)
q̃ = f̃ . (2.20)

Skute£ný pohyb je pak popsán reálnou sloºkou vektoru komplexních výchylek q̃eiωt.
De�nujeme-li matici dynamické tuhosti Z (ω)
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Z (ω) = KΣ − ω2M + iωBΣ , (2.21)

lze vektor komplexních amplitud výchylek ur£it z (2.20) jako

q̃ = Z−1 (ω) f̃ , (2.22)

kde G (ω) = Z−1 (ω) je matice dynamické poddajnosti, jejíº prvky gij na pozici i
odpovídající indexu °ádky a j odpovídající indexu sloupce mají význam frekven£ního
p°enosu mezi komplexní amplitudou ustálené výchylky q̃i a komplexní amplitudou
harmonicky prom¥nné budící síly F̃j p·sobící ve sm¥ru zobecn¥né sou°adnice qj. P°i
analýze vynuceného kmitání je cílem stanovit maximální výchylku vybraného uzlu p°i
dané rychlosti otá£ení ω, coº je znázor¬ováno pomocí amplitudové charakteristiky.

U siln¥ nekonzervativních soustav je výhodné p°evést matematický model buze-
ného systému (2.15) do stavového prostoru ur£eného vektorem u (t) a maticemi N,
P ve tvaru (2.3), tedy

Nu̇ (t) + Pu (t) = p (t) , (2.23)

kde p (t) =
[
0T , fT (t)

]T p°edstavuje vektor buzení ve stavovém prostoru. V p°ípad¥
ustálených harmonicky buzených kmit· lze komplexní vektor zobecn¥ných sou°adnic
vyjád°it ve tvaru

q̃ (t) =
2n∑
ν=1

q̃νe
iωt =

2n∑
ν=1

qνr
T
ν f̃

iω − λν
eiωt , (2.24)

kde qν je pravostranný a rν levostranný vlastní vektor ν-tého módu p°i°azeného
vlastnímu £íslu λν . Podle [22] poskytuje ustálená odezva významnou informaci o mí°e
projevu rezonan£ních stav·. Intenzitu projevu lze stanovit na základ¥ hodnot tzv.
participa£ních faktor· jednotlivých mód· p°edstavovaných výrazy

pν (ω) =

∣∣∣∣∣ rTν f̃

iω − λν

∣∣∣∣∣ , ν = 1, 2, . . . , 2n , (2.25)

jejichº podoba vychází z de�nice komplexních výchylek (2.24).
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2.2.3 Vynucené kmitání soustav buzených vlivem nelineárních

sil

Vynucené kmitání soustav s nelineárními vazbovými silami, lze matematicky popsat
pomocí rovnice (2.15) s upravenými maticemi BC a KΣ, v nichº je vypu²t¥n p°ísp¥vek
loºiskových sil, a pravou stranou vyjád°enou ve tvaru

f (t,q, q̇) = fA + fV + fH (2.26)

kde fA je vektor vn¥j²ích sil p·sobících na rotorovou soustavu, fV je vektor zobec-
n¥ných vazbových sil p·sobích na rotorovou soustavu v místech mimo loºiska, fH je
vektor nelineárních hydraulických sil, pop°. moment·, jimiº p·sobí vrstvi£ka maziva
na £ep h°ídele a stacionární £ásti loºisek.

Jednou z moºných variant °e²ení je p°evedení matematického popisu rotorové
soustavy stejn¥ jako v p°ípad¥ ustálených harmonicky buzených kmit· do stavového
prostoru s vektorem buzení p (t,q, q̇), který obsahuje nelineární sloºky vazbových sil
a budící síly. P°enásobením rovnosti (2.23) maticí N−1 zleva lze pohybovou rovnici
upravit do podoby

u̇ (t)−Au (t) = N−1p (t,q, q̇) , (2.27)

kde A = −N−1P je tzv. systémová matice lineární £ásti modelu. Z matematického
hlediska p°edstavuje výraz (2.27) soustavu 2n vzájemn¥ provázaných nelineárních
oby£ejných diferenciálních rovnic prvního °ádu s nenulovou pravou stranou, jejíº °e-
²ení lze získat numericky. U soustav s mnoha stupni volnosti je výhodné odvodit
matici N−1 v blokové podob¥ z rovnosti[

D1,1 D1,2

D2,1 D2,2

][
0n M

M BC

]
=

[
En 0n

0n En

]
. (2.28)

Po blokovém roznásobení a porovnání odpovídajících si blok· lze odvodit matici N−1

a systémovou matici A ve tvaru

N−1 =

[
−M−1BCM−1 M−1

M−1 0n

]
, A =

[
−M−1BC M−1KΣ

En 0n

]
. (2.29)

Odezvu systému popsaného pohybovou rovnicí (2.27) lze získat numericky p°ípadn¥
pomocí n¥které z metod p°ímé numerické integrace. N¥které z nich, nap°. metoda
centrovaného zrychlení, jsou podrobn¥ popsány nap°. v [26].
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2.3 Vyuºití kondenzace

Po provedení diskretizace modelovaného systému a sestavení odpovídajícího výpo£-
tového modelu nap°. pomocí metody kone£ných prvk· je £asto výhodné p°istoupit
k redukci po£tu stup¬· volnosti, a to z n¥kolika d·vod·. Nej£ast¥ji z d·vodu zp°esn¥ní
numerických simulací a sníºení výpo£tové náro£nosti simulací. Sníºení po£tu stup¬·
volnosti matematického modelu lze provést pomocí nemalého po£tu postup·. N¥které
z nich jsou podrobn¥ popsány nap°. v [37].

P°edpokládejme, ºe modelovaný rotující systém je popsán pohybovou rovnicí ve
tvaru

Mq̈s (t) + Bq̇s (t) + Kqs (t) = fI + fE , (2.30)

kde fI je vektor vazbových sil p·sobících na rotor a fE vektor vn¥j²ích budících sil.
Vektor qs (t) je vektor zobecn¥ných sou°adnic sloºený z výchylek v²ech uzl· rotujícího
systému obsaºených v modelu. Matice X = M, B, K jsou se staveny na základ¥
p°ísp¥vk· h°ídelových prvk· a kotou£· a jsou °ádu n.

Pro sníºení po£tu stup¬· volnosti lze vyuºít obdélníkovou transforma£ní matici.
Jestliºe poºadujeme sou£asn¥ respektovat charakteristiky p·vodního (plného) modelu
vyjád°eného pohybovou rovnicí (2.30), je výhodné vyuºít p°ístup modální redukce.
Tento p°ístup je zaloºený na p°ibliºné zachování vybraných vlastních frekvencí a jim
odpovídajících vlastních vektor·, odpovídajících nevázané nerotující p°idruºené kon-
zervativní soustav¥ popsané pohybovou rovnicí ve tvaru

Mq̈s (t) + Kqs (t) = 0 . (2.31)

Protoºe pohybové rovnici (2.31) vyhovuje °e²ení v exponenciálním tvaru qs (t) =

veiΩt, lze pomocí d°íve zmi¬ovaného postupu získat odpovídající problém vlastních
hodnot

(
−Ω2M + K

)
v = 0 . (2.32)

Jeho °e²ením lze získat vlastní frekvence Ων , ν = 1 , . . . , n, a jim odpovídající nor-
mované vlastní vektory vν . Sestavíme-li spektrální matici Λ = diag [Ω2

ν ] a sdruºíme-li
normované vlastní vektory do tzv. modální matice V = [vν ], jsou spln¥ny podmínky
ortogonality a normy ve tvaru

VTMV = En , VTKV = Λn . (2.33)
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Po znormování vlastních vektor· lze sestavit obdélníkovou tranforma£ní matici na
základ¥ výb¥ru m, m < n respektovaných vlastních tvar·. Tato matice je ozna£o-
vaná redukovaná modální matice Vr = [vi], i = 1 , . . . ,m. Odpovídající transformaci
vektoru zobecn¥ných sou°adnic, kterou lze ozna£it jako tzv. neúplnou modální trans-
formaci, lze provést pomocí vztahu

qs (t) = Vrxr (t) , (2.34)

kde xr (t) je tzv. vektor modálních sou°adnic. Po vyuºití tohoto transforma£ního
vztahu a pronásobení pohybové rovnice maticí VT

r zleva lze získat redukovaný mate-
matický model rotujícího systému °ádu m ve tvaru

VT
r MVr︸ ︷︷ ︸
Em

ẍr + VT
r BVrẋr + VT

r KVr︸ ︷︷ ︸
Λm

xr = VT
r (fI + fE) . (2.35)

Po transformaci po£áte£ních podmínek do modálních sou°adnic lze pohybovou rovnici
°e²it nap°. pomocí metod numerické integrace. Získáme tak pr·b¥h vektoru modálních
sou°adnic xr v £asové oblasti. Jeho zp¥tnou transformací p°ejdeme zp¥t k vektoru
zobecn¥ných sou°adnic qs.

V p°ípad¥ rozsáhlých systém· lze po provedení dekompozice na diskrétní sub-
systémy provést redukci po£tu stup¬· u kaºdého díl£ího subsystému za p°edpokladu
respektování vzájemných vazeb mezi subsystémy. Podrobn¥ji je uvedený postup po-
psán nap°. v [33].

46



Kapitola 3

Citlivostní analýza

Sestavené výpo£tové modely a jejich programová realizace umoº¬ují dynamickou ana-
lýzu popisovaných soustav pro r·zné hodnoty vybraných parametr·. Na základ¥ pro-
vedených výpo£t· lze jednotlivé varianty vzájemn¥ porovnat, nalézt nejvhodn¥j²í
kombinaci parametr· a stanovit vliv vybraných veli£in na zm¥nu zvolených para-
metr·. Za tímto ú£elem jsou voleny tzv. návrhové parametry a výpo£et citlivosti
na zm¥nu návrhových parametr· je provád¥n pomocí derivací p°íslu²ných veli£in.
Zatímco v p°ípad¥ lineárních a linearizovaných soustav jsou vyuºívány analyticky
odvozené derivace, u nelineárních systém· je získání derivace záleºitostí numerickou
[22]. Analytické vyjád°ení derivace má svou p°ednost ve v¥t²í p°esnosti a zkrácení
výpo£tového £asu. Naproti tomu numerické °e²ení vyuºívá vyjád°ení derivace pomocí
kone£né diference, jejíº hodnota m·ºe být zna£n¥ závislá na volb¥ její velikosti [34].
S ohledem na odvozený výpo£tový model, který je nelineárního charakteru, uvedený
v kapitole 2, a nástroje pro dynamickou analýzu, popsané v kapitole 3, bude v této
kapitole popsáno pouze analytické odvození stanovení citlivosti vlastních £ísel a vlast-
ních vektor· nerotující konzervativní soustavy na zm¥nu návrhových parametr·. Pro
zjednodu²ení dal²ího zápisu p°i odvození de�nujme tzv. vektor návrhových parametr·

p = [pj]
T j = 1, . . . m , (3.1)

obsahující ve²keré uvaºované návrhové parametry.

3.1 Citlivost vlastních frekvencí a vlastních tvar·

nerotující nevázané konzervativní soustavy

P°edpokládejme, ºe rotující systém je popsán pohybovou rovnicí (1.106). P°idruºené
konzervativní soustav¥ odpovídá popis ve tvaru (2.31) a problém vlastních hodnot
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(2.32), jehoº °e²ení lze zapsat maticov¥ pomocí modální matice V a spektrální matice
Λ, viz vý²e. Zavedeme-li substituci Ω2

ν = λν , lze výraz (2.32) pro ν-tý mód upravit
do tvaru

(−λνM + K) vν = 0 . (3.2)

Podmínky ortogonality a normy rozepsat jako

vTµMvν = δµν , vTµKvν = δµνλν , (3.3)

maticov¥

VTMV = E , VTKV = Λ , (3.4)

kde δµν je Kronecker·v symbol.
Stanovení citlivosti vlastních £ísel a vlastních vektor· je zaloºeno na znalosti jejich

derivací podle návrhového parametru pj. Ty lze získat parciální derivací vztahu (3.2)
podle návrhového parametru pj, tedy(

∂K

∂pj
− λν

∂M

∂pj

)
vν + (−λνM + K)

∂vν
∂pj
− ∂λν
∂pj

Mvν = 0 . (3.5)

P°enásobením odvozené derivace problému vlastních hodnot (3.5) vlastním tvarem
vTν zleva získáme

vTν

(
∂K

∂pj
− λν

∂M

∂pj

)
vν + vTν (−λνM + K)

∂vν
∂pj
− ∂λν
∂pj

vTν Mvν = 0 . (3.6)

Protoºe matice M, K jsou symetrické, platí rovn¥º, ºe vTν (−λνM + K) = 0T , a tedy
lze po vyuºití podmínek normy (3.3) vyjád°it citlivost vlastního £ísla λν , resp. vlastní
frekvence Ων na zm¥nu parametru pj jako

∂λν
∂pj

= vTν

(
∂K

∂pj
− λν

∂M

∂pj

)
vν , resp.

∂Ων

∂pj
=

1

2Ων

vTν

(
∂K

∂pj
− Ω2

ν

∂M

∂pj

)
vν . (3.7)

Pro stanovení citlivosti vlastního vektoru vν na zm¥nu parametru pj vyuºijeme
faktu, ºe vlastní vektory tvo°í bázi prostoru dané dimenze. Proto musí platit, ºe
i vektor ∂vν

∂pj
lze vyjád°it pomocí jejich lineární kombinace, tedy
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∂vν
∂pj

=
n∑
k=1

aνkvk . (3.8)

Po vynásobení rovnice (3.5) vlastním vektorem vTµ zleva, vyuºití vztahu (3.8) a pod-
mínek ortonormality (3.3) získáme

vTµ

(
∂K

∂pj
− λν

∂M

∂pj

)
vν +

n∑
k=1

vTµ (−λνM + K) aνkvk︸ ︷︷ ︸
aνµ(−λν+λµ)

−∂λν
∂pj

vTµMvν︸ ︷︷ ︸
δµν

= 0 . (3.9)

Po vyuºití zápisu (3.8) a podmínek ortonormality (3.3) lze rovnici (3.9) upravit do
tvaru

vTµ

(
∂K

∂pj
− λν

∂M

∂pj

)
vν = aνµ (λν − λµ) , (3.10)

a tedy lze získat koe�cienty lineární kombinace pro nenásobná vlastní £ísla (λν 6= λµ)

aνµ =
1

λν − λµ
vTµ

(
∂K

∂pj
− λν

∂M

∂pj

)
vν . (3.11)

Zderivujeme-li podmínku ortonormality (3.3) podle parametru pj, pak po aplikaci
zápisu pro lineární kombinaci vlastních vektor· (3.8) získáme vztah

aµν + vTν
∂M

∂pj
vν + aνµ = 0 , (3.12)

z n¥hoº lze pro µ = ν získat koe�cienty lineární kombinace pro násobná vlastní £ísla
(λµ = λν) ve tvaru

aνν = −1

2
vTν
∂M

∂pj
vν . (3.13)

Dosazením koe�cient· linearní kombinace (3.12), (3.13) do vztahu (3.8) lze získat
vztah pro výpo£et citlivosti vlastního vektoru na zm¥nu parametru pj respektující
násobnost vlastních £ísel

∂vν
∂pj

=
n∑

µ=1 ,ν 6=µ

1

λν − λµ
vTµ

(
∂K

∂pj
− λν

∂M

∂pj

)
vνvµ −

1

2
vTν
∂M

∂pj
vνvν . (3.14)
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3.2 Citlivost vlastních £ísel a vlastních tvar· rotující

nekonzervativní soustavy

Pro odvození analytických výraz· pro stanovení citlivosti rotujícího nekonzervativ-
ního systému na zm¥nu parametru pj lze vyuºít obdobný postup jako v p°edchozí
£ásti. Matematickým model·m (2.2) a (2.4), popisujícím takovýto systém, odpovídají
problémy vlastních hodnot (2.7) a podmínky biorotnormality (2.9). Po zderivování
problému vlastních hodnot odpovídajícího pohybové rovnici (2.2) podle parametru
pj získáme (

∂λν
∂pj

N + λν
∂N

∂pj
+
∂P

∂pj

)
uν + (λνN + P)

∂uν
∂pj

= 0 . (3.15)

Po vynásobení tohoto vztahu transponovaným levostranným vlastním vektorem wT
µ

získáme

wT
µ

(
λν
∂N

∂pj
+
∂P

∂pj

)
uν +

∂λν
∂pj

wT
µNuν + wT

µ (λνN + P)
∂uν
∂pj

= 0 . (3.16)

Postupem analogickým k p°edchozí kapitole 4.1 lze získat vztah popisující citlivost
vlastního £ísla λν na zm¥nu parametru pj ve tvaru

∂λν
∂pj

= −wT
ν

(
∂P

∂pj
+ λν

∂N

∂pj

)
uν . (3.17)

Pokud lze navíc vlastní £íslo λν vyjád°it v komplexním tvaru (2.8), lze stanovit cit-
livost reálné £ásti αν , resp. imaginární £ásti βν na zm¥nu parametru pj samostatn¥,
protoºe

∂λν
∂pj

= −∂αν
∂pj
± i∂βν

∂pj
. (3.18)

Citlivost ν-tého vlastního vektoru na zm¥nu parametru pj lze rovn¥º odvodit. Protoºe
matice N, P jsou v p°ípad¥ rotujícího nekonzervativního systému nesymetrické, je
nutno vyjád°it citlivost pravostranného vektoru uν , resp. levostranného vektoru wν

na zm¥nu parametru pj. Provedením p°íslu²ných derivací, jejich rozepsáním pro ν-tý
mód a p°enásobením zleva vektorem wT

µ , resp. uTµ lze získat výrazy

wT
µ

(
∂P

∂pj
+ λν

∂N

∂pj

)
uν + wT

µ (P + λνN)
∂uν
∂pj

= 0 , (3.19)
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resp.

uTµ

(
∂PT

∂pj
+ λν

∂NT

∂pj

)
wν + uTµ

(
PT + λνN

T
) ∂wν

∂pj
= 0 . (3.20)

Pokud parciální derivace ∂uν
∂pj

, ∂wν
∂pj

vyjád°íme ve tvaru lineární kombinace vlastních
vektor·, lze postupem analogickým k p°edchozí kapitole 4.1 získat výraz popisující
citlivost pravostranného, resp. levostanného vlastního vektoru na zm¥nu parametru
pj ve tvaru

∂uν
∂pJ

=
2n∑

ν=1,ν 6=µ

1

λµ − λν
wT
µ

(
∂P

∂pj
+ λν

∂N

∂pj

)
uνuµ −

1

2
wT
ν

∂N

∂pj
uνuν , (3.21)

resp.

∂wν

∂pJ
=

2n∑
ν=1,ν 6=µ

1

λµ − λν
uTµ

(
∂PT

∂pj
+ λν

∂NT

∂pj

)
wνwµ −

1

2
uTν

∂NT

∂pj
wνwν . (3.22)

3.3 Stanovení citlivosti veli£in numericky

V p°ípad¥ nelineárních systém· je výhodné p°istoupit ke stanovení citlivosti mate-
matického popisu na zm¥nu parametru pj numericky. Pro odvození vyuºijeme tvar
vektoru návrhových parametr· (3.1), které mohou být fyzikáln¥ odli²ného charakteru.
De�nujme vektor p0 obsahující po£áte£ní hodnoty návrhových parametr· a vektor
zm¥ny parametru ∆pj ve tvaru

∆pj = [0 , . . . , 0 ,∆pj , 0 , . . . , 0]T . (3.23)

Pak lze zm¥nu sledované veli£iny fν vyvolanou malou zm¥nou ∆pj vyjád°it pomocí
Taylorova rozvoje

∆fν = fν (p0 + ∆pj)− fν (p0) =

p∑
j=1

∂fν (p0)

∂pj
∆pj . (3.24)

Pokud zm¥nu sledované veli£iny (3.24) vztáhneme k její p·vodní hodnot¥ ur£ené
vektorem po£áte£ních hodnot návrhových parametr· fν (p0), lze získat vztah

∆fν
f (p0)

=

p∑
j=1

∂fν (p0)

∂pj

pj,0
fν (p0)

∆pj
pj,0

, (3.25)

kde
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∆f̄ jν =
∂fν (p0)

∂pj

pj,0
fν (p0)

(3.26)

je tzv. relativní citlivost na zm¥nu parametru pj. Pro ú£ely numerické analýzy lze
parciální derivaci nahradit kone£nou diferencí ve tvaru

∂fν (p0)

∂pj
=
fν (p0 + ∆pj)− fν (p0)

∆pj
, (3.27)

kde z hlediska relevantnosti získaných výsledk· hraje významnou roli zvolená velikost
zm¥ny ∆pj.
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Kapitola 4

Experimentální m¥°ení

Za ú£elem veri�kace sestaveného matematického modelu rotoru turbodmychadla ulo-
ºeného na loºiskách s plovoucími pouzdry byla na pracovi²ti centra excelence NTIS-
Nové technologie pro informa£ní spole£nost, výzkumného programu P3, ve spolupráci
s �Z, a.s. navrºena metodika m¥°ení akustických a vibra£ních veli£in rotor· turbod-
mychadel [A2]. Experimentální m¥°ení bylo realizováno v dynamické zku²ebn¥ �Z, a.s.
ve Strakonicích v souladu se sestaveným plánem m¥°ení [A3]. Experimentálnímu m¥-
°ení byl podroben rotor turbodmychadla °ady C1, sériov¥ vyráb¥ný v �Z a.s. B¥hem
m¥°ení byla zaznamenávána vibra£ní odezva na nevyváºenost ve vybraných pozicích
a rychlost rotace plovoucích pouzder v loºiskách p°i ustálených provozních otá£kách i
p°i °ízených nájezdech na provozní otá£ky a °ízených dob¥zích. Získané výstupy byly
zpracovány a byly uvedeny ve výzkumné zpráv¥ [A1].

B¥hem provedených experiment· byl pohon turbiny rotoru turbodmychadla za-
ji²t¥n plynovým ho°ákem, který vhán¥l do sk°ín¥ vzduch o volitelné teplot¥ a tlaku.
Za ú£elem analýzy vlivu teploty vzduchu byly zvoleny dv¥ varianty provozních pod-
mínek, a to pohon teplým vzduchem (T), jehoº parametry jsou blízké provozním
charakteristikám spalin pohán¥jících turbodmychadlo za b¥ºného provozu, a stude-
ným vzduchem (S). Za ú£elem experimentálního me°ení byl sériov¥ vyráb¥ný rotor
spolu s loºiskovou sk°íní geometricky modi�kován. Na základ¥ poºadavku na moº-
nost vná²ení um¥lé nevyváºenosti realizované pomocí p°esn¥ de�novaných nevývaºk·
byla upravena utahovací matice na stran¥ kompresorového kola a následn¥ vyvrtány
axiální závitové otvory do turbinového kola a utahovací matice. Upravená geomet-
rie rotoru, odpovídající rozloºení hmotnosti, a poloha rotoru v loºiskové sk°íni jsou
znázorn¥ny na obrázku 4.1. Do upravené loºiskové sk°ín¥ byly vyvrtány prostupy za
ú£elem osazení sk°ín¥ pot°ebnými sníma£i otá£ek a polohy.
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Obrázek 4.1: Schéma experimentálního rotoru turbodmychadla s axiálními závity
a s vyzna£enou polohou sníma£·.

Na obrázcích 4.2 a 4.3 je pro ilustraci ukázána kon�gurace m¥°icí techniky vyuºitá
v dynamické zku²ebn¥ p°i experimentálním m¥°ení.

Obrázek 4.2: Upravená sk°í¬ turbodmychadla osazená m¥°ící technikou.

V tabulce 4.1 jsou uvedeny kombinace vnesených nevývah realizovaných prost°ed-
nictvím p°esn¥ de�novaných nevývaºk· vloºených do axiálních závitových otvor·.
Podrobn¥ji je provedené m¥°ení spolu s popisem vyuºitého p°ístrojového vybavení
a jeho nastavení popsáno ve výzkumné zpráv¥ [A1].
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Obrázek 4.3: Pohled na turbodmychadlo v loºiskové sk°íni- ze strany kompresorového
kola.

Varianta Strana T Strana C úhel
[g ·mm] [g ·mm] [o]

N1 2.1 · 10−7 - -
N2 - 2.0 · 10−7 -
N3 2.1 · 10−7 2.0 · 10−7 135

Tabulka 4.1: Kombinace um¥le vnesených nevývah.
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Kapitola 5

Programová realizace a aplikace

Metodika modelování a provedení dynamické analýzy, popsaná teoreticky v p°edcho-
zích kapitolách práce, byla algoritmizována ve výpo£tovém systému MATLAB. Vý-
po£tový program byl testován na rotoru turbodmychadla, jehoº parametry a provozní
podmínky jsou uvedeny v [A4]. Odvozená metodika byla vyuºita pro dynamickou ana-
lýzu sériov¥ vyráb¥ného rotoru turbodmychadla a získané výsledky byly porovnány
s experimentáln¥ získanými daty nam¥°enými za podmínek uvedených ve zpráv¥ [A1].

5.1 Model rotoru turbodmychadla

Jedná se o rotor sloºený z h°ídele kruhového pr·°ezu osazeného na koncích turbinovým
kolem, dmychadlovým kolem a utahovací maticí. V loºiskové sk°íni, uvaºované pro
ú£ely modelování jako tuhý nehybný rám, je rotor uloºen pomocí dvou loºiskových
vazeb BT, BC reprezentujících loºiska s plovoucími pouzdry, viz obrázek D.1.

H°ídel rotoru byl pro ú£ely modelování roz£len¥n pomocí 11 uzl· na 10 kone£ných
prvk·, jejichº parametry jsou uvedeny v dodatku D. V uzlu £. 1 je na h°ídel pevn¥
nasazeno turbninové kolo, v uzlu £. 9 je nasazeno kompresorové kolo a v uzlu £. 11
uzahovací matice. Poloha loºiskových vazeb odpovídá uzlu £. 3 (loºisko BT) a uzlu £. 6
(loºisko BT). Bylo modelováno pouze ohybové kmitání rotoru, tj. rotor byl popsán
pomocí 44 stup¬· volnosti. Ob¥ plovoucí pouzdra byla modelována jako tuhá t¥lesa.
Jejich pohyb byl popsán pouze pomocí p°í£ných výchylek jejich st°ed· hmotnosti,
kterým odpovídají 4 stupn¥ volnosti. Výpo£tový model subsystému rotor-loºiska byl
sestaven na základ¥ charakteristik jednotlivých sou£ástí, jeº jsou uvedeny v kapitole 1.
Sou°adnice odpovídající podélným výchylkám a torznímu nato£ení nebyly pro ú£ely
modelování uvaºovány.

Za ú£elem p°iblíºení modálních vlastností výpo£tového modelu vlastnostem reál-
ného rotoru turbomychadla bylo v souladu s [A7] do výpo£tového modelu zahrnuto
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zpevn¥ní h°ídele pod kompresorovým kolem δ = 1, 35. Ve výpo£tovém modelu bylo
zpevn¥ní realizováno prost°ednictvím zesílení vn¥j²ího pr·m¥ru odpovídajících h°í-
delových prvk· podle vztahu D∗ = δ ·D, konkrétn¥ D8 = D9 = 7, 695 mm. P°idaná
hmota byla sou£asn¥ odebrána na vnit°ním pr·m¥ru kompresorového kola. Tomu od-
povídají následující upravené parametry kompresorového kola, konkrétn¥ hmotnost
m∗k = 32, 31 g, moment setrva£nosti k ose rotace I∗0,k = 7, 29 · 10−6 kg ·m2 a moment
setrva£nosti k p°í£ným osám I∗k = 3, 94 · 10−6 kg ·m2. V d·sledku odebrání hmoty
kompresorového kola dojde k posunutí jeho t¥ºi²t¥ o vzdálenost s = 1, 858 mm sm¥-
rem k turbinovému kolu nasazenému na h°ídel v uzlu £. 1. P°i respektování poºadavku
centrického nasazení kompresorového kola na h°ídel tomu odpovídá zm¥na délek h°í-
delových prvk· l8 = 11, 641 mm, l9 = 15, 358 mm. Uvedená úprava zachovává p·vodní
rozloºení hmotnosti rotoru znázorn¥né na obrázku D.1.

Modelování loºiskových vazeb je zaloºeno na znalosti geometrických parametr·
jednotlivých loºisek, které byly ur£eny na základ¥ provedené mikrometráºe, a cha-
rakteristik maziva, jímº byl olej Castrol 10W30. Geometrické parametry loºisek lze
nalézt v dodatku D. Charakteristiky maziva jsou v modelu reprezentovány dynamic-
kou viskozotou, která je funkcí teploty. Hodnoty dynamické viskozity byly získány
interpolací ze známých hodnot polynomem t°etího stupn¥. Získaná závislost dyna-
mické vazkosti na teplot¥ je znázorn¥na na obrázku 5.1.

Obrázek 5.1: Závislost dynamické viskozity maziva na teplot¥.

Vzhledem ke konstruk£nímu °e²ení zásobení loºisek mazivem nebylo moºno b¥hem
experimentu m¥°it teploty maziva v díl£ích olejových �lmech, proto byla pro ú£ely
stanovení teplot odpovídajících referen£nímu stavu vyuºita práce [43], kde bylo zji²-
t¥no rozloºení teploty na vnit°ním povrchu sk°ín¥ turbodmychadla. Jako referen£ní
stav byly pro loºisko na stran¥ turbiny (BT) zvoleny teploty maziva T TI = 130 oC,
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T TO = 120 oC. Pro loºisko na stran¥ kompresoru (BC) byly uvaºovány teploty maziva
TCI = 110 oC, TCO = 100 oC .

Subsystém rotor-loºiska, který je reprezentován rotorem turbodmychadla uloºe-
ným na loºiskách s plovoucími pouzdry, byl analyzován v postupných krocích. Nejprve
byla provedena analýza linearizovaného systému. Byly sledovány hodnoty vlastních
£ísel a jim odpovídají vlastní tvary, posuzována stabilita a ustálená odezva na nevyvá-
ºenost. Rovn¥º byla provedena citlivostní analýza odvozeného výpo£tového modelu na
zm¥nu parametr·. Dále bylo p°istoupeno k modelování v £asové oblasti. Byl sestaven
plný model subsystému rotor-loºiska a následn¥ sníºen po£tu stup¬· volnosti. Získané
numerické výsledky byly následn¥ porovnány s experimentáln¥ získanými hodnotami.

5.2 Analýza rotoru zaloºená na linearizovaném mo-

delu

V prvním kroku byl sestaven linearizovaný výpo£tový model subsystému rotor-
loºiska. Jeho analýza byla provád¥na ve zvoleném rozsahu provozních otá£ek
n ∈ 〈40000, 200000〉 [ot ·min−1]. V jednotlivých krocích byly povaºovány hodnoty
provozních otá£ek za konstantní. Následn¥ byly stanoveny dynamické charakteristiky
modelu. Linearizovaný model loºiskových sil p°edpokládá podle kapitoly 1 znalost
statického zatíºení, které je p°ená²eno uloºením. Na základ¥ znalosti geometrie rotoru
a polohy loºiskových podpor bylo ur£eno statické zatíºení p°ená²ené vnit°ními olejo-
vými �lmy, konkrétn¥ pro loºisko BT je hodnota statického zatíºení F I,T

st = 1, 998 N

a pro loºisko BC je hodnota statického zatíºení F I,C
st = 0, 336 N. Vn¥j²í olejové �lmy

jsou navíc vystaveny vlivu tíhových sil od plovoucích pouzder, tedy FO,T
st = 2, 054 N

a FO,C
st = 0, 393 N. Pro de�novaný nominální stav byly ve stanoveném rozsahu

otá£ek stanoveny charakteristiky loºiskových podpor v souladu s kapitolou 2. Pro
malé výchylky ze statické rovnováºné polohy byly vypo£ítány pom¥rné excentricity
odpovídající výchylkám st°ed· £ep·, resp. st°ed· plovoucích pouzder ze statických
rovnováºných poloh. Významným parametrem loºisek s plovoucími pouzdry jsou
rychlosti rotace plovoucích pouzder. Jejich velikosti byly stanoveny jako násobek
rychlosti rotace £epu loºiska. Zavislosti velikosti t¥chto násobk· na otá£kách rotoru
byly pro jednotlivá loºiska znázorn¥ny na obrázku 5.2. Získané k°ivky mají ve sle-
dovaném rozsahu otá£ek tém¥° konstantí pr·b¥h, p°i£emº plovoucí pouzdro loºiska
BT vykazuje rychlost rotace p°ibliºn¥ 39 % rychlosti rotace £epu h°ídele. Plovoucí
pouzdro loºiska BC hodnu o málo niº²í, p°ibliºn¥ 37 %.
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Obrázek 5.2: Závislosti násobk· rychlosti rotace plovoucích pouzder RSR pro loºisko
BT na turbinové stran¥ (mod°e) a pro loºisko BC na kompresorové stran¥ (£ern¥) na
provozních otá£kách rotoru.

5.2.1 Modální analýza

Prvním krokem p°i studování dynamických vlastností subsystému rotor-loºiska byla
analýza vlastních £ísel a jim odpovídajících vlastních tvar·. Tento postup byl prová-
d¥n v díl£ích krocích. V první fázi byla provedena modální analýza volného nerotu-
jícího rotoru turbodmychadla uvoln¥ného od rámu v loºiskových vazbách. V dal²ích
krocích byl zkoumán vliv zahrnutí gyroskopických ú£ink· a charakteristik uloºení. �e-
²ením poblému vlastních hodnot byly získány hodnoty vlastních £ísel pro konkrétní
provozní otá£ky. Hodnoty imaginárních £ástí vypo£ítaných vlastních £ísel jsou vy-
neseny do Campbellova diagramu na obrázku 5.3. V¥tve diagramu jsou znázorn¥ny
barevn¥ na základ¥ hodnoty pom¥rného modálního útlumu odpovídající vlastnímu
£íslu λν ve tvaru (2.8), tedy

Dν =
αν

| − αν ± iβν |
. (5.1)

Kladné hodnoty Dν odpovídají stabilním tvar·m kmitu (v diagramu jsou znázorn¥ny
pomocí zele-modré £ásti ²kály). Vlastní tvary, jimº odpovídají hodnoty pom¥rného
modálního útlumu blízké jedné lze povaºovat za p°etlumené (v diagramu jsou zná-
zorn¥ny zelen¥). Záporné hodnoty pom¥rného útlumu indikují nestabilní tvary kmitu
a jsou znázorn¥ny pomocí ºluto-£ervené £ásti ²kály. Po°adí vlastních £ísel bylo ur£eno
podle velikosti imaginárních £ástí p°i otá£kách n = 120000 [ot ·min−1]. Na základ¥
gra�ckého znázorn¥ní a vypo£ítaných vlastních £ísel lze °íci, ºe nestabilní charakter
vykazují tvary kmitání v subsynchronní oblasti diagramu. Konkrétn¥ se jedná o tvary
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Obrázek 5.3: Campbell·v diagram odpovídající nominálnímu stavu.

odpovídající vlastním £ísl·m 2, 4 a 6. Jako p°etlumené lze ozna£it vlastní tvary od-
povídající vlastním £ísl·m 1, 3 a 8.

Dal²ími vlivy, o které lze roz²í°it sestavený matematický model, jsou tlumicí ú£inky
reprezentované vnit°ním (materiálovým) tlumením a vn¥j²ím tlumením. Vn¥j²í tlu-
mení bylo zahrnuto prost°ednictvím koe�cient· vn¥j²ího tlumení h°ídele bEY = bEZ =

50kg ·m−1 · s−1, turbinového kola bTEY = bTEZ = 10kg · s−1 a kompresorového kola
bCEY = bCEZ = 3kg · s−1. Vnit°ní tlumení bylo zahrnuto do výpo£tového modelu pro-
st°ednictvím koe�cientu vnit°ního tlumení h°ídele bI = 10−6 s. Vliv zahrnutých tlu-
micích ú£ink· na vypo£ítané modální vlastnosti byl prezentován pomocí údaj· uve-
dených v tabulce 5.1, kde byl pro vybrané otá£ky ve zvoleném pracovním rozsahu
uveden po£et reálných vlastních £ísel (Re), po£et pár· komplexn¥ sdruºených vlast-
ních £ísel s kladnou reálnou £ástí (Σ) a odpovídající typ nestability (S). Na základ¥
gra�ckého znázorn¥ní vypo£ítaných vlastních £ísel lze °íci, ºe nestabilní charakter vy-
kazují tvary kmitání v oblasti diagramu po náb¥hovou p°ímkou (tzv. subsynchronní
sloºky). Ve sledovaném rozsahu provozních otá£ek je generována pouze nestabilita
typu �utter (F). Míra nestability je posouzena na základ¥ hodnoty tzv. stabiliza£ního
faktoru, který je de�nován pro vlastní £íslo λν jako

κ = max

(
Re (λν)

Im (λν)

)
. (5.2)
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provozní Netlumený systém Vn¥j²í tlumení Vnit°ní tlumení Kombinace
otá£ky Re Σ/S Re Σ/S Re Σ/S Re Σ/S
40000 6 6/F 6 6/F 20 6/F 20 6/F
60000 2 6/F 2 6/F 8 6/F 8 6/F
80000 2 6/F 2 6/F 8 6/F 8 6/F
100000 2 6/F 2 6/F 8 6/F 8 6/F
120000 2 6/F 2 6/F 2 6/F 2 6/F
140000 2 6/F 2 6/F 2 6/F 2 6/F
160000 0 6/F 0 6/F 2 6/F 2 6/F
180000 0 6/F 0 6/F 2 6/F 2 6/F
200000 0 6/F 0 6/F 2 6/F 2 6/F

Tabulka 5.1: Charakter vypo£ítaných vlastních £ísel z hlediska stability.

Závislosti vypo£ítaných faktor· nestability na provozních otá£kách jsou pro jednot-
livé varianty tlumicích ú£ink· jsou vyneseny do obrázku 5.4. Na základ¥ vynesených
k°ivek lze °íci, ºe zahrnutí tlumicích ú£ink· do výpo£tového modelu má ve sledova-
ném rozsahu otá£ek pozitivní dopad na stabilitu systému. Jako významn¥j²í se jevil
v provedených výpo£tech vliv vn¥j²ího tlumení. Vliv vnit°ního tlumení byl ve sle-
dovaném rozsahu pracovních otá£ek zanedbatelný. Vzhledem k dominantnosti vlivu
tlumení olejových �lm· loºisek byl v dal²ích výpo£tech modelován pouze subsystém
rotor-loºiska bez vlivu vn¥j²ího a vnit°ního tlumení h°ídele a vn¥j²ího tlumení kol.

Obrázek 5.4: Závislost faktor· nestability na provozních otá£kách pro netlumený sys-
tém, systém s vn¥j²ím tlumením, systém s vnit°ním tlumením a s kombinací vn¥j²ího
a vnit°ního tlumení.

5.2.2 Ustálená odezva na nevyváºenost

Zásadním parametrem, který významn¥ ovliv¬uje dynamickou odezvu rotoru
turbodmychadla, je nevyváºenost rotoru. B¥hem výzkumu byl studován vliv celé
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°ady kombinací nevývah [A1]. V této kapitole jsou uvedeny výsledky získané pro
kombinace nevývah uvedené v tabulce 4.1, které byly za ú£elem studia vlivu nevy-
váºenosti um¥le vneseny do subsystému rotor-loºiska p°i experimentálním m¥°ení.
Získané výsledky znázor¬ují velikost radiálních výchylek uzl· h°ídele ze statické
rovnováºné polohy v závislosti na otá£kách.

Obrázek 5.5: Ustálená odezva na buzení nevyváºeností vnesenou na stranu turbino-
vého kola (∆uT = 0, 2 g ·mm).

Obrázek 5.6: Ustálená odezva na buzení nevyváºeností vnesenou na stranu kompre-
sorového kola (∆uC = 0, 21 g ·mm).

Ze získaných odezev na nevyváºenost lze °íci, ºe de�novaná nevyváºenost p°i mode-
lovaných provozních podmínkách generuje významný nár·st amplitud zejména v p°í-
pad¥ kombinace nevývah, viz obrázek 5.7. P°i p°iblíºení a detailním studiu získaných
odezev lze °íci, ºe ve v²ech vyobrazených p°ípadech vykazuje maximální výchylky uzel
£. 11, v n¥mº je na h°ídel nasazena m¥°icí matice.
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Obrázek 5.7: Ustálená odezva na buzení nevyváºeností vnesenou na stranu turbino-
vého i kompresorového kola (∆uT = 0, 2 g ·mm, ∆uC = 0, 21 g ·mm, α = 135o).

5.2.3 Citlivostní analýza

Z d·vodu porozum¥ní dynamickému chování subsystému rotor-loºiska pro p°ípad
rotoru turbodmychadla uloºeného na hydrodynamických loºiskách s plovoucími pouz-
dry byla studována citlivost sestaveného matematického modelu rotoru na zm¥nu vy-
braných návrhových parametr·. S ohledem na tvar matematického modelu rotoru
a význam ustálené odezvy vyvolané nevyváºeností byla vy²et°ována citlivost ustá-
lené odezvy na zm¥nu parametr·. Byly sledovány citlivosti ustálené odezvy sys-
tému na zm¥nu geometrických parametr· loºiskových vazeb (p°edev²ím loºiskových
v·lí) a charakteristik maziva (p°edev²ím teploty maziva a jeho dynamické viskozity).
Narozdíl od stanovení citlivosti linearizovaného matematického modelu na zm¥nu
geometrických parametr· rotoru bylo nutno u vazeb p°istoupit ke stanovení citlivosti
numericky z d·vodu výpo£tu tuhostních a tlumicích koe�cient· vazby na základ¥
°e²ení nelineární rovnice (1.99).
Na obrázcích 5.8 - 5.11 jsou vykresleny relativní citlivosti ustálené odezvy na nevy-
váºenost, reprezentovanou kombinací nevývah N3 v tabulce 5.1, jednotlivých diskre-
tiza£ních uzl· h°ídele vyvolané nevyváºeností na zm¥nu loºiskových v·lí pro zm¥nu
∆ = 10−8 m, která vzhledem k parametr·m uvedeným v dodatku D odpovídá p°i-
bliºn¥ 0,1 % nominálního stavu. Kladná £ást ²kály odpovídá nár·stu ustálené odezvy
se vzr·stem návrhových parametr·, naopak záporné hodnoty odpovídají jejímu sní-
ºení v daném uzlu. Na základ¥ provedené numerické analýzy lze °íci, ºe nár·st vnit°-
ních v·lí v obou loºiskách má za následek nár·st ustálených výchylek uzl· 1-8 tém¥°
v celém rozsahu sledovaných provozních otá£ek. Významn¥j²í nár·st byl pro danou
zm¥nu loºiskových v·lí zaznamenán pro p°ípad nár·stu hodnot vn¥j²ích v·lí.
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Obrázek 5.8: Citlivost ustálené odezvy na zm¥nu vnit°ní loºiskové v·le loºiska na
stran¥ turbiny (BT) p°i buzení nevyváºeností ∆uT , ∆uC - bez vlivu vn¥j²ího a vnit°-
ního tlumení.

Obrázek 5.9: Citlivost ustálené odezvy na zm¥nu vnit°ní loºiskové v·le loºiska na
stran¥ kompresoru (BC) ∆uT , ∆uC - bez vlivu vn¥j²ího a vnit°ního tlumení.

Pozitivní vliv lze zaznamenat pouze u kompresorového kola umíst¥ného v uzlu £. 9,
kde se projevil pokles ustálených výchylek.
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Obrázek 5.10: Citlivost ustálené odezvy na zm¥nu vn¥j²í loºiskové v·le loºiska na
stran¥ turbiny (BT) p°i buzení nevyváºeností ∆uT , ∆uC - bez vlivu vn¥j²ího a vnit°-
ního tlumení.

Obrázek 5.11: Citlivost ustálené odezvy na zm¥nu vn¥j²í loºiskové v·le loºiska na
stran¥ kompresoru (BC) p°i buzení nevyváºeností ∆uT , ∆uC - bez vlivu vn¥j²ího
a vnit°ního tlumení.
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5.3 Modelování rotoru turbodmychadla v £asové ob-

lasti

Na základ¥ metodiky modelování rotujícího systému zahrnujícího vlivy uloºení a dal-
²ích budících sil, jeº je popsána v kapitolách 2 a 3, byl sestaven výpo£tový model
rotoru turbodmychadla uloºeného na loºiskách s plovoucími pouzdry, který byl vy-
staven vlivu nevyváºenosti. Sestavený vektor výchylek obsahuje 44 sou°adnic odpo-
vídajících p°í£ným výchylkám diskretiza£ních uzl· h°ídele a 4 sou°adnice popisující
p°í£né výchlyk plovoucích pouzder z centrální polohy, ur£ené spojnicí geometrických
st°ed· pánví loºisek. Následn¥ byl sestaven vektor buzení nelineárních sil, formáln¥
odpovídající výrazu (3.26), který zahrnuje vektor statického zatíºení fst, jehoº nenu-
lové prvky, na pozicích odpovídajících výchylkám ve sm¥ru osy Y, odpovídají záporn¥
vzatým vlastním tíhám jednotlivých h°ídelových prvk· a tuhých kotou£·, které jsou
koncentrovány do t¥chto uzl·. Vektor loºiskových sil fL obsahuje nenulové prvky odpo-
vídající silám generovaným ve vnit°ních olejových �lmech obou loºisek na poziích 9, 10
a 21, 22. Dal²í nenulové prvky jsou alokovány na pozicích 45, 46 a 47, 48 a odpovídají
silám p·sobícím na plovoucí pouzdra. Nevyváºenost je do výpo£tového modelu zahr-
nuta prost°ednictvím sloºek ost°edivých sil zahrnutých do vektoru fnev. Jeho nenulové
sloºky jsou na pozicích 1-4 (odpovídají statické nevyváºenosti na stran¥ turbinového
kola) a 41-44 (odpovídají statické nevyváºenosti na stran¥ kompresorového kola).

Po£áte£ní podmínky byly stanoveny pro zvolené pracovní otá£ky na základ¥ dat
získaných z linearizovaného modelu. Vektor po£áte£ních výchylek byl ur£en na základ¥
znalosti matic tuhosti rotoru a loºiskových podpor ze vztahu

(K + KB (ω)) q (0) = fst . (5.3)

Vektor po£áte£ních rychlostí q̇ (0) je povaºován za nulový. Pro takto ur£ené po£áte£ní
podmínky bylo numerické °e²ení implementováno ve výpo£tovém systému MATLAB.
Pro numerické °e²ení byly vyuºita dostupná knihovní funkce ode15s. �asový inter-
val, ve kterém byl °e²en £asový pr·b¥h chování rotoru turbodmychadla, byl volen
s ohledem na hodnotu provozních otá£ek, odpovídají 100 periodám pohybu. Samotná
hodnota provozních otá£ek byla nastavena s ohledem na provedený experiment jako
konstantní, odpovídala tzv. ustáleným stav·m p°i 120000 ot/min a 140000 ot/min
p°i pohonu teplým i studeným vzduchem. Do provedených výpo£t· byly zahrnuty
odst°edivé síly odpovídající um¥le vneseným nevývahám, uvedeným v tabulce 5.1.

Numerické °e²ení odpovídajícího systému oby£ejných diferenciálních rovnic se v²ak
jevilo jako problematické, jelikoº pro rozli£né varianty nastavení numerického °e²i£e
nebylo moºno dosáhnout uspokojivých výsledk·. D·vodem byla zna£ná £asová náro£-
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nost výpo£tu v °ádu desítek hodin pro £as simulace odpovídající 1s reálného pohybu
rotoru. Na základ¥ tohoto bylo za ú£elem zkrácení výpo£tového £asu p°istoupeno ke
sníºení po£tu stup¬· volnosti výpo£tového modelu.

Byly ur£eny modální charakteristiky p°idruºené konzervativní soustavy a zvolen
po£et m, m < n respektovaných modálních sou°adnic h°ídele rotoru. S ohledem na
tuto úpravu byl po£et stup¬· volnosti p·vodního (plného) modelu sníºen na m + 4.
V d·sledku provedení neúplné modální transformace pomocí neúplné modální matice
tak do²lo k minimalizace vlivu frekven£n¥ vysokých tvar· kmitu. Sou£asn¥ byly trans-
formovány po£áte£ní podmínky nezbytné pro °e²ení úlohy v £asové oblasti. B¥hem
výzkumu bylo otestováno nemalé mnoºství variant úrovn¥ kondenzace. S ohledem
na to byly zvoleny hodnoty ur£ující po£et respektovaných vlastních tvar·, které po-
skytovaly uspojivé výsledky v p°ijatelném výpo£tovém £ase. Konkrétn¥ byly zvoleny
hodnoty m1 = 30 a m2 = 8. Tyto hodnoty byly vyuºity pro studium a sledování cha-
rakteristik získaných numerickým °e²ením. V následující £ásti práce byly studovány
následující charakteristiky:

• trajektorie st°ed· £ep· loºisek;

• trajektorie st°ed· plovoucích pouzder;

• rychlosti rotace plovoucích pouzder;

• trajektorie m¥°ících bod· odpovídajích svou polohou uzl·m 4, 5 diskretizace.

Získané numerické výsledky byly prezentovány pro kombinaci nevývah N3, speci�ko-
vanou v tabulce 5.1. Rychlosti rotace plovoucích pouzder a trajektorie m¥°ících bod·
získané simulací byly porovnány s experimentáln¥ získanými daty.

5.3.1 Trajektorie st°edu £ep· a st°ed· plovoucích pouzder

Na obrázcích 5.12 � 5.15 jsou mod°e znázorn¥ny trajektorie st°ed· £ep· v pro-
storu pánve loºiska pro zvolené provozní otá£ky 120 000 ot ·min−1, 140 000 ot ·min−1

a úrovn¥ kondenzace m1 = 30 a m2 = 8. Prostor je vymezen vn¥j²í hranicí ur£enou
sou£tem vn¥j²í a vnit°ní loºiskové v·le cO+cI a vnit°ní hranicí ur£enou jejich rozdílem
cO − cI . Hranice pohybu jsou vykresleny £ern¥. Konkrétní velikosti loºiskových v·lí
jsou uvedeny v dodatku D.
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(a) £ep loºiska BT (b) £ep loºiska BC

Obrázek 5.12: Trajektorie st°ed· £epu loºisek v prostoru vymezeném v·lemi pro
120000 ot/min a úrove¬ kondenzace m1 = 30.

(a) £ep loºiska BT (b) £ep loºiska BC

Obrázek 5.13: Trajektorie st°ed· £epu loºisek v prostoru vymezeném v·lemi pro
120000 ot/min a úrove¬ kondenzace m2 = 8.
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(a) £ep loºiska BT (b) £ep loºiska BC

Obrázek 5.14: Trajektorie st°ed· £epu loºisek v prostoru vymezeném v·lemi pro
140000 ot/min a úrove¬ kondenzace m1 = 30.

(a) £ep loºiska BT (b) £ep loºiska BC

Obrázek 5.15: Trajektorie st°ed· £epu loºisek v prostoru vymezeném v·lemi pro
140000 ot/min a úrove¬ kondenzace m2 = 8.
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Dále jsou na obrázcích 5.16 a 5.17 mod°e znázorn¥ny trajektorie geometrických
st°ed· plovoucích pouzder v prostoru pánve loºiska. Prostor je vymezen pouze vn¥j²í
hranicí ur£enou vn¥j²í loºiskovou v·lí cO, znázorn¥nou £ern¥ .

(a) st°ed pouzdra BT (b) st°ed pouzdra BC

Obrázek 5.16: Trajektorie st°ed· plovoucích pouzder v prostoru vymezeném v·lemi
pro 120000 ot/min a úrove¬ kondenzace m1 = 30.

(a) st°ed pouzdra BT (b) st°ed pouzdra BC

Obrázek 5.17: Trajektorie st°ed· plovoucích pouzder v prostoru vymezeném v·lemi
pro 120000 ot/min a úrove¬ kondenzace m2 = 8.
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(a) £ep loºiska BT (b) £ep loºiska BC

Obrázek 5.18: Trajektorie st°ed· plovoucích pouzder v prostoru vymezeném v·lemi
pro 140000 ot/min a úrove¬ kondenzace m1 = 30.

(a) £ep loºiska BT (b) £ep loºiska BC

Obrázek 5.19: Trajektorie st°ed· plovoucích pouzder v prostoru vymezeném v·lemi
pro 140000 ot/min a úrove¬ kondenzace m2 = 8.

Získané orbity jsou porovnatelné z hlediska charakter· £asových pr·b¥h· výchylek.
V p°ípad¥ loºiska BT £ep vy£erpá 97 % vymezené v·le pro ob¥ úrovn¥ kondenzace
m1 = 30,m2 = 8. V p°ípad¥ loºiska BC £ep vy£erpá 92 % vymezené v·le prom1 = 30,
resp. 87 % vymezené v·le pro m2 = 8. V p°ípad¥ st°ed· plovoucích pouzder dochází
k vy£erpání 99% loºiskové v·le pro ob¥ loºiska v p°ípad¥ obou úrovní kondenzace.
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5.3.2 Trajektorie m¥°ících bod·

Trajektorie m¥°ících bod· získané numerickou simulací znázorn¥né na obrázcích 5.20
a 5.23 tmav¥ modrou £arou, které svou pozicí odpovídají poloze diskretiza£ních uzl· 4
a 5 h°ídele, byly porovnány s experimentálními výsledky pro pohon teplým vzduchem
znázorn¥nými r·ºov¥ a pro pohon studeným vzduchem znázorn¥nými sv¥tle mod°e.
Z obrázk· je patrné, ºe amplitudy uzl· 4 a 5 získané numerickým °e²ením jsou násobn¥
v¥t²í neº amplitudy výchylek získané experimentáln¥.

(a) m¥°ící bod - uzel 4 (b) m¥°ící bod - uzel 5

Obrázek 5.20: Trajektorie uzl· odpovídajících svou polohou m¥°ícím bod·m pro
120000 ot/min a úrove¬ kondenzace m1 = 30.

(a) m¥°ící bod - uzel 4 (b) m¥°ící bod - uzel 5

Obrázek 5.21: Trajektorie uzl· odpovídajících svou polohou m¥°ícím bod·m pro
120000 ot/min a úrove¬ kondenzace m2 = 8.
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(a) m¥°ící bod - uzel 4 (b) m¥°ící bod - uzel 5

Obrázek 5.22: Trajektorie uzl· odpovídajících svou polohou m¥°ícím bod·m pro
140000 ot/min a úrove¬ kondenzace m1 = 30.

(a) m¥°ící bod - uzel 4 (b) m¥°ící bod - uzel 5

Obrázek 5.23: Trajektorie uzl· odpovídajících svou polohou m¥°ícím bod·m pro
140000 ot/min a úrove¬ kondenzace m2 = 8.

Získané výsledky ukazují, ºe zanedbání v¥t²ího po£tu frekven£n¥ vysokých tvar·
kmitu m¥lo pozitivní dopad na velikost vypo£ítaných amlitud výchylek m¥°ících bod·.

5.3.3 Rychlosti rotace plovoucích pouzder

V tabulce 5.2 jsou uvedeny hodnoty násobk· rychlosti rotace plovoucích pouzder
(RSR) získané p°i experimentálním m¥°ení pro pohon teplým (T) i studeným (S)
vzduchem. Hodnoty byly získány zpr·m¥rováním nam¥°ených hodnot v celém m¥°i-
cím intervalu 30 s. Sou£asn¥ jsou zde uvedeny hodnoty získané pomocí numerických
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simulací. Ty byly získány rovn¥º zpr·m¥rováním hodnot odpovídajících posledním 25
periodám pohybu £epu. Hodnoty parametru RSR získané numerickým modelováním
pro 120000 ot/min jsou blízké hodnotám získaným experimentáln¥. Shoda experimen-
tálních dat s numerickými výsledky se v tomto ohledu dá povaºovat za dobrou.

∆uT ∆uC ∆uT+∆uC

Plovoucí pouzdro BT

T 0,1648 0,1512 0,1455
S 0,1602 0,1503 0,1453
m1 0.1547 0.1430 0.1387
m2 0,0893 0.0967 0,0893

Plovoucí pouzdro BC

T 0,1356 0,1098 0,1263
S 0,1452 0,1230 0,1241
m1 0,1254 0,1028 0.0957
m2 0.1065 0,063 0.0757

Tabulka 5.2: Zpr·m¥rované parametry RSR loºisek pro 120000 ot/min získané expe-
rimentáln¥ a výpo£tov¥ pro úrove¬ kondenzace m1 = 30 a m2 = 8.

∆uT ∆uC ∆uT+∆uC

Plovoucí pouzdro BT

T 0,1515 0,1403 0,1491
S 0,1542 0,1361 0,1495
m1 0.1247 0.1123 0.1352
m2 0.0924 0.0892 0.1135

Plovoucí pouzdro BC

T 0,0570 0,1038 0,0769
S 0,0725 0,1224 0,1038
m1 0.0647 0.1133 0.987
m2 0.0456 0.1246 0.1042

Tabulka 5.3: Zpr·m¥rované parametry RSR loºisek pro 140000 ot/min získané expe-
rimentáln¥ a výpo£tov¥ pro úrove¬ kondenzace m1 = 30 a m2 = 8.

5.4 Shrnutí získaných výsledk·

Na základ¥ odvozeného matematického modelu byla provedena dynamická analýza
sériov¥ vyráb¥ného rotoru turbodmychadla uloºeného na loºiskách s plovoucími pouz-
dry. Nejprve byla provedena analýza zaloºená na linearizovaném modelu subsystému
rotor- loºiska ve zvoleném rozsahu provozních otá£ek. Z provedených výpo£t· byly zís-
kány informace o modálních vlastnostech subsystému rotor-loºiska, charakteru vlast-
ních £ísel a stabilitních vlastnostech v závislosti na otá£kách rotoru. Dále byla stu-
dována dynamická odezva na de�novanou um¥le vnesenou nevyváºenost. Získané vý-
sledky byly porovnány s Campbellovým diagramem. Dále byla stanovena citlivost
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ustálené odezvy vyuºitého matematického modelu na zm¥nu provozních parametr·.
Z hlediska moºnosti predikce rychlosti rotace plovoucích pouzder se linearizovaný mo-
del jevil jako nevhodný. Numericky vypo£ítané hodnoty (39,5 % pro loºisko BT a 37 %

pro loºisko BC) jsou významn¥ v¥t²í neº experimentáln¥ nam¥°ené hodnoty uvedené
v tabulkách 5.2 a 5.3.

V p°ípad¥ nelinárního modelu, popisujícího dynamické chování subsystému rotor-
loºiska v £asové oblasti, byly studovány trajektorie pohybu st°ed· £ep·, resp. st°ed·
plovoucích pouzder, trajektorie pohybu m¥°ících bod· a rychlosti rotace plovoucích
pouzder. Pro plný matematický model v²ak nebylo dosaºeno relevantních výsledk·.
Z d·vodu velké výpo£tové náro£nosti bylo p°istoupeno ke sníºení po£tu stup¬· vol-
nosti pomocí tzv. neúplné modální transformace. Pro vyhodnocení výsledk· byly
vybrány numerické výsledky odpovídající 120000 ot ·min−1 kombinaci nevývah na
stran¥ turbinového i kompresorového kola (viz varianta N3 v tabulce 2.1) a po£ty
uvaºovaných vlastních tvar· volného nerotujícího rotoru m1 = 30 a m2 = 8. Tra-
jektorie £ep· loºisek a st°ed· plovoucích pouzder získané numericky jsou pro vybrané
úrovn¥ kondenzace a zvolené provozní otá£ky porovnatelné. Trajektorie m¥°ících bod·
získané numericky dosahovaly vy²²ích amplitud neº hodnoty získané b¥hem expe-
rimentálního m¥°ení. Výsledky bliº²í experimentálním dat·m poskytovaly výpo£ty
respektující m2 = 8 frekven£n¥ nejniº²ích tvar· kmitu volného nerotujícího rotoru.
Naproti tomu numerické simulace pro m1 = 30 vykazovaly lep²í shodu s experimen-
tálním m¥°ením p°i vyhodnocení získaných rychlostí plovoucích pouzder. Odchylky
výsledk· numerické simulace od experimentálních dat mohou být zap°í£in¥ny mnoha
vlivy, kterými jsou nap°.

• zbytková nevyváºenost rotoru po nasazení kompresorového kola na h°ídel a dal²í
výrobní nep°esnosti;

• teplotní roztaºnost rotoru turbodmychadla a loºiskové sk°ín¥ vlivem spalin,
které rotor pohán¥jí;

• nep°esný odhad teplot maziva v jednotlivých olejových �lmech;

• degradace oleje v d·sledku p·sobení vysokých teplot;

• zanedbání vlivu sil p·sobících na rotor v d·sledku proudícího vzduchu pohán¥-
jícího rotor.
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Záv¥r

P°edloºená diserta£ní práce se zabývá problematikou modelování a dynamické analýzy
rotor· turbodmychadel uloºených na hydrodynamických loºiskách s plovoucími pouz-
dry. V rámci této práce byla prezentována metodika modelování subsystému rotor-
loºiska a nástroje, pomocí kterých lze provést jeho analýzu. Matematický model rotoru
je sestaven pomocí metody kone£ných prvk· na základ¥ znalosti jeho geometrických
parametr· získaných mikrometráºí a materiálových charakteristik. Model loºiskové
vazby reprezentující loºisko s plovoucím pouzdrem respektuje p°edpoklady klasické
teorie hydrodynamického mazání, p°i£emº plovoucí pouzdro je modelováno jako tuhé
t¥leso. Parametry maziva jsou odvozeny na základ¥ znalosti provozních podmínek
získaných p°i experimentálním m¥°ení.

Sestavený výpo£tový model, vyuºívající vstupní data odpovídající reálnému sub-
systému rotor-loºiska, byl vyuºit pro analýzu dynamického chování. V p°ípad¥ li-
nearizovaného modelu byly sledovány stabilitní charakteristiky zaloºené na znalosti
vlastních £ísel vypo£ítaných °e²ením problému vlastních hodnot, dynamická odezva
vybraných uzl· modelu na um¥le vnesenou nevyváºenost a byla provedena analýza
citlivosti modelu na zm¥nu zvolených parametr·, konkrétn¥ loºiskových v·lí . U ne-
lineárního modelu, popisujícího chování subsystému rotor-loºiska v £asové oblasti,
byly sledovány trajektorie pohybu st°ed· £ep· loºisek, trajektorie st°ed· plovoucích
pouzder a rychlosti rotace plovoucích pouzder. S experimentáln¥ získanými daty byly
porovnány rychlosti rotace plovoucích pouzder v loºiskách a charaktery orbit· st°ed·
£ep· v místech osazených £idly. Z d·vodu p°íli² velké výpo£tové náro£nosti bylo u to-
hoto modelu p°istoupeno ke sníºení po£tu stup¬· volnosti metodou tzv. modální re-
dukce pro dv¥ hodnoty m1 = 30, m2 = 8 po£tu respektovaných frekven£n¥ nejniº²ích
vlastních tvar· kmitu volného nerotujícího netlumeného rotoru.
Cíle diserta£ní práce vyty£ené v tezích diserta£ní práce byly napln¥ny, konkrétn¥:

• byla navrºena metodika pro sestavení nelineárního výpo£tového modelu rotoru
turbodmychadla uloºeného na loºiskách s plovoucími pouzdry, který umoº¬uje
°e²it p°echodové kmitání rotoru turbodmychadla;
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• byl navrºen postup, pomocí kterého je moºno sníºit po£et stup¬· volnosti
výpo£tového modelu, a tedy i výpo£tovou náro£nost p°i °e²ení p°echodového
kmitání v £asové oblasti;

• navrºené postupy byly zalgoritmizovány ve výpo£tovém systému MATLAB za
ú£elem moºnosti opakovaných analýz a provedení parametrických studií;

• na základ¥ sestaveného linearizovaného i nelineárního popisu subsystému rotor-
loºiska byl analyzován vliv vybraných parametr· na jeho chování a získané
numerické výsledky byly porovnány s experimentáln¥ získanými daty.

Vytvo°ené programové vybavení lze dále roz²í°it o dal²í vlivy, jimº je rotor
turbodmychadla vystaven. S ohledem na získané výsledky a vyvozené záv¥ry plynoucí
z provedené dynamické analýzy subsystému rotor-loºiska lze °e²enou problematiku
dále rozvíjet a postupovat n¥kolika sm¥ry:

• zp°esn¥ní metodiky modelování loºiskové vazby, která reprezentuje loºisko
s plovoucím pouzdrem;

• roz²í°ení sestaveného matematického modelu o zahrnutí vlivu axiálního loºiska;

• uvaºování vlivu pohyblivého uloºení loºiskové sk°ín¥ a jejího buzení;

• odvození metodiky modelování o analýzu akustických projev· spojených
s rotorovými vibracemi.
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Dodatek A

Pomocné matice pro modelování
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′′T (x) Φ

′′
(x) dx = l


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 4 6l

0 0 6l 12l2

 , (A.3)

IΘ =

∫ l

0

ΘT (x) Θ (x) dx = l

 1 l
2

l2

3
l2

3
l3

4

sym. l4

5

 , (A.4)

IΘ′ =

∫ l

0

Θ
′T (x) Θ (x) dx = l

 0 0 0

0 1 l

0 l 4
3
l2

 , (A.5)

IΨ =

∫ l

0

ΨT (x) Ψ (x) dx = l

[
1 l

2
l
2

l2

3

]
, (A.6)
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IΨ′ =

∫ l

0

Ψ
′T (x) Ψ

′
(x) dx = l

[
0 0

0 l

]
, (A.7)
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Dodatek B

Matice vnit°ního tlumení v pevném

systému sou°adnic

Uvaºujme, ºe vektor sil generovaných vnit°ním tlumením (1.22) transformujeme do
pevného systému sou°adnic XY Z podle (1.23)

f
(e)
I,XY Z = T (t) f

(e)
I,xyz = −T (t) B

(e)
I TT (t)︸ ︷︷ ︸

B̃
(e)
I (t)

q̇
(e)
XY Z −T (t) B

(e)
I ṪT (t)︸ ︷︷ ︸

K̃
(e)
I (t)

q
(e)
XY Z , (B.1)

kde vystupuje £asová derivace transforma£ní matice (1.21) ve tvaru

Ṫ (t) = ω0


−SE4 −CD 0 0

CD −SE4 0 0

0 0 E2 0

0 0 0 E2

 . (B.2)

Po provedení maticového roznásobení lze získat matice B̃
(e)
I (t), K̃

(e)
I (t) blokového

charakteru

B̃
(e)
I (t) =


B̃

(e)
I,1,1 B̃

(e)
I,1,2 0 0

B̃
(e)
I,2,1 B̃

(e)
I,2,2 0 0

0 0 BI,3,3 0

0 0 0 BI,4,4

 , (B.3)
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K̃
(e)
I (t) = ω0


K̃

(e)
I,1,1 K̃

(e)
I,1,2 0 0

K̃
(e)
I,2,1 K̃

(e)
I,2,2 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 , (B.4)

s bloky ve tvaru

B̃
(e)
I,1,1 = C2E4BI,1,1E4 + S2DBI,2,2D , (B.5)

B̃
(e)
I,1,2 = CSE4BI,1,1D− CSDBI,2,2E4 , (B.6)

B̃
(e)
I,2,1 = CSDBI,1,1E4 − CSE4BI,2,2D , (B.7)

B̃
(e)
I,2,2 = S2DBI,1,1D + C2E4BI,2,2E4 , (B.8)

K̃
(e)
I,1,1 = −CSE4BI,1,1E4 + CSDBI,2,2D , (B.9)

K̃
(e)
I,1,2 = C2E4BI,1,1D + S2DBI,2,2E4 , (B.10)

K̃
(e)
I,2,1 = −S2DBI,1,1E4 − C2E4BI,2,2D , (B.11)

K̃
(e)
I,2,2 = CSDBI,1,1D− CSE4BI,2,2E4 . (B.12)

Po dosazení submatic BI,i,j ve tvaru (1.19) lze jednotlivé bloky (B.5)- (B.12) zapsat
ve tvaru

B̃
(e)
I,1,1 (t) = C2E4

(
bσEJS−T1 IΦ′′S−1

1

)
E4 + S2D

(
bσEJS−T2 IΦ′′S−1

2

)
D , (B.13)

B̃
(e)
I,1,2 (t) = CSE4

(
bσEJS−T1 IΦ′′S−1

1

)
D− CSD

(
bσEJS−T2 IΦ′′S−1

2

)
E4 , (B.14)

B̃
(e)
I,2,1 (t) = CSD

(
bσEJS−T1 IΦ′′S−1

1

)
E4 − CSE4

(
bσEJS−T2 IΦ′′S−1

2

)
D , (B.15)

B̃
(e)
I,2,2 (t) = S2D

(
bσEJS−T1 IΦ′′S−1

1

)
D + C2E4

(
bσEJS−T2 IΦ′′S−1

2

)
E4 , (B.16)

K̃
(e)
I,1,1 (t) = −CSE4

(
bσEJS−T1 IΦ′′S−1

1

)
E4 + CSD

(
bσEJS−T2 IΦ′′S−1

2

)
D ,(B.17)

K̃
(e)
I,1,2 (t) = C2E4

(
bσEJS−T1 IΦ′′S−1

1

)
D + S2D

(
bσEJS−T2 IΦ′′S−1

2

)
E4 , (B.18)

K̃
(e)
I,2,1 (t) = −S2D

(
bσEJS−T1 IΦ′′S−1

1

)
E4 − C2E4

(
bσEJS−T2 IΦ′′S−1

2

)
D , (B.19)

K̃
(e)
I,2,2 (t) = CSD

(
bσEJS−T1 IΦ′′S−1

1

)
D− CSE4

(
bσEJS−T2 IΦ′′S−1

2

)
E4 . (B.20)

Protoºe matice D je ortogonální matice, platí pro ni D = D−1 = DT . Pomocí
této matice lze vyjád°it i matici S1 = DS2. Jednotlivé nenulové bloky (B.13)-(B.20)
odvozených matic lze pak upravit do tvaru
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B̃I,1,1 = bσEJS−T1 IΦ′′S−1
1 , B̃I,2,2 = bσEJS−T2 IΦ′′S−1

2 , (B.21)

K̃I,1,2 = bσEJS−T1 IΦ′′S−1
1 D , K̃I,2,1 = −bσEJDS−T1 IΦ′′S−1

1 , (B.22)

B̃I,1,2 = B̃I,2,1 = 0 , K̃I,1,1 = K̃I,2,2 = 0 . (B.23)

Matice vyjad°ující vliv vnit°ního tlumení v pevném systému sou°adnic XY Z

(B.3), (B.4) lze po provedených úpravách zapsat v konkrétním tvaru

B̃
(e)
I (t) =


bσEJS−T1 IΦ′′S−1

1 0 0 0

0 bσEJS−T2 IΦ′′S−1
2 0 0

0 0 bσEAS−T3 IΨ′S−1
3 0

0 0 0 bτ2GJS−T3 IΨ′S−1
3

 ,

(B.24)

K̃
(e)
I (t) = ω0


0 bσEJS−T1 IΦ′′S−1

1 D 0 0

−bσEJDS−T1 IΦ′′S−1
1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 , (B.25)

Bloky matice (B.24) jsou výsledkem násobení konstant a symetrických matic,
které nejsou závislé na £ase. Lze tedy °íci, ºe se jedná o symetrickou v £ase konstantní
matici. Naproti tomu matice (B.25) je zjevn¥ antisymetrická matice, protoºe DT = D.
Prvky této matice jsou rovn¥º funkcí pouze geometrických parametr·.
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Dodatek C

Odvození koe�cient· tuhosti a

tlumení olejového �lmu pro

linearizovaný model uloºení

Ozna£me sílu generovanou ve vrstv¥ maziva ~F . P°i uvaºování malých výchylek ze
statické rovnováºné polohy lze tuto sílu, které je vystaven £ep loºiska, rozloºit do
sm¥r· os pevného systému sou°adnic XY Z

FY = F0Y +
∂FY
∂Z

Z +
∂FY
∂Y

Y +
∂FY

∂Ż
Ż +

∂FY

∂Ẏ
Ẏ

.
= F0Y + ∆FY , (C.1)

FZ = F0Z +
∂FZ
∂Z

Z +
∂FZ
∂Y

Y +
∂FZ

∂Ż
Ż +

∂FZ

∂Ẏ
Ẏ

.
= F0Z + ∆FZ , (C.2)

kde ~F0 = [F0Y , F0Z ]T je vektor statického zatíºení a ∆~F = [∆FY , ∆FZ ]T je vektor
zm¥ny sloºek vektoru síly v d·sledku malé výchylky ze statické rovnováºné polohy.
Stejn¥ tak lze tuto sílu rozloºit do radiálního a te£ného sm¥ru. Sloºky síly lze vyjád°it
ve tvaru korespondujícím s (1.65), (1.66), konkrétn¥

Fr = FR

(
−

(
2δ̇

ω
− 1

)
2ε2

(1− ε2)2 + π
ε̇

ω

1 + 2ε2

(1− ε2)5/2

)
, (C.3)

Ft = FR

((
2δ̇

ω
− 1

)
π

2

ε

(1− ε2)3/2
− ε̇

ω

4ε

(1− ε2)2

)
. (C.4)

Respektujeme-li geometrii radiálního loºiska znázorn¥nou na obrázku C.1, lze stanovit
vztah mezi sloºkami síly ~F v zakreslených systémech sou°adnic jako
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OJ

OB

e

Z

Y
t

r

vJ

wJ

RJ

Ft

Fr

J
B

Obrázek C.1: Schéma zatíºení loºiska.

FY = Fr sin δ + Ft cos δ , FZ = Fr cos δ − Ft sin δ , (C.5)

p°i£emº úhel nato£ení δ vyjad°ující vzájemnou polohu pevného systému sou°adnic
XY a rotujícího systému sou°adnic r,t.

Pro p°ípad horizontáln¥ podep°eného rotoru vystaveného pouze p·sobení static-
kého zatíºení lze zanedbat sloºky sil (C.3), (C.4) úm¥rné sloºkám vektoru rychlosti,
tj. Ẏ = Ż = 0 resp. ε̇ = δ̇ = 0. Proto

F s
r = FR ·

2ε2

(1− ε2)2 , F s
t = FR ·

(
−π

2

ε

(1− ε2)3/2

)
. (C.6)

Tyto sloºky lze pomocí vztah· (C.5) promítnout do pevného systému sou°adnic XY Z
a získat tak vztah pro ur£ení úhlu nato£ení δ

tan δ =
sin δ

cos δ
=
Fr
Ft

= − 4

π

ε

(1− ε2)1/2
. (C.7)

Na základ¥ platných goniometrických vztah· lze vyjád°it i

sin δ =
tan δ√

1 + tan2 δ
=

−4ε√
π2 (1− ε2) + 16ε2

, (C.8)

cos δ =
1√

1 + tan2 δ
=

π (1− ε2)
1/2√

π2 (1− ε2) + 16ε2
, (C.9)

a následn¥ i vztah mezi amplitudou statické zat¥ºující síly FO a amplitudou loºiskové
síly FR ze vztahu (C.5)
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FR =
2 (1− ε2)

2

ε
√
π2 (1− ε2) + 16ε2

FO . (C.10)

Dojde-li k malému vychýlení st°edu £epu OJ ze statické rovnováºné polohy o vzdá-
lenost ∆, lze tento elementární pohyb rozloºit na díl£í pohyby ve sm¥ru os systému
sou°adnic, které ozna£íme dY , dZ. Tento pohyb lze rozloºit i v rotujícím systému
sou°adnic jako

de = dZ cos δ + dY sin δ , edδ = −dZ sin δ + dY cos δ . (C.11)

Na základ¥ tohoto rozkladu pohybu lze vyjád°it rovn¥º zm¥ny pom¥rné excentricity
ε v d·sledku elementárních posuv· ve sm¥ru os systému sou°adnic jako

dε =
1

c
cos δdZ , dε =

1

c
sin δdY (C.12)

a úhlu nato£ení δ jako

dδ = − 1

eε
sin δdZ , dε =

1

eε
cos δdY . (C.13)

Analogicky lze provázat i sloºky rychlosti a vyjád°it jejich zm¥ny v obou systémech
sou°adnic, tedy

dė = dŻ cos δ + dẎ sin δ , edδ̇ = −dŻ sin δ + dẎ cos δ . (C.14)

V d·sledku de�novaného elementárního posuvu dochází ke zm¥n¥ sloºek loºiskové síly
v souladu s (C.1) a (C.2). Odpovídající parciální derivace lze zapsat jako

∂Fi
∂k

=
∂Fi
∂ε

∂ε

∂k
+
∂Fi
∂δ

∂δ

∂k
, resp.

∂Fi

∂k̇
=
∂Fi
∂ε̇

∂ε̇

∂k̇
+
∂Fi

∂δ̇

∂δ̇

∂k̇
, i = Y, Z, k = Y, Z .

(C.15)
Dosazením transforma£ních vztah· (C.5) za sloºky sil vystupující v parciálních deri-
vacích ∂Fi

∂ε
, ∂Fi
∂ε̇
, resp. ∂Fi

∂δ
, ∂Fi
∂δ̇

lze výrazy (C.15) zapsat pomocí radiální a te£né sloºky
loºiskové síly. Zm¥ny pom¥rné excentricity ε, δ lze následn¥ vyjád°it zám¥nou diferen-
ciál· za parciální derivace ve výrazech (C.12), (C.13). �asové zm¥ny lze získat jejich
zderivováním.

Po zjednodu²ení získaných vztah· lze vyjád°it parciální derivace odpovídající ko-
e�cient·m tuhosti kik ve tvaru
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∂FZ
∂Z

=
FR
c
· ε [4π2 + (32− 2π2) ε2]

(1− ε2)2 [π2 (1− ε2) + 16ε2]
, (C.16)

∂FZ
∂Y

=
FR
c
· π

2

π2 (1− 2ε2) + (π2 − 16) ε4

(1− ε2)5/2 [π2 (1− ε2) + 16ε2]
, (C.17)

∂FY
∂Z

=
FR
c
· π

2

−π2 + (−32− pi2) ε2 + 2 (π2 − 16) ε4

(1− ε2)5/2 [π2 (1− ε2) + 16ε2]
, (C.18)

∂FY
∂Y

=
FR
c
· 2ε [π2 + (32 + π2) ε2 + (16− π2) 2ε4]

(1− ε2)3 [π2 (1− ε2) + 16ε2]
. (C.19)

a koe�cienty tlumení bik ve tvaru

∂FZ

∂Ż
=

FR
ωc
· π3 (1 + 2ε2) + 16ε2π

(1− 2ε2)3/2 [π2 (1− ε2) + 16ε2]
, (C.20)

∂FZ

∂Ẏ
=

FR
ωc
· 4ε [16ε2 − π2 (1 + 2ε2)]

(1− ε2)2 [π2 (1− ε2) + 16ε2]
, (C.21)

∂FY

∂Ż
=

FR
ωc
· 4ε [16ε2 − π2 (1 + 2ε2)]

(1− ε2)2 [π2 (1− ε2) + 16ε2]
, (C.22)

∂FY

∂Ẏ
=

FR
ωc
· π π2 (1 + ε4) + 2ε2 (24− π2)

(1− ε2)5/2 [π2 (1− ε2) + 16ε2]
. (C.23)
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Dodatek D

Parametry subsystému rotor-loºiska

11 2
3 4 5 6

7
8 9 10 11

Obrázek D.1: Diskretizace rotoru turbodmychadla.

e � D � d l
[mm] [mm] [mm]

1 12,701 0 10,365
2 8,723 0 8,035
3 8,723 0 9,95
4 8,723 0 11
5 8,16 0 9,95
6 8,16 0 6,773
7 5,7 0 5,655
8 5,7 0 13,5
9 5,7 0 13,5
10 7,314 0 13,941

i m a
[g] [mm]

1 144,26 12,393
2 0 0 0
3 0 0 0
4 0 0 0
5 0 0 0
6 0 0 0
7 0 0 0
8 12,17 3,488 0
9 36,76 0 0
10 0 0 0
11 2,8 0 0

Tabulka D.1: Parametry h°ídelových prvk· po diskretizaci rotoru turbodmychadla
(D- vn¥j²í pr·m¥r, d- vnit°ní pr·m¥r, l - délka prvku).
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parametr zna£ka jednotky strana T strana C
pr·m¥r £epu DJ [mm] 8,723 8,716

vnit°ní pr·m¥r pouzdra DI [mm] 8,749 8,751
vn¥j²í pr·m¥r pouzdra DO [mm] 13,431 13,396
vnit°ní radiální v·le cI [mm] 0,013 0,0175
vn¥j²í radiální v·le cO [mm] 0,0405 0,052

²í°ka vnit°ní kluzné plochy LI [mm] 7,6 7,6
²í°ka vn¥j²í kluzné plochy LI [mm] 8,6 8,6

Tabulka D.2: Geometrické parametry loºisek získané mikrometráºí.

parametr zna£ka jednotky strana T strana C
hmotnost plovoucího pouzdra mk [g] 5,8 5,8

moment setrva£nosti k ose rotace I0,k [kg ·m2] 1,827 ·10−7 1,827 ·10−7

moment setrva£nosti k p°í£ným osám Ik [kg ·m2] 1,359 ·10−7 1,359 ·10−7

Tabulka D.3: Parametry plovoucích pouzder.
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