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Abstrakt

Tato bakalarska prace je zamérena na studium vlastnich ¢isel, Fucikovo vlastnich ¢isel a po-
lovi¢énich vlastnich cisel obycejnych diferencidlnich operatoru druhého fadu. Nejprve najdeme ana-
lytické predpisy bodového spektra a Fucikovo spektra vybranych samoadjungovaného a nesamoad-
jungovaného operatoru. Na prikladu operatoru Dirichleta popiSseme pojem poloviénich vlastnich
¢isel a jejich vztah k Fucikovo vlastnim éisluim. Potom aproximujeme popsané bodové spektra
spektry odpovidajicich diferen¢nich operatoru a porovname je. Pomoci integrované funkce bvpdc
programu MATLAB provedeme numerickou konstrukeci Fuéikovo spektra vybranych operatoru.

Klicova slova: vlastnich ¢isla, Fuc¢ikovo spektrum, poloviéni vlastni cisla, samoadjungovany

operator, nesamoadjungovany operator.

Abstract

This bachelor thesis is focused on the research of eigenvalues, Fuciik eigenvalues and half
eigenvalues of ordinary differential operators of the second order. First, we will find analytical
regulations of the point spectrum and the Fuéik spectrum of the selected self-adjoint and non-
self-adjoint operators. In the example of the Dirichlet operator, we will describe the concept of
half-eigenvalues and their relationship to Fucik eigenvalues. Then we will approximate described
point spectrums to corresponding difference operators’ spectrums and compare them. Using the
integrated MATHLAB function bvpdc, we will perform the numeric construction of the Fucik
spectrum of the selected operators.

Keywords: eigenvalues, the Fucik spectrum, half-eigenvalues, the self-adjoint operator, the

non self-adjoint operator.
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Uvod

Prace je rozdélena do tfech kapitol.

V prvni kapitole zadefinujeme pojmy samoadjungovaného a nesamoadjungovaného operatoru,
zavedeme operatory s kteryma budeme déle pracovat.

Druhd kapitola je vénovana studovani vlastnich ¢isel a Fuéikovo vlastnich ¢éisel vybranych
diferencialnich operatoru. Uvedeme pomérné malo studovany pojem polovicniho vlastniho ¢isla
na piikladu operatoru Dirichleta a ukazeme jeho pfimou zavislost na pojmu Fuéikovo vlastniho
cisla.

Ve treti kapitole provedeme diskretizace vyse popsanych diferencidlnich operatoru. Pro tyto
diferencni operatory najdeme jejich vlastni ¢isla a Fucikovo vlastni ¢isla. Pomoci integrované
funkce programu MATLAB navrhneme algoritmus numerické aproximaci Fuéikovo vlastnich cisel

uvazovanych operatoru.



Kapitola 1

Teoretické podklady

1.1 Existence a jednoznacnost resSeni pocatecni tlohy

Nechf mame pocéateéni ilohu v maticovém tvaru:
u' = f(z,u),
u(zp) = up.

Ukazeme kdy pro ulohu (1.1) existuje jednoznacné reseni.

Véta 1.1 (Picardova véta o existenci a jednoznacnosti feseni pocatecni ulohy). [viz [5] ]
Uvazujme pocdteéni ilohu (1.1) a predpokladdme, Ze funkce f je definovdina v oblasti D C
R2 ¢ G = {(z,u) ;|| u—1up [|s< b} C D (kde | x [[p= (lz1]F + |zo|f + .. + |za|¥)*, x =
(21, To, ..yt kym € N).
Necht plati podminky:

1. fe C(G) ;
2. funkce f splnuje Lipschitzovou podminku vzhledem ku na G ze konstantou N.

Potom pro h = min{a, &} , M = max | £ ||k, na intervalu [xo — h, xo+ h] ezistuje pravé jedno

reseni u dlohy (1.1).

Diikaz. Dukaz je uveden v [5, str.79], s pozndmkou 3.6 str.81. ]

1.2 Samoadjungované a nesamoadjungované operatory

Definice 1.1. Budiz A : L?*(a,b) — L*(a,b) linedrni operdtor, jehoz definicni obor D(A) je
husty v L*(a,b). Oznacéme D(A*) mnoZinu vsech téch prvki u € L*(a,b), k nim# existuje prvek
w € L*(a,b) tak, Ze pro vsechna v € D(A) plati

(u, Av) = (w,v). (1.2)



Pro kazdé u € D(A*) pak piseme
w = A*u, (1.3)

a operdtor A* : L*(a,b) — L*(a,b), prirazujici proku u € D(A*) C L*(a,b) prvek w € L*(a,b)

predpisem (1.2), nazyvame operdtorem adjungovanym k A. [2]

Definice 1.2. Operdtor A je symetricky, plati-li pro vsechny prvky u,v € D(A) rovnost
(Au,v) = (u, Av). (1.4)

[2]
Definice 1.3. Linedrni operdtor A : L*(0,7) — L*(0,7), definovany na husté mnoziné D(A) C
L?(0,7), se nazjvd samoadjungovany, je-li symetricky a plati-li D(A) = D(A*), tj. je-li A* = A.
[2]
Definujme diferencidlni operator druhého tadu LP : D(LP) c L?(0,7) — L*(0, 7):
LPy = —u",

D(LP) := {u € C*(0,7) N C'[0, 7] : u(0) = 0, u(rw) = 0}. (1.5)
a diferencidlni operdtor druhého iadu LN : D(LN) C L?(0,7) — L*(0, 7):

LNy = —u”,

D(LN) := {u € C*(0,7) N C*[0, ] : /(0) = 0,u(0) = 2u(x) = 0}. (1.6)

Tvrzeni 1.2. Operdtor LP je samoadjungovani.

Diikaz. Dokazeme, ze LP je symetricky podle definice 1.3 :

(LPu,v) = —/u"(x)v(x) dz = —[u'(ﬂ)v(w)—u'(O)v(O)]—l—[u(7r)v'(7r)—u(0)v’(0)]—/u(z)v”(m) dz.

Tvrzeni 1.3. Operdtor LY neni samoadjungovany.

Diikaz. Predpoklddejme, 7ze LN je samoadjungovany operator. Pak pro libovolné u,v € D(LN)

plati rovnost (1.4) . Pouzijeme dvakrat per-partes a dostaneme:

(LNu,v) = —/u”(m)v(m) dz = —[u'(w)v(ﬂ)—u'(O)U(O)]+[u(7r)v’(7r)—u(0)v’(0)]—/u(m)v"(m) dz.



Vidime, Ze symetricky operator neni. Tedy operator LN je nesamoadjungovany. O
Tvrzeni 1.4. Operdtor LY : D(L™) c L*(0,7) — L*(0,7):

LN*U, — _u//7

D(L™) == {u € C*(0,m) N C 0, 7] : u(r) = 0,2/ (0) = u'(7)}
je adjungovany operdtor k operdtoru L.

Diikaz. Pro libovolné u € D(LN) a v € D(LN*):

(LNu,v) = — / W (z)v(z) de = — / w(z)" (z) dz = (u, LN*).

Potom z definice 1.1 LN* je adjungovany k LN.



Kapitola 2

Diferencialni operatory

2.1 Vlastni ¢isla a vlastni funkce

2.1.1 Spektrum samoadjungovaného operatoru

V této kapitole popiSeme vlastni ¢isla samoadjungovaného operatoru (3.30). Budeme uvazovat
operatorovou rovnici
LPu = \u

které odpovida okrajova tuloha tvaru:

(2.1)

kde A e R .
Regenim tlohy budeme nazjvat takovou funkce u(z) € C?(0,7), kterd spliuje diferencidlni

rovnice ilohy na daném intervalu a vyhovuje okrajovym podminkam teto tlohy.

Definice 2.1. Parametr \ pri kterém tloha (2.1) ma netrividlni reSeni u(x) nazveme vlastnim
¢islem operdtoru LY a prislusnou funkce u(z) (a jeji nenulové ndsobky) nazveme vlastni funkce

operdtoru LP odpovidajici viastnimu ¢islu .

Mnozinu vsech vlastnich ¢fsel operatoru LP A := {\ € R : tloha m4 netrivialni reseni} na-

zveme bodovym spektrem tohoto operatoru.

Tvrzeni 2.1. Bodovyj spektrum operdtoru LY je mnozina A = {\ = k* k € N}. Kazdému

vlastnimu ¢islu A\ = k? odpovidd vlastni funkce u(x) = csinkz, c € R,k € N.

Diikaz. Charakteristickd rovnice tilohy (2.1) ma tvar k* + A = 0. Prosetifme pak 3 moznych

varianty parametru A.

1. Polozime A = 0. Tedy charakteristickd rovnice ma 2-nésobné koteny k; = 0, ks = 0 a obecny

tvar fesenf u(x) = ¢; + cax, kde ¢1, ¢y € R jsou libovolné konstanty. Aby zjistit hodnoty ¢; a

4



A =1, u=sin(x) A =4, u=sin(2x) A =9, u=sin(3x) A =16, u=sin(4x)
1/\ | 1 /\ |
0 \./ c \/ |

0 pi /2 pi o piz l 0 pir2 pi 0 pil2 pi
X X X X

Obrazek 2.1: Prvni vlastni funkce Dirichletové tlohy .

¢o dosadime toto Feseni do okrajovych podminek tlohy (2.1) a dostaneme soustavu rovnic:

c1+c-0=0,
{1 ’ (2.2)

Cl+02'ﬂ':0,

odkud je ziejmé, ze ¢; = 0 a ¢co = 0, a tehdy tloha (2.1) mé& trividlni feseni. Coz znamens,

7e A = 0 nenf vlastn{ &slo operdtoru LP.

2. Polozime A < 0. Dostaneme z obecného tvaru feseni u(x) = eV A eV e e €R

a okrajovych podminek tlohy (2.1) soustavu rovnic pro nezndmé c; a co:

C1 + Co = 0,
v e (2.3)
c1e VAT L epeV T = 0,
Z prvni rovnici plati vztah c¢o = —¢q, pouzijeme jeho v druhé rovnici a dostaneme

(e VAT — VAT — 0,

Takova rovnice plati jen pro eV AT — 1, tj. pro A = 0, tim padem pro nas predpoklad A < 0

reSeni neexistuje.

3. Polozime A > 0. Tehdy charakteristicky polynom ma za koteny dva sdruzenych komplexnich
cisla ky = V\i a ke = —V/\i a obecny tvar Feseni je u(x) = ¢ 8in VAz+eycos VA, ¢p, ¢ € R.

Dosadime jeho do okrajovych podminek a budeme fesit soustavu rovnic:

(2.4)

01'0+62’1:0,
c1 sin VAT + ¢9 cos VAT = 0,

Resenim prijdeme na to, Ze ¢o = 0. Potom aby soustava méla netrividlni feseni mé platit
e #0asinVAr =0, tj. A= k2 k €N, a vlastnf funkee je u(z) = ¢y sinkz, ¢; € R.

]

Na obrazku 2.1 ukdzeme jak vypadaji prvni 4 vlastni funkce Dirichletové tilohy (polozime
c=1).



2.1.2 Spektrum nesamoadjungovaného operatoru

Nyni najdeme vlastni ¢isla a vlastni funkce vybraného nesamoadjungovaného operatoru. Pracovat

budeme s okrajovou tlohou

W' +du=0, xze(0,7),
{ (0,1 2.5

u(0) = 2u(rw),u'(0) = 0,

A € R | odpovidajici operatorové rovnici
LNu = \u.
Tvrzeni 2.2. Bodovij spektrum nesamoadjungovaného operdtoru LY je mnozina AN takovd, Ze
AY = AN UAY,

kde A = {X: A= (2 +2k)%} , AV ={X:X=(2+2k)?}, keN,.

Vlastni funkce odpovidajici mnoziné AN mdji tvar

6k + 1

u(z) = C cos x

a mnoziné AY
6k +5
u(z) = C cos i

x?
C eR.

Diikaz. Jako v predchozi kapitole zanalyzujeme 3 mozné varianty parametru .

1. Polozime A = 0. Obecny tvar feSeni je ddn funkei u(z) = ¢ + cox. Z tvaru okrajovych
podminek tlohy(2.5) vidime, ze budeme potiebovat jesté prvni derivace u/(z) = ¢z, ¢ € R.

Dosadime do okrajovych podminek a dostaneme soustavu rovnic:

{61:261—|—262-7T, (2.6)

02:0,

odkud je ziejmé, ze ¢; = 0 a co = 0, a tehdy tloha (2.5) ma trividlni feSeni tj. A = 0 neni

vlastni ¢islo operatoru LN.

2. Polozime A < 0. Obecny tvar teseni u(x) = c1e VA L oeeVTAT oc € R a jeho prvni
derivace u/(z) = —V=Aee VA L /T heseV M e e € R spolu s okrajovymi podminkami

tlohy (2.5) vedou na soustavu rovnic pro nezndme c; a cs:

—V=Xc1 +V—=Acz =0,

{ c1+cy = QCle_m” + 2026‘/3”,



7, druhé rovnice ¢; = ¢o a potom prvni rovnice
2¢; = 2c1e” VN £ 2¢1eV M

e_mﬂ——“e\/j/\ﬂ:l ’e\/—i)\ﬂ%o

VAT VAT 1 ),

Posledni rovnici prevodem na teSeni kvadratické rovnice dostaneme vysledek, ze feseni nee-
xistuje a A < 0 nenf vlastni &fslo operdtoru LN .

3. Polozime \ > 0. Pak charakteristicky polynom mé za koteny dvé sdruzené komplexni ¢isla
a obecny tvar fesenf je dén funkef u(x) = cisinvVAz + cycos vV Az, ¢1,¢; € R, '(z) =

\/Xcl cos Vr + ch/X sin \/Xx, c1,c2 € R . Dosadime do okrajovych podminek a budeme
fesit soustavu rovnic:

2¢1 $in VAT + 265 cos VAT = ¢, 2.8)
\/Xcl = 0, |

Protoze nés predpoklad je A > 0 tak z druhé rovnice plyne, ze ¢; = 0, tim z prvni rovnici
dostaneme cos VAr = % .Takova rovnice platf pro A = (3 +2k)? a A = (2 +2k)? k € Ny.

Vlastni funkce méd tvar souhlasné u(z) = C'cos &z a u(z) = C cos &2z, C € R.

3

]

V tabulce 2.1 a na obrazku 2.2 ukazeme jak vypadaji vlastni funkce nesamoadjungovaného
operatoru pro k =0, k =1 a k = 2 (polozime C = 1).

Tabulka 2.1: Tabulka vlastnich ¢isel a vlastnich funkei nesamoadjungovaného operatoru pro k =
0k=1lak=2.

‘ AN u ‘ AY u
k=0 % cos% 25 cpsE
k=1| £ cos 1 cos&

= 9 3 9 3
_o | 189 1Br | 289 17x
k=2 5 C0S=3 5 COS=3

2.2 Fucikovo spektrum

2.2.1 Fucikovo spektrum samoadjungovaného operatoru

Uvazujme okrajovou tulohu:

" + _ T =
{u +aut —Bu =0, z€(0,7), (2.9)
u(0) = 0,u(m) =0,

kde 7



A =1/9, u=cos(x/3)

T

A = 25/9, u=cos(5x/3)

/

N\

A =49/9, u=cos(7x/3)

/

| | \/ | \/
0 pil2 pi 0 pil2 pi 0 pil2 pi
A =121/9, u=cos(11x/3) A =169/9, u=cos(13x/3) A =289/9, u=cos(17x/3)
1 1 1
0 0 0
0 pil2 pi 0 pil2 pi 0 pil2 pi
Obrazek 2.2: Vlastni funkce nesamoadjungovaného operatoru odpovidajici A = é, A= %5,)\ = %,
)= 121 y — 169 4y _ 289
9T 9 AT o
us u ut u”
Obrazek 2.3: Piiklad konstrukce ut a u~™
u(x ro u(x) > 0,
vy~ H@ o u@
0 pro u(z) <0,
_ _ —u(x)  pro u(z) <0,
u =u (z)=
0 pro u(z) > 0,
(2.10)
a, B eR.[3]
Piiklad konstrukce funkei u™ a u~ z funkce u je uveden na obrazku 2.3
Z (2.10) pro funkce u™ a u™ plati:
u=u"—u", (2.11)
lu| = ut +u” (2.12)



Regenim tlohy (2.9) budeme nazyvat funkci u € C?(0,7) N C([0,7]), kterd fesi diferencidlni

rovnici tlohy na intervalu (0, 7) a spliiuje dané okrajové podminky tlohy.

Poznamka. Uloha (2.9) odpovidd operdtorové rovnici
LPu = aut — Bu~ (2.13)

a tedy vlastni ¢isla a vlastni funkce které tesi ulohu (2.9) jsou bodovim spektrem a vlastnimi

funkcemi operdtoru LP.

Definice 2.2. Dwvojici ¢isel (a, ) nazveme Fuéikovym vlastnim cislem operdtoru LP pokud existuje
takovd funkce u, kterd je netrividlnim resenim ulohy (2.9). Takovd funkce u (a kazdy jeji kladny

ndsobek) se nazjvd Fucikova vlastni funkce odpovidajici Fuc¢ikovu viastnimu ¢islu («, [3).

Mnozinu vSech Fuéikovych vlastnich éisel operdtoru LP znaéime X :
¥ = {(a, B) € R? : tiloha(2.9) m4 netrivialni feseni} (2.14)
Mnozinu ¥ nazveme Fuéikovym bodovym spektrem operdtoru LP.

Konstrukce reSeni

Najdeme vsechny dvojice (o, 3), pro které existuje netrividlni feseni ilohy (2.9) u # 0.

1. Prozkoumame piipad, kdy vlastni funkce u nemd zadny nulovy bod na intervalu (0, )
(oznacime ji uy), coz znamena, ze bud je na celém intervalu (0, 7) kladna u;(z) > 0 , nebo
zéporna ui(x) <0 .

Necht wu;(x) > 0 pro x € (0,7), pak uj = uy, a u; = 0. Potom diferencialni rovnice tilohy
(2.9) nabude tvaru

uf +auf —B3-0=0, (2.15)

coz muzeme zapsat

uf + au; = 0. (2.16)

Viz (2.1.1) fesenim okrajové tlohy s diferencialni rovnici (2.16) a okrajovymi podminkami
u1(0) = 0,us(m) = 0 bude funkce u; = Cisin(y/azx), C; € R (je libovolnd konstanta),
odpovidajici a = k?,k € N. Ale nasemu piedpokladu u;(z) > 0 pro z € (0,7) vyhovuje jen
reseni u; = Csin(z), C; > 0 odpovidajici o = 1. Z rovnice (2.15) vyplyva,ze  pii tom lze

volit libovolné.

Potom Fuéikovo vlastni ¢isla, odpovidajici kladnému feseni vy = Cj sin(z) maji tvar (o, 5) =
(1,¢), c € R.



Obrazek 2.4: Vztahy mezi u~ a u.

Poznamka. Bez uymu na obecnost pri hleddani teseni i ddle budeme predpokladat, Ze kazdd
hleddna vlastni funkce u(x) se zac¢ind s kladné pulviny.

Prozkoumame pripad kdy tesent ulohy (2.9) zacind se s zaporné pulviny. Oznacime takovou
funkcit(z) = —u(zx). Na obrdzku 2.4 pro lepsi predstavu zobrazime funkce u(x) a odpovidagici
gim funkce (2.10).

Zreymé plati wt = a~ au” = at. Tedy zapiseme diferencidlni rovnice ulohy (2.9) takto:

—u"+ au” — put =0, a po upravé dostaneme

@'+ Bt —ai” =0,
{ 0 (2.17)

@(0) = 0, a(r) = 0,

Vidime, Ze tuloha (2.17) je ekvivalentni tloze (2.9), jen Ze se ve wvysledcich prohodi o a .

Takze pokud («, 8) je Fucikovo vlastni ¢islo, pak taky i (53, ).

. Ted’ budeme uvazovat piipad, kdy vlastni funkce u (oznacime ji ug) ma pravé jeden nulovy
bod x = 7 na intervalu (0,7) . Tedy u(7) =0, 7 € (0, 7).

Predpokladejme, ze ug(z) > 0 pro xz € (0,7) a us(x) < 0 pro x € (7, 7). Piiklad konstrukece

funkce usy je uvedeno na obrazku 2.5

Pak muzeme tlohu (2.9) rozdélit na 2 lohy:

10



Obrazek 2.5: Priklad konstrukce funkce us.

{ué’%—au;—ﬁ-O:O, z e (0,7) (2.18)
UQ(O) = Oa u?(T) = Oa
a
{u2+a-0—5u2—:O, x € (1,m) (2.19)
UQ(T) = O,UQ(TF) = 0.

PonévadZ uj = uy na (0, 7) diferencialn{ rovnici tlohy (2.18) muizeme zapsat ve tvaru uj +
auy = 0. Obecny tvar feseni takové diferencidlni rovnice je dén vzorcem uy = ¢ sin(y/ax) +
¢z cos(y/ax), ¢1, ¢o jsou libovolné konstanty (viz predchozi kapitola). Dosazenim tohoto resen{

do okrajovych podminek tlohy (2.18) dostaneme systém rovnic:

{ c sin(\/ajj Z 27 (2:20)

kde ¢, ¢y jsou nezndme, a «, T - parametry. Aby uy bylo netrividlnim fesenim tlohy (2.18)
pottebujeme ¢; # 0, proto sin(y/ar) = 0. Tedy 7 = Jsk, k € N. Protoze uy je kladnd na

celém uvazovaném intervalu volime k = 1. Takze

T
= — 2.21

- (2.21)

uy = ¢ sin(v/ax),c; € R. (2.22)

Nyni prosetiime tlohu (2.19). Na (7,7) uy = —ug,proto diferencialni rovnice dlohy (2.19)

nabude tvaru uj+Sus = 0 a jejim obecnym fesenim je funkce uy = ¢y sin(y/Bx)+cy cos(v/Br),
11



1, ¢ € R (jako v predchozi tloze (2.18)). Dosazenim do okrajovych podminek tlohy (2.19)

dostaneme systém rovnic:

(2.23)

¢y sin \/ET + ¢y cos \/BT =0
c1 sin \/B?T ~+ ¢5 cos \/57? =0,

Tento systém je homogenni soustavou linearnich rovnic o 2 neznamych ¢; a ¢o. Jedno z
feseni soustavy je ¢; = 0,co = 0. Viz [8, Veta 7.5] pokud determinant matice koeficientu
soustavy (2.23) nebude roven nule tak systém mé jediné feseni, coz v nasem piipadé znameng
¢; = 0,c0 = 0.Tedy aby wus bylo netrividlnim fesenim tlohy (2.19) determinant matice

koeficientu soustavy (2.23) mé byt roven nule:

sin\/B1  cos+/BT

siny/Br  cos+/Br = sin y/B7 - cos\/Br — cos\/Br - sin /B =

= sin (/B — \/Br) = sin (v/B(r — 7)) = 0.

Odtud dostaneme, Ze systém m4 nenulové feseni pro: /B(7 — 7) = 7k, k € N. Jelikoz z
naseho predpokladu uy(z) < 0 pro x € (7,7) volime k = 1.

Méme: 7 —7m = 75 Misto parametru 7 pak dosadime uz zndmy predpis (2.21) a dostaneme:

SR (2.24)

va VB

Tim padem mame vztah mezi o a § a muzeme zapsat ho ve tvaru:

ERNE
Va VB

Pak pro viechny dvojice (a, 3) € R?, kterd spliiuji vztah (2.25) Fucikova vlastni funkce ma

1. (2.25)

pravé jeden nulovy bod 7= 7=, 7 € (0, 7).

Takovou vlastni funkei skldddme po ¢astech z Feseni tloh (2.18): ug = ¢ sin(y/ax), z € (0,7)
a (2.19): uy = —cysin(v/B(z — =), ® € (1,m), kde ¢1,¢; € R, s uvazovanim toho, ze funkce
uz(x) musi byt spojité diferencovatelnd na intervalu (0,7), to znamend, ze ug(x) mé mit

stejnou derivaci v bodé = = Ta zleva a zprava. Tedy: —civ/a = —cov/3, a odtud cy, ¢y se

voli takto: \/_

«a
z_. 2.26
NG (2:26)

Pak vlastni funkce, odpovidajici Fu¢ikovo vlastnimu ¢islu (o, 5), kterd mé praveé jeden nulovy

Co = Cq

12



bod na intervalu (0, 7) mé predpis:

Asin(v/ax) pro z € (0, l>7
ug(z) = ve AeR. (2.27)

™

— -\/—asin x—i ro x —, T
Aﬂ (V/B( \/5)) p 6(\/5, ),

. Pujdeme o kousek dal, a prosetiime pripad, kdy vlastni funkce u = u3z ma pravé dva nulové

body z = 7y, u(m1) =0 a x = 79, u(mz) = 0 na intervalu (0,7), 7 < 72.

Uvazujme piipad, kdy funkce us se za¢ind z kladné pulvlny, tedy us(x) > 0 pro = € (0,71),
uz(z) < 0 pro x € (11, 72) a uz(x) > 0 pro z € (12, 7).

Potom muzeme tlohu (2.9) rozdélit na 3 1lohy:

s +auy —B-0=0, z€(0,7
{ " 4 out — B (0,7) (2.28)
u3(0) = 0,us(my) = 0.
uy+a-0—0u; =0, x€(n,7) (2.29)
u(mi) = 0,u(rz) = 0. |
{u§+0zu§r—ﬁ'020’ T € (T2, ) (2.30)
u3(79) = 0, u3(m) = 0.
Uloha (2.28) se fesf stejné jako (2.18), odkud mame, ze
L (2.31)

Ja

Uloha (2.29) se fedf obdobng, jako (2.19), jen Ze misto 7 mame parametr 75. Tedy tiloha mé
nenulové teseni pro: \/B(ma — 71) = 7k, k € N. Volime k = 1 (duvod jsme vysvétlili difve) a

misto 71 dosadime vztah (2.31). Dostaneme:

7 (2.32)

_ T
Vo B
Stejné k feseni tlohy (2.30) pouzijeme uz hotovy vysledek z Feseni tlohy (2.19), a misto

bodu 7 = Z= budeme uvazovat bod 7 = 7= + 7. A tedy misto vztahu (2.24) budeme mit

2r T
va o /B
13
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Tim padem mame vztah mezi o a § a muzeme zapsat ho ve tvaru:

2 1
NV 1, (2.34)

Vlastni funkce uz skladame po ¢astech z feseni 3 predchozich tloh

uz = Oy sin(v/ax) pro z € (0, %),
uf = —czsian(:c—%)) pro « € <%,%+%>,

us = Cysin(v/a(x

kde C1,Cy, C5 € R.

“Va VA

Protoze vlastni funkce tlohy je spojité diferencovatelna na uvazovaném intervalu,pak volime
C1, Cy a Cj tak, aby ug(z) méla stejnou derivace v bodech x = \/La axr = \/La + \/LB zleva a
zprava:

~Civ/a = —Cy/B,
02\/52 03\/57

a odtud C4, C5 se voli takto:

_o Yo
C.=Cr- Y5, (2.35)

Cs, C5 se voli takto:

(2.36)

Z vztahu (2.35) a (2.36) vyplyva, ze C; = Cj .

Pak vlastni funkce, odpovidajici Fuéikovo vlastnimu éislu (v, ), kterd ma praveé dva nulové

body méa predpis

' Asin(y/ax) pro z € (0, —),

usz(xr) = — -\/—asin T — ro x T T

Asin(va(z — % \/B)) pro x € (% + \/B,W),

), (2.37)

kde A € R.

. Prozkoumame ptipad, kdy vlastni funkce u = u, mé pravé k € N nulovych bodu na inter-
valu (0, 7). Proto udélame tsudek z predchozich vysledki. Z hodnot obdrzenych diive pro
uvazované body 7,7, 7o a vztahu (2.24),(2.33) vyplyva, ze délka intervalu kladnych pulvin
feseni ulohy (2.9) se rovna \/La zapornych tedy \/LB Potom obecny vztah pro «, f muzeme

zapsat takto:
14



=1, (2.38)

kde ny je pocet kladnych pulvln, n. - pocet zapornych pulvin.

Necht k € N je pocet nulovych bodu funkee u(z),z € (0, 7). Pokud u(z) se za¢ind z kladné

pulvlny, pak (2.38) muzeme zapsat ve tvaru

B [
7 + 75 =1, (2.39)

a posloupnost nulovych bodi funkce u: (7;)%_,

T 7r 7r
Toj = Toj—1+ Wick Toj+1 = T2j + Ja L= Ja’

Vlastni funkce, odpovidajici Fué¢ikovo vlastnimu ¢islu («, ), Vo, § spliujici vztah (2.39) kterd

JjeN. (2.40)

ma pravé k nulovych bodu ma tvar

( Asin(yv/ar) pro z € (0,71),

— ~\/—asin Tr—T o T T1, T
A NG (VB —m)) pro x € (11, 72),

) =4 2.41
(=) Asin(va(x — 7)) pro x € (7, T2i41), 240

—A- \/T? sin(v/a(z — Tai41)) pro € (Toit1, Toit2),

kde A € R.

. Ukazeme ze vlastni funkce u méa jen spocetny pocet nulovych bodu na intervalu (0, 7). Pro
kazdé u'(0) dokdzeme najit néjaké feseni, které ma pravé k nulovych bodu. V silu véty 1.1
o existenci a jednoznacCnosti feSeni pocatecni ulohy tedy takové teseni bude jediné, a pro
kazdé u(xy) = 0 plati uv'(xy) # 0 to znamend, ze existuje okoli bodu z( které nemé nulovych

bodu odlisnych od xg, a tedy feSeni muze mit jen spocetny pocet nulovych bodu.

Ukéazeme ze pro ulohu (2.9) plati véta 1.1. Diferencialni rovnici z tdlohy (2.9) zapiseme ve
tvaru soustavy dvou diferencidlnich rovnic prvniho fadu. Polozime uq(z) = u(z), us(x) =

u'(z),Vx € (0,7) a tedy dostaneme:

1
uhy = —au + Buy, (2.42)



Ptrevedeme tesSeni okrajové tlohy na Teseni posloupnosti pocatec¢nich tloh, kde podminku
u1(0) = 0 zndme, a misto podminky u;(7) = 0 budeme provadét odhad uz(0) = K, K € R

takovy, aby feSeni spliiovalo podminku u;(7) = 0. Dostaneme:

uy =ug, x€(0,7),
uy = —au) + Buy, (2.43)
U1<O)IO,UQ(O):K, K eR.

Pocatecni ulohu (2.43) zapiseme v maticovém tvaru (1.1):

(2.44)

kde u = [uy, us]”, £ = [ug, —au + Buy]’, o = 0,ue = [0, K]7.

Dovedeme, ze tloha (2.44) splauje predpoklady véty 1.1:

(a) f = [ug, —au] + Bui]? je spojitd v kazdé svoji slozce vzhledem k u.

(b) Aby funkce f splinovala Lipschitzovou podminku vzhledem k u na G' ma existovat

N = const > 0 takova, ze plati vztah:

| f(z,v) —f(z,w) |[< N | v—-w]|,V(z,v),(z,w) € D (2.45)

Ukazeme, ze takovéa konstanta N existuje pro danou f:

(2, v) — £z, w) | =] (v2, —0vi + Bvy)" — (w2, —awy + puy)" ||=
=I (v2 — wa, a(—v{ +wl) + vy —wi))" ||

(2.46)

Déle pro hledani konstanty N vyuzijeme pojem ekvivalence norem.

Definice 2.3. Normy || . ||, a || - |4 » p,q € N,p,q > 0, na linedrnim prostoru X jsou

ekvivalentni, pokud existuji kladnd redlnd ¢isla ¢ a C takovd, Ze Vx € X plati:

el xllp<lx o< C I x|,

kde || x ||lk= (|z1]F + |zo|F 4 ... + |2 *)*, x = [21, 20, ..z)T, k,n € N.
Véta 2.3 (Ekvivalence norem). [viz Kreyszig/

Na konecné dimenziondlnim vektorovém prostoru X jsou vsechny normy navzdjem ekuvi-

valentnd.

Dukaz. Dukaz je uveden v Erwin Kreyszig "INTRODUCTORY FUNCTIONAL ANA-

LYSIS WITH APPLICATIONS ”. O
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A tehdy staci dokazat platnost podminky (2.45) aspor pro jednu z norem || x || . Pokud
najdeme N = konst > 0 pro normu || . ||2, tak bude existovat n¢jaka Lipschitzova

konstanta i pro normy || x ||z, £ > 0.

(v = sy a(=vF +wF) + o7 —wi )T =
/(02 — w2 + (a(—of +wl) + Aoy —wi)? <

<2 — w22 + (max{lal, 81} - (—of + 0l + o7 — wi)) =

=/ (vy — wy)2 + max{|a|?, |32} - (w; —v1)? <
:\/maX{L |04|27 1812} ((v2 — w2)? + (v1 —w1)?) <
<max{L, |af, |B[} | v —w 2. (2.47)

potom N = max{1, |a|,|B|} > 0 a dokdzali jsme ze f spliuje Lipschitzovou podminku

vzhledem k u na G.
Pak na intervalu [zg — h, zo + h] existuje pravé jedno feseni ulohy (2.43).

Obdrzené vztahy mezi a a  zobrazime na obrazku 2.6 a tim padem ukazeme jak vypada

Fuéikovo spektrum pro ulohu (2.9).

30h o \

@ 15} S

101

Obrazek 2.6: Fucikovo spektrum Dirichletovy tlohy v soufadnicich («, 8) a (v/a, /B).

Definice 2.4. Krivky C;f a C;, budeme nazyjvat Fuéikovo vétve:

CF ={(a,B) € 2 : odpovidajici u(x) ma pravé k nulovjch bodi a zac¢ind se s kladné pilviny},

C, ={(a,p) € £ : odpovidajici u(x) ma pravé k nulovijch bodi a zac¢ind se s zdporné pulviny}

Tvrzeni 2.4. (A, \) € ¥ pravé tehdy, kdyz A € A.

17



Diikaz. 1. Mgjme) € A . Tehdy existuji funkce u takova, ze u je feSenim tlohy:

W+ Au=0, xe€(0,7),

Y u(0) = 0, u(r) = 0. (2:48)

Tehdy muzeme pouzitim vztahu (2.11) pro funkce w upravit diferencidlni rovnici v tloze

(2.48) na tvar u” 4+ At — Au” = 0 a tehdy (A, \) € X.

2. Méjme (A, \) € X. Tehdy existuji funkce u, kterd resi ilohu (2.9).Pouzijeme k u vztah (2.11)

a upravime diferencidlni rovnici v iloze (2.9) na tvar v” + Au = 0 a tehdy A € A.

m
2.2.2 Fucikovo spektrum nesamoadjungovaného operatoru
Popiseme Fucikovo spektrum tlohy
W' +out —pBu” =0, xc(0,7),
. (2.49)
u(0) = 2u(m), ' (0) =0,
kde «a, 5 € R, kterd odpovida operatorové rovnici nesamoadjungovaného operatoru (3.31):
LNu = aut — pu; (2.50)

Stejnym postupem jako pro Dirichletovu ilohu budeme hledat vlastni funkce ilohy podle poctu

nulovych bodu.

1. Prosetiime pfipad, kdy vlastni funkce u nema zadny nulovy bod na intervalu (0, ) (ozna¢ime
ji 1), coz znamenda, ze bud je na celém intervalu (0,7) kladnd u;(z) > 0, nebo zapornd

uy(z) <0 .

Necht wu;(z) je na celém intervalu (0, 7) kladna, pak u; = u1, a u; = 0. Potom diferencialni

rovnice ulohy (2.5) zapiSeme tvaru

ui + auy = 0. (2.51)

Viz kapitola (2.1.2) feSenim okrajové tlohy s diferencidlni rovnici (2.51) a okrajovyma
podminkami u, (0) = 2uy(7), u}(0) = 0 které vyhovuje predpokladu u(x) > 0 pro = € (0,7)
bude funkce u; = C'cos(3) , C € R, C > 0, odpovidajici a = %. Protoze u; = 0 tak 8

volime libovolné.

Potom Fucikovo vlastni ¢isla, odpovidajici kladnému feseni v = C cos(3) maji tvar (o, §) =

(3,¢), ceR.
V této kapitole budeme stejné uvazovat pozndmku 1, a tehdy (e, %), c € R je taky Fucikovo
vlastni ¢islo, ale odpovidajici zapornému feseni u; = —C' cos(%).

3
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2. Pripad, kdy vlastni funkce tlohy ma 1 nulovy bod neexistuje (resp. obecné lichy pocet).

Dokazeme to v nasledujicim tvrzeni.

Tvrzeni 2.5. Viastni funkce operdtoru LY maji jen sudy pocet nulovijch bodui.

Diikaz. Ukézeme piipad neexistence pro 1 nulovy bod. Z okrajové podminky u(0) = 2u(m)

vyplyva sign u(0) = sign u(w), a pii pfechodu pres nulovy bod funkce u(x) se méni svoje

znaménko. Pokud funkce u(x) ma stejné znaménko v okoli nulového bodu tak to znamena,

ze mé v nulovém bodé lokalni extrém.

Predpokladejme, ze vlastni funkce u(z) ma na intervalu (0, 7) pravé jeden nulovy bod z = 7,

u(7) =0 améa v bodé x = 7 svij extrém. Pripustime tedy, ze u(x) > 0 pro z € (0, 7). Potom

muzeme tlohu (2.9) rozdélit na 2 dlohy:

(a)

{uﬁ’1+aufl—ﬁ-020, x € (0,7) (2.52)

UI11(0> = O,UH(T) =0.

Obecny tvar fesen{ je ddn vzorcem wujq(x) = dy sin/ax + dycos/ax, jeho derivace
uyy (z) = v/ady cos yJax —dayy/asiny/ax, di, dy € R. Dosadime do okrajovych podminek

a Tesime soustavu rovnic:

Vo =0, (2.53)
d; sin \/at + dy cos v/at = 0. .
Z této soustavy dostaneme d; = 0 a cos/ar = 0, odkud 7 = ﬁa
{u'l'2+a-uf2—ﬁ-0:0, x € (1,7) (2.54)
U12<7') = 0, Ullz(’/') =0.

Okrajova podminka u},(7) = 0 vyplyva z pfedpokladu o existenci v bodé = = T extrému

funkce u(x) .

Obecny tvar Feseni je dan vzorcem wu(z);s = ¢ siny/ax + ¢ cos/ax, jeho derivace
uhy(x) = ae cos oz + co/asin/ax, ¢, ¢ € R.
Dosadime do okrajové podminky wuo(7) = 0 obecné feSeni a vypoctenou v oddilu (a)

us

hodnotu 7 = e
1 sin J&ﬁ + ¢o COS \/aﬁ =0
odkud dostaneme ¢; = 0.

Dosadime do okrajové podminky u),(7) = 0 derivace obecného feseni a vypoctenou v
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oddilu (a) hodnotu 7 = VR

Ve cos \/aﬁ — Vacs sin \/aﬁ =0

odkud dostaneme c; = 0. Tedy tlohu, ktera splnuje nase predpoklady, fesi jen trivialni

funkce a tim padem Fucikovo vlastni ¢islo neexistuje.

Uvedené uvahy plati i pro obecné lichy pocet nulovych bodu.

[]

. Prosetfime piipad, kdy vlastni funkce u(z) ma préavé dva nulové body = = 7, u(m) =0 a
T = Ty, u(72) = 0 na intervalu (0,7), 73 < 7. Uvazujme piipad, kdy funkce u se zac¢ina z

kladné pulvlny, tedy u(xz) > 0 pro z € (0,71) U (12, 7), u(z) < 0 pro x € (11, 72).

Potom muzeme tlohu (2.9) rozdélit na 3 1lohy:

W +ouf —f-0=0, x€(0,n) (2.55)
u1(0) = 0, w1 (72) = 0. |
W+ a-0—Buy =0, € (m,m) (2.56)
u(mi) = 0,u(r2) = 0. |
Ui +auf —f-0=0, =& (mm)
w0, (2.57)

U%(ﬁ) = —uy(7).

Obecny tvar feseni tlohy (2.55) je dan vzorcem wuy(x) = dj sin\/ax + dy cos /azx, jeho deri-
vace U} () = y/ad cos Jax — dav/asin \/ax, d,ds € R. Dosadime do okrajovych podminek

z (2.55) a budeme fesit soustavu rovnic pro nezndme d; a ds:

ady =0,

vad, (2.58)

dy sin /ot + dy cos v/at = 0.

kde 7, - parametr. Z te soustavy dostaneme d; = 0 a cos/arT = 0, odkud
s

= —. 2.59
T 2\/& ( )
ui(z) = Dcosvaz,z € (0,71),D € R. (2.60)
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Uloha (2.56) se tesi obdobné, jako (2.19), jen Ze misto 7 mame parametr 75. Tedy tiloha ma
nenulové teseni pro: \/B(ma — 71) = 7k, k € N. Volime k = 1 (duvod jsme vysvétlili difve) a

misto 71 dosadime vztah (2.59). Dostaneme:

(2.61)

T2

o N T
2y VB
Ulohu podobnou (2.57) jsme jesté nefesily, proto probereme ji do detailu.

Obecny tvar Feseni je ddn vzorcem uz(z) = ¢ siny/ax + ¢ cos/ax, jeho derivace uj(z) =
Vaey cos/ax — coy/asiny/ax, ¢1, ca € R. V okrajové podmince uj(7y) = —u}(71) uz zndme
analyticky predpis pro funkce u;(z) a parametr 7. Tedy s vyuzitim (2.59) a (2.60)

—uh (1) = Dy/asinya = Dv/a.

T
2/«
Dosadime do okrajovych podminek z (2.57) do obecného tvaru feseni a budeme fesit soustavu

rovnic pro nezname c¢; a Co:

c1siny/ate 4 ¢y cos v ary, =0,
{ 1 sinv/army + ¢ Var (2.62)

Vac, cosv/aty, — acssinar, = Dy/a.

kde 75 - parametr.

Takovy systém je nehomogenni soustavou linearnich rovnic o 2 neznamych ¢; a co. Viz
[8] Nehomogenni soustava linedrnich algebraickych rovnic ma feseni pouze v piipadé, ze

hodnost matice soustavy h(A) je rovna hodnosti rozsifené matice soustavyh(Alb). Pokud je

h(A) rovna poctu nezndmych, ma soustava jediné reseni.
Zapiseme rozsifenou matici systému rovnic (2.62):

siny/ary,  cosy/ar
cosv/ar —siny/an

0
5 ) (2.63)

Rédkovymi tpravami pfevedeme tuto matici do tvaru:

1 0
0 —1

A tedy je patrné, ze hodnost matice soustavy je rovna hodnosti rozsitené matice soustavy a

D cos \/aty ) (2.64)

D sin y/ar

rovnd se 2 . Proto existuje jediné feseni

c1 = Dcosvar (2.65)
¢y = —Dsinv/an (2.66)
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Potom s pouzitim (2.61) a (2.65)

ma
VB 2

. . m/a o
)sinv/ax — D sm(ﬁ + 5) cos ya. (2.67)

uz(x) = D cos(

Abychom nasli vztah mezi a a § vyuzijeme okrajovou podminku tlohy (2.5) u(0) = 2u(w),

ktera v nasem znaceni vypadd takhle: u;(0) = 2ug(m). Dosadime do néj (2.67) a (2.60):

T/ T
Va m

VB2

o
VB

D cos( ) sin v/ax — D sin( + g) cos Vaxr =D (2.68)

Vydélime obé casti rovnice D a pouzitim souctovych vzorcu goniometrickych funkei dosta-

neme,: sin(y/am — %& —3) = % Aby takova rovnice platila ma argument sinusu byt roven

% + 27k nebo %’r + 27k, k € Ny. Volime k = 0. Potom pro «,  plati 2 rovnice:

2w s

—— 4 — = (2.69)
3va VB

4 7 T

—— 4 — = (2.70)
3va VB

Tim padem méame vztahy mezi a a § a muzeme zapsat ho ve tvaru:

21 1

-—=+—==1 (2.71)
3va /B

4 1 1

et = =1 (2.72)
3va VB

. Prozkoumame ptipad, kdy vlastni funkce u = u, mé pravé k € N nulovych bodu na intervalu

(0, 7). Pro to udélame usudek z predchozich vysledku.

Z obréazku 2.2 vlastnich funkei dlohy usoudime, Ze se zvySenim k na intervalu (7, Tk 1) (kde
Ti, e Th_y J€ posloupnost nulovych bodu uprostied intervalu (0, 7)) , se budou objevovat
tlohy Dirichleta, o kterych uz vime (z oddilu 2.1.1 ), ze délka intervalu jejich kladné pulviny
se rovna \/ia, a zaporné \/LB Protoze uloha muze mit jen sudy pocet nulovych bodu tedy
minimalné muzeme ptidat 2 body. Pak s kazdym zvySenim poctu nulovych bodu budeme
pridévat jednu vinu na délce 7= a jednu 7. Jak zjistime délku intervalu (0,7,) a (Tg )7
Odpovéd” na tuto otdzku se skryvd v podmince u/(0) = 0. Tato podminka ik, ze v bodé
z = 0 funkce u(x) ma svij extrém, bud’ lokdlni maximum nebo minimum. A tedy na
intervalu (0,71) je jen pulka viny délky ﬁa nebo #B Potom délku intervalu (Tg_l,ﬂ')
vypocteme pomoci vztahu (2.71) a obrazku vlastni funkei nesamoadjungovaného operatoru

pro dva nulovych body 2.2. Takova vlastni funkce ma jednu celou zédpornou vinu a dveé
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kouskovi kladné viny. Tedy

27 s 17
3/a 2y/a 6y

nebo (2.73)
4 T 5 m

jsou délky intervalu (Tg L4, T).
Na obrazku 2.7 uvedeme ptiklad vlastni funkce rozebirané ilohy pro 4 nulové body.

A =121/9, u=cos(11x/3) A =169/9, u=cos(13x/3)

0 pi/2 pi 0 pi/2 pi
X X

Obrazek 2.7: Vlastni funkce nesamoadjungovaného operatoru pro k =4 a A = 121 aN= 169 )

Potom obecny vztah pro a, 8 tlohy (2.49) muzeme zapsat takto (pro vlastni funkci zacéinajici

se z kladné pulvlny ):

ﬁ (2.74)
(z+(m— ))—+——1

Va VB

kde m je krok iteraci , k = 2m - pocet nulovych bodu vlastnich funkci.

Pro vlastni funkei zacinajici se z zaporné pulviny ve vztazich (2.74) se jen prohodi v a 5.

5. Uvedené ivahy o spocetnosti nulovych bodu tlohy (2.9) v oddilu 2.2.1 plati i pro ilohu (2.49),
protoze diferencialni rovnice tilohy se zustala stejna, zménily se jen okrajové podminky, které

neovlivnuji predpoklady véty 1.1.

Obdrzené vztahy mezi o a  zobrazime na obrazku 2.8 a tim padem ukazeme jak vypada

Fuéikovo spektrum pro operator LN.
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Obréazek 2.8: Fuéikovo spektrum nesamoadjungovaného operatoru v soufadnicich (a, ) a

(v, /).

2.3 Poloviéni vlastni ¢isla

2.3.1 Polovicni vlastni ¢isla samoadjungovaného operatoru

Uvazujme operatorovou rovnici :

LPu = au™ — bu™ + A, (2.75)

kde LP je operator (3.30), A € R, a,b € R, u(z) a u™(x) je popsdno v (2.10) . Bez ztraty na

obecnosti muzeme predpokladat, ze a,b > 0.

Definice 2.5. Cislo A nazveme polovicnim vlastnim cislem operdtoru LP, pokud existuje takovd
nenulovd funkce uy(x), kterd je netrividlnim tesenim operdtorové rovnice (2.75). Funkce uy(x)
(a vsechny jeji kladné ndsobky) se nazjvd polovieni vlastni funkce operdtoru LY odpovidagici po-

lovicnimu vlastnimu ¢islu \.

MnoZzinu viech polovi¢nich vlastnich ¢isel operdtoru LP znacime o (LP, a,b) :
o(LP a,b) := {\ € R : operatorové rovnice(2.75) mé netrividln{ feseni} (2.76)

Bodové spektry ©(LP) a o(LP, a, b) jsou souvislé. Miizeme problém polovi¢nich vlastnich &fsel
snadno prevést na problém Fuéikovo spektra. [1] Takové souvislosti popiseme v tvrzeni (2.77).

V posledni rovnici uzitim substituce a + A = a, b + A = 3 obdrzime:
LPu = out — pu~.
Tvrzeni 2.6. Plati vztahy:
1. M€ o(L,a,b) prdvé tehdy, kdyz (a + X\, b+ \) € (L),

2. (a,b) € (L) prave tehdy, kdyz 0 € U(L,agﬁ),



kde L : D(L) C L*(0,7) — L*(0,7) je obyéejni diferencidlni operdtor druhého Fadu.

Diikaz. 1. Necht’ plati A € o(L,a,b). Potom pomoci vztahu (2.11): v = u™ — u~ postupné

upravime operatorovou rovnici:

Lu =au™ —bu™ + My
Lu=au’ —bu™ + Mt — \u;

Lu=(a+ Nut — (b+ Nu; (2.77)

a tehdy (a + X\, b+ \) € X(L).
Necht’ plati (a + A\, b+ A) € 3(L). Potom a + A, b+ A vyhovuji rovnici

Lu=(a+Nut — (b+ Nu".
Po jeji upraveni s pozitim vztahu (2.11) dostaneme platnost rovnice:
Lu = au™ — bu~ + Au,

odkud je vidét, ze A € o(L,a,b).

2. Necht’ plati (a,b) € 3(L). Potom plati rovnost Lu = au™ — bu~, kterou muzeme zapsat i ve
tvaru Lu = au™ — bu™ + 0 - u. Odkud je patrné, ze 0 vyhovuje rovnice (2.75) a tim padem
0€o(L,a,b).

Necht” plati 0 € o(L,a,b). Potom plati Lu = au™ — bu~ + 0 - u, coZ znamena, Ze plati
Lu = au™ — bu~ a a,b spliuji rovnici ....(operatorova rovnici Fucikovéd spektra ), tehdy
(a,b) € ¥(L).

O

Na obrazku 2.9 ukazeme jak vypadaji polovicni vlastni ¢isla pro pevné zvolené a,b pro operator
LD.C',;t, k € N jsou ktivky Fucikovo spektra, popsané v predchozim oddilu.

Z vztahu(2.77) a obrazku 2.9 vidime, ze A vyjadiuje, jak musime zménit souradnice bodu (a, b),
aby operdtorova rovnice (2.13) méla netrividlni feseni.

Existuji dvé posloupnosti poloviénich vlastnich &isel A\ a A,k € N operdtoru L . Polovi¢n{
vlastn{ funkee u; a u;, odpovidajici poloviénim vlastnim éfslum A} a A\ maji stejny pocet nulovych

bodu pro pevné k € N, ale odlisuji se znaménkem jejich derivace v okoli bodu 0.

Véta 2.7 (viz [4], [7]). Predpokliddme, Ze a,b > 0. Pro kazdé k > 1 existuje prdvé jedno poloviéni
vlastni &islo N\ = N (a,b) a prdvé jedno poloviéni viastni éislo A, = A (a,b) operdtoru (2.9) , a
odpovidagici jim polovicni vlastni funkci uf = u; (a,b) a uy = u (a,b), takové Ze ||ui| = 1.

Plati taky, ze pokud k' >k > 1 pak A, > \f a A\, > A\

Diikaz. Dukaz je uveden v [7, str.102] pro Sturm-Liouville operator Lu = —(pu’)’ + qu kde p €
C10,7], ¢ € C°[0, 7], p > 0, coz odpovida tiloze (2.75) ptip=1a q = 0. O
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Obrazek 2.9: Priklad polovi¢nich vlastnich ¢isel na Dirichletové uloze.
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Posloupnost viech poloviénich vlastnich ¢isel A7, A\, A5, A\J, A3, Af, ..., je monoténné rostouct.

Pokud ale budeme uvazovat dvé ruzné posloupnosti poloviénich vlastnich ¢isel:

AT AT A AL

AT AT

pak kazda z nich je ostfe rostouci.
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Kapitola 3

Diskretizace diferencialnich operatoru

3.1 Vlastni cisla diferen¢nich operatoru

3.1.1 Diferencni operator odpovidajici samoadjungovanému operatoru

Metoda konecnych diferenci je metodou diferenéniho typu diskretizace diferencidlnich tloh, ktery

aproximuje samotnou puvodni diferencidlni tilohu. [6]

Tvrzeni 3.1. Matice A rozmérnosti (N — 1) x (N —1):

2 1 0 0
—2 1
1o 1 -2
A= , | (3.1)
0 1 -2 1
I 0 0 1 -2

kde h = 5, N € N, N > 2, je diferencnim operdtorem diferencidlniho operdtoru LP.

Diikaz. V diferencidlni rovnici dlohy (2.1) vyskytuje druhd derivace hledané funkce wu(z), na-
hradime ji numerickou aproximaci druhé derivace podle jednoho ze vzorcu v [6]. Pro to rozdélime
interval [0, 7] na kterém hleddme feseni na N rovnomérnych pod-intervali délky h = %. Tim nam
vznikne mnozina bodu S; = {x; : 29 = 0,2; = ;-1 + h,i = 0, .., N} kterd se nazyva sit’. Protoze
krok h je stejny pro kazdy uzel x; tak sit’ je rovnomérnd (ekvidistantni). Potom v kazdém uzlu

sité budeme hledat aproximace puvodni funkce u(x) podle vzorce (druhd diference):

u(z; + h) — 2u(z;) + u(z; — h)
hQ

u"(x;) ~ : (3.2)

Aproximaci funkce u(z) na intervalu [0, 7] tehdy je vektor U = [u(zg),u(xy), ..., u(z,)], slozky
kterého jsou rovné hodnotam aproximace funkei u(z) v uzlovych bodech. Tim padem misto tlohy

(2.1) budeme mit systém rovnic:
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Tabulka 3.1: Tabulka vlastnich ¢isel samoadjungovaného operatoru pro N = 10.
Spojita uloha Diskrétni iloha Chyba diskretizace

0.9918 0.0082 0.0082
4.0000 3.8701 0.1299
9.0000 8.3532 0.6468
16.0000 14.0022 1.9978
25.0000 20.2642 4.7358
36.0000 26.5262 9.4738
49.0000 32.1753 16.8247
64.0000 36.6583 27.3417
81.0000 39.5367 41.4633
1
_ﬁa]i—l —2U; + Uis1) = \U;;
Uy =0, (3.3)
Uy =0,

kdet=1.N —1.
Systém rovnic (3.1) je systémem diferen¢nich rovnic lohy (2.1).

Takovy systém zapiSeme v maticovém tvaru :

AU =)\U (3-4)
kde U = [u(21), ..., u(zy-1)],
2 1 0 0 0 0]
2 1 0 0
110 1 =2 0 0
A- L ' | (3.5)
0 1 2 1
I 0 0 1 =2]

rozmérnosti (N — 1) x (N —1).
Tehdy tilohu najit vlastni éisla Ay, k& € Ny spojitého diferencidlntho operdtoru L muzeme
aproximovat ulohou najit vlastni ¢isla Ay, k =0, ..., N — 1 diskrétniho operdtoru A a matice A je

diferenénim operdtorem diferencidlntho operdtoru LP. ]

Najit vlastni cisla A\x, & = 0,..., N — 1 diskrétniho operdatoru A da se lehce udélat pomoci
programu MATLAB. V tabulce 3.1 uvedeme vysledky obdrzené vypoctem pro N = 10 uzlovych
bodu, a porovname jejich z vysledky spojite tlohy obdrzené v oddilu 2.1.1. Na obrazku 3.1 graficky
porovname data z tabulky 3.1 a vysledky pro N = 100 .

Délame zavér, ze nejlépe se aproximuji prvni hodnoty vlastnich ¢isel a Zze celkem presnost se

zvySuje ze zvysenim poctu uzlovych bodu.

29



90r — 10000 1 -
Spojita uloha Spojita uloha
Diskretni uloha +  Diskretni uloha

80r Chyba 9000y Chyba

2ol 8000

7000
60+
6000
50F
5000
401
4000

301
3000 -

201 2000

10 1000

10 0

Obrazek 3.1: Spektrum spojitého a diskrétniho samoadjungovaného operatoru Dirichleta pro N =
10 a N = 100 v soutadnicich k£ a A .

3.1.2 Diferencni operator odpovidajici nesamoadjungovanému operatoru

Stejné ivahy pouzijeme i pro diskretizace nesamoadjungované tlohy (2.5).

Tvrzeni 3.2. Matice A rozmérnosti N x N:

-2 2 0
—2
. 1[0 1 =2
A=—5 o (3.6)
0 0 -2 1
3 0 0 1 -2

_ox . . . . . c 1 o . N
kde h = %, N € N, N > 2, je diferencnim operdtorem diferencidlniho operdtoru L*.

Diikaz. V okrajovych podminkach se vyskytuje prvni derivace funkce u(x), kterou aproximujeme

vzorcem:

u(z; + h) —u(x; — h)
2h

Protoze takova okrajova podminka plati jen pro bod xy pouzijme vzorec (3.7) piimo k bodu

. (3.7)

o (z) =

Xo-

U, — U_
Ul = # = 0. (3.8)

Pak dostaneme vztah
U_, =U,. (3.9)

Druha okrajova podminka u(0) = 2u(m) nesamoadjungované tlohy (2.5) se zapise v diskrétnim
tvaru takto: .
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Ted” muzeme zapsat systém rovnic, ktery dostaneme aproximaci puvodni tlohy pomoci vzorce

(3.2). Protoze plati (3.9) tak muzeme vzorec pro druhou derivaci (3.2) pouzit i k bodu z:

1
—m(U_l —2U0+U1) = )\Uo; (3.11)
Vyuzijeme (3.9) a dostaneme:
1
—53(=200 + 201) = AUp; (3.12)

Koneény systém diferen¢nich rovnic bude vypadat takhle:

1
23 (=2U0 +2U1) = AU,

1
—ﬁafg — 2U1 + UQ) = )\Ul; y

' (3.13)
_ﬁ(Ui—l —2U; + Ui1)) = A\Us;
1 1
_ﬁ(UN—2 —2Un_1 + §Uo) = A\Uj;
Systém (3.13) zapiSeme v maticovém tvaru :
AU=)U (3.14)
kde U = [u(zg), ..., u(zN_1)],
(-2 2 0 ]
-2 1
- 110 1 -2 .- 0 0 O
A= R : A : (3.15)
0 -2 1
| 3 0 1 -2
rozmeérnosti N x N.
[

Vysledky vypoctu vlastnich ¢isel matice Aa spojité ulohy pro N = 10 jsou uvedené v tabulce
3.2.
Na obrazku 3.2 graficky znédzornéné vysledky pro N =10 a N = 100.
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Tabulka 3.2: Tabulka vlastnich ¢isel nesamoadjungovaného operatoru pro k£ = 0...9.
Spojita uloha Diskrétni iloha Chyba diskretizace

0.1111 0.1110 0.0001

2.7778 2.7149 0.0629

5.4444 5.2050 0.2395

13.4444 12.0220 1.4224

18.7778 16.0511 2.7267

32.1111 24.4774 7.6337

40.1111 28.5064 11.6047

D8.7778 35.3235 23.4543

69.4444 37.8136 31.6309

93.4444 40.4175 53.0270
tooy Spojita uloha 100001 Spojita uloha
ol o gihsykgzmi uloha 0000l o gmzmi uloha
80t 8000
707 7000
60} 6000 |

50¢ 5000

40+ 4000
30r 3000 -
20t 2000 -

101 1000

Obrazek 3.2: Spektrum spojitého a diskrétniho nesamoadjungovaného operatoru pro N = 10 a
N = 100v soutadnicich k£ a A .
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3.2 Fucikovo spektrum diferenc¢nich operatoru

3.2.1 Fucikovo spektrum diferen¢niho operatoru A

Pro diferenéni operator A (3.1) uvazujeme rovnici:
AU = Ut - U,
kde o, B € R, o, 8 > 0, U = [u(xy),- -+ ,u(xy_1)],

U, pro U; > 0,
0 pro U; <0,

Ut =

(]

-U; pro U; < 0,
0 pro U; > 0,

Zapiseme vektory UT a U™ v maticovém tvaru:

U =D,U,
U™ =D,U,

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

kde D; je diagonalni matici z hodnotami vektoru sign(U™) na hlavni diagondle, D5 je diagonaln{

matici z hodnotami vektoru —sign(U™) na hlavni diagonale.

Potom nelinedrni rovnici (3.16) zapiSeme v linedrni formeé:

AU = oD, U — 3D, U.

(3.20)

Definice 3.1. Dvojice ¢isel (o, 3) € R? nazveme Fucikovym vlastnim ¢islem diferencéniho operdtoru

A, pokud ezistuje takovy nenulovy vektor U, ktery resi rovnict (3.20). Takovy vektor U se nazyvd

Fucikovo vlastni vektor odpovidagjici Fucikovo vlastnimu ¢islu («, [3).

Aby najit diagram Fuéikovo vlastnich ¢isel operatoru A pouzijeme 3 ruzné pristupy:

1. Budeme hledat Fucikovo vlastni ¢isla («, 5) po piimkéch 5 = konst > 0

Upravime rovnice (3.20) :

(A + /BDQ)U = aDlU.

Rovnice (3.20) odpovidd problému hledéni zobecnéného vlastniho &isla a.

(3.21)

Definice 3.2. Cislo i nazveme zobecnéngm vlastnim ¢islem, pokud existuje nenulovyj vektor

u, ktery resi rovnici

Au = uBu.

Takovy vektor u se nazyvd zobecnény vlasé?j)i vektor.

(3.22)



Ulohu najit zobecnéné vlastni &fsla a vlastni vektory dokdzeme Fesit pomoci integrované
funkce MATLABu eig(A, B), tedy v nasem piipadé eig((A + D), D;), kde A je matice

(3.1), B = konst, matice D; ma na jeji hlavni diagondle jedna ze vSech moznych kombinace

0 a 1 (zobecnéné vlastni ¢isla hledame pro kazdou kombinaci), Dy = D; — 1, I - jednotkova
matice. Vsechny uvedené matice rozmérnosti (N — 1) x (N —1).

Vysledky vypoctu uvedeme na obr. 3.3.

20 B ° [ [} () °
H $ %% “
° ° (X °
° ° LX) [}
° [} LX) °
H % %% °
H i “
.= ..o ...
15+ =o ..o ‘.‘8 °
..o ..o ¢ ..o ® o
i ..
% H *
% : *
. : %
“ 3 *
° ° [}
=00 .= ....o ....o ....o
° o _ o °
H *o% * .
° "}
H .
2. % ° °
e % °
5 B ..o ..o
o.. . .
®e ® .
®e ° °
° °
0 1 1 1 )
0 5 10 15 20
a

Obrazek 3.3: Fucikovo vlastni ¢éisla (a, 8) hledané po piimkach g = konst > 0.

Pro zjisténi presnosti metody srovname obdrzené vysledky s vysledky spojité tilohy popsané
v oddilu 2.2.1. Pro srovnani vybereme kiivky CT,Cy, Cy ,Cgi. Chybu metody budeme
uvazovat jako nejmensi vzdélenost mezi bodem («, ) z numerického vysledku a odpovidajici
spojitou krivkou popsanou v definici 2.4.

Grafické vysledky porovnani uvedeme na obr. A

2. Budeme hledat Fuéikovo vlastni ¢isla (o, §) po piimkach f = a + h, h € R.
Podle teto tivahy upravime rovnice (3.20):

AU = oD,U — 8D,U,

AU = OéDlU — (Oé + h)DQU,

AU = (aD; — aD, + hD,)U,

(3.23)
(A + hDg)U :ﬁ(Dl - DQ)U,



Pomoci integrované funkce MATLABu eig(A, B), tedy v nasem piipadé eig((A+hDsy), (D;—

Ds)), najdeme vsechny zobecnéné vlastni ¢isla o a pak i odpovidajici jim g = « + h.

Vysledky vypoctu uvedeme na obr. 3.4.

257

20

15¢

10t

Obrazek 3.4: Fucikovo vlastni ¢isla (a, 8) hledané po piimkach 8 = a + h.

Grafické vysledky porovnani kiivek CF.Cy, Cy ,C’f obdrzenych pro operatory L a A uve-
deme na obr. A.
. Budeme hledat Fucikovo vlastni éisla (o, 8) po primkach = ko, k € R, k > 0.

Podle teto tivahy upravime rovnice (3.20):

AU = aDlU — /BDQU,
AU = oD, U — kaD,U, (3.24)
AU = Oé(Dl — k’Dg)U,

Vysledky vypoctu uvedeme na obr. 3.5.

Grafické vysledky porovnani kiivek CF,Cy, Cy ,C5 obdrzenych analytickym a numerickym

zpusobem uvedeme na obr. A.
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Obrazek 3.5: Fuéikovo vlastni ¢éisla (a, #) hledané po piimkach 8 = ka, k > 0.

A~

3.2.2 Fucikovo spektrum diferenéniho operatoru A

Pro diferenéni operator A (3.6) a operatorovou rovnici

AU =oU" - U, (3.25)

provedeme analogické vypocty jako v oddilu 3.2.1 a na obr. uvedeme vysledné Fucikovo ktivky
diferenéniho operdtoru A. Chybu takové aproximace v porovnani ze Fuéikovo kiivkami spojitého
nesamoadjungovaného operatoru LN se tézko da spocitat pro kazdou kiivku, a proto srovnani
provedeme jen vizualné a to tak, ze Fucikovo kiivky spojité a diferen¢éni ulohy zobrazime na

jednom obrazku.

3.3 Numericky vypocet Fucikovo spektra pomoci funkce
bupdc

Dalsi numericky vypocet Fucikovo vlastnich ¢isel provedeme pomoci funkce bupdc, ktera je soucasti
prostiedi MATLAB. Funkce bup4dc se pouziva pro hledéni feseni okrajové tilohy pro obycejné dife-
rencidlni rovnice. Tuto funkce se da pouzit bud’ pro integrovani systému obyc¢ejnych diferencidlnich

rovnic na néjakém intervalu (a, b) na zékladé dvoubodové okrajové podminky, a nebo pro hledani
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neznamych parametru p pro ulohu z parametry,p odpovida parametrum. Nutnou podminkou v
tomhle piipadé je pocatecni odhad pro vSsechny nezname parametry.

Funkcebupdc vrati priblizné feseni r = r(x), které je spojité na intervalu (a,b) a ma spojitou
prvni derivaci na danim intervalu a splinuje podminky okrajové ilohy. V ptipadé 1lohy z parametry

zaroven vrati hodnoty pro nezname parametry, které budou odpovidat feseni r.

3.3.1 Fucikovo spektrum samoadjungovaného operatoru

Polozime wu;(z) = u(x), us(z) = v/'(z), Vo € (0,7) a zapiSseme tulohu (2.9) ve tvaru soustavy dvou

diferencidlnich rovnic prvniho radu (2.42):

Z vztahu (2.11) a (2.12) dostaneme:

VRN
¢ =gl (3.26)

1
u” = 5 (Jul = w)

Dosadime vztahy (3.26) do soustavy (2.42) a dostaneme:

uy =ug, z € (0,7),
o
= = (] ) + 2 (] =), (3.27)
u1(0) = 0,uy(m) = 0.
Budeme predpokladat, ze parametr 3 =a+ h, h e R,0< h < 1.
uy =up, x€(0,7),

a-+h
2

/

«
Uy = —5(\161’ +up) + (lua] = ), (3.28)

u1(0) = 0,uq(m) = 0.

Protoze v tiloze (3.28) mame jeden parametr tak pfiddme k okrajovym podminka jesté podminku
u2(0) = 1 a aby neztratit feSeni s opacnym znaménkem potom udélame vypocet jesté jednou pro
podminku uy(0) = —1 .

Funkce bupdc pozaduje zadat odhad hledanych parametru a teseni. Nastavime pocateéni od-
hady « a funkci u; na hodnoty nalezené analyticky v oddilu 2.1.1 pro spojitou tlohu (2.9). A
potom v kazdém nasledujicim kroku odhady nastavime na hodnoty vypoctené funkci bvpdc v

predchozim kroku. Vysledek uvedeme na obr. 3.3.1
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Obrézek 3.6: Fucikovo kiivky operatoru LP vypoétené analyticky a numericky pomoci funkce
bupdc.

3.3.2 Fucikovo spektrum nesamoadjungovaného operatoru

V souladu s ivahami uvedenimi v predchozim oddilu zapiSeme soustavy dvou diferencialnich rovnic

prvniho fadu odpovidajici tloze (2.5) a tedy i operatorové rovnici (2.50):

(W) =y, x€(0,7),
a a+h
uy = ——(|ur| + uy) + uy| — uy),
= =2l )+ 2 ) 50
u1(0) = 2uq(7);
\UJQ(O):O

Kvuli nezname hodnoté parametru a priddme k okrajovym podminkdm jesté podminku u; (0) =
1 a aby neztratit feSeni s opacnym znaménkem potom udélame vypocet jesté jednou pro podminku
u1(0) = —1 . Pocétecni odhady parametru « a funkei u; nastavime na hodnoty nalezené analy-
ticky v oddilu 2.1.2 pro spojitou tlohu (2.5). Tedy budeme uvazovat 2 posloupnosti parametru
a a odpovidajici jim vlastni funkce viz tvrzeni 2.2 . Potom v kazdém nasledujicim kroku odhady
nastavime na hodnoty vypoctené funkci bvpde v predchozim kroku. Vysledek uvedeme na obr.
3.3.2.

Jak vidime, obdrzené vysledky velmi piesné aproximuji Fuéikovo spektrum operdtort LP a
LN,
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Obrézek 3.7: Fucikovo kiivky operdtoru LN vypoétené analyticky a numericky pomoci funkce
bupdec.

39



Shrnuti

Poloviéni vlastni ¢isla je pomérné mlada (prvni zavedeni pojmu Henri Berestyckim v roce 1976, [])
a malo prozkoumand téma. Existuji jen ¢lanky nékolika autoru, které se zabyvaji studiem tohoto
problému. Proto tato prace byla zamérena sice na sezndmeni z novym pojmem a jeho kratkym
popisem. Nicméné tim, ze uvedeni popis poloviéni vlastnich ¢isel a Fuéikovo vlastni ¢éisla jsou
souvislé muzeme problém polovicnich vlastnich ¢isel snadno prevést na problém Fucikovo spektra,
ktery uz je dost opracovany. Proto ddle zamérili jsme svoje tvahy na detailni zpracovani prave
Fucikovo spektra.

Pro samoadjungovany operator LY : D(LP) c L*(0,7) — L*(0,7):

LPu = —u”,

D(LP) := {u € C*(0,7) N C*[0, 7] : u(0) = 0, u(r) = 0}, (3.30)
a nesamoadjungovany operator LY : D(LY) c L*(0,7) — L*(0,7):

LNy = —u”,

D(LY) := {u € C*(0,7) N C*0, 7] : v/ (0) = 0,u(0) = 2u(r) = 0}. (3.31)

jsme popsali bodové spektry a Fucikovo spektry.

V kapitole 3 popsali jsme diferen¢ni operatory, odpovidajici vybranym diferencialnim operatorum.
Pro tyto diferen¢ni operdtory jsme nasli jejich vlastni ¢isla a Fuéikovo vlastni cisla. Pomoci in-
tegrované funkce programu MATLAB provedli jsme numerickou aproximaci Fucikovo spektra
vybranych diferencidlnich operatoru. Takova aproximace ukazala se presnéjsi nez aproximace

Fucikovo spektrem odpovidajicich diferencnich operatoru.

40



Literatura

1]

2]

BINDING, Paul A.; RYNNE, Bryan P.: Half-eigenvalues of periodic Sturm-Liouville problems.
J. Differential Equations, 206, 2004: s. 280-305, ISSN 0022-0396.

DRABEK, Pavel; KUFNER, Alois: Uvod do funkciondini analyzy. Plzen: ZCU, 1994, ISBN
80-7082-124-8.

Fucik, Svatopluk: Solvability of nonlinear equations and boundary value problems. Dordrecht -
Boston - London: D. Reidel Publishing Company. X, 1980, ISBN 90-277-1077-5.

GENOUD, Franc ois; RYNNE, Bryan P.: Half eigenvalues and the Fucik spectrum of multi-
point, boundary value problems. J. Differential Equations, 252, 2012: s. 5076-5095, ISSN
0022-0396/5.

KRYVOSHEJA, Sergiy; PERESTJUK, Mykola; BURYM, Volodymyr: Dyferencialni ta inte-
gralni rivnjannja. Kyiv: Lybid, 2004, ISBN 966-06-0348-7.

MfKA, Stanislav; PRIKRYL, Petr; BRANDNER, Marek: Specidlni numerické metody - Nu-
merické metody Teseni okrajoviych tloh pro diferencidlni rovnice. Plzen: Vydavatelsky servis,

2006, ISBN 80-86843-13-0.

RYNNE, Bryan P.: The Fucik Spectrum of General Sturm-Liouville Problems. J. Differential
Equations, 161, 2000: s. 87-109, ISSN 0022-0396/00.

TESKOVA, Libuse: Linedrni algebra. Plzen: Zapadoceska univerzita v Plzni, 2010, ISBN 978-
80-7043-966-1.

41



Priloha A

Fucikovo spektrum diferencniho
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Obrazek A.1: Rozdil mezi Fucikovo kiivky operdtoru A a LP po pifmkach 3 = konst > 0.
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Obrazek A.2: Rozdil mezi Fuéikovo kiivky operdtoru A a LP po pifmkach 8 = a + h.
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Obrazek A.3: Rozdil mezi Fuéikovo kiivky operatoru A a LP po pifmkach f = ka, k > 0.

0.4

0.3

0.2

0.1

50 100

; |

10 20

7 |

50 100



Priloha B

Fucikovo spektrum diferencniho

A

operatoru A
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Obréazek B.1: Fuéikovo vlastni ¢isla (a, 8) nesamoadjungované tlohy hledané po primkach § =
konst > 0.
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Obrazek B.2: Fucikovo vlastni ¢isla (a, ) nesamoadjungované tlohy hledané po piimkach f =
o+ h.
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Obrézek B.3: Fucikovo vlastni ¢isla («, 5) nesamoadjungované ulohy hledané po primkach 5 = ko,
k> 0.
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