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Abstrakt

Tato bakalaiskd prace se zabyva Fucikovym spektrem okrajovych tloh pro diferencidlni rovnice
druhého tddu. Nejprve fesime tlohu s Dirichletovymi okrajovymi podminkami. V dalsi ¢asti stu-
dujeme ulohu s nelokdalni okrajovou podminkou. Hlavni vysledky prace se tykaji ulohy, ktera je ve
tvaru
' (x) + aut(z) — Bu=(x) =0, =z € (0,7),
s
uw(0) =0, [u(z)de=0, 0<p<m.
P
Zaméiime se hlavné na strukturu Fucikova spektra této tlohy. Posledni ¢ast je pak vénovana nu-

merické konstrukeci Fuéikova spektra.

Klicova slova: Fucikovo spektrum, okrajova tloha, nelokalni okrajova tloha

Abstract

This Bachelor Thesis deals with the Fucik spectrum of boundary value problems for second order
differential equations. First we solve Dirichlet boundary value problem. In the next part we focus
on nonlocal boundary value problem. Main results of this Thesis concern the nonlocal boundary
value problem

' (x) + aut(z) — Bu=(x) =0, =z € (0,7),

uw(0) =0, [u(z)de=0, 0<p<m.
P

We focus mainly on the structure of Fuéik spectrum of this problem. The last part is dedicated to
numerical costruciton of the Fuéik spectrum.

Keywords: the Fué¢ik Spectrum, the boundary value problem, the nonlocal boundary value problem
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Uvod

Tato bakalafské prace je zaméfena na studium tlohy, kterd je ve tvaru

u'(x) + ozu‘*‘ﬂ(l‘) —Bu(x)=0, ze€(0,m),
u(0) =0, f[u(z)dz=0, 0<p<m. (%)

Nasim cilem bude nalézt viechny dvojice («,8) € R? takové, pro které m4d tloha (x) netrivialni
feSeni. V kazdé kapitole se budeme vénovat okrajové tloze pro diferencidlni rovnici druhého radu. V
prvni kapitole zacneme tou nejjednodussi — linearni tlohou s Dirichletovymi okrajovymi podminkami.
Najdeme jeji vlastni ¢isla a jim odpovidajici vlastni funkce.

V druhé kapitole budeme opét studovat tilohou s Dirichletovymi okrajovymi podminkami. Tato
tloha vsak jiz nebude linearni, nybrz po ¢astech linedrni. Definujeme si pojem Fuéikovo spektrum
a pro danou ulohu také Fuc¢ikovo spektrum sestrojime.

Ve treti kapitole vyménime jednu Dirichletovu okrajovou podminku za podminku v integralnim
tvaru. Popis Fuéikova spektra pro tuto tlohu v prvnim kvadrantu roviny R? je uveden v élanku [3].
Oproti tomuto élanku uvedeme popis Fuéikova spektra na celé roviné R2.

Ulohy v kapitolach 1, 2 a 3 byly prostudovany jiz diive. Ve ctvrté kapitole se vSak vénujeme
dosud neprostudované tloze (x). Pro volbu parametru p = 0 je tloha () tilohou uvddénou v kapitole
3. Pro jednoduchost si ukdzeme konstrukci Fucikova spektra pro tlohu (x) pouze pro hodnotu
parametru p = 5. Pro p = 7 je totiz pocet parametrickych analytickych ptedpist pro Fuécikovy
vétve nejmensi. Pokud bychom si chtéli nechat vypoéitat pocet téchto predpisu pro jind p, muzeme
vyuzit algoritmus, ktery je popisovan v druhé ¢asti této kapitoly. Protoze sestaveni analytického
popisu Fucikova spektra je ¢asové narocné, uvadime na zaveér této kapitoly algoritmus, ktery dokaze
numericky sestrojit libovolnou ¢dst Fuéikova spektra pro tlohu (x).



Kapitola 1

Linearni tloha s Dirichletovymi
okrajovymi podminkami

V této kapitole uvazujme linearni Dirichletovu okrajovou ilohu

{“"(x) +u@) =0, ze(0m) (L)

u(0) = u(m) =0,

kde A € R je parametr. Resenfm tlohy (1.1) budeme rozumét takovou funkci u € C2(0, 7)NC({0, 7)),
kterd splituje diferencidlni rovnici v tdloze (1.1) pro kazdé x € (0,7) a zdroven spliuje homogenni
Dirichletovy okrajové podminky tlohy (1.1). Nyni hledejme takové hodnoty parametru A, pro které
m4 tloha (1.1) netrividln{ Feseni.

Lemma 1.1. Uloha (1.1) md netrividlni veseni pouze pro X = X\, kde N\; == *>, | € N a jim
odpovidajici vesent jsou ve tvaru w(x) = csiny/ ANz, ¢ € R\ {0}.

Diikaz. Reseni diferencidlni rovnice v tloze (1.1) hleddme ve tvaru u(z) = e?*, p € C. Tento
predpokladany tvar feseni dosadime do diferencialni rovnice v tiloze (1.1) a dostavdme

()" + A (") = 0,
p2ePT 4+ XeP® = 0,
(P* + A) e?” 0. (1.2)
Rovnici (1.2) muzeme splnit jenom tehdy, pokud
P>+ A=0. (1.3)

Nyni{ budeme postupné hledat kofeny rovnice (1.3) pro jednotlivé piipady, kdy A > 0, A <0a A =0.
(Rovnice (1.3) se nazyva charakteristicka rovnice linedrni diferencidlni rovnice v iloze (1.1).)

1. Pro A > 0 md rovnice (1.3) komplexné sdruzené kofeny ve tvaru p; = ivA a ps = —iVA.
Linedrné nezévisla fesenf diferencidln{ rovnice v tiloze (1.1) jsou tedy funkce cos v/ Az a sin v/ Az
(viz [8], 10.17. Lemma, str. 98), které tvoi{ fundamentdlni systém. Protoze obecné feseni
diferencialni rovnice je tvoreno linearni kombinaci prvku fundamentalniho systému, ma obecné
feseni diferencidlni{ rovnice v dloze (1.1) tvar

w(x) = ¢1 cos VAx + e sinVAz, ¢, ¢ € R. (1.4)
Piipomenme si, ze okrajové podminky tlohy (1.1) jsou ve tvaru

u(0) = 0, (15
u(m) = 0.

D
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Dosadime-li obecné feseni (1.4) do podminek (1.5) a (1.6), dostaneme soustavu dvou rovnic
C - 1+CQ -0 = O, (17)
c1 cos <\/X’7T) + cosin (\/X’IT) 0. (1.8)

Z rovnice (1.7) vyplyvd, Ze konstanta ¢; = 0. Dosadime-li konstantu ¢; do rovnice (1.8),
dostaneme cs sin (\/XTF) = 0. Protoze hleddme netrividln{ feseni tlohy (1.1), pozadujeme,

aby konstanta cy # 0. Proto

sinvVir = 0,
VAr = Im l€eN,
A o= 2

Pro hodnoty A = \; = [> m4 tloha (1.1) netrividln{ fesen{
w(z) = cgsinlx, cg # 0.

. Pro A < 0 dostdvame kofeny rovnice (1.3) ve tvaru p1 = v/—X\ a pos = —v/—\. Fundamentéln{
systém je tedy tvoien funkcemi eV~—** a e~V =2 (viz [8], 10.12. Lemma, str. 96) a obecné
feseni diferencidlni rovnice v tloze (1.1) mé tvar

u(@) = c1eV 7 + eV o R (1.9)
Dosadime-li obecné feseni (1.9) do podminek (1.5) a (1.6), dostaneme soustavu dvou rovnic

- ld+e-l = 0, (1.10)
VAT L epem VAT =, (1.11)

cre
Z rovnice (1.10) si vyjadifme konstantu co:

co = —c1. (1.12)
Dosadime ji do rovnice (1.11) a dostaneme

61 (eﬁ“fe*ﬁ”) _— (1.13)

Funkce hyperbolicky sinus je definovana jako

sinhz := % z€R. (1.14)

Pomoci definice (1.14) dostaneme rovnici (1.13) ve tvaru
2¢; sinh (\/—Aw) —0. (1.15)

Rovnici (1.15) muzeme splnit jenom tehdy, pokud konstanta ¢; = 0. Ze vztahu (1.12) potom
vyplyvé, ze 1 konstanta ¢y = 0. A tak pro zdporné hodnoty parametru A m4 tloha (1.1) pouze
trividln{ feseni u(z) = 0.
. Pro A = 0 dostdvame diferencidlni rovnici v tloze (1.1) ve tvaru

u’(x) = 0.
Ptimou integraci ziskdme jeji obecné feseni

u(z) = c1x + ¢2, ¢1,c2 €R. (1.16)



Dosadime-li obecné feseni (1.16) do podminek (1.5) a (1.6), dostaneme soustavu dvou rovnic

C1 '0+62 = 0, (117)
0. (1.18)

clL-TH+c =

Z rovnice (1.17) vyplyvé, Ze konstanta co = 0. Rovnice (1.18) bude tedy ve tvaru ¢; = 0.
A tak pro nulovou hodnotu parametru A ma uloha (1.1) pouze trividlni feseni u(z) = 0.

Cisla A € R, pro kterd mé tiloha (1.1) netrividln{ feseni, budeme nazjvat vlastni éisla dlohy (1.1).
A jim odpovidajici netrividlni feSeni budeme nazyvat vlastni funkce tlohy (1.1). Pro ulohu (1.1)
mame celou posloupnost vlastnich ¢isel

(\) = () =(1,4,9,16,...) .
Posloupnost vlastnich funkef dlohy (1.1) pifslusejici vlastnim éislum A; je potom ddna ve tvaru
(vi(x)) = (sinlz) = (sinz, sin 2z, sin 3z, sin 4z, ...) .

Diferencidlni rovnice v tloze (1.1) je autonomni, tzn. nevystupuje v ni nikde nezdvisle proménnd x
explicitné. Je-li tedy funkce u = u(x), definovand pro = € (0, 7), netrividlnim fesenim diferencidln{
rovnice v tloze (1.1) na intervalu (0, 7), potom funkce y(z) = u(x — r), r € R, definovand pro
x € (r,m+ ), je netrividlnim FeSenim diferencidlni rovnice v dloze (1.1) na intervalu (r,7 + 7).
A funkce z(z) = u(s - x), s € R, definovand pro « € (0, Z), je netrividlnim feSenim diferencidlni
rovnice v tiloze (1.1) na intervalu (0, Z). Ukazme si to v dikazu nésledujictho lemmatu.

Uvazujme linedrni Dirichletovu okrajovou tlohu

u’(z) + du(z) = 0, x € (a,b), (1.19)
u(a) = u(b) =0, ’
kde A € R je parametr, a,b € R a a < b.
Lemma 1.2. Viastni ¢isla dlohy (1.19) jsou ve tvaru
ve () e
= b—a )
a jim odpovidjici vlastni funkce jsou ddny vztahem wi(x) = csiny/N(x — a), ¢ € R\ {0} .
Dukaz. Okrajova uloha
YR =0, e 0.7, .
y(0) = y(m) =0,

s parametrem AeR odpovida tloze (1.1), jen jsme pouzili jiné znaceni pro funkci u, proménnou x
a parametr A. Z lemmatu 1.1 vime, ze vlastni ¢isla tlohy (1.20) jsou ve tvaru

=02 1€eN (1.21)
a jim odpovidajici vlastni funkce jsou dany vztahem

yi(t) = esin \Et, c € R\ {0}. (1.22)

Nyni tlohu (1.20) transformujeme na tlohu (1.19) a pomoci této transformace uré¢ime vlastni ¢isla
a vlastn{ funkce tlohy (1.19). Budeme pouzivat vztah pro transformaci funkce y

y(t) = U<ba-t+a>, (1.23)

™



vztah pro transformaci nezavislé proménné ¢

t = (x —a) (1.24)

a vztah pro transformaci parametru A

N = A-(b_a)2. (1.25)

Do diferencidlni rovnice v tloze (1.20) dosadime za y z transforma¢niho vztahu (1.23), ¢imz dosta-

neme
b— b—a\®> ~ [b-—
’U,H<a't+(l>'< a> +)\u<at+a>—0 (126)
T T T

Po prendsobeni rovnice (1.26) vyrazem (7/(b — a))® obdrzime

2
u”<b_a.t_~_a>+x.< T ) .u<b_a-t+a>:(). (1.27)
s b—a s

Nyni muzeme rovnici (1.27) pfepsat do tvaru diferencidlni rovnice v dloze (1.19):

u’ (z) + X u(z) =0,
kde
b—a

‘t+a (1.28)

A::X-(bjfa>2. (1.29)

Dosadime-li do rovnice (1.29) za A vlastni ésla \; = (2 dlohy (1.20), ziskame vlastnf &fsla dlohy (1.19)

Ir \?
()

Dosadime-li do vztahu (1.22) za y z transformaéniho vztahu (1.23) a za A z transformaéniho vztahu

(1.25), potom dostaneme
b—a\2
= csin )\l~< a> -t
™

uz(b;a-t—i-a) = csin(\/xl'b;a't)~ (1.30)

Pomoci vztahu (1.28) muzeme vztah (1.30) napsat ve tvaru

£
R
S
a‘\
o
&
+
Q
~_
|

u (x) = esin <\/)\7(x — a)). (1.31)

Vztah (1.31) pfedstavuje predpis pro vlastni funkce tlohy (1.19). [ |



Kapitola

Po castech linearni uloha
s Dirichletovymi okrajovymi
podminkami

V této kapitole uvazujme tlohu ve tvaru

W(@) +out (@)~ fum(@) =0, e (0,7), o)
u(0) = u(m) = 0,

kde ut(z) := max {u(z),0} a v (z) := max{—u(x),0}. Resenfm tlohy (2.1) budeme rozumét

takovou funkci u € C?(0,m) N C ({0, 7)), kterd spliiuje diferencialn{ rovnici v tloze (2.1) pro kazdé

x € (0,7) a zdroven spliiuje homogenn{ Dirichletovy okrajové podminky tlohy (2.1). Nyni budeme
hledat vSechny dvojice (a, 3) € R? takové, pro které ma tloha (2.1) netrividln{ fegeni.

Definice 2.1. Fuéikovo spektrum pro tlohu (2.1) je mnozina
¥ := {(a,8) € R?: tloha (2.1) m4 netrividlni feseni}.
Podmnoziny Fuéikova spektra pro tlohu (2.1) definujme ndsledujicim zptisobem:

Pl = {(a, ) € ¥ : netrividln{ fesen{ v dlohy (2.1) ma pravé m

nulovych bodt na intervalu (0,7) a u/(0) > 0},

P :={(a, ) € ¥ : netrividln{ feSeni u tlohy (2.1) mé pravé m

nulovych bodi na intervalu (0,7) av’(0) < 0},
kde m € NU {0} . Mnoziny P, a P, budeme nazyvat Fu¢ikovymi vétvemi.

Definice 2.2. Nechf funkce u je netrividlnim feSenim tlohy (2.1). Potom funkei u nad intervalem
(z1,x2), kde z1, xo jsou po sobé jdouci nulové body funkce u, budeme nazyvat ptlvinou. Pokud
funkce u nabyva nad intervalem (z1, z2) kladnych hodnot, potom funkei u nad timto intervalem bu-
deme nazyvat kladnou pulvlnou. Pokud naopak funkce v nabyva nad intervalem (x1, x2) zadpornych
hodnot, budeme funkci v nad timto intervalem nazyvat zédpornou pulvinou.

Lemma 2.1. Fucikovo spektrum pro dlohu (2.1) je ddno jako

+oo
Y= |J Pn, kde P, := P UP,,.

m=0



Jednotlivé Pucikovy vétve PE maji tvar:

Py ={(1,8): BER},
Py ={(a,1): a € R},

kde n € N.

Dikaz. Pro a = 8=\, X € R, prechdzi tloha (2.1) v tlohu (1.1). Vlastn{ ¢isla tdlohy (1.1) potom
uréuji body (A, ) € X, I € N.

Diferencialni rovnice v tloze (2.1) je autonomni. Je-li tedy funkce u = wu(z), definovand pro
x € (0, ), netrividlnim fesenim diferencidlni rovnice v tiloze (2.1) na intervalu (0, ), potom funkce
y(x) =u(xz —r), r € R, definovand pro x € (r, ™ + r), je netrividlnim feSenim diferencidlni rovnice
v tloze (2.1) na intervalu (r, 7 + ). Pokud w je nad intervalem (a, ) kladnou (zdpornou) pulvlnou,

potom u je feSenim Dirichletovy okrajové tlohy (1.19) na intervalu (a,b) s hodnotou parametru
A=a (A=7).

u(z) A

]

X1 T2 T3

Obrézek 2.1: Kladnd a zdpornd pulvlna netrividlniho feSeni dlohy (2.1).

Piedpoklddejme, ze x1, z2, 3 € (0,7) jsou tii po sobé jdouci nulové body netrividlniho fesenf u
tlohy (2.1). Dale necht u je kladnou ptilvlnou nad intervalem (z1,z5), potom plati

u (x) =0, ut(z) = u(z), * € (v1,22).

Resfme tedy tlohu ve tvaru

{v”(x) +av(x) =0, T € (z1,72), (2.2)

v(zy) = v(ze) =0,

kde o € R je parametr a pozadujeme, aby v(xz) > 0 pro = € (z1,x2). Uloha (2.2) odpovida
uloze (1.19). Z lemmatu 1.2 vime, ze kladna pulvlna je ve tvaru

v(z) = AsinVa(z —x1), A >0, (2.3)

o <x2ix1)2 (2.4)

je prvnim vlastnim éislem dlohy (2.2).

kde




Déle necht u je zdpornou ptlvlnou nad intervalem (zs,z3), potom plati
’LL+(:C) =0, —u (z) =u(z), z € (z2,23).

Resfme tedy tlohu ve tvaru
{w”(x) + fw(x) =0, x € (z2,23), 25)

w(zs) = w(zz) =0,

kde 8 € R je parametr a pozadujeme, aby w(z) < 0 pro x € (x2,x3). Uloha (2.5) opét odpovida
uloze (1.19). Z lemmatu 1.2 vime, Ze zdpornd pulvlna je ve tvaru

w(z) = Bsin/B(z — x3), B <0, (2.6)

8= (ajgix2>2 (2.7)

je prvnim vlastnim ¢islem tlohy (2.5). Ilustraci kladné a zdporné pulvlny netrividlniho feseni
dlohy (2.1) uvadime na obrézku 2.1.

Pouze netrividlni feseni odpovidajici prvni dvojici Fuéikovych vétvi Poi znaménko neméni na
intervalu (0, 7) — tvoif ho pouze kladnd (zdpornd) pulvlna. Netrividlni feSeni odpovidajici ostatnim
Fucikovym vétvim znaménko na intervalu (0, 7) jiz méni, sklddaji se z kladnych a zadpornych pualvln.
Bodem napojeni kladné pulviny v a zdporné pulviny w je bod zs. Z okrajovych podminek tlohy
(2.2) a tlohy (2.5) vime, ze plati v(zs) = w(z2) = 0. Funkce v a w ale obecné nemaji v bodé xs
stejné derivace. My vSak pozadujeme rovnost prvnich i druhych derivaci v bodé x5, abychom dostali
hladké feseni. Je tedy nutné, aby platilo

kde

V' (m2) = w'(x2) (2.8)

v (x2) = w” (x2). (2.9)
Dosadime-li do vztahu (2.8) za v ze vztahu (2.3) a za w ze vztahu (2.6), dostaneme
Ava-cosva(zy —x1) = BB (2.10)

Po dosazeni do vztahu (2.10) za « ze vztahu (2.4) a za 8 ze vztahu (2.7) obdrzime

A—T . cos—T (xg—x1) = B U )
T2 — T1 T2 — T1 XT3 — T2
A—" (1) = B—"
To — I1 T3 — T2
A B
- - . (2.11)
T2 — 1 T3 — T2

Pokud si nyni zvolime konkrétni hodnotu konstanty A, vztah (2.11) ndm jednoznaéné uréi hodnotu
konstanty B. Na pifklad pro A = 1, bude

T3 — ITo
B=-2_"°2
T2 — 1

Nyni se piesvédéme, zda vztah (2.9) plati. Pokud do néj dosadime za v ze vztahu (2.3) a za w ze
vztahu (2.6), dostaneme

—Aasinva(xg —x1) = 0. (2.12)



Dosadime-li nyni do rovnice (2.12) za « ze vztahu (2.4), vidime, ze vztah (2.9) plati.
Ze vztahu (2.4) muzeme uré¢it vzdalenost mezi krajnimi nulovymi body kladné pulviny

™
Ty — T = —F=

B

Podobné ze vztahu (2.7) muzeme urcit vzddlenost mezi krajnimi nulovymi body zéporné pulviny
T

ﬁ.

Konkrétni predpisy Fuéikovych vétvi P pak dostaneme podle poétu kladnych a zépornych piilvin,

pomoci kterych sestavime netrividlni feSeni u. Pro n kladnych a n zdpornych pulvin dostavame
predpis

T3 — T2 =

nm  nm
va VB
pro (n + 1) kladnych a n zdpornych pulvin dostdvdme predpis
(n+1)m L
va VB

a pro n kladnych a (n + 1) zdpornych pulvln dostdvame predpis

m, n €Ny

1
nr ot Dm_ o

Vo VB "

n € Ny.

Na nize uvedeném obrazku 2.2 je zndzornéna struktura Fucikova spektra pro tlohu (2.1). Na
tomto obrdazku na Fuéikové vétvi P; je vyznacen bod M, kterému odpovidd netrivialni feseni u,
jehoz prubéh vidime na obrézku 2.3. Na Fuéikové vétvi P2+ je vyznacen bod N, kterému odpovida
netrividlni feSeni w, jehoz prubéh vidime na obrézku 2.4.

Na zévér této kapitoly si uvedeme lemma, které iikd, ze Fucikovy vétve PE jsou symetrické
podle diagonaly a = .

Lemma 2.2. Jestlize (o, 8) € X, potom také (B, a) € 3.
Diikaz. Necht («, ) € X. Potom dvojici (v, 8) pifslusi funkce u, kterd je netrividlnim feSenim
tlohy (2.1). Oznaéme 4 := —u. Potom platf &7 = u~ a 4~ = u™. Diferencidlni rovnici v tloze (2.1)
muzeme tedy zapsat ve tvaru

" +at” — Bt =0. (2.13)
Vyndsobenim obou stran rovnice (2.13) ¢islem (—1) dostaneme

@'+ pit — i =0,

z ¢ehoz plyne, Ze (3, ) € X, nebot 4 je fesenim diferencidln{ rovnice v iloze (2.1) a zdroven spliiuje
i homogenn{ Dirichletovy okrajové podminky dlohy (2.1). |
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Obrazek 2.2: Fucikovo spektrum ¥ pro dlohu (2.1).
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Obrazek 2.3: Netrivialni feSeni u lohy
(2.1), které odpovidd bodu M (viz
obrézek 2.2).

u(x) A
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Obréazek 2.4: Netrividlni feSeni u tlohy
(2.1), které odpovidd bodu N (viz
obrézek 2.2).



Kapitola 3

Po castech linearni tiloha
s nelokalni okrajovou podminkou

Uvazujme tlohu ve tvaru

W(x) + out (@) — fum(2) =0, z € (0,m),
m 3.1
u(0) =0, [wu(z)dz=0, (3.1)
0
kde ut(z) := max {u(x),0} a u~(z) := max{—u(zx),0}. Resenim tlohy (3.1) budeme rozumét
takovou funkci u € C?(0, ) N C ({0, 7)), ktera spliiuje diferencidln{ rovnici v tloze (3.1) pro kazdé
x € (0,7) a zdroven spliiuje Dirichletovu okrajovou podminku a integralni podminku v tloze (3.1).
Nyni budeme hledat vSechny dvojice (a, ) € R? takové, pro které ma tiloha (3.1) netrividln{ feseni.
Uloha (3.1) byla jiz difve predmétem zkouméni v ¢lanku [3], kde byl poddn popis Fuéikova
spektra pro tlohu (3.1) v prvnfm kvadrantu roviny R2. V této kapitole mimo jiné rozsfffme tento
popis i na druhy a ¢tvrty kvadrant.

Poznamka 3.1. (viz [9], str. 135) Méjme na intervalu (a,b) C R spojitou funkci y = f(z). Kdyz
f(z) > 0 na (a,b), potom integral

S = /bf(x)dsc

predstavuje obsah obrazce (tzv. kiivoc¢arého lichobézniku) ohrani¢eného grafem funkce f, osou x
a rovnobézkami s osou y vedenymi body a, b. Kdyz f(z) < 0 na (a,b), potom obsah piislusného
krivocarého lichobézniku je dan vzorcem

b

S— —/f(x)dx.

a

Pokud tedy funkci u rozdélime na kladnou a zapornou ¢ast, potom obsah plochy, kterou vyme-
zuje kladna ¢ést, bude

K

Sy z/u+(x) dx

0

a obsah plochy, kterou vymezuje zaporna ¢ast, bude

™

S, = /u_(x) da.

0

12



Definice 3.1. Fucikovo spektrum pro tlohu (3.1) je mnozina
¥ := {(a,8) € R? : tiloha (3.1) m4 netrividlni feseni}.
Podmnoziny Fuéikova spektra pro tlohu (3.1) definujme nésledujicim zptisobem:
R :={(a,) € T : netrividln{ fesen{ u tlohy (3.1) m4 pravé m
nulovych bodt na intervalu (0,7) a u/(0) > 0},
R, = {(o, B) € ¥ : netrividln{ feeni u tlohy (3.1) mé pravé m
nulovych bodt na intervalu (0,7) a u/(0) < 0},

kde m € N. Mnoziny R, a R, budeme nazyvat Fu¢ikovymi vétvemi.

(c) Vétve R;,

Obrézek 3.1: Na obrazku 3.1(a) jsou riznymi odstiny $edé barvy vyznageny regiony 'Qi, 2Q;,
QF a QF. Jednotlivé regiony jsou oddéleny vétvemi P Fuéikova spektra pro tlohu (2.1) (éerné
kiivky). Protoze se hranice jednotlivych regionu prekryvaji, je na obrdzku 3.1(b) vyznacen pouze
region QF s hranici 9QF . Na obrazku 3.1(c) je navic vétev Fuéikova spektra pro tlohu (3.1), kterd
se skladd z vétve ' RY C Q7 (oranzova kiivka), vétve 2R{ C 2Qf (zlutd kiivka), vétve Ry C QF
(zelend kiivka), vétve Rf C QF (azurovd kiivka) a bodu K.
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Mezi Fucikovym spektrem pro tlohu (3.1) a Fu¢ikovym spektrem pro tlohu (2.1) je urcitd vazba.
Ukézeme, ze vétve R: Fucikova spektra pro tlohu (3.1) lze popsat na jednotlivych regionech, je-
jichz hranice jsou uréeny vétvemi P Fuéikova spektra pro tlohu (2.1). Definujme si nynif mnoziny
tvofici tyto regiony.

Region Qf := 'Qf U 2Qf, kde

tof {(a, B) ERT xR~ : - < 1 3},

2Qf = {(o,8) eRT xRT:

B

Ostatni regiony definujeme jako

03, = {(a,f)eR" xR": =+ < 1 < ng}+%}7
01 = {(@B)eRtxRT: mHL2 < 1 < Lja“r’%}
QO = {(a,8) eR%: (B, o) € Qf},
kdenGN Plati
+oo
Um a,f)eR*: a>1, #0}, |J ={(a.p)eR*: B>1, a#0}.
n=1

Na vy$e uvedeném obrdzku 3.1 jsou zndzornény nékteré regiony Q.
Lemma 3.1. Fuéikovo spektrum pro dlohu (3.1) je ddno jako

+o00
$ = |J Rm, kde Ry, := R, UR,,.

m=1

™

Fuéikova vétev R = 'RT UK U 2Ry, kde K := ((ﬁ)a()) je bod napojent vétvi 'R a *RY,

pricemz

'R = {(04,/3)6 ol %—%(1—cosh[ﬂ\/jﬁ(l—ﬁ)]):0},
*Rf = {(047,3) € 2Qf: % % (1 — cos [w\f( 1a)]) = 0},

Ostatni Fucikovy vétve Ry, maji tvar

R, = {@peof: Z-2Eid (1-cs[rva(1-%-%)]) =0},
R2+n+1 = {(04:/3)6 Qérnﬂi %—%—L(l—cos[wf( —”—“—%)Dzo}7
kde n € N.

Ry, = {(a,B) €y : (B,0) € R},

kde m € N.

Diikaz. Netrividlni feSeni w tlohy (3.1) musi spliovat Dirichletovu okrajovou podminku w(0) = 0.
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Navic je potfeba, aby u splnovalo i podminku, ktera je v integralnim tvaru
/u(aﬁ) dx = 0. (3.2)

Z dikazu lemmatu 2.1 vime, Ze FeSeni u tlohy (3.1) budeme hledat po ¢dstech. Podivejme se, jak
bude vypadat tvar fesenf u, pro které plati v'(0) > 0 a které mé na intervalu (0, 7) pouze jeden
nulovy bod zy. Uvazujme tii ptipady, kdy a >0 A >0, a>0A =0aa>0A 8 <0.

u(z) A u(z)
1 1r
0.5 1.0 1.5 0 2.5 3.0 T 0.5 10 1.5
&4 iy
-2} 5
Obrézek 3.2: Netriviadlni feSeni u vyho- Obrazek 3.3: Netrividlni feseni u vyho-
vujici podmince a > 0A 8 > 0. vujici podmince a > 0A 5 = 0.
u(z) 4
1t
TR T e

Obrazek 3.4: Netriviadlni feSeni v vyhovujici podmince oo > 0 A 5 < 0.

1. Predpoklddejme, ze o > 0 A S > 0. Protoze u tvoii nad intervalem (0, z() kladnou pulvlnu,
Fesfme na tomto intervalu Dirichletovu okrajovou tdlohu (2.2). ReSeni této ulohy je ve tvaru
(viz (2.3))

v(z) = Asinyax, A > 0. (3.3)

Déle nechf u nabyva pouze zépornych hodnot nad intervalem (zg, 7) a zéroveii plati u(zg) = 0.
Budeme tedy tesit pocatecni ilohu

w’(z) + fw(x) =0,  x € (zo,7),
{w(xo) =0, w'(z) < 0. (3.4)

Vsechna feseni tlohy (3.4) maji tvar

w(z) = Bsin /B (z — x¢), B <0.
Netrividlni feSeni vyhovujici podmince a > 0 A 8 > 0 uvadime na obrazku 3.2.

2. Piedpokladejme, ze « > 0 A 8 = 0. Na intervalu (0,z¢) je feseni u dédno vztahem (3.3)
(viz bod 1). Opét predpoklddejme, ze nad intervalem (xg, 7) nabyvé u pouze zdpornych hod-
not. Na tomto intervalu tedy opét Fesfme pocétecni tlohu (3.4) pro 8 = 0. VSechna fesen{
této ulohy maji tvar

w(z) = B(x — x0), B <0.

15



Netrividlni feseni vyhovujici podmince a > 0 A 8 = 0 uvadime na obrazku 3.3.

3. Piedpoklddejme, ze o > 0 A 8 < 0. Na intervalu (0,z¢) je Feseni u ddno vztahem (3.3)
(viz bod 1). Opét predpoklddejme, ze nad intervalem (xg,7) nabyvé u pouze zdpornych hod-
not. Na tomto intervalu tedy opét Fesime pocédteéni tlohu (3.4) pro S < 0. VSechna feseni
této ulohy maji tvar

w(zx) = Bsinh (x/—ﬂ (x — :UO)>, B <0.
Netrividlni feSeni vyhovujici podmince a > 0 A 8 < 0 uvadime na obrazku 3.4.

Nyni si ukazme konstrukci Fuéfkovy vétve 2R} . Piedpoklddédme, 7ze dvojice (a,) € Ry,
a>0A 8>0. Tedy predpokldddme, Ze netrividlni feseni v tlohy (3.1) md na intervalu (0, )
prévé jeden nulovy bod zy a u'(0) > 0. Je zfejmé, ze pokud mé byt splnéna podminka (3.2), bude
platit

xo T

/U(x) dx—i—/w(x)dac = 0. (3.5)

0 To

Na intervalu (0, o) je feSeni u ve tvaru

v(z) = Asinax. (3.6)

Zo
Do integralu [ v(x)dx dosadime za v ze vztahu (3.6) a dostaneme
0

x

0
/Asin\/axdsc = [

Zo

cos \/ch] = — (1 — cosvam) .

4 A
o Va

Va
Na intervalu (xg,7) mé fesen{ u tvar

w(z) = Bsin/B(z — xo). (3.7)

Do integralu [ w(z)dx dosadime za w ze vztahu (3.7) a dostaneme
o

]Bsin Bz — 20 dz = {—\% cos \/Blx — xo)} : - % (1~ cos V/Blx —x0))

Vratme se k rovnici (3.5) a dosadme do ni vyse vypoctené hodnoty jednotlivych integrali. Dosta-
neme

A B
NG (1 — cosVaxg) + Nii (1 — cos+/B(m — a:o)) =0. (3.8)

Hodnotu konstanty A si muzeme zvolit. Zvolme si tedy, ze A = 1. Protoze ale pozadujeme hladkost
celého feseni, je potieba konstantu B urcit. A to tak, aby platil vztah

v (z0) = w'(x0). (3.9)

Dosadime-li do rovnice (3.9) za v ze vztahu (3.6) s volbou A = 1 a za w ze vztahu (3.7), dostavame

Vacosvary = Byf (3.10)

7 dukazu lemmatu 2.1 vime, Ze vzdalenost mezi krajnimi nulovymi body kladné pulviny je

™

NG (3.11)

o =

16



Dosadime-li nyni do rovnice (3.10) za ¢ ze vztahu (3.11), obdrzime

_ Ve
B = VL (3.12)

Vratime-li se k rovnici (3.8) a dosadime do ni A = 1, za B ze vztahu (3.12) a za 2o ze vztahu (3.11),
dostaneme

-oer ) () () (e )

% - \2& (1 — cos [\/B(w - \;ra)D = 0. (3.13)

Pfedpoklddali jsme, ze bod z¢ je nulovym bodem feSeni u na intervalu (0, 7). Pro bod zg tedy
plati

0,

To < T,

™
— < . 3.14
NG (3.14)
Podminka (3.14) ndm zajisti, Ze netrividlni feSeni u tlohy (3.1) mé alespon jeden nulovy bod na
intervalu (0, 7). My ale predpokldddme, Ze netrividlni feseni u piislusejici Fuéikove vétvi QRT mé
pravé jeden nulovy bod na intervalu (0, 7). Je tedy potfeba, aby zdrover byla splnéna podminka

T 0
S+ e (3.15)
7 dukazu lemmatu 2.1 vime, Ze % odpovidé délce intervalu, nad kterym je kladna pulvlna. Déle
vime, ze % odpovida délce intervalu, nad kterym je zapornd pulvina. A nakonec 7 je délka intervalu,
na kterém je definovéna tloha (3.1).
Vztah (3.13) spolecné s nerovnostmi (3.14) a (3.15) popisuji vétev 2R} . Ostatni Fucikovy
vétve bychom konstruovali analogicky. Podobné bychom hledali i souradnice bodu napojeni vétvi
'R a2RT. u

Struktura Fuéikova spektra pro tlohu (3.1) je zndzornéna na obrazku 3.5.

B VB
50
s
401
30 4 \
20 —
2
10 |
RS
0 e 0 1
Ja
101
—20f -2r

-20 -10 0 10 20 30 40 50 -2 0 2 4 6

Obrazek 3.5: Fucikovo spektrum ¥ pro ilohu (3.1).
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Kapitola 4

Po castech linearni uloha
se zobecnénou nelokalni
okrajovou podminkou

V této kapitole uvazujme tlohu ve tvaru

u’(z) + aut(x) — Bu~ (z) =0, xz € (0,m),

u(0) = 0, [ u(x)dz =0, (4.1)

kde ut(z) := max{u(z),0}, v~ (x) = max{—u(z),0} a p € (0,7), a,8 € R jsou parame-
try. Resenfm tlohy (4.1) budeme rozumét takovou funkei v € C2(0,7) N C((0,)), kterd spliuje
diferencidlni rovnici v tloze (4.1) pro kazdé z € (0,7) a zdroven spliiuje Dirichletovu okrajo-
vou podminku a integrdlni podminku v tdloze (4.1). Pro volbu parametru p = 0 je tdloha (4.1)
dlohou (3.1), kterd byla studovéna ve tiet{ kapitole.

Definice 4.1. Fuéikovo spektrum pro dlohu (4.1) je mnozina
¥ = {(a,8) € R? : tiloha (4.1) m4 netrividln{ fesenf}.
Podmnoziny Fuéikova spektra pro tlohu (4.1) definujme nasledovné:
St = {(a, B) € ¥ : netrividln{ fesen{ u dlohy (4.1) ma prave m
nulovych bodi na intervalu (0,7) aw’(0) > 0},
S = {(a, ) € X : netrividln{ feseni u dlohy (4.1) m4 préaveé m
nulovych bodi na intervalu (0,7) a «’(0) < 0},

kde m € N. Mnoziny S, a S, budeme nazyvat Fu¢ikovymi vétvemi.

4.1 Popis Fucikova spektra pro p =

Ukazme si konstrukci Fucikova spektra pro tlohu (4.1) pro hodnotu parametru p = 7. Budeme
tedy hledat vSechny dvojice (, 8) € R? takové, pro které m4 tloha

v (z) + aut(z) — Bu~(x) =0, xz € (0,m),

w(0) = 0, [u(z)de =0, (4.2)

18



netrividln{ feseni.
Mezi Fuéikovym spektrem pro dlohu (4.2) a Fuéikovymi spektry pro tlohy

{u"(:z:) +aut(z) — fu=(x) =0, z € (0,m),
u(0) = u(m) =0,

{u”(m) +aut(z) — Bu=(z) =0, z € (0,%),
u(0) = u(F) =0,

(4.3)

(4.4)

je uréitd vazba. (Uloha (4.3) je tlohou (2.1), kters je studovéna ve druhé kapitole.) Ukazeme, ze
vétve St Fuéikova spektra pro tilohu (4.2) lze popsat na jednotlivych regionech jejichz hranice jsou
uréeny vétvemi PF Fuéikova spektra pro tlohu (4.3) a vétvemi T Fuéikova spektra pro tilohu (4.4).
Ptedpisy pro jednotlivé vétve Fucikovych spekter tloh (4.3) a (4.4) jsou uvedeny v ndsledujicich

poznamkach.
B B
35
75+
30
25 60 -
20+
45
15
30
HO
15
sl
0 ' ' [ [ okt ! ! . !
0 5 10 15 20 25 30 35 (0% 0 15 30 45 60
Obrazek 4.1: Fucikovo spektrum ¥ pro Obrazek 4.2: Fuéikovo spektrum ¥ pro
dlohu (4.3). ulohu (4.4).

Poznamka 4.1. Fuéfkovo spektrum pro tlohu (4.3) je uréeno sjednocenim Fuéikovych vétvi PE

(m € NU {0}) nésledujiciho tvaru:

P ={(1.8): BER},

kde n € N.

Poznamka 4.2. Fucikovo spektrum pro tlohu (4.4) je uréeno sjednocenim Fuéikovych vétvi TE
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(m € NU {0}) nésledujictho tvaru:

Ty ={(4,8): B € R},

Ty = {(a,4) -0 € B,
thl_Ta/1:{QLB)ER+fo:J%—FJ%::;},

ﬂgz{@wﬁeR+fo:a%1+J%=;},

%n:%mm€R+xRﬂJ% 1%1:;}

kde n € N.

Struktura Fucikova spektra pro tlohu (4.3) je zndzornéna na obrazku 4.1, struktura Fucikova
spektra pro ulohu (4.4) je zndzornéna na obrdzku 4.2. Nynf si definujme mnoziny tvofici regiony,
na kterych ziskdme piedpisy pro vétve S;; Fuéikova spektra pro tlohu (4.2).

Region Qf = 1Qf U 2QT, kde

' = {(wB)eRT xR 5 < S < 1},

20f = {(,B)eRT xRT: I < ﬁ < 1 < ﬁJrﬁ}

Regiony Qin—2 = 1(21'”_2 U QQL_2, kde

f 2 = {(@f)eRt xRF: g2l <1 < g ol
n—1 n—1 1 n n—1
g < o< EetF )

20+ R + + . 2n—1 2n—1 2n 2n—1

Q4n72 T {(a,ﬁ)ER X R™ NG + VB < 1 S \/a"’_ VB’
n n—1 1 n n
FtF < b < ErH)

kde n € N.

Ostatni regiony definujeme jako

Yooy = {(@feRrxRY: Zyp2il < 1 < Zg B
n n—1 1 n n
KB < S ErH)

o, = {(a,8) ERT xR : i < 1 < mH I
noyon 1 ntl 4 n_
Btes < 3 o< el

Qj{nJrl = {(a,B) ERT xRT: 2%1 + 27% < 1 < 2:‘/'51 + 2"\/%1,
noyon 1 ntl 4 n_
ety < 2 = ﬁ+ﬁ}

Q. = {(a, ) eR%: (B,a) € QFY},

kde n € N. Sjednocenim vSech vysSe definovanych regionu dostaneme region, na kterém lze po-
psat celé Fucikovo spektrum pro tlohu (4.2). Plati

—+oo

U @ = ((15+00) x (15400)) U {(@, ) €eR?: 1< <4, B#0}U{(a,B) ER*: 1< B <4, a#0}.
n=1

Na nize uvedeném obrézku 4.3 jsou zndzornény regiony Q7 , 2Qf, 107, 207, QF, Qf a Q7.
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(a) Regiony Q;f (b) Hranice regionu Qi

Obrazek 4.3: Na obrdzku 4.3(a) jsou ruznymi odstiny Sedé barvy vyznaceny regiony
tof, 207, 10f, 208, Of, Qf a QF . Jednotlivé regiony jsou oddéleny vétvemi P Fucikova spek-
tra pro tlohu (4.3) (Cerné kiivky) a vétvemi 7, Fuéikova spektra pro ulohu (4.4) (svétle modré
kiivky). Protoze se hranice jednotlivych regionu piekryvaji, je na obrdzku 4.3(b) vyznacen pouze
region QF s hranicf 003 .

Véta 4.1. Fucikovo spektrum pro ilohu (4.2) je ddno jako

+oo
S = Sm, kde S, 1= S US,.

m=1

Puéikova vétev S; = 1S UM U 28], kde M := (&,0) je bod napojent vétvi * S} a 287,

2
a > 1 je tesent rovnice 2+ 2cos [\/5%] —71”2(\/5—1) =0 a

15+ = {(a,pB) e 'Qf: ﬁ(l—{—cos[g\/a])—%(l—cosh[ﬂJTB(l—%)]):O},
267 — {(0475)6 20t ﬁ(1+cos[g\/a])fg(lfcos[w\/ﬁ(lfﬁ)]):0}.

Puéikovy vétve Sf_, = 1S5 5 U 28} ., kde

n

Sie = {@f)e 0 I )M Leos[nva(3 - 57 )]
+ cos [w\/a (1 - 2%1)} - 0},
s = {(@B) e 20f, B - LoV 4 () Rcos [rV/B (1 - )]

+% cos [wﬁ (1 - 2%1)}
kde n € N.

Ostatni Fucikovy vétve SE magi tvar

St = f{le e T 2E g (-1 eos [rvB (3 - %))
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Shoo= {@pehs B EE U Fes[rva (- )

—% cos [71'\/& (1 — 2—’;)} = O}7

Sthir = {(af) € % - W + (=D % cos [77 @ (% - \/LEH
+% cos |:7|'\/B (1 - %)} = },

kde n € N.
S = {(v,B) ey : (B;2) € St}
kde m € N.

Diikaz. Netrividlni feSeni w tlohy (4.2) musi spliovat Dirichletovu okrajovou podminku u(0) = 0.
Navic je potfeba, aby netrividlni Feseni u dlohy (4.2) spliiovalo i podminku, kterd je v integralnim
tvaru

T

/u(m) dx =0. (4.5)

N

= 1lohy (4.2) budeme postupovat podobné jako
pii konstrukci Fuéikovych vétvi R tilohy (3.1). Pro popis Fuéfkovych vétvi Sit jsou ale nutné dalst
omezujici podminky, které budou obsahovat parametr p. Tyto podminky rozhodnou o rozlozeni
nulovych bodii netrividlnich feseni u piislusejicich jednotlivym Fuéikovym vétvim SE. Nyni se
podivejme na mozné rozlozeni nulovych bodu nékterych netrividlnich feSeni wu, pro kterad plati
u'(0) > 0. Uvazujme pouze piipady, kdy o >0 A 8 > 0.

P#i konstrukei jednotlivych Fuéikovych vétvi SE

1. Uvazujme netrividlni feseni u, které nemd na intervalu (0,7) zddny nulovy bod. Potom by

u(z) > 0, a proto by [wu(z)dx >0 (viz [9], Véta 7.7, str. 129). Integralni podminka (4.5) by
3

tedy nebyla splnéna.

2. Uvazujme netrividln{ feSen{ u, které m4 na intervalu (0, 7) préavé jeden nulovy bod zg. V tomto
ptipadé bude nutné p = 5 < xg. Pokud by p = § > x¢, potom by u bylo zdporné na intervalu

s
(%,7), a proto by [wu(x)dz < 0. Integrlni podminka (4.5) by tedy nebyla splnéna.
B
3. Uvazujme netrividlni feseni u, které md na intervalu (0, 7) pravé dva nulové body z¢ a x1,
které spliuji 0 < xo < z1 < 7. V tomto pfipadé bude nutné p = 5§ < =x;. Pokud by

p =2 > a1, potom by u bylo kladné na intervalu (3,7), a proto by !u(x) dx > 0 (viz [9],

W

Véta 7.7, str. 129). Integrélni podminka (4.5) by tedy nebyla splnéna.

Pokud p = § < x¢p < x1 nebo pokud zp < p = § < x1, potom integralni podminka
muze byt splnéna. Jednotlivd mozné rozlozeni nulovych bodu daného netrividlniho feseni u
nadm poméhaji urcit vétve 7= Fucikova spektra pro tlohu (4.4). Vétve Pt Fucikova spektra
pro tlohu (4.3) od sebe oddéluji Fuéikovy vétve SE, kterym odpovidaji netrividlni feseni
u s riznym poétem nulovych bodi na intervalu (0, 7). Fucikova vétev Sy bude lezet mezi
vétvemi P;" a Py, A zdroven ji bude protinat Fu¢ikova vétev Ty = {(4, 8) : 8 € R}. Fuéikova
vétev S5 bude tedy ziejmé uréena sjednocenim dvou &asti, z nichz jedna bude popsana pro
o < 4 a druhd bude popsdna pro a > 4. Oznatme tedy 'Sy := Sf N {(a, 8) € R?: a <4},
255 =85 n{(a,B) € R*: a > 4}. Potom ziejmé S; =' S U? S5 . Navic pro (o, 8) € 1S5

plati

VANVAN
N

e



tj.

T_ T
=— < — = 1.
P=s~/a—™
Déle pro (o, B) € 2S5 méame
T T
"> = 70, 4.6
P=52 =% (4.6)

Netrividln{ fesen{ u tlohy (4.2) pifsluind Fuéfkovym vétvim 1S5 a 2S5 jsou zndzornéna na
obrazcich 4.4 a 4.5.

u(z) A u(z) 4
o 331/ o T1

| (e | |

I e I |
0 g \/ T T 0 g T xT
Obrézek 4.4: Netrividlni feseni u tlohy Obrézek 4.5: Netrividlni feSeni u tilohy
(4.2) pifslugné Fuéikove vétvi 1S5 (4.2) prislusné Fucikové vétvi 255 .

u(x) A

o I/\CL‘Q
|

Obrazek 4.6: Netrividlni feSeni u tlohy
(4.2) ptislugné Fucikove vétvi S .

4. Nyni uvazujme netrividlni feseni u, které piislusi Fucikové vétvi S;' . Toto FeSeni ma na in-
tervalu (0, 7) préve tii nulové body xo, x1 a xa, které splinuji 0 < zop < 21 < x93 < 7. Potom
ziejmé pro (o, B) € Sy plati

27 27
LA (4.7)
va /B

a zaroven
2T ™
— 4+ —= < 7. (4.8)
Va VB

Pokud obé strany nerovnosti (4.7) vyndsobime ¢islem (1/2), dostaneme

+ >

ol 3

=
2

Protoze % + % =11 a § = p, mizeme nerovnost (4.9) piepsat na tvar

p <.
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Vratme se k nerovnosti (4.8). Dosadime-li do nf za vyraz 7= T 73 % nerovnosti (4.9), dosta-

VB
neme
7r . T
T T,
va V2
m ™
- <« = 4.10
Va 2 ( )
Protoze % = xg a 5 = p, muzeme nerovnost (4.10) prepsat na tvar
p > xp.
Zjistili jsme tedy, ze pokud (o, 8) € S5, potom
o <p = X1,
coz znagci
r T T
Va " 27 Va o B
tj.
1 1 1 1
<z<—=+—. (4.11)
Ve 27 Va o B
Jak jsme jiz na zacatku tohoto bodu zminili
21 " s << 2 n 27
< o
a VB Vva o /B
tj.
2 1 2 2
— 4+ =<1<—=+ —. (4.12)
Vo o /B va VB

Nerovnosti (4.11) a (4.12) uréujf region Q3 , na kterém je Fuéikova vétev S3 popisovana.
Netrividln{ feseni u tilohy (4.2) pifslusné Fuéikové vétvi S5 je zndzornéno na obréazku 4.6.

Nyni si ukdazeme konstrukci Fuéikovy vétve 153' , které odpovidé netrividlni feseni u tlohy (4.2)
s pravé dvéma nulovymi body na intervalu (0, 7), pro které plati p < z¢ < z1. Pfedpoklddejme, ze
dvojice (o, 8) € 195" aze u'(0) > 0. Je ziejmé, ze v tomto piipadé miizeme integralni podminku (4.5)
rozepsat do tvaru

7vl(x) dx + 7111(96) dx + ]vQ(x) dx =0, (4.13)

kde vy (x) = Asin/az (A > 0) je predpoklddany tvar netrividlntho FeSeni w na intervalu (0, zo),
w(z) = Bsin/B(x — x0), B <0, (4.14)
je pfedpoklddany tvar netrividlniho feseni u na intervalu (zg,z1) a
ve(z) = Csinya(x —z1), C >0, (4.15)

je predpoklddany tvar netrividlniho FeSeni w na intervalu (x1, 7). (Tyto tvary zndme jiz z dukazu
lemmatu 3.1.) Rovnici (4.13) tedy muzeme piepsat do tvaru

/Asin\/a;vdx—f—/Bsin \/B(x—xo)dx—i—/Csin\/a(x—xl)dx:0. (4.16)
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Do rovnice (4.16) dosadime za nulové body xo a x; ze vztaht (viz dikaz lemmatu 2.1)

T
= 4.17
Zo \/aa ( )
T T
r = — 4+ —. (4.18)
va VB
Rovnice (4.16) bude potom ve tvaru
& F+ T \
Asinvox dz + / Bssin dx + / C'sin a:r—(l—f—l) dx=0. (4.19
[ Voo Jdet [ csmvae- o+ 75) (4.19)
z Vats

Po provedeni integrace v (4.19) dostdvéame

A B
\/a(1+cos(f-g))+2~+a<1+cos\/a(w—”)>—o. (4.20)
Hodnotu konstanty A > 0 si muzeme zvolit. Protoze ale pozadujeme hladkost celého feSeni,

je potieba konstantu B urcit. Pokud zvolime A = 1, bude pro konstantu B platit vztah (viz dukaz
lemmatu 3.1)

(4.21)

Konstantu C uréime ze vztahu
w'(z1) = v2' (21), (4.22)

nebot pozadujeme hladkost feSeni i ve druhém bodu napojeni x;. Dosadime-li do rovnice (4.22) za
w ze vztahu (4.14) a za vy ze vztahu (4.15), dostaneme

By/Bcos\/B(z1 — ) = Cv/av. (4.23)

Nyni dosadme do rovnice (4.23) za B ze vztahu (4.21), za z; ze vztahu (4.18) a za g ze vztahu
(4.17). Dostaneme

e )
~— ./Bcos = Cva,
VB VBB Gt 5 e
acost = Cva,
Va = Cya. (4.24)
Po prendsobeni rovnice (4.24) vyrazem 1/+/a dostdvdme
C=1. (4.25)

Vratme se k rovnici (4.20). Dosadime-li do ni C' =1 (viz rovnost (4.25)), A =1 (zvoleno) a za B
ze vztahu (4.21), dostaneme

T (e (va-3)) -2 s (1rasva(n- 7)) = o
% 2\{+\/acos<\f 72T>+\/lacos\/a<7r—\;ﬁ) = 0. (4.26)

Protoze predpokldddme, Ze netrivialn{ feseni u p¥islusné Fucikové vétvi 1S5 mé pravé dva nulové
body, je nutné, aby byly splnény nasledujici podminky (viz dukaz lemmatu 3.1)

ﬁ+ﬁ<wg—a 75 (4.27)



Zaroven jsme pii rozepisovan{ integralni podminky (4.5) predpoklddali, ze bude platit p < zo, tj.

< (4.28)

ek

T
2

Vztah (4.26) spolecné s nerovnostmi (4.27) a (4.28) popisuji Fuéikovu vétev 1S5 . Ostatni Fuéikovy
vétve bychom konstruovali analogicky.

Nyni se blize podivejme na piipad, kdy (a, 3) € Si" pro 8 = 0. Netrivialn{ fesenf v ma v tomto
pifpadé pravé jeden nulovy bod zy na intervalu (0, 7). Na intervalu (0, z¢) bude netrividln{ fesen{
u ve tvaru

v(z) = Asinyax, A >0, (4.29)
a na intervalu (xo,7) bude ve tvaru
w(z) = B(x — x9), B <0, (4.30)

(viz dikaz lemmatu 3.1). Opét je potfeba, aby fesen{ u spliiovalo integralni podminku (4.5). Muzeme
ji rozepsat do tvaru

Zo

/v(x) dv + ]w(z) dz = 0. (4.31)

Zo

[ME]

Pokud do rovnice (4.31) dosadime za v ze vztahu (4.29) a za w ze vztahu (4.30), dostaneme
xo T
/Asin Vaz dr + /B(x —x)dz = 0. (4.32)

Po dosazeni za xg ze vztahu (4.17) bude rovnice (4.32) ve tvaru

Asmfxdm—l—/Bx—— )dx = 0. (4.33)

[N \ﬂ‘ﬂ

Po provedenf integrace v (4.33) dostdvame

A T Br? Bn? Br?
o \Fcos(f )+ 5~ \/a—l- 70 =0. (4.34)

Konstantu A > 0 zvolme A = 1. Konstantu B pak uréime ze vztahu

v (z0) = w'(20), (4.35)

protoze pozadujeme hladkost celého feseni. Dosadime-li do rovnice (4.35) za v ze vztahu (4.29) a
za w ze vztahu (4.30), dostaneme

Av/acos Varg = B. (4.36)
Nyni dosadme do rovnice (4.36) A =1 a za z ze vztahu (4.17), obdrzime
B = —/a. (4.37)

Vratme se k rovnici (4.34) a dosadme do nf A =1 a za B ze vztahu (4.37), dostaneme

()

1
+ —= cos

1
ARG =0. (4.38)
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Po prendsobeni rovnice (4.38) vyrazem 21/« dostdvame

2+ 2cos (\/&g) —an? — 7% + 2y/an?
2+2005(\/ag) —m(a+1-2Va) = 0,

|
=

2 + 2 cos (ﬁ%) — (Vo — 1)2 = 0. (4.39)
Nulovy bod zg netrividlniho fesen{ u lez{ v intervalu (0, 7), spliuje tedy podminku
xo < . (4.40)

Pokud dosadime do podminky (4.40) za x¢ ze vztahu (4.17), dostaneme

T

ﬁ<ﬂ-7

Va > 1,
a > 1L

Definujme funkci f pomoci levé strany rovnice (4.39)

f(a) :=2+2cos (ﬁg) — (Vo — 1)2, D (f) :=(1;400).
Funkce f je spojitda na svém defini¢nim oboru. Navic

FO) =2, lim f(a)=—o0,

xr——+00

tj. bude existovat alesponi jeden kofen & rovnice f (a) = 0. Pfibliznd hodnota & je @ = 1.75. Bodem
napojeni Fuéikovych vétvi 1S;™ a 25]" bude tedy bod (&,0). |

Struktura Fuéikova spektra pro tilohu (4.2) je zndzornéna na nize uvedeném obrazku 4.8.

\/B‘ | | \& VB | | 3

>

o

L I L L 1 L L L L
-2 0 - 4 6 8 10 2 3 4 5 6 f
(03

Obrézek 4.7: Na levém obrézku je ¢ast Fucikova spektra pro tlohu (4.2), ktera je urcéena sjednocenim

Fuéikovych vétvi S;h. A na pravém obrdzku je zndzornéna mnozina Wi Fuéfkova spektra pro tilohu
(4.2).
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Poznamka 4.3. Na zdvér této podkapitoly si vSimnéme, ze Fucikovo spektrum dlohy (4.2) lze také
vyjadrit jako
—+oo
Y=5U (U \I’n) s
n=1

kde S;:=S87uUSf a ¥,:=v,Tu¥,",
Uh =S8, USH uSH USHL,
W, =8, o US;,, 1 US, USL ..
Mnozina W, 41 tvoii jisty blok Fu¢ikovych vétvi, ktery je ur¢itym zptisobem blizky svému predchtdci
U,.

Obraz mnoziny \IIT je zakreslen na vyse uvedeném obrazku 4.7.

A \ \\ \¥|
Al N

4
2= | =
e ——
0k 4
Ja
oL i
1 | I | 1 I I
-2 0 2 4 6 8 10

Obrézek 4.8: Fuéikovo spektrum ¥ pro tlohu (4.2). Jednotlivé vétve St Fuéikova spektra pro
tilohu (4.2) jsou oddéleny vétvemi Pt Fuéikova spektra pro tlohu (4.3) (tmavé sedé kiivky) a
vétvemi Tt Fuéikova spektra pro tlohu (4.4) (svétle modré kiivky).
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4.2 Popis Fucikova spektra pro 0 <p <
Na zacdtek této podkapitoly definujme mnozinu

Ut.=g8"

r™m—c

ust

n

—er1 U USH (4.41)

n+1l)—c—1
kde n,r € N a ¢ € Z. Mnozinu ¥; budeme nazyvat opakujicim se blokem Fucikova spektra
tilohy (4.1). Parametr  odpovidéa po¢tu po sobé jdoucich Fuéikovych vétvi S;f | které tvori opakujici
se blok Fuéikova spektra tlohy (4.1). Parametr ¢ odpovidd urc¢itému posunu, ktery uréi, kterou vétvi
opakujici se blok Fuéikova spektra pro ulohu (4.1) za¢ne. Je potieba, aby konstanta ¢ spliovala
podminku ¢ < r — 1, kterd zajist{, Ze netrividln{ feseni u piislusnd Fuéikovym vétvim St budou
mit alespon jeden nulovy bod na intervalu (0, 7).

Poznamka 4.4. Pro hodnotu parametru p =
c=2.

5, je hodnota parametru r = 4 a hodnota parametru

Nyni si popiSeme algoritmus, ktery ndm vypocitd pocet vSech predpist pro Fucikovy vétve S,f,
které tvori opakujici se blok Fuéikova spektra pro tlohu (4.1). Oznaéme tento pocet pismenem s.

Pi#iklad. Pro tlohu (4.2) bude platit s = 5, protoze Fuéikovy vétve Sj |, Sf . SInH jsou
popséany jednim pfedpisem a pro popis Fucikovy vétve SITFZ potiebujeme dva piedpisy.
Piejdéme k jednotlivym krokum algoritmu.
1. Jedinym vstupnim parametrem je hodnota parametru p. (Parametrem p rozumime doln{ mez

integralu, ktery tvoii integralni podminku ulohy (4.1).) Hodnotu parametru p volime jako
libovolny k-ndsobek 7, kde k € (0,1) N Q.

2. Nejprve si vytvorime posloupnosti vlastnich ¢isel Dirichletovych okrajovych tloh

W)+ du(e) =0,z (0,m), (4.42)
u(0) = u(m) =0, |
u(z) + du(x) =0, w e (0.p),
{U(O) =u(p) =0, "

kde A € R je parametr. Posloupnost vlastnich ¢isel dlohy (4.42) oznacme jako (p;), posloupnost
vlastnich ¢isel tlohy (4.43) oznaéme jako (). Z lemmatu 1.2 vime, ze pu; = i, i € N a

. 2
yj:(%) jeN.

Poznamka 4.5. Uvazujme tlohy

u’(x) + out(z) — fu=(z) = x T

{u( é) >: +u(7r) i ) — Bu~(x) =0, e (0,m), 4
() + aut(z) — Bu=(x) =0, z € (0,p), (4.45)
u(0) = u(p) =0, '

kde ut(z) := max {u(z),0}, v~ (z) := max{—u(z),0} ap € (0,7), a, [ € R jsou parametry.
Vétve Fucikova spektra pro tilohu (4.44) prochédzeji na diagonale body (p;, ii), ¢ € N, jejichz
soufadnice jsou dény vlastnimi ¢isly tlohy (4.42). Stejné tak vétve Fucikova spektra pro tilohu
(4.45) prochézeji na diagondle body (v;,v;), j € N, jejichz soufadnice jsou dany vlastnimi
¢isly ulohy (4.43). Diky vlastnim ¢islum tloh (4.42) a (4.43) muzeme v blizkosti diagondly
a = (3 sledovat vzajemnou polohu vétvi Fucikovych spekter iloh (4.44) a (4.45).
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3. Hleddme i1 a j1, coz jsou indexy nejmensich vlastnich ¢isel, pro kterd plati p;, = v;,.

Poznamka 4.6. Nyni je ziejmé, pro¢ hodnotu parametru p volime jako libovolny k-nasobek
m. Cheeme-li najit vlastni ¢isla dloh (4.42) a (4.43), pro ktera plati, u; = v;, je potieba, aby
v; € Q.

4. Hledame i5 a j2, cozZ jsou indexy druhych nejmensich vlastnich ¢isel, pro kterd plati u;, = vj,.

Poznamka 4.7. Body (pi,, i, ) a (vj,,v;,) jsou totozné. Vétve Fucikovych spekter pro tlohy
(4.44) a (4.45), které témito body prochdzeji, maji spole¢ny priseéik a mohou splyvat. Stejné
tak body (pi,, ti,) a (Vj,,Vj,) jsou totozné. A vétve Fuéikovych spekter pro tlohy (4.44) a
(4.45), které temito body prochézeji, maji spoleény prusecik a mohou splyvat.

5. Plati (i1 mod 2) = (i2 mod 2) A (j1 mod 2) = (ja mod 2)?

(a) Pokud ano, vlastni ¢isla s indexy io, jo uzaviraji opakujici se blok vétvi Fucikova spektra
pro tlohu (4.1) a muzeme pokracovat bodem 6.

(b) Pokud ne, hleddme i3 a js, coz jsou indexy tfetich nejmensich vlastnich ¢isel, pro ktera
plati p;, = v;,. Budeme pfedpokladat, ze vlastni ¢isla s indexy i3, j3 jiz uzaviraji opa-
kujici se blok vétvi Fu¢ikova spektra pro tilohu (4.1). Pokracujeme bodem 6.

Pozndmka 4.8. Z kapitoly 2 uz vime, ze body (u;, ii;), pro které plati ¢ = 1, 3,5, ..., prochézeji
dvé vétve Fucikova spektra pro tdlohu (4.44). Body (w4, pts), pro které plati i = 2,46, ...,
prochézi jedna vétev Fuéikova spektra pro tdlohu (4.44). Stejné tak body (v;,v;), pro které
plati j = 1,3,5, ..., prochézeji dvé vétve Fuéikova spektra pro dlohu (4.45). A body (v;,v;),
pro které plati j = 2,4,6, ..., prochdzi jedna vétev Fucikova spektra pro ilohu (4.45). Proto
nas zajima, zda maji vlastni ¢isla fu;,, i, vj,, vj, sudé ¢i liché indexy. Vzajemnd poloha
vlastnich ¢isel dloh (4.42) a (4.43) je znézornéna na obrazcich 4.9 a 4.10.

Obrézek 4.9: Posloupnost (i) je zobrazena pomoci ¢ernych bodu, posloupnost (v;) je zobrazena
pomoci svétle modrych bodi. (V tloze (4.43) uvazujeme p = %.)

Obrézek 4.10: Posloupnost (u;) je zobrazena pomoci ¢ernych bodii, posloupnost (v;) je zobrazena

pomoc{ svétle modrych bodi. (V tloze (4.43) uvazujeme p = 2F.)

6. Plati (i1 mod 2) = (j1 mod 2)?

(a) Pokud ano, znamend to, ze bodem (u;,,pi,) = (vj,,v;,) prochdzi ¢tyii (dvé) vétve
Fucikovych spekter pro tlohy (4.44) a (4.45). Situace, kdy bodem (g;,, fti,) = (5, V5,)
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prochdzi ¢tyii Fucikovy vétve, je zobrazena na obrazku 4.11(a). Mezi bodem (p;,, pti,) =
(Vj,,vj,) a bodem (w41, pir+1) (pripadné bodem (v, 11,v4,41)) je vétev S Fucikova
spektra pro dlohu (4.1), kterd lze popsat jednim pfedpisem.
Pokud ne, znamend to, ze bodem (f;,, fti,) = (vj,,v;5,) prochazi tii vétve Fucikovych
spekter pro tlohy (4.44) a (4.45). Tyto situace jsou vidét na obrdzku 4.11(c) a na obrazku
4.11(d). Mezi bodem (g, pi;) = (v,,v5,) a bodem (g, 41, i, +1) (piipadné bodem
(Vj,41,Vj,+1)) je vétev St Fucikova spektra pro tlohu (4.1), kterd je uréena sjednocenim

dvou éésti (platf S;f, =15+ U2SH).

0

S B

S e S o S S

0

(&}

. . . L L
4 6 8 10 \/a
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(c) Céast Fucikova spektra pro tlohu (4.1) (p= ?)

VB

0

0 5 10 15

Ja

(b) Cést Fucikova spektra pro tlohu (4.1). (p = 4F)

ob”

L L L L
0 2 4 6 8 10

(d) Cést Fucikova spektra pro tlohu (4.1) r=13)

va

Obrazek 4.11: Sediva kiivka zobrazuje Gést Fucfkova spektra pro tlohu (4.1). Barevné vyznacené
kiivky (oranzova, zlutd a zelend) ukazuji, z kolika ¢dsti je slozena vétev Fucikova spektra pro ulohu
(4.1), kterd lezi mezi bodem (p;,p;) = (vj,vj) a bodem (41, piv1). Cerné kiivky jsou vétve
Fuéikova spektra pro ilohu (4.44) a modré kiivky (piimky) jsou vétve Fuéikova spektra pro tlohu
(4.45). Posloupnost vlastnich ¢isel tlohy (4.42) je zobrazena pomoci ¢ernych bodu, posloupnost
vlastnich ¢isel tlohy (4.43) je zobrazena pomoci modrych bodu.
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7. Plati (i1 mod 2) = (iz mod 2) A (j1 mod 2) = (j2 mod 2)?
(a) Pokud ano, pokra¢ujme bodem 8.
(b) Pokud ne, nésleduje otézka: Plati (ia mod 2) = (j2 mod 2)?
i. Pokud ano, znamena to, ze bodem (i, iti,) = (vj,,v;,) prochazi étyfi (dveé) vétve
Fucikovych spekter pro tlohy (4.44) a (4.45). Situace, kdy bodem (p,, pi,) =
(vjy,Vj,) prochazi dvé Fucikovy vétve, je zobrazena na obrazku 4.11(b). Mezi bo-
dem (ﬂizvuiz) = (ijyj’z) a bodem (Niz+1vui2+1) (pi"l'padné bodem (Vj2+17’/j2+1))
je vétev S Fucikova spektra pro dlohu (4.1), kterd lze popsat jednim predpisem.
ii. Pokud ne, znamend to, ze bodem (p;,, fti,) = (V4,,vj,) prochézi tii vétve Fucikovych
spekter pro tlohy (4.44) a (4.45). Mezi bodem (ui,, tti,) = (Vj,,Vj,) & bodem
(Wis41s is+1) (pEpadné bodem (vj,41,v5,41)) je vétev S;f Fuéikova spektra pro
tilohu (4.1), ktera je uréena sjednocenim dvou ¢asti (platf S, =15+ U2ST).
8. Plati (i1 mod 2) = (i2 mod 2) A (j1 mod 2) = (j2 mod 2)?

(a) Pokud ano, s = (ia —i; — 1) + (jo — j1 — 1) + pocet ¢asti, ze kterych je slozena vétev S,
Fuéikova spektra pro dlohu (4.1), kterd lezi mezi bodem (g4, , tiy ) = (v,,v4,) a bodem
(Wir+1, tiy+1) (PEpadné bodem (v, 41,75,41)) (viz bod 6).

(b) Pokud ne, s = (i3 — i1 — 2) + (j3 — j1 — 2) + pocet ¢dsti, ze kterych je slozena vétev S,
Fucikova spektra pro dlohu (4.1), kterd lezi mezi bodem (4, , tiy ) = (v,,v4,) a bodem
(i, 41, i +1) (pFipadné bodem (v}, 41,v5,4+1)) (viz bod 6) + pocet ¢asti, ze kterych je
slozena vétev S; Fucikova spektra pro tlohu (4.1), kterd lez{ mezi bodem (uiy, piy) =
(Vj,,Vj,) a bodem (fti,+1, ftis+1) (pFipadné bodem (vj,11,vj,4+1)) (viz bod 7(b)).

4.3 Numericka aproximace Fucikova spektra

Popisme si algoritmus, ktery numericky sestroji libovolnou ¢ast Fucikova spektra pro tlohu (4.1)
v obdélniku D := <aminaamaa:> X <Bmin76maaj>7 kde Qmin, amam;ﬁminaﬁmaa: € R. Ulohu (41)
prevedeme na ulohu

u’(x) + aut(z) — Bu~ (z) = 0, xz € (0,7),

u(0) =0, fu(a:) dx =0, (4.46)

kde @& je pevné zvolens hodnota parametru « z intervalu (Qmin, Qmaz). Ted tedy hleddme takové
hodnoty parametru 8 tvofici dvojice (&,8) € D, pro které mé tloha (4.46) netrividlni fesen{ w.
Ulohu (4.46) prevedeme na pocéte¢ni tlohu

u’(z) + aut(x) — Bu~ (z) =0, xz € (0,m),
u(0) = 0, (4.47)
u'(0) = 1.

Poznamka 4.9. Misto podminky «'(0) = 1 bychom mohli zvolit i jakoukoliv jinou podminku ve
tvaru u’(0) = I, kde I € R\ {0}. Pokud totiz funkce u je netrividlnim fesenim tlohy (4.1), je i funkce
u prendsobend libovolnou kladnou konstantou netrivialnim feSenim této tilohy. Pokud uvazujeme
pocétecni podminku ve tvaru u’(0) = z, kde z € R™, sestroji ndm tento algoritmus ¢dst Fuéikova
spektra, které je urceno sjednocenim vétvi S, ..

Stéle hleddme netrividlni fesen{ ilohy (4.1). Proto netrividlni feSen{ u tlohy (4.47) musi spliiovat
i integralni podminku

T

/u(a:) dx = 0.

p
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A proto hleddme nulové body funkce F : 8 — [u(z)dz. Tj., FeSime rovnici
P

F(pB)=0. (4.48)
Nyni si popiSme samotny algoritmus.

1. Pozadujeme tato vstupni data: &, & € (Qmin; @maz), Usporddany seznam hodnot parametru
Br (k=1,...,7, r € N), Br € (Bmin, Bmaz), hodnotu parametru p, p € (0,7) a pozadovanou
pfesnost €, € > 0.

2. Pro kazdy bod (&, Bx) najdeme funkei u, kterd je netrividlnim feSenim pocédtecni ilohy (4.47)
a vypocteme F'(S).

3. Pokud F(Bx) - F(Bk+1) < 0, potom I = (B, fr+1) bude pociteénim intervalem pro metodu
bisekce.

4. Pomoci metody bisekce nalezneme Sy, coz je aproximace kofene rovnice (4.48) s chybou mens{
nez €.

5. Bod (&, fp) je dobrou aproximaci bodu Fuéikova spektra, a vykreslime ho do grafu.

Nyni jsme si vykreslili ¢ast Fucikova spektra lezici na pfimce o = &. Postupné budeme volit
dalsf hodnoty parametru « z intervalu (Qmin, @maz ), Pro které provedeme vyse popsany algoritmus
a to do té doby, dokud ndm program nevygeneruje Fucikovo spektrum v pozadovaném rozsahu
<amina amax> X <Bmin7 ﬁmax>-

Abychom nasli co nejvice bodu Fuéikova spektra, cely algoritmus zopakujeme jesté jednou. Jen
v uloze (4.46) nebude jiz parametr « pevné zvolen. Namisto toho si pevné zvolime hodnotu para-
metru S z intervalu {Bmin, Bmaz)- Oznaéme tuto hodnotu jako /3. Nakonec tedy budeme postupné
vykreslovat body Fuéikova spektra lezici na ptimkach g = B Obrazek 4.12 porovnava Fuéikovo
spektrum sestrojené pomoci vyse popsaného algoritmu s Fué¢ikovym spektrem sestrojenym pomoci
programu Mathematica a piikazu ContourPlot.
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Obrézek 4.12: Cést Fucikova spektra pro tlohu (4.1) pro hodnotu parametru p = ?jf. Vlevo sestro-

jené numericky, vpravo vytvorené pomoci programu Mathematica a piikazu ContourPlot.
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Zaver

Cilem této bakalafské prace bylo prozkoumat po ¢astech linedrni tlohu s nelokalni okrajovou
podminkou

u(x) + aut(z) — fu~(x) =0, x € (0,7),

T A
u(0) =0, [u(z)dz =0, (4)
0
a po Castech linedrni ilohu se zobecnénou nelokalni okrajovou podminkou
u'(z) + aut () — fu”(x) =0, =€ (0,m),
uw(0) =0, [u(z)de=0, 0<p<m. (B)
P

Hledali jsme vSechny dvojice (a, 3) € R? takové, pro které majf ilohy (A) a (B) netrividln{ feSeni.
Motivaci ke stanoveni tohoto cile byl ¢lanek [3]. Autorka v ném uvadi popis Fuéikova spektra pro
ulohu (A). My jsme v této praci uvazovali tlohu (B), kterd je pro volbu parametru p = 0 tlohou
(4).

V kapitole 1 jsme zkoumali linearni tlohu s Dirichletovymi okrajovymi podminkami. Odvodili
jsme tvar vlastnich ¢isel a jim odpovidajicich vlastnich funkci. Na zavér této kapitoly jsme ukézali,
ze pokud zndme vlastni ¢isla a jim odpovidajici vlastni funkce na uréitém intervalu, potom tvar
vlastnich ¢isel a jim odpovidajicich vlastnich funkci na libovolném jiném intervalu ziskdme jedno-
duchou transformaci.

V kapitole 2 jsme se zabyvali po ¢astech linearni ilohou s Dirichletovymi okrajovymi podminkami.
Detailné jsme popsali, jak jsme ziskali analyticky popis Fucikova spektra pro tuto tilohu. Také jsme
ukdzali, ze vétve Fucikova spektra této tlohy jsou symetrické dle diagonaly o = .

V kapitole 3 jsme uvazovali tlohu (A). Popis Fucikova spektra pro tuto tlohu v prvnim kvadrantu
roviny R? je uveden v ¢lanku [3]. V této préici je uveden popis Fucikova spektra na celé roviné R2.
Cely postup analytického odvozeni Fucikova spektra pro dlohu (A) jsme podrobné rozebrali.

Ctvrta kapitola je vénovéna studiu tlohy (B). V prvni ¢ésti jsme zformulovali vétu (4.1), kterd
popisuje Fucikovo spektrum pro tlohu (B) pro hodnotu parametru p = 7. V druhé casti jsme
uvedli algoritmus, ktery vypocitd pocet parametrickych analytickych piedpisu pro Fucikovy vétve,
které tvori opakujici se blok Fucikova spektra pro tulohu (B). Tento pocet ilustruje komplikovanost
dlohy (B) pro ruzné hodnoty parametru p. V posledn{ ¢4sti jsme uvedli algoritmus pro numerickou
konstrukei Fuéikova spektra pro tlohu (B). Vsechny vysledky v této kapitole jsou ptivodni.
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