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Abstrakt

Prace je zaméfena na pocatecni a okrajové tlohy pro obycejnou diferencialni rov-
nici s hysterezi a na studium vlastnosti jejich fesSeni. Nejprve je predstaven jev
hystereze a nékolik matematickych modelt systémi s hysterezi, poté zkoumame
vybrané pocatecni a okrajové ulohy. V ptfipadé pocatecnich tloh se vénujeme pre-
devsim omezenosti feseni v zavislosti na parametrech tlohy a u okrajovych tloh
mnoziné hodnot parametrii, pro které maji tlohy netrivialni feseni. Hlavni vy-
sledky prace se tykaji tiloh se symetrickou a s nesymetrickou hysterezni smyckou,
u nichz zobecrniujeme a rozsifujeme teorii znamou pro specialni pripady. Soucasti
prace jsou rovnéz numerické experimenty ze softwartt Matlab a Mathematica,
které teoretickym vysledktim zcela odpovidaji.

Klicova slova: hystereze, pocate¢ni tuloha, okrajova tiloha, omezené feseni, Fu-
¢ikovo spektrum, zobecnéné spektrum

Abstract

This thesis is devoted to initial and boundary value problems for ordinary diffe-
rential equation with hysteresis and to the study of properties of their solutions.
First, hysteresis phenomenon and several mathematical models of systems with
hysteresis are introduced, then chosen initial and boundary value problems are
investigated. In the case of initial value problems the thesis primarily focuses on
bounded solutions depending on problem parameters, and in the case of boun-
dary value problems we focus on the set of the values of parameters for which
the studied problems have nontrivial solutions. The main results concern the pro-
blems with symmetric and asymmetric hysteresis loop and they generalize and
extend the theory known for special cases. The thesis also contains numerical
experiments from software packages Matlab and Mathematica, which correspond
to the theoretical results.

Keywords: hysteresis, initial value problem, boundary value problem, bounded
solutions, Fucik spectrum, generalized spectrum
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Predmluva

V tomto textu se vénujeme matematické teorii systému s hysterezi, tj. oblasti
nelinearni analyzy. Zkoumame pocatecni a okrajové tlohy pro obycejnou diferen-
cialni rovnici obsahujici hysterezni clen, skok s hysterezi. Text je rozdélen do tii
celkt.

Jelikoz je teorie obycejnych diferencialnich rovnic tzce spjata s pojmem matema-
tického modelovani a hystereze se objevuje u mnoha realnych déji, prvni cast je
zameéfena na systémy s hysterezi a jejich matematické modely. Tato kapitola je
uvodem a zaroven motivaci ke studiu tloh, jimz se vénujeme v kapitolach dalsich.

Druhou kapitolou jsou poc¢atecni tlohy s hysterezni smyckou. Je vybrana vychozi
pocatecni tloha pro obycejnou diferencialni rovnici druhého fadu s hystereznim
¢lenem na pravé strané, kterda modeluje systém se zapornym tlumenim. Prestoze
se jedna o tlohu zahrnujici zaporny tlumici koeficient, nalézame mezni hodnoty
parametri tlohy, pro néz je jeji feSeni omezené na intervalu [0, +00). Teoretické
vysledky rovnéz dopliiujeme o numerické experimenty.

Treti kapitolu tvori okrajové tlohy s hysterezni smyckou. Stézejni okrajova tiloha
obsahuje diferencialni rovnici druhého fadu s hystereznim c¢lenem charakterizuji-
cim vratnou silu systému. V této ¢asti se zajimame zejména o spektralni vlast-
nosti tlohy. Urc¢ujeme mnozinu hodnot parametrii, pro niz ma tloha netrivialni
feSeni, a ukazujeme souvislost s tzv. Fucikovym spektrem. Zavérem kapitoly je
opé€t porovnani teoretickych vysledkti s numerickymi experimenty.
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Kapitola 1

Motivace

V této kapitole uvedeme nékolik redlnych systémi a jejich matematickych mo-
delii. Matematickym modelem rozumime matematickou tlohu, v nasem ptipadé
pocatecni, piip. okrajovou, ulohu pro obycejnou diferencialni rovnici, jejiz reSeni
popisuje chovani daného systému. Nejprve se vénujeme obecné systémum (a mo-
delim) s hysterezi a poté zejména modelim kyvadla spjatych s diferencialnimi
rovnicemi druhého fadu, z nichz vybrané (diferencialni rovnice se skokem) zkou-
mame i v ramci dalsich kapitol.

1.1 Systémy s hysterezi

Hystereze je jev, ktery se objevuje v mnoha systémech. Oznacuje takové chovani
systému, kdy vystupni veli¢ina N nezavisi jen na vstupni veli¢iné z, ale i na
predchozim stavu systému, v disledku ¢ehoz mize pro tentyz vstup vystupni
veli¢ina nabyvat dvou rtiznych hodnot. Pokud ovsem pro vstup zname i predchozi
stav systému, potom je vystupni hodnota dana jednoznacné.

Grafem zavislosti N(x) je hysterezni smycka a jeji tvar mtize byt rizny (viz obr.

L1 [LTH)

N N

%
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(a) (b)
Obrazek 1.1: (a), (b) Mozné tvary hysterezni smycky.



V mechanice hysterezni smycka ilustruje chovani material s paméti pti opakova-
ném namahani (tlakem ¢i tahem), pokud se jedna o elastické deformace materialu
(viz [1, s. 17]). Velicina N mé v tomto pfipadé vyznam mechanického napéti a
veli¢ina x pomérného délkového prodlouzeni. Pti zatizeni se material okamzité
deformuje, ale po odstranéni zatizeni se deformace vytraci postupné az po urcité

dobé, tzn. se zpozdénim (viz obr. [L.1al).

V elektromagnetismu predstavuje hysterezni smycka zavislost magnetické indukce
N feromagnetického materidlu na intenzité magnetického pole = pfi plynulé opa-
kované zméné intenzity magnetického pole od stavu kladného nasyceni po stav
opa¢né orientovaného nasyceni (viz [2]). Pokud vlozime feromagneticky mate-
ridl (napf. Zelezo) do magnetického pole, dojde k jeho zmagnetovani, které by
vydrzelo i po jeho vyjmuti z magnetického pole. Pouzije-li se magnetické pole
opacného smeéru, pfi pozvolném snizovani intenzity = proto nedochazi ke snizo-
vani magnetické indukce N ve stejné mife a pribéh neni dan stejnou kfivkou
(viz obr. , v systému se projevuje opét zpozdéni. Hysterezni smycka ma pro
kazdy material odlisny tvar. Cim vétsi je plocha uvniti hysterezni smycky, tim
je material povazovan za magneticky tvrdsi. Obsah této plochy je pfimo tmérny
tzv. hystereznim ztratam, které jsou pri¢inou nezadouciho zahfivani feromagne-
tickych latek pfi jejich stfidavém magnetovani (napf. zahiivani ocelovych jader
transformatort). Magneticky tvrdé materidly s téméf pravothlym pribéhem hys-
terezni smycky jsou ovsem vhodné k vyrobé médii pro magneticky zaznam dat,
vyuzivaji se napt. jako zaznamové vrstvy pevnych diski.

V ekonomickych interpretacich hysterezni smycky je N mirou nezaméstnanosti
(pfip. jinou veli¢inou charakterizujici ekonomicky systém) a = vladnimi zasahy
(v podobé minimélnich mezd, podpory v nezaméstnanosti, jednani s odbory
apod.) ovliviujici dany ekonomicky systém (viz [3] ¢ [, s. 667]). Negativni vladni
zésah vede k ristu miry nezaméstnanosti. Odeznéni disledki zptisobenych zésa-
hem néjakou dobu trva, a proto pouzije-li vlada kladny zasah, v systému se opét
projevi zpozdéni a dalsi pribeéh neni dan stejnou kiivkou (viz obr. [1.14).

Vzhledem k rtiznym tvarim hysterezni smycky lze i odpovidajici hysterezni ¢len
v modelech systémi s hysterezi zavést odlisné (spojity hysterezni ¢len viz [4],
[5]). Jelikoz se i v nésledujicich kapitoldch zaméfime na nespojity po ¢astech
konstantni ¢len, skok s hysterezi (a s nim souvisejici jednoduchy skok), vénujeme
nyni jesté pozornost vyznamu hystereze v elektrotechnice a v kybernetice.

V elektrotechnice se hystereze vyuziva ve Schmittové klopném obvodu k tprave
tvaru impulzi (viz [0, s. 231]). Hystereze je zde Zadoucim jevem, nebot zabrariuje
vzniku prilis ¢astych kmit vystupniho signalu. Hysterezni smycka ilustruje za-
vislost vystupniho signalu N na vstupnim signalu z, pricemz zména vystupniho
signalu probihéa skokové jako dtsledek preklopeni Schmittova klopného obvodu
po dosazeni spinaci nebo rozepinaci prahové hodnoty (viz obr. .

V kybernetice se hystereze objevuje u dvoustavovych nespojitych regulatort (viz
[T, s. 158]). Hysterezni smycka zobrazuje zavislost stavu regulatoru N na vstup-
nich hodnotéach regulované veli¢iny = (viz obr. a hystereze zde zabranuje
prilis castému spinani regulatoru okolo idealni hodnoty veli¢iny x. Zavedeme po-
jem jednoduchy skok a skok s hysterezi a ukazeme vSe na konkrétnich tlohéach.



Jednoduchy skok (viz obr. je funkce N = N(z) s definiénim oborem Dy = R,
ktera je nespojita v jediném bode b € Dy, kde b je bod nespojitosti I. druhu.
Oborem hodnot Hy je mnozina {c,d,e}, vniz c € R;d € R, e € R a ¢ # d,
a N nabyva na intervalu (—oo,b) hodnoty ¢, na intervalu (b, +00) hodnoty d
a v bodé b plati N(b) = e.

N N
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Obrazek 1.2: Nazorna schémata jednoduchého skoku.

Skok s hysterezi (viz obr. je mnohoznacné zobrazeni mnoziny R na mnozinu
{¢,d} C R, v niz ¢ # d. Dvé hodnoty a,b € R, a < b urCuji siii hysterezni
smycky — velikost hystereze. Hodnotdm z, * < a je jednoznacné pfifazen prvek
¢, hodnotdm = > b je jednoznacné ptifazen prvek d. Pro vSechna z € (a,b)
muze N nabyvat dvou hodnot, pritazeni hodnoty ¢ nebo d zavisi na predchozim
stavu. Dokud plati x < b, pfifazujeme x hodnotu ¢, a naopak dokud plati x > a,
pfifazujeme = hodnotu d. Pro z = a mtize byt N ddno jednoznacéné jako N(a) = ¢
nebo dvojznacné se zavislosti na predchozim stavu. Stejné tak pro x = b muze
byt jednoznaéné N(b) = d nebo N(b) dvojznacné a zavislé na predchozim stavu.

N N
c d
; ¥ M ;
a! b T al b x
6 l ! |
d C

Obrazek 1.3: Nazorna schémata skoku s hysterezi.

Vénujme se pocatecnim uloham pro diferencialni rovnici
u' = N(u), (1.1)
v niz N(u) predstavuje bud jednoduchy skok nebo skok s hysterezi.

Nejprve pro jednoduchost uvedeme pocatecni tilohu

2, u<0,

W=Nw), Nw= {1, w>0, (1.2)

kde u = wu(t) je hledana funkce, ¢t € [0,7], T > 0 je libovolné, u(0) = —2 je
pocate¢ni podminka a N(u) predstavuje jednoduchy skok.



U dloh s nespojitymi vstupnimi daty nelze ocekavat existenci klasického feseni,
tj. FeSeni, které by bylo spojité diferencovatelné az do fadu rovnice a splinovalo
ji v kazdém bodé. Proto se v téchto pripadech omezime na hledani zobecnéngch
resend, ktera jsou t¥idy C"~1([0,T]), kde T' > 0 a n je fad rovnice, a spliiuji rovnici
skoro vsude.

Zobecnéné teseni diferencialni rovnice (1.1) mizeme formalné zapsat v implicit-
nim tvaru

u(t) = Nu)t+C, C €R,

tj. zobecnénym FeSenim ulohy (1.2 rozumime spojitou funkci danou po ¢astech
vztahem

2t+C, u<0,
u(t) =
t+C, u=>0,

kde konstanta C' zavisi na pocateéni podmince u(0) = —2, respektive na kazdé
hodnoté u(7) a kazdém case 7 € [0, T, ve kterém se pfepina N (u).

Pro T > 1 je feSenim tlohy (|1.2)) pfimo funkce

fat-2 teo),
u(t)_{t—l, te,T].

Uvedeme graf feseni ulohy (1.2) a graf jednoduchého skoku N(u) z tlohy (1.2))
(viz obr. [L.4).

I
0.5 1.0

—1‘ 0 -6 5 0.0 0‘5 1 ‘0
(a) (b)

Obrazek 1.4: (a) Graf feseni tlohy (1.2)), (b) jednoduchy skok (Mathematica).

Zajimavejsim prikladem pocatecni tilohy s jednoduchym skokem je

1, u < 0,

u':N(U), N(u) = {_1’ u>0, (1.3)

kde u = u(t), t € [0,T], T > 0, a N(u) je jednoduchy skok.
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Uloha (T.3)) modeluje regulaci veli¢iny u, zavislé na case ¢, dvoustavovym nespo-
jitym regulatorem N (u). V praxi jsou ¢astéji pouzivany spojité regulatory (napf.
Pl-regulator nebo PID-regulédtor), nespojity regulator je zékladni druh regulatoru,
vhodny pro jednoduché aplikace. Prikladem regulatoru mtize byt termostat, kte-
rym lze ovladat vytapéni nebo klimatizaci mistnosti, udrzovat nastavenou teplotu
elektrické zehlicky, plotynky elektrického varic¢e nebo teplotu pajky.

Zobecnénym Fesenim ulohy ((1.3)) je spojitd funkce dand po ¢astech vztahem

t+C, u <0,
u(t) =
—t+C, u>0,

kde konstanta C' zévisi na po¢ateéni podmince a méni se v kazdém case 7 € [0, T,
ve kterém se pfepind N (u).

Pro T > 2 je feSenim tlohy ((1.3)) na intervalu [0, 2) funkce
u(t) =t—2
a na intervalu [2, 7| feSeni (v zobecnéném smyslu v nasem pojeti) neexistuje.

Uvedeme grafy feseni tlohy ((1.3)) ziskané v softwarech Mathematica a Matlab (viz
obr. . V Mathematice pouzivame standardni ptikazy ,,NDSolve“ a ,,WhenE-
vent“ a v Matlabu pripravené nespojité prepinace v nadstavbé Simulink.

u

o uEt]

(a) (b)
Obrézek 1.5: Graf feSeni tlohy (1.3) v softwaru (a) Mathematica, (b) Matlab.

Graf vykresleny v Mathematice znazornuje ve skutec¢nosti feseni poc¢atecni tlohy

1, u < 0,

'= N N(u) = =

W= N(), N@)=20, u=0, w
-1, u>0,

kde u = u(t), t € [0,T], T > 0 a N(u) je jednoduchy skok.
Resenim tlohy (1.4) je pro T' > 2 funkce

ult) = {t—2, ti[O’QT)"



Nicméné skutecnému chovani systému s dvoustavovym regulatorem vice odpovida
graf feSeni vykresleny softwarem Matlab.

Predstavme si, Ze je reguldtorem N (u) termostat a veli¢inou u teplota v mistnosti.
V tloze je pozadovanou teplotou v mistnosti 0°C, pokud je teplota v mist-
nosti nizsi, zapne se topeni (N(u) = 1) a teplota se za¢ne zvySovat, a pokud vyssi
nebo nulova, topeni se vypne (N(u) = —1) a teplota zacne klesat. Termostat
ma nastavenou tzv. periodu vzorkovani, ktera urcuje, jak casto se zméri aktualni
stav teploty u a vyhodnoti situace a tedy i N(u). Ve skutecnosti proto muze byt
vysledna teplota v mistnosti v pribéhu casu takova, jak je zobrazeno softwarem
Matlab. Aby se regulator okolo idealni hodnoty u nespinal pfilis ¢asto, je mozné
jej nahradit regulatorem s hysterezi.

Prikladem pocatec¢ni tlohy se skokem s hysterezi je

3 <2
W' =N(u), Nu)=<" ==
0.5, u>1, (1.5)
kde u = u(t), t € [0,T], T > 0 a N(u) je skok s hysterezi.

Uloha (1.5) modeluje regulaci veli¢iny u, zavislé na &ase ¢, dvoustavovym nespo-
jitym reguldtorem N (u) s hysterezi.

Zobecnénym Fesenim tlohy (|1.5) nyni rozumime funkci

3t+C, u < 2,
u(t) =
—05t+C, u>1,

kde konstanta C' zavisi na poc¢atecni podmince a méni se v kazdém case, ve kterém
se prepind N (u).

Konkrétné pro 7' = 6 je feSenim ulohy (1.5 funkce

(3t tel0,2),
—0.5t+ 1, tel[23),

_ 8
u(t) = 3t —7, te[83),

—0.5t+ %, te3,
3t—14, te

[
—05t+ 4 te|

w5 =

N >

Uvedeme grafy feseni tlohy (1.5) v softwarech Mathematica a Matlab (viz obr. .

Veli¢inou u v tloze ([1.5)) mtze byt napi. vyska hladiny kapaliny v nadrzi, kterou
se regulator s hysterezi snazi udrzovat v rozmezi 1 az 2dm. Regulator funguje
nasledovné. Cerpadlo se sepne (N (u) = 3), jestlize je hladina kapaliny pod hod-
notou 1dm, a vypne (N(u) = —0.5) az v pfipadé, kdy je hladina nad 2dm. Jestlize
je hladina kapaliny mezi 1 a 2dm, regulator udrzuje predchozi stav.



uft]
!

0.5+

Obrazek 1.6: Graf feseni tlohy (1.5 v softwaru (a) Mathematica, (b) Matlab.

1.2 Modely kyvadla

Jednim ze zakladnich matematickych modeli je model kyvadla. Jako prvni pred-
stavime standardni model kyvadla a poté uvazujeme jeho rizné modifikace. V na-
sledujicich podkapitolach uvadime nelinearni tlohu, tlohu zahrnujici specialni
teorii relativity, tlohu pro linearni diferencialni rovnici, ilohu s jednoduchym
skokem a tilohu se skokem s hysterezi.

1.2.1 Nelinearni diferencialni rovnice

Rovinnym matematickym kyvadlem (viz obr.|1.7)) nazgvame mysleny model hmot-
ného bodu o hmotnosti M zavéseného na nehmotném zavésu stalé délky L pohy-
bujiciho se v roviné v homogennim gravitacnim poli podle pohybovych zakont.

Obrazek 1.7: Model rovinného matematického kyvadla.

Predpokladame, Ze tfeni i odporova sila prostiedi jsou nulové a jedinou pficinou
pohybu je tiha hmotného bodu. Chceme-li popsat okamzitou vychylku u hmot-
ného bodu ze stabilni rovnovazné polohy jako funkci ¢asu u = u(t), mizeme vyjit
z druhého Newtonova zékona nebo ze zékona zachovani energie (viz obr. [1.8)).

Podle druhého Newtonova zakona plati rovnovaha sil piisobicich na hmotny bod.
Uvazujeme rychlost hmotného bodu zanedbatelné malou vzhledem k rychlosti
svetla, a tedy v case konstantni hmotnost M. Protoze slozka tihové sily, ktera
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Obrazek 1.8: Ilustrace k odvozeni rovnice kyvadla (a) z Newtonova zékona, (b) ze
zakona zachovani energie.

zpusobuje pohyb hmotného bodu, ma velikost M g sin (u), dostaneme rovnost
Ms" = —Mgsin (u), (1.6)
v niz g je tihové zrychleni a s” = s”(t) je zrychleni hmotného bodu.

Dréha s(t), kterou hmotny bod urazi za ¢as t, je rovna délce oblouku odpovida-
jiciho vychylce u(t) v ¢ase t. Pro zrychleni hmotného bodu proto plati

s"(t) = (Lu(t))" = Lu"(t).
Dosazenim s” = Lu” do rovnosti (|1.6]), dostaneme

MILu" = —Mgsin (u).

Piedpokladame nenulovou hmotnost M a nenulovou délku L, ozna¢ime Q2 :=

il RS

a upravou ziskame

u” + Q% sin (u) = 0. (1.7)

Vyjdeme-li ze zadkona zachovani energie, potom podle tzv. energetické véty plati
E,+ E, =K, (1.8)

kde Ej je kinetickd energie hmotného bodu, E, potencidlni energie hmotného
bodu a K je konstanta. Uvazujeme-li opét malé rychlosti hmotného bodu vzhle-
dem k rychlosti svétla, potom pro kinetickou a potencialni energii plati

1
E, = 5]\/[@2,

E, = Mgh,



kde v = v(t) je rychlost hmotného bodu a h = h(t) je vyska hmotného bodu v ¢ase
t nad trovni hmotného bodu ve stabilni rovnovazné poloze, v niz je potencialni
energie nulova. Pro rychlost v a vysku h plati

v=Lu,
h =L — Lcos(u).
Dosazenim téchto vztahit do rovnosti (1.8]) dostaneme

1
§ML2(u/)2 + MgL(1—cos(u)) = K

a naslednou derivaci ziskame
ML*u'u" + MgLsin (u)u’ = 0.

Predpokladame-li nenulové hodnoty M, L, u' a oznadime-li Q? := =, {pravou
dospéjeme opét k rovnosti ((1.7)).

V obou piipadech se dostdvame k hledani feSeni u = wu(t), t € [t1,t2], t1 € R,
ty € R nelinearni diferencidlni rovnice druhého radu

N

u” + Q%sin (u) = 0.

Pokus o feseni vede na vypocet tzv. eliptického integralu prvniho druhu (viz [8]
s. 66]), nebudeme se proto zabyvat predpisem funkce u.

Zvolme 2 := 1 a uvazujme pocatec¢ni tilohu

u” 4 sin (u) = 0,
u(0) = uo1, (1.9)

UI(O) = Up2,

kde u = u(t), t € [0,T], T > 0 a up; € R, ups € R. Hodnota uy mé vyznam
pocatecni vychylky a hodnota ugs pocatecni thlové rychlosti hmotného bodu.

Ulohu (1.9) lze transformaci v;(t) = u(t), y»(t) = v/(t) ekvivalentné prevést na
pocatecni tlohu pro soustavu dvou diferencialnich rovnic prvniho radu

Y1 = Yo,
Yo = —sin (y1), (1.10)
y1(0) = uo,
Y2(0) = uga.
Oznacime y := (y1,y2)” a f := (y2, —sin (y;))?. Funkce f : R® — R? je spojitd na
[0, 7] x R? a lipschitzovska na [0, 7] x R? v proménné y s konstantou L = 1, tj.

Y(t,u), (t,v) € [0,T] x R? . |[f(t,u) — f(t,v)|| < [[u—v],



nebot pouzijeme-li nap¥. maximovou vektorovou normu, dostaneme

)= £l = | (370 o )| = et =l i) —sinon)) =

sin(uy)—sin(v;

2sin <u1 ; Ul) CcoS <u1 —QHJI) ‘} <
2sin(u1;m)‘} < maX{"UQ—’Uz”QM} =

= max{|uz — vz, [ur — [} = [lu—v].

= HlaX{‘UQ — 'U2|,

S max{\uz—vﬂ,

Diky globalni vété o existenci Feseni poc¢atecni tlohy pro soustavu dvou diferen-
cidlnich rovnic prvniho fadu (viz [9, s. 217]) existuje pravé jedno FeSeni tlohy

(1.10)) a diky ekvivalenci tloh ([1.10]) a (1.9)) (véta o ekvivalenci tloh viz [8, s. 55])

existuje také pravé jedno Feseni tlohy (1.9).

Pokud bychom ovsem uvazovali, Ze se hmotny bod kyvadla pohybuje rychlosti
blizké rychlosti svétla ve vakuu V,, potom mé smysl v odvozeni modelu zahrnout
specialni teorii relativity. Analogickymi postupy se dostaneme k hledani feSeni
u=wu(t), t € [t1,t2], t1 € R, t5 € R nelinedrni diferencialni rovnice druhého radu

"L 02 (Lu')? .
u' + Q%1 - sin (u) = 0.
e (u)
Realnéjsi fyzikalni déj, ktery je s touto diferencialni rovnici spojen, je pohyb
nabité castice po kruznici v elektrostatickém ¢i magnetickém poli.

Zvolme Q2 := 1, L := 1 a konstantu V, := 3 a uvaZujme pocate¢ni ilohu

u +4/1— %Sin(u) =0,
U(O) = Up1, (111)

’LL/(O) = Up2,

kde u = u(t), t € [0,T], T > 0 a up; € R, upa € R. Stejnym zpisobem jako
u tlohy (1.9) lze ukdzat také existenci jednoznac¢ného feseni poc¢atecni tlohy (1.11)).

Uvedeme grafy feSeni tloh (1.9) a (1.11) a fizové portréty pro pocatecni pod-
minky w1 = 2, ugz = 1 (viz obr. [1.9a] [L.9b) a w1 = 5, ugz = 1.1 (viz obr.
o0

1.2.2 Linearni diferencialni rovnice

Zakladni tvar linearni diferencialni rovnice ziskame procesem linearizace, pokud
v rovnici nahradime ¢len sinu jeho Taylorovym rozvojem prvniho stupné
v bodé nula, tedy ¢lenem u. Pro vychylky |u| < 0.0843 se tak dopoustime ab-
solutni chyby mensi nez 10~*. Ve stupiiové mife hrani¢ni vychylce odpovida ne-
celych 5°) proto je tloha pro linearni diferencialni rovnici spojena s modelem
matematického kyvadla s maximalni vychylkou do 45°, pficemz uvazované rych-
losti hmotného bodu jsou opét zanedbatelné malé vzhledem k rychlosti svétla.
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Obréazek 1.9: Grafy feSeni tlohy (1.11)) (modré) a tlohy (1.9) (oranzova) a pfislu-
$né fazové portréty pro (a), (b) upr = 2, up2 = 1, (c), (d) ugr = 2, ugz = 1.1.

Uvazujme tlohu

u’ + Q%u =0,
u(0) = up1, (1.12)
U,(()) = Ugp2,

kde Q £ 0, u=wu(t), t €[0,T], T > 0 a up; € R, upz € R. I zde bychom mohli
ukazat existenci jednoznacného feseni pocéateéni tlohy (1.12), v tomto piipadé
jsme ovSem také schopni nalézt analyticky predpis pro feSeni.

Obecné feseni rovnice u” + Q?u = 0 predpokladdme ve tvaru u = e**, kde z € C
najdeme pomoci charakteristické rovnice 224-2? = 0. Charakteristick4 rovnice ma
dva komplexné sdruzené koreny z; = i, zo = —€)i a fundamentalnim systémem
je {e®¥, 71 Je-li feSenim diferencidlni rovnice komplexni funkce, potom jsou
feSenim také realnd a imaginarni ¢ast této funkce (viz [8, s. 95]), diky ¢emuz
muzeme ziskat realny fundamentalni systém {cos (2¢), sin (2t)} a obecné Feseni
zapsat ve tvaru u(t) = C; cos (2t) + Cysin (Qt), kde C; € R, Cy € R. Dosazenim
obecného feseni do poc¢atecnich podminek tlohy ziskame feseni tlohy

u(t) = gy cos (Qt) + % sin (Qt),
které lze prepsat do tvaru

u(t) = Dsin (Qt +9),

kde D = y/ug® + (“Qﬂ)z, tgd = % pro ugy # 0 a 6 = 5 pro ugz = 0. Kon-
stanta D ma vyznam maximalni amplitudy kmitavého pohybu popsaného fesenim
u, 0 je fazovy posun a {2 thlova frekvence.
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Nasleduji grafy feseni wu(t) tlohy (1.12)) a fazové portréty pro Q2 = 1 a pocéatecéni
podminky ug; = 2, uge = 1 (viz obr. 1.10b)) a ug; = 0.8, uge = 0.1 (viz obr.
1.10c} |1.10d]).

S
\ |

\MAN -
VAR |

/-
\_/

—~
=)
~

T
\m-
= -
—
\
(_/g_
—
—

Obrazek 1.10: Grafy feseni ulohy - (modré) a tlohy (|1.9) (oranzova) a piislu-
$né fazové portréty pro (a), (b) ugr = 2, uge =1, (¢), (d) w1 = 0.8, upz = 0.1.

Obecny tvar linearni diferencialni rovnice druhého radu je
u' + ku + = f, (1.13)

kde v = u(t) ma vyznam okamzité vychylky hmotného bodu z rovnovazné po-
lohy, konstanta  charakterizuje velikost tlumici sily, konstanta A charakterizuje
velikost vratné sily a f = f(¢) je funkce budic sily. ReSeni rovnice muze ve-
dle pohybu hmotného bodu kyvadla popisovat napt. také pohyb hmotného bodu
vazaného pruzinou k rdmu (viz obr. , pokud se u pruziny jedna o elastickou
deformaci materialu (deformace po odlehéeni mizi a tvar pruziny se po odstranéni
ptisobici sily vraci do ptuvodniho stavu).

Pro oba modely je k = % a X = Qg% kde K, je koeficient tlumeni, M hmotnost
hmotného bodu a Qy vlastni kruhova frekvence (kruhova frekvence netlumeného
oscilatoru). U pruzinového oscilatoru je A = %, kde K, je tuhost pruZiny, a pro
matematické kyvadlo plati A = £, kde g je tihové zrychleni a L délka zavésu.
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Obrazek 1.11: (a) Model kyvadla, (b) model pruzinového oscilatoru.

1.2.3 Diferencialni rovnice se skokem

Jeden z moznych tvart diferencialni rovnice se skokem ziskame ze zakladniho
tvaru linearni diferencidlni rovnice, pokud nahradime ¢len 2% ¢lenem N (u), ktery
predstavuje jednoduchy skok nebo skok s hysterezi. Dostaneme diferencialni rov-
nicl

u" + N(u)u = 0. (1.14)

Uloha pro diferencialni rovnici je spojena s modelem kyvadla nebo také
s modelem pruzinového oscilatoru, v nichz jsou uvazovany stejné predpoklady jako
v kapitole m s pfidanou zarézkou (viz obr. . Jedné se o tulohu, jejiz feSeni
popisuje pohyb hmotného bodu oscilatoru s nulovym tlumenim i nulovou budici
silou a s proménlivou velikosti vratné sily v priibéhu ¢asu podle pfepinani N (u).
Zmeéne vratné sily u kyvadla odpovida zména délky zavésu, zptsobena zarazkou
v modelu, a u pruzinového oscildtoru zména tuhosti pruziny. Pro jednoduchy
skok nastava zména vratné sily vzdy v jedné poloze, pro skok s hysterezi si lze
predstavit, ze zmény vratné sily probihaji se zpozdénim.

17007777 77777777777

707777777777 777777 ey
ey 1777777777 777777777
Zzzzzzzize 1770770770777 777777
7777727777777277777

rrrrrrrrr
10000000 1 kQ

277272777

Obrazek 1.12: (a) Model kyvadla se zarazkou, (b) model pruzinového oscilatoru
se zarazkou.

Uloha pro diferencialni rovnici (1.14), v niz je ¢len N(u)u definovdn na inter-
valu (—o0, +00) jako spojita redlné funkce, je specidlnim ptipadem tlohy s tzv.
skakajici nelinearitou. Studiu tloh se skdkajicimi nelinearitami se vénovali jiz
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v 70. letech 20. stoleti napt. A. Ambrosetti a G. Prodi ¢i ¢esky matematik S. Fu-
¢ik (viz [10]) a tento typ tloh nachazi uplatnéni v modelech visutych mostt
(viz [11]).

Zobecnéné feseni diferencialni rovnice (|1.14)) 1ze formalné zapsat implicitnim vzta-
hem

u(t) = Cy cos (\/N(u)t) + Cysin (/N(u)t), C1,Cs € R. (1.15)

Pocatecni ulohou s jednoduchym skokem pro diferencidlni rovnici (1.14)) je napt.

0.25, uw >0,
u' + Nuwu=0, N(u)=<0, u =0,

4,  u<0o, (1.16)
u(0) = 0.1,
(v (0) =1,

kde uw = u(t), t € [0,T], T > 0 a N(u) je jednoduchy skok. V tloze (1.16)) nastava

zména vratné sily v rovnovazné poloze u(t) = 0.

Reseni pocatecéni tlohy (1.16]) lze ziskat ze vztahu (1.15) uréenim konstant C4
a (Y, které zavisi na poc¢atecnich podminkach a méni se v kazdém case, ve kterém
se prepina N (u).

Prikladem tlohy se skokem s hysterezi, ktera obsahuje diferencialni rovnici (|1.14)),

miize byt tloha

0.25 > —0.4
v+ Nwu=0, N(u)= v ’

4, u < 0.4,
u(0) =0.1

uw'(0) =1,

(1.17)

kde u = u(t), t € [0,7], T > 0 a N(u) je skok s hysterezi. V tloze (|1.17)) nastava
zména vratné sily pii pohybu v jednom sméru az v poloze u(t) = 0.4 a pfi pohybu
zpét v druhém sméru az v poloze u(t) = —0.4.

Jelikoz je skok s hysterezi N(u) mnohozna¢né zobrazeni a hodnota N (u(0)) neni
jednoznacné déna, nemusi byt déano jednoznac¢né ani feseni tlohy ((1.17)).

Reseni tlohy (1.17)) lze ziskat ze vztahu (1.15) uréenim konstant C; a Cs, které
zavisi na pocate¢nich podminkach, na hodnoté N(u(0)) a méni se v kazdém case,
v némz se prepind N (u).

Uvedeme grafy feseni tloh ([1.16)) a ((1.17]) pro N(u(0)) = 0.25 (viz obr. [1.13)).

Vyjdeme-li z obecného tvaru linedrni diferencidlni rovnice (|1.13)), miZeme po
¢astech konstantnim ¢lenem N (u) nahradit vedle konstanty A také konstantu x ¢i
pravou stranu rovnice f a obdrzet tak obdobné, skokové v zavislosti na hodnoté
feSeni, prepinanou velikost tlumici sily ¢i budici silu.
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Obréazek 1.13: (a), (b) Graf feSeni u(t) tlohy (1.16|) a fazovy portrét a (c), (d) graf
feSeni u(t) (modrd) a derivace FeSeni u/(t) (Sedd) tlohy (1.17) a fazovy portrét
pro N(u(0)) = 0.25.

Druhym prikladem tlohy se skokem s hysterezi, kterou uvedeme a ktera je také
spjata s modelem kyvadla (pfip. s modelem pruzinového oscilatoru), je tloha

>
' = 2uu’ +u = N(u), N(u):{a’ =
—a, u<a,
(1.18)
u(0) = a,
u'(0) = p,

kde u = u(t), t € [0, T], T > 0, u € (0,1) je parametr, N(u) je skok s hysterezi se
symetrickou smyckou, a > 0 a p > 0. Jedna se o tlohu, jejiz feSeni popisuje pohyb
hmotného bodu kyvadla, na néjz jsou kladeny stejné pozadavky jako v kapitole
[1.2.2] s vratnou silou o velikosti 1, s tzv. zdpornym tlumenim a s proménlivou
budici silou v pritbéhu ¢asu podle prepinani N (u). Uloha miize byt interpretovana
jako model kyvadla v proménlivém fyzikalnim poli se zapornym tlumenim.

Redlnéjsi uplatnéni ma dloha (1.18)) jako model systému zalozenych na kontrole
a synchronizaci chaotickych oscilaci. Nachazi vyuziti v komunikac¢nich systémech,
jako je kédovani, komprese a prenos informaci (viz [12]).

Zobecnéné Feseni diferencialni rovnice z tlohy (1.18)) formalné zapiseme ve tvaru

u(t) = e <01 cos (vt) + Cysin (Vt)> + N(u), C; e R,Cy € R.
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Nésleduje graf feseni tlohy (|1.18)) pro a = 3, p = 0.08, p =5, N(u(0)) = 3 (viz
obr. |1.14)).

Obrazek 1.14: (a) Graf feSeni u(t) pro ¢ € [0, 100] tlohy (1.18)) pro a = 3, u = 0.08,
p =5, N(u(0)) = 3, (b) fazovy portrét.

Ptehled fesenych pocétecnich tloh se skokem je uveden v pfiloze (viz |A)).

Obecné na tlohy s nespojitymi nebo mnohoznacnymi daty a jejich fesSitelnost je
zaméfena tzv. teorie Filippovovych systémi (viz [I3] nebo [14]). V dalsim textu
se vénujeme vyhradné problémiim, u kterych nastroji této teorie neni zapotiebi
vyuzit, a proto se jimi nebudeme detailnéji zabyvat.

V nasledujicich kapitolach se vénujeme tloham typu (1.16)), (1.17) a (1.18)).
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Kapitola 2

Pocatecni Glohy s hysterezni
smyckou

Pocatecni tlohou pro obyc¢ejnou diferencialni rovnici druhého fadu s hysterezi
F(t,u,u',u") =0, (2.1)

kde u = u(t), t € [t;,t5] C R a F : R* — R je zobrazeni s hysterezi, rozuméjme
tlohu najit jedenkrat spojité diferencovatelnou funkci u : [t1,t2] — R, ktera
spliiuje diferencidlni rovnici pro skoro vSechna t € [t1, t5] a zroveinl pro dana
Cisla ug; € R, uge € R a pro ¢y € [t1, 2] spliiuje pocateéni podminky u(ty) = w1,
u'(tg) = upg. Tedy hledejme na intervalu [t1, 3] zobecnéné feseni tlohy

F(t,u, v u") =0,
u(ty) = o1,

/
u (to) = Up2-
V nasledujicim textu se zaméfime zejména na pocatecni tlohu

d u>—a
u —2uu' +u=N(u), Nu)=<g" -
—c, u<b,
(2.2)
u(0) = b,

u'(0) = p,

kde u = u(t), t € [0,7], T > 0 je libovolné, p € (0,1), a > 0,b > 0, ¢ >0,
d > 0,p >0 a N(u) pfedstavuje skok s hysterezi. To znamend, ze pro vSechna
u € [—a,b] mize N nabyvat dvou hodnot, ovSem pfifazeni hodnoty —c nebo
d zavisi na predchozim stavu. Dokud plati u < b, pfifazujeme u hodnotu —c,
a naopak dokud plati x > —a, pfitazujeme u hodnotu d.

Véta 2.1. Pro libovolné p € (0,1) a pevné dané hodnoty a, b, ¢, d, p existuje
pravé jedno zobecnéné feseni pocdatecni ulohy (2.2)).

Diikaz. Jelikoz je v uloze (2.2)) prvni poc¢ateéni podminkou u(0) = b, hodnota
N(u(0)) neni dana jednoznac¢né.
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1. Nejprve uvazujme N (u(0)) = d.

(a) Pokud na intervalu [0, 7] neexistuje bod pfepnuti 7, pro ktery plati
u(T) = —a, potom se rovnice z tlohy zjednodusi na diferencialni
rovnici v” — 2uu’ +u = d. Z véty o globalni existenci a jednoznac¢nosti
pro pocatecéni ulohu (viz 8, s. 73]) plyne existence pravé jednoho feseni
takovéto pocatecni tilohy, nebot ¢leny —2u a d jsou spojité (konstantni)
funkce.

(b) Necht na intervalu [0, T] existuje libovolny pocet J € N bodt prepnuti

Ti,..., Ty, pro néz plati m < m < ... < 7y a zaroven
—a, 7j liché,
u(7;) = o
b, 7 sudé,
pro vSechna j = 1,...,J. Pokud ozna¢ime 7p = 0 a 7541 = T, potom

se pro vsechna j = 1,...,J + 1 rovnice z tlohy ({2.2)) zjednodusi na
podintervalech [7;_1,7;] pro j liché na rovnici " — 2pu’ +u = d a na

podintervalech [7;_1,7;] pro j sudé na rovnici v’ — 2pu’ + v = —c.
Podminky na spojitost a hladkost zobecnéného feseni w tlohy (|2.2))
zarucuji jednoznacnost hodnot u(7;) a u'(7;) pro vSechna j =1,...,J

a Cleny —2u, d, —c jsou spojité (konstantni) funkce. Z véty o globalni
existenci a jednoznacnosti pro pocateéni ulohu (viz [8, s. 73|) proto
plyne existence pravé jednoho feseni prislusnych tloh na podinterva-
lech [7j_1,7], kde j = 1,...,J 4+ 1, z ¢ehoz plyne i existence prave
jednoho zobecnéného feseni tlohy na celém intervalu [0, 7.

2. Nyni uvazujme N (u(0)) = —c. Pro libovolné 7' > 0 je vzdy prvnim bodem
prepnuti na intervalu [0, 7] bod 75 = 0, nebot druhou po¢ateéni podminkou
v tloze (2.2) je u/(0) = p > 0, tj. pribéh feseni je dan zcela stejné jako vyse.

]

Jelikoz je zobecnéné feSeni tlohy (2.2)) nezévislé na pocatecnim stavu N (u(0)),
budeme pro jednoduchost uvazovat N(u(0)) = d.

Zobecnéné Feseni pocatecni tlohy (2.2) ma na jednotlivich podintervalech od-
lisny predpis, jenz lze vzdy ziskat urc¢enim konstant z obecného feseni linearnich
diferencialnich rovnic v” — 2uu’ +u =d a v’ — 2uu’ +u = —ec.

Obecné feseni diferencialnich rovnic v’ — 2uu’ +u = d a v’ — 2uu’ +u = —c
je sou¢tem obecného FeSeni uy homogenni rovnice u” — 2uu’ + u = 0 a parti-
kularniho feSeni up piislusné nehomogenni rovnice. ReSeni homogenni rovnice
pfedpokldddme ve tvaru u = e**, kde z € C najdeme pomoci charakteristické
rovnice 22 — 2uz +1 = 0. Pro u € (0,1) jsou kofeny charakteristické rovnice
komplexné sdruzena cisla s kladnou realnou c¢asti

210 = £ v, vi=1/1—p?

18



Fundamentalnim systémem je {e!+®! e/~"'}  Je-li feSenim diferencidlni rov-
nice komplexni funkce, potom jsou fesenim také redlna a imaginarni ¢ast této
funkce (viz [8, s. 95]), diky cemuz ziskdme realny fundamentélni systém ve tvaru
{e* cos (vt), et sin (vt)} a obecné Feseni homogenni rovnice zapiSeme ve tvaru

upy = et (Ch cos (vt) + Cysin (vt)), kde Cy € R, Cy € R.

Partikularni feseni ziskdme napf. metodou odhadu. Odhadem up = K, K € R,
dospéjeme k partikularnimu feSeni up = d rovnice u” — 2uu’ + v = d a k parti-
kularnimu feSeni up = —c rovnice v” — 2uu’ +u = —c.

Zobecnéné feseni diferencialni rovnice s hysterezi v’ — 2puu’ + v = N(u) formalné
zapiseme v implicitnim tvaru

u(t) = et <C’1 cos (vt) + Cysin (z/t)) + N(u), C; € R, C; € R, (2.3)
jenz chapeme nasledujicim zpiisobem:

B e’“(Cl cos (vt) + Cysin (ut)) +d, u(t) > —a,
u= e“t(C'l cos (vt) + Cy sin (z/t)) —c, u(t) <b,

pro

N(u) = {d, u > —a,

—c, u<b.

Resenim pocatecni tlohy je funkce dana po ¢astech. Jeji predpisy na jednot-
livych podintervalech lze ziskat ze zobecnéného feseni urcenim konstant C
a (Y, které zavisi na pocatecnich podminkach a méni se v kazdém case, v némz
se prepina N (u).

Pro derivaci u/(t) plati
d(E) = e ((Mc1 + v Cy) cos (vt) + (uCs — vCh) sin (ut)), (2.4)

kde hodnoty C, (5 se opét na podintervalech lisi.

V nasledujici ¢asti ukadzeme, jak volba parametru p ovliviiuje omezenost feSeni
pocéateéni ulohy (2.2) pro T — oo, a uvedeme nékolik piikladid s numericky
ziskanymi vysledky.

Nejprve se vénujeme tloze se symetrickou hysterezni smyckou, v niz uvazujeme
a ="b=c=d (viz obr. 2.1d), poté tloze s nesymetrickou smyckou (viz obr. [2.1D)).
V obou ptipadech vychazime z tzv. ,,Andronov’s point transformation method*
(viz [12], [15]). Z literatury jsou jiz znamé vysledky pro pocate¢ni tlohu (2.2)),
vniza=b=c=d=1a N(u(0)) = 1. My se proto pokusime o zobecnéni
teorie a v pripadé ulohy se symetrickou hysterezni smyckou o dokéazani existence
a jednoznacnosti odvozenych meznich hodnot.
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a ] i
_a la U _al} lb u
—a —C
(a) (b)

Obréazek 2.1: Nazorné schéma skoku s hysterezi, (a) symetrickd hysterezni smycka,
(b) nesymetrickd hysterezni smycka.

2.1 Uloha se symetrickou hysterezni smyé¢kou

Uvazujeme pocatec¢ni tlohu

)
w —2uu' +u= N(u), N(u) :{

O) = a, (25)

(0) =p,
(N (u(0)) = a.

Q

N

=

Ve fazovém portrétu definujeme poloptimky
MP = {(U,U/) = (aap)v u € R}a
M, ={(u,v') = (—a,—q), u € R},

kde p > 0, ¢ > 0 (viz obr. 2.2).

!
Y M Y M
p p
e “~_| Pmaz
-9 Pu . | S
7z 4 \\
7 / N
/ =~ / AN
’ > 1 \

/ Der "~ [ A
! I \
I \ \ \

A\ T 1
I I
—a | a , u N —a a ) u
\ ! \ !
\ / \ !
N 7 N /
N e N 7/
NN _-7 N ’
—_ - - ~ o 7
- - ’
N .
< .
Mq Mq Tteo T
(a) (b)

Obrazek 2.2: (a), (b) Poloptimky M,, M, a body zvolené na M,,.

Oznacime p.. hodnotu p, pro kterou plati, Ze trajektorie Feseni tlohy (2.5) ve
fazovém portrétu vychazejici z bodu (a, p.r) prochézi bodem (—a,0) a je tvofena
pouze jednou smyckou (viz obr. [2.2al).
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Véta 2.2. Pro libovolné pu € (0,1) ezistuje pravé jedno p.. > 0 dané vztahem

v

or = —2 —ver . ) 2.
P ac sin (wy) (26)
kde wy € (%71’,271’) splnuge
0 = cos (wy) + M sin (wr). (2.7)
v

Duikaz. Trajektorie feSeni tlohy (2.5) ve fazovém portrétu vychézejici z bodu
(a, per) konéici v bodé (—a, 0) je dana jednim pfedpisem ((2.3), v némz je N(u) = a
(nedochézi k prepnuti N(u)), a predpisem (2.4)) a musi platit

w(0) =a, u(0)=ps, uln)=-a u(n)=0, N(u)=a,
kde 7, € (3—7T 2—”)

2v7 v

Dosazenim predpisi ((2.3)), (2.4) do vztahi u(0) = a, v/ (0) = pe, ziskdme

01 - O,
C, = P
v
a po dosazeni do vztahi u(m) = —a, v'(11) = 0, obdrzime

0= et L g (v1y) + 2a,
v

0=e'" (pcr cos (vm) + /L& sin (VTl)).
v
Oznacime wy 1= v7y, wy € (%w, 27r) , a protoze p.. # 0, et # 0, dostavame
0 = eber P gin (w1) + 2a (2.8)
v

a rovnost (2.7)).

Protoze sin (w;) a cos (w1 ) jsou na intervalu (27, 27) nenulové, tpravou vztahu (2.7)
dostaneme

kde

v 1—p? 1 1

0 I Vo
Protoze p € (0,1), plati —ﬁ < 0 a existuje pravé jedno w, € (%7?,2%) splnujici
rovnost (2.7)).

Upravou vztahu (2.8) dostaneme jednozna¢éné vyjadieni (2.6]), hledanou hodnotu

per tedy ziskdme z (2.6) a (2.7). Ve vztahu (2.6) je @ > 0 a pro wy € (27,2m)
plati sin (w;) < 0, tedy pe > 0. O
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3m 2w

Pozndmka. Hodnotu w; hledame pouze na intervalu (%ﬂ', 27T) (tedy 1 € (5, 7))

Trajektorie feSeni tlohy ([2.5)) ve fazovém portrétu musi byt tvofena jednou smy-
¢kou, tj. w; < 27. Hodnoty w; € (0,7) nemé smysl uvaZzovat, nebof v tomto

pripadé
u(r) = etv <& sin (wl)) +a>a,
v

tedy podminka u(7) = —a by nemohla byt splnéna. Pro w; € [7?, %7?] nelze splnit

rovnost (2.7)).

Lemma 2.3. Funkce wi(p) je na intervalu (0,1) ostre rostouci a spojitd a plati

lim w; = 37, lim w; = 2.
p—0+ p—1—

Diikaz. Upravou vztahu (2.7)) jsme ziskali

1%
tg (wl) = _;a

kde wy € (%7‘(’, 27r) av=+/1—p% Tedy
— 2
<__V1MM> o

wy(p) = arctg

coz je pro u € (0,1) spojita funkce. Pro w/(u) bychom na intervalu (0, 1) dostali

1 1
=—->0,

! = —_—
Wy (M) m v
tj. wi(u) je na intervalu (0,1) ostfe rostouci funkce (viz obr. [2.3).

w1 dwy

dp
20

6.0
55

50

(a) (b)
Obrazek 2.3: (a) Graf wy(p), (b) graf wi(p).

Pro yt — 0+ a ¢ — 1— dostaneme

. . 1 — p? . p? ) 3
lim tg(w;) = lim —4——= lim ———=—-0c0c = lim w = -,
p—0+ p—0+ I p—0+ 1 p—0+ 2

=0 = lim w; = 27.

hm tg(W1) - ,uhﬁqlf B o pn—1—

pn—1—
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Ozna¢ime p, hodnotu p, pro kterou plati, Ze trajektorie feseni tlohy (2.5 ve fa-
zovém portrétu vychézejici z bodu (a, p..) prochazi na konci prvni smycky bodem

(a,py) (viz obr. [2.2al).

Véta 2.4. Pro libovolné p € (0,1) existuje jednoznacné urcené p, > 0 dané
vztahem

2mp

Pu = Per€ v . (29)

Dikaz. Trajektorie feseni tlohy ve fazovém portrétu vychazejici z bodu
(@, per) konéici v bodé (a,p,) je opét dana jednim piedpisem (2.3, v némz je
N(u) = a (nedochézi k prepnuti N(u)), a predpisem (2.4)). Z predpist (2.3),
a vztahi pro p., mame C; =0, Cy = p;r. Aby trajektorie feseni tulohy ve
fazovém portrétu vychazejici z bodu (u(0),4(0)) = (a,pe) prochizela bodem

(u(7),u/(1)) = (a,p.) na konci prvni smyc¢ky, musi byt 7 = 2=

2 us cr .
u(r) =u (1) = <0+p—sm(27r)> +a = a.
v

14

Potom pro p, = /(1) dostaneme

2 27 cr . Uzl
u' (1) = (—W> =elv <pcr cos (27) + ,up— sin (27r)) = Per.

14 14

Pro hodnotu p, tedy plati (2.9)). Jelikoz pro libovolné p € (0, 1) je p.. > 0 uréeno
jednoznacné, existuje také praveé jedno p, > 0. O

Lemma 2.5. Funkce p,(p) je na intervalu (0,1) ostre rostouct a spojitd a plati
lim p, = 2a, lim p, = 2ae.
pn—0+ p—1—

Diikaz. Pro p., jsme obdrzeli vztah (2.6), ve kterém w; = arctg <—i> + 27 a

= /1 — p2. Pro p, (1) tedy z (2.6) a (2.9) dostaneme

2mp B 14 2mp v
() = pae v = —2ae v —— e = —2qev 3T )
pu(p) =p sin (wy) sin (w1)

Protoze w, E 7r 27r , pro sin (wy) plati

l/

2

L+ tg® (wi) ;2 p? +v2 I/ ey ’

sin(wy) = —

tedy

pu(p) = 2aex T,

coz je pro u € (0,1) spojité funkce (viz lemma [2.3).

Dale plati

NIRS

1= 2
2m —wy) = Larctg (—'u)



a pro p, (u) bychom dostali

—LE_ ar V1=
/ 2aevlu—#2aCtg( . ) 1—p? 2
Plr) = (et [ V) T2 )
(1—p?) "

Oznacime

/1 — 2
y1(p) := arctg (—M> — /1= 2.

.

Pro derivaci funkce y;(p) na intervalu (0,1) plati v (p) = —24/1 — u? < 0, tzn.

y1(p) je na intervalu (0,1) ostfe klesajici. Jelikoz je yi(p) na intervalu (0, 1)

spojitd, ostfe klesajici a lirr% y1 = 0, plati y; () > 0. A protoze a > 0, pro p.,(u)
—

na intervalu (0,1) dostaneme p/ () > 0, tj. p,(1) je na intervalu (0,1) ostie
rostouci funkce (viz obr. [2.4)).

d,
pu deu

dy

55F

50

4.5

4.0

35F

3.0F

25F

(a) (b)
Obrazek 2.4: (a) Graf p,(u) pro a =1, (b) graf p! (1) pro a = 1.

Pro 1 — 0+ dostaneme

. . 122 —
lim p, = lim 2aev 7«1
n—0+ pn—04

= 2a,
nebof pro g — 0+ plati v — 1 a wy — %w.

Pro p — 1— dostaneme

. . 123 _ . 1= to (¥
lim p, = lim 2aer®™ %Y = lim 2ae+ 2% (%) = 24e.
p—1— p—1— pn—1—

]

Ozna¢ime Py, hodnotu p, pro kterou plati, ze trajektorie feseni tulohy (2.5))
zacinajici v bodé (a, ppas) tvorl ve fazovém portrétu uzavieny cyklus s jednou

smyckou (viz obr. [2.2b)).

Véta 2.6. Pro libovolné pu € (0,1) ezistuje pravé jedno pma. > 0 dané vztahem

14
e = —2a0" v : 2.10
Pmaz ae sin (ws) ( )
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kde wy € (m,2m) splriuge

1 = ke (cos (w2) + gsin (w2)>. (2.11)

Diikaz. Kvili zapornému tlumeni mohou uzavieny cyklus s jednou smyckou tvorit
pouze trajektorie feSeni tlohy ve fazovém portrétu zacinajici v bodé (a, p),
P > Der, které prochéazi néjakym bodem (—a, —q). Reseni tlohy je v tomto
piipadé ddno dvéma predpisy (2.3), v nichZ nejprve N(u) = a, poté N(u) = —a
(dochézi k jednomu prepnuti N (u)). Pii odvozeni vztahi pro py,q, ovem muzeme
vyuzit symetrie systému. Pro feseni tlohy musi nejprve platit

w(0) =a, u'(0)=p, wu(n)=-a u(r)=-q, N(u)=a,
kde To € (% 2_7r)

T v

Dosazenim predpist (2.3)), (2.4]) do vztaht w(0) = a, v/(0) = p ziskdme

C1 =0,
CQ = B
v
a dosazenim do vztahi u(m) = —a, u/(12) = —¢ dostaneme

—a = el (Cl cos (v1y) + Cy sin (V’i‘z)) +a,
—q =M™ ((,uCl + vCy) cos (v12) + (uCy — vCy) sin (1/7'2)).
Pokud oznacime wy := vy, tj. we € (m,27), dostaneme
0= e%m% sin (ws) + 2a, (2.12)
—q = evws (p cos (wq) + % sin (w2)>. (2.13)

Diky symetrii systému uréime p,,q, z rovnic (2.12)), (2.13)) poloZzenim p,,.. = p = q.
Protoze pae # 0, dostavame

0 = ebwePmaz ) (we) + 2a (2.14)
v
a vztah (2.11)). Upravou piedpisu (2.11)) ziskdme

—e™v¥? = cos (ws) + B sin (wo),
v

.
—e v*? = Dsin (wy + 6),
kde
D=1+ e ="
v u



Plati

1 — 2
tg(é):zz—ﬂ>0 = 5E(O,z>,
Jz Iz 2
2 2 1
p= VYT >1 = De(l,+o0).
1% 1—#2
Oznacime
1 _u
yg(w2) = —56_?“&,

y3(wq) := sin (wy + ).

Funkce vy, y3 spojité zavisi na wo i na parametru p a funkce ys je symetricka
podle osy wy = %’N — 0. Vzajemnd poloha kfivek ys(ws) a y3(ws) v zavislosti na
parametru 4 je zobrazena na obr.

y y
10+ 10+

05 05

-05r

-0.99990
o5k -0.99992 |

-0.99994 -

I I I wy
5 6 2 -0.99996

-0.99998

T T T w,
3.13 b 3.15 3.16

(c) (@)

Obrazek 2.5: Grafy ys(w2), ys(w2) (a) pro u = 0.02, (b) pro u = 0.1, (c) pro
= 0.5, (d) pfiblizené grafy ys(ws), y3(w2) pro u = 0.000001.

Pro p — 1— je lir? 0 =0 a funkce y3(wq) se blizi k funkci y3(wy) = sin (ws),
prl-

zatimco lim —£w; = —ooa lim D = +oo0, funkce y,(w2) se na intervalu (7, 27)
pn—1— pn—1—

blizi ke konstantni funkci ya(wq) = 0.
Pro u — 0+ je li%l+ 6 = % a funkce y3(ws2) se blizi k funkei y3(ws) = sin (wy + F),
>
ktera je symetrickd podle osy we = m, lim —£wy =0a lim D = 1, funkce yz(w>)
p—0+ Y pu—0+
se blizi ke konstantni funkei yo(wy) = —1.
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Pro libovolné p € (0, 1) existuji na intervalu (7 — 6,27 — ) dva pruseciky
3
Wo1 € (7T - 5, 571' — 5) =: Il,
3
Wog € (571' - (5, 2m — 5) = ]2,

kiivek yo(ws), y3(ws) (viz obr. [2.6)).

Obréazek 2.6: Kiivky yo(w2), ys3(w2) na intervalu (m — 4§, 21 — 4).

Ukéazeme, Ze pro vSechna p € (0, 1) plati we < 7.

Pro libovolné p je funkce yo(ws) spojité a ostie rostouci na [, funkce ys(ws) je
spojita a ostie klesajici na I; a plati

yg(ﬂ' — 5) < yg(ﬂ' — 5) =0,
3 3
Yo (57’( — 5) > Y3 (57’( — 6> =—1.

Pro wy = 7 dostaneme

1 B V2 T
y2<7'[') fry —Be v _— e v s
) tg V2
= sin ) — sin ( =\ 5=
y3(m) (m+9d) = 1—|—tg 1+ 1/2 12 + 12
Protoze pro vSechna p € (0,1) je £ = —%= > 0, plati —ev™ > —1, tedy

\/ 1—p?
Yo(m) > ys3(m) a tudiz wyy < .
Na intervalu (m,27) existuje pro kazdé u € (0,1) jediny prisecik (wes) kiivek
yo(w2), y3(wa), tedy pro rovnici ([2.11)) existuje pravé jedno feSeni wy € (7, 27).

Upravou vztahu (2.14) dostaneme (2.10), kde a > 0 a pro wy, € (m,27) je
sin (w2) < 0, tedy pmas > 0. O

Pozndmka. Hodnotu w, hleddme pouze na intervalu (m, 27) (tedy m € (Z, %)),

Trajektorie FeSeni tlohy (2.5)) ve fazovém portrétu musi byt tvofena jednou smy-
¢kou, tj. we < 27. Hodnoty wy € (0, 7] nemd smysl uvazovat, nebot v tomto
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pripadé
. /"LE pCT .
u(mp) = ev (—sin (wq) ) +a > a,
v
tedy podminka u(73) = —a by nemohla byt splnéna.
Lemma 2.7. Funkce wy(p) je na intervalu (0,1) ostre rostouci a spojitd a plati

lim wo, =m, lim w; = 2m.
pn—0+ pn—1—

Diikaz. Upravou vztahu (2.11)) jsme ziskali

Loy, .
e e 5
e sin (wy + ),
kde D = 4/1+ 5_3’ tg (6) = %, w2 € (m,2m). Pro rostouci € (0, 1) se prisecik
kitvek yo(ws) = —2e v a y3(wsy) = sin (ws + ) spojité posouva doprava na-

horu, protoze y2(w2) se blizi ke konstantni funkei yo(w2) = 0 a y3(wq) se posouva
doprava, tedy ws () je ostie rostouci, spojité funkce (viz obr. [2.5)).

Pro p — 0+ dostaneme
. . w? . . v T
lim D= lim 4/1+= =1, lim §= lim arctg|(— | =5 =
u—0-+ n—0+ 1% u—0+ n—0+ v 2

= lim wy =,
pn—0+

a pro x4 — 1— dostaneme

2
lim D= limwl—l—M—Q:%—oo, lim § = lim arctg(z)zo =
pn—1— p—1— v pn—1— p—1— M

= lim wy, = 27.
p—1—

]

Lemma 2.8. Funkce ppa. () je na intervalu (0, 1) spojitd, 1ir(r)l+pmax =400 a
—

lim pe: = 0.
p—1—

Diikaz. Pro ppq. jsme obdrzeli vztah (2.10)), kde wy € (m,27) a wo(i) je spojita
funkce, tedy i pmaz(1t) je spojita funkee.

Pro i — 0+ dostaneme

v
lim puee = lim —2ae” v — = +00,
p—0+ p—0+ sin (ws)
nebot pro yu — 0+ plati v — 1 a wy — 7+.
Pro y — 1— dostaneme
v
lim ppe. = lim —2ae” V2 — =0.
p—1— p—1— sin (ws)
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Lemma 2.9. Funkce ppa.(1) je ostre klesajici na intervalu (0, py), kde py je

hodnota pu € (0,1), pro kterou je wy(p1) = 37.

Dikaz. Pro ppa. (i) plati

_u v
Pmaz = —2ae” v*?

sin (wy)’

kde wy () je ostie rostouci spojita funkce, v je ostie klesajici, tedy e~V je ostie

klesajici a —@ je ostfe klesajici na intervalu wy € (7r, %71’) Pro ws € (7r, %’/T),

coz odpovida p € (0, u1), je funkee pq. (1) ostie klesajici. ]

V tuto chvili nejsme schopni rozhodnout o monotonii p,q,(4t) na intervalu (4, 1),
proto vyslovime nésledujici hypotézu.

Hypotéza 2.10. Funkce pyq.(1t) je ostie klesajici na intervalu (0,1).

Pro nékterd p € (0,1) jsme provedli numericky vypocet ws a P, a hodnoty
vynesli do grafu funkce pinq, (1) (viz obr. 2.7).

Pmax Pmax

H ‘.
2.0 Y 0.008F e,
0.006 -
0.004

002k e

(a) (b)
Obrazek 2.7: (a), (b) Graf pya. (1) pro a = 1.

Véta 2.11. Existuje mezni hodnota fiyme, takovd, Ze pro libovolné p < fimar
zustdvaji trajektorie teseni ulohy (2.5) ve fdazovém portrétu zacinajici v bodé
(a,p), P < Dmax 0mezené pro T — +00.

Diikaz. Pro libovolné p € (0, 1) existuje vzdy jednoznacné uréené pe., pu a Pmaz-
Z lemmat [2.5] 2.8 mame, Ze jsou funkce p,(11) & pmas (1) na intervalu (0, 1) spojité.

Jelikoz zaroven plati

lim = 2a < lim = 400

lim p, = 2ae > lim ppe: = 0,
pn—1— pn—1—

na intervalu (0, 1) existuje hodnota fi,q., pro kterou p, = pmas-

Pokud ve vztazich " 7 7 7 " pOlOZime Pu = Pmaz, ziskdame

soustavu pé€ti rovnic o péti neznamych p := ez, Prmazs Pers Wi, Wa.
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Hodnota py,q. je potom nejvyssi mozna hodnota dosazitelna z bodu (a, p..) bez
prepnuti hysterezni smycky a zaroveni hodnota pro jeden uzavieny cyklus (viz
obr. . Diky symetrii systému se proto pro libovolné p < finq, nelze z bodu
(a,p), P < Pmas dostat do bodu (—a, —p), —p < —Pmas a tedy ani do bodu (a, p),
P > Pmaz (Viz obr. .

Pro libovolné i < pimqe: proto zustévaji trajektorie feseni tlohy ([2.5) ve fazovém
portrétu zacinajici v bodé (a,p), p < pmar 0mezené pro T — +00. ]

Disledek 2.12. Ezistuje mezni hodnota pi,q,. takovd, Ze pro libovolné p, p > 0,

Q4 [L > fmaz e TeSent poldatecni dlohy (2.5) pro T — oo je neomezené (ilustrace
neomezeného chovdani viz obr. 2.8d).

/ /
Y M “ M
p p
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Obréazek 2.8: Trajektorie feSeni tulohy (12.5) ve fazovém portrétu zacinajici
(a) v bodé (aapmax) Pro p = fmaz, (b) v bodé (a>p)7 P < Pmaz PO U < mag,
(c) v bodé (@, Pmaz) PO 1t < fimaz & [t > fimaz > (d) v bodé (a,p), P < Pmaz Pro
H > Hmax -
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Véta 2.13. Ezistuje pravé jedna mezni hodnota piyq, € (0, 1), kde uy je hodnota

€ (0,1), kterd odpovidd wy = 3.

Dikaz. Plati

lim p, > 2a,
H—rp1

nebot pro viechny p € (0,1) je pu(p) > 2a (viz lemma 2.5), a

hm Pmaz = 1im 2a <e VW2I/) < 2a.

p—rp B

Protoze jsou funkce p, (1) & pmas (1) na intervalu (0, p11) spojité a ostie monoténni
a zaroven plati

lim p, = 2a < hm pmm 400,
n—0+

lim p, > 2a > hm DPmaz
H—rp1 =i

existuje pravé jedna mezni hodnota fi.. € (0, 11). O

Pozndmka. Pokud plati hypotéza potom jsou funkce p, (1) & pmas(p) na
intervalu (0, 1) navic ostfe monoténni a existuje pravé jedna mezni hodnota fi,q.
na celém intervalu (0, 1).

Véta 2.14. Pro pevné zvolené pi < pmar l2z€ nalézt hodnotu p, pro kterou trajek-
torie tesent ulohy (2.5)) ve fazovém portrétu zacinagici v bodé (a,p) tvori uzavieny
cyklus s poctem smycek m + 1.

Diikaz. Takovouto hodnotu p mizeme najit z rovnic (2.12)), (2.13) a z rovnice

2mmp

p=qe v , (2.15)

kde m € Ny. V odvozeni rovnosti (2.15]) opét vyuzivame symetrie systému. Pokud
pro g plati u(0) = a, ¥/(0) = ¢, z predpist (2.3)), (2.4) a téchto vztahi pro

q dostaneme C; = 0, Cy = . Jestlize 7 = %Tm, m € Np, potom je splnéno
u(r) = a:

2 T
u(T):u( Wm) — h <0+gsin(27rm)> +a=a

v v
a pro v/ (1) = p dostaneme

2Tmpy

2 m™m
u (1) =/ ( 7rm> = et (q cos (2mm) + ,ug Sin(27rm)> =e v q.
v

]

Pozndamka. Pro m = 0 ziskdme uzavieny cyklus s jednou smyckou, pro p = tmaz
am = 0 tedy bude p = pae-
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2.1.1 Numerické experimenty

Pro poéatecni tlohu (2.5) pro a = 3 jsme v softwaru Matlab numericky (pouzitim
standardnfho piikazu ,fsolve*) vyfesili soustavu rovnic (2.6), [2.7), (2.9), [2.10),
(2.11)), v niZ p, = Pmaz- Dospéli jsme k vysledkim

tmaz = 0.0674,  per = 4.3453,  Prmasr = 6.6409, wy = 4.7798,  wp = 3.9065.

Pro p = 0.075 > fimaz, P = 9 < Pmae jsou pro T' — +oo trajektorie reseni
tlohy (2.F)) ve fazovém portrétu i feseni tlohy (2.5) neomezené (viz obr. [2.9).

Obréazek 2.9: (a) Graf feSeni u(t) tlohy (2.5) pro a = 3, u = 0.075, p =5, (b) fa-
zovy portrét.

Zatimco pro p = 0.065 < fhmaz, P = 9 < Pmaz 2zUstavaji trajektorie omezené pro
T — +oo (viz obr. 2.10)).

/f"ﬁ\;?;("

\.&-\:\\\WJ ) '/.'

Obrazek 2.10: (a) Graf FeSeni u(t) tlohy (2.5) pro a = 3, u = 0.065, p =5,
(b) fazovy portrét.

Pro 1 = 0.065 jsme nalezli hodnoty p pro uzaviené cykly s po¢tem smycek m + 1
uvedené v nasledujici tabulce (viz tab. [2.1)).
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m 0 1 2 3 4
p 6.8169 5.0692 4.6527 4.5024 4.441353458694686

Tabulka 2.1: Hodnoty p pro uzaviené cykly pro pu = 0.065.

Volbou p = 0.065, p = 6.8169 dostaneme uzavieny cyklus s jednou smyckou (viz

obr. .

(b)

Obréazek 2.11: (a) Graf feSeni u(t) tlohy (2.5)) pro a = 3, p = 0.065, p = 6.8169,
(b) fazovy portrét.

Kvili zapornému tlumeni je systém silné nestabilni a i mald odchylka od presné
hodnoty vyrazné ovlivni pribéh FeSeni (viz obr. [2.12)).

Obrazek 2.12: (a) Graf feseni u(t) tlohy (2.5) pro a = 3, u = 0.065, p = 6.8169 a
t € [0,150], (b) fazovy portrét.

Jestlize zvolime p = 0.065, p = 5.0692, ziskdme uzavieny cyklus se dvéma smy-
¢kami, pro p = 0.065,p = 4.441353458694686 (opét z divodu silné nestability
systému je nutné zadat presnéjsi hodnotu p), dostaneme uzavieny cyklus s péti

smyckami (viz obr. [2.13)).
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Obrazek 2.13: (a), (b) Uzavieny cyklus se dvéma smyckami, (c), (d) uzavieny
cyklus s péti smyckami.

2.2 Uloha s nesymetrickou hysterezni smyckou

Nyni uvazujeme tlohu

u//_QMu'—f—u:N(u)v N(u): {Cfc uu><_§7

u(()) L (2.16)
U/(O) =D,

| N(u(0)) = d

a pouzijeme podobné tvahy jako v predchozim piipadé symetrické hysterezni
smycky. Nebudeme ov§em zkoumat existenci (ani jednoznac¢nost) feseni rovnic.

Ve fazovém portrétu definujeme poloptimky

M, = {(u,v) = (b,p),u € R},
Mq - {(U,U,) = (—CL, _Q)7u € R},

kde p > 0, ¢ > 0 (viz obr. [2.14).
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Obrézek 2.14: (a), (b) Poloptimky M,, M, a nékteré na nich zvolené body.

Oznacime p., hodnotu p, pro kterou plati, ze trajektorie feseni tlohy ([2.16|) ve

fazovém portrétu vychazejici z bodu (b, p..) prochézi bodem (—a,0) a je tvofena

pouze jednou smyckou (viz obr. [2.144)), tedy pro feSeni tlohy (2.16) plati
w(0)=b, u(0)=pe, u(r)=-—a, U(r)=0, N(u)=d,

kde 11 € (0, 27“) Z predpist (2.3)), (2.4) a z téchto vztahti dostaneme pro p.,

Cy=b—d,
Cy = pcr_,u(b_d>7
v
0=em ((b —d)cos (vry) + Per = b= d) sin (m’l)) +d+a,
%

0 — ek <<M(b —d)V + per — (b — d)) cos (v7y)+

+

pper = 1+ pPd = b+ )
sin (vmy) |.
%

Oznacéime wy := v7y, a protoze e#™ # 0, dostavame

Der — ,u(b - d)
v

0=ev* ((b —d)cos (wy) + sin (wl)) +d+a, (2.17)

(a—Db)(p* + %) + tper )
1%

0 = per cos (wy) + in (wy), (2.18)

kde w; € (0, 2m).

Dale oznac¢ime p, hodnotu p, pro kterou plati, ze trajektorie feseni ulohy ([2.16]
ve fazovém portrétu vychazejici z bodu (b, p.) prochéazi na konci prvni smycky

bodem (b, p,) (viz obr. [2.14al), tedy pro feseni tlohy ({2.16)) plati
w(0) =0, u(0)=ps, uln)=0>b, u(n)=p, Nu)=d,
kde 1, € (% 3—”)

T v

35



Pro p, obdrzime vztahy

0=ev®? ((b —d) cos (wy) + Per — b= d)

14

sin (wg)) +d — b, (2.19)

(d = b)(1? + V) + iper
14

0= ev*? (pcr cos (we) + sin (wQ)) — Dus (2.20)

kde wy 1= v1y a we € (m, 37).

Oznac¢ime p,,q, hodnotu p, pro kterou trajektorie feseni tlohy ve fazovém
portrétu vychazejici z bodu (b, pmas ), prochézejici bodem (—a, —@maz ), tvori uza-
vieny cyklus s jednou smyckou. Nyni jiz symetrie systému nelze vyuzit, feSeni
ulohy je déno dvéma piedpisy (2.3)), v nichz nejprve N(u) = d, poté
N(u) = —c (dochézi k jednomu ptepnuti N(u)). Pro feSeni tlohy tedy
musi napi. platit

U(O) = b? u/(o) = Pmaz, ( 3) = - u/(7—3) = —AQmaz, N(U) - d?
w(0) =—a, U(0)=—Gmar, w(ra)=b, U(T4)=Pma, N(u)=—c,

kde 13 € (O, 27“) aTyE (0, 27”) Dostaneme

maxr b—d .
0=eves < ) cos (ws3) + u il ) sin (wg)) +d+a, (2.21)
v
d—>b 2 2 max
0= er®s <pmax cos (w3) ( Y+ v7) + pp sin (w;;)) + Gmazs (2.22)
v
0=ev® < c—a)cos (wg) + “maz — plc — @) sin (w4)) —c—b, (2.23)
v

_ 2 2\ _
Ozeﬁw4<‘qmamcos<w4>+(“ Y+ V) = e sin(wn)—pmm, (2.24)
1%

kde w3 :=v73, wy:=v1y aws € (0,21), wy € (0,27).

Ze soustavy rovnic (2.17) — (2.24]) poloZenim p, = pna, mizeme ziskat mezni
hodnotu M= Umaz & hOanty Pers Pimazy; —Qimaz, W1, W2, W3 1= W13, W4 = Wig.

Nyni vyjdeme z bodu na pfimce M, misto M,. Ozna¢ime —¢q. hodnotu ¢, pro
kterou trajektorie feSeni tlohy (12.16|) ve fazovém portrétu vychazejici z bodu
(—a, —qe) prochazi bodem (b,0) a je tvofend pouze jednou smyckou (viz obr.

2.14b)), tedy
w(0) = —a, u(0)=—qe, u(rs)=0b, u'(r5)=0, N(u)=—c,

kde 15 € (O, 27”) Pro —q., ziskdme vtahy

0 =eves ((c — ) cos (ws) + —r = 5(0 —9) sin (w5)) —c—b, (2.25)

(a— )W + V) = per
v

0 = —qe cos (ws) + sin (ws), (2.26)
kde ws := v75 a ws € (0, 27).
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Oznac¢ime —¢, hodnotu ¢, pro kterou trajektorie feseni tlohy ([2.16) ve fazovém
portrétu vychéazejici z bodu (—a, —¢.-) prochazi na konci prvni smyc¢ky bodem

(—a, —qu) (viz obr. 2.14b)), tedy

U(O) = —a, ul(o) = —qcr, U(TG) = —a, U’/(TG) = —qu, N(u) = —¢,

kde 74 € (E 3”).

v v

Pro —¢q, obdrzime

—Qer — p(c — a)
1%

0=ev“*( (c—a)cos (ws) + sin (wg) | — ¢ + a, (2.27)
( )

(a— ) + V) = per
v

0=eves ( — Qer cOs (wg) + sin (UJG)) + qu, (2.28)

kde wg := v76 a wg € (m, 37).

Ze soustavy rovnic ([2.21) — (2.28) muzeme poloZzenim ¢, = @nq. ziskat mezni
hodnotu H = l2maz & hOdDOty —Gery; P2mazy —42maz, W5, We, W3 1= Wa3, W4 1= Way4.

Véta 2.15. JestliZe existuje TeSent fiimaer SOUStavy TOUNIC - , v nichz
Pu = DPmaz, @ T€SENT lomar SOUStaVY rovNic - , v nichZ ¢u = Gmaz,
potom existuji mezni hodnoty lmaer G Pmax takové, Ze pro libovolné p < fhmar
zustavagi trajektorie reseni ulohy ve fazovém portrétu zacinajici v bodé
(b,p), P < Dmaz 0mezené pro T — +00.

Diikaz. Maximélni hodnotou fi,4, 0zna¢ime minimum z mnoziny {/t1maz, Homaz } -
Jestlize J€ tmaz = Himaz, POTOM 0ZNACIME Prnay = Plmaz- Jestlize J€ Umaz = H2mazx,
potom oznacime paz ‘= Pomaz-

V pfipadé, Ze tmar = timaz, J€ Pimae 1€JVYSSi hodnotou dosazitelnou z bodu (b, p)
bez prepnuti hysterezni smycky a soucasné hodnotou pro jeden uzavieny cyklus.
Z bodu (b, p) se proto nelze dostat do bodu (—a, —q), —¢ < —qimaz- A protoze
Himaz < HMomaz, zarovell neni mozné dostat se z bodu (—a, —q), —¢ > —qimaz do
(b,p), D> Pimaz- PTO fimaz = M2maz vSe plati podobné. O

Disledek 2.16. JestliZe existuji resent fiimae @ Uomae PTIslusnych soustav, potom
existuje mezni hodnota fimq. takovd, Ze pro libovolné p, p > 0, a 1 > fmaz Je
resent pocatecni ulohy (2.16) pro T — oo je neomezené.

Kvili nesymetrické hysterezni smycce pro p < pma. neplati vztah . Trajek-
torie feseni tlohy se ve fazovém portrétu rozviji okolo rovnovaznych bodt
(u,u') = (N(u),0), tzn. okolo bodu (d, 0) nebo bodu (—c, 0), a k pfepnuti dochézi
na polopfimkéach M,, M,, prou = bnebo u = —a, proto obecné wy # 27, wg # 2.

Pro pevné zvolené p mizeme z rovnic (2.21]) — (2.24)) nalézt pocateéni hodnotu

Pmaz Pro uzavieny cyklus s jednou smyckou a z rovnic (2.17) — (2.20) pocatecni
hodnotu p,,, pro kterou se feseni v prvnim cyklu pouze dotkne piepinaci hodnoty

(bez pfepnuti N (u)).

37



2.2.1 Numerické experimenty
Jako prvni uvedeme vysledky pro poc¢atecni ulohu (2.16) proa=1,b=2,¢c=3
ad=A4.

V softwaru Matlab jsme nalezli feSeni soustavy rovnic (2.17) — (2.24), v niz
Pu = Pmaz- Vysledky jsou nasledujici.

Mimaz = 0.0488, Der = 3.3333, Dimaz = 9.4054, Qimaz = 9.3817,

W1 = 54721, Wy = 45033, Wiz = 42601, W14 = 64992,
lomar = 0.0547, o = 3.0452,  pomas = 4.8227,  Goman = 4.8212,
ws = 95.3315, we = 4.6098, wog = 4.3583, woy = 6.4627.

Pro hodnotu 1,4, plati piime: = mMin{ fimaz, f2maz |-

Zvolime-li pevné p = 0.04 < f1mqz, ziskdme ze soustavy rovnic (2.17)) — (2.20))

Per = 34417, p, = 4.7567, w, = 5.2685, w, = 6.4075,

a ze soustavy rovnic (2.21)) — (2.24))

Dimaw = 64643, Qe = 6.4156, wy = 4.3394, w, = 4.1133.

Pokud tedy zvolime p = 0.04, p = 6.4643 trajektorie feSeni ulohy (2.16) ve
fazovém portrétu tvori uzavieny cyklus s jednou smyckou (viz obr. [2.15)).

AR (0
RULETE AN

Obréazek 2.15: (a) Graf feSeni u(t) tlohy (2.16) proa =1,b =2, ¢ = 3, d = 4,
= 0.04, p = 6.4643, (b) fazovy portrét.

o

i

Pro 4 =10.04, p=5 ipro pu=0.04, p = 6 ziistava feseni omezené pro T’ — 400,
zatimco pro p = 0.04, p = 7 feSeni pro T — 400 omezené nezistane (viz

obr. [2.16).
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(e) \\ -100+

Obrazek 2.16: Grafy feSeni u(t) tlohy (2.16) proa = 1,0 =2, ¢=3,d =4
a (a) pro p = 0.04, p = 5, (b) pro p = 0.04, p = 6, (e) pro p = 0.04, p = 7,
(b), (d), (f) pFislusné fazové portréty.

(f)
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Pro zvolené p = 0.05, p1mar < ¢ < H2mae Obdrzime
Pmaz = 9.2813,  Gmaz = 5.2616, w3 = 4.5249, w, = 4.2799.

Polozenim p = 0.05, p = 5.2813 ziskdme uzavieny cyklus s jednou smyckou (viz
obr. . Pro p=0.05, p = 4.8 se trajektorie feSeni tlohy ve fazovém
portrétu zdaji zpo¢atku omezené (protoze p < pomaz), ale nejsou omezené pro
T — +oo (protoze fiime: < f) a pro u=0.05, p=>5.5 se trajektorie FeSeni
ulohy ve fazovém portrétu rozviji stéle vice jiz od zac¢atku (viz obr. .

u
10/\ /\ A /\
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ L,
5 10 15 20 25 30

s

|
@
T

100+

501

NA A AMMAAAAAAAA”A t

VYW W,V VVVOMVVVUUU

=501

(1)
Obréazek 2.17: Grafy feSeni u(t) tlohy (2.16) proa =1, b =2, ¢ =3,d = 4
a (a) pro up = 0.05, p = 5.2813, (c) pro pu = 0.05, p = 4.8, (e ) = 0.05,

p="5.5, (b), (d), (f) ptislusné fazové portréty.
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A pokud zvolime p = 0.06, @ > fi9mq: dostaneme pro uzavieny cyklus s jednou
smyckou

Doz = 43577, Gomaw = 4.3806,  wy = 4.7045,  w, = 4.4473.

Pro u = 0.06, p = 4.3577 ziskdme uzavieny cyklus s jednou smyckou (viz
obr. 2.18). Pro u = 0.06, p = 4.2 i pro u = 0.06, p = 4.8 jsou trajektorie feSeni
ulohy ([2.16]) ve fazovém portrétu pro 7' — +o0o neomezené (viz obr. [2.18)).

Obrazek 2.18: Graf feSeni u(t) tlohy (2.16) proa = 1, b =2, ¢ = 3,d = 4
a (a) pro p = 0.06, p = 4.3577, (c) pro p = 0.06, p = 4.2, (e) pro p = 0.06,
p=4.8, (b), (d), (f) pfislusné fazové portréty.
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Jako druhé uvedeme vysledky pro pocate¢ni ulohu (2.16) proa =1,6=3,c=4
ad=2.

Resenim soustavy rovnic (2.17) — (2.24), v niZ p, = Pmaa, je
Himaz = 0.0814, Per = 1.9424, Plmaz = 3.4048, Qrmaz = 3.7886,

w1 = 43022, Wy = 35510, Wiz = 49644, W14 = 60829,
lomar = 0.0459, o = 4.4458,  pomas = 6.0446,  Gomar = 6.5901,
ws = 95.3374, wg = 3.4114, wy3 = 4.44506, wyy = 6.4432.

Nyni plati Momaz = min{llflmawa ,U2max}~

\% pfipadé’ ze no= OO?) b= 3 (t.] Homaz < M < Himaz, P < Pimax < p2maa:)7
ziskdme neomezené trajektorie a napiiklad pro p = 0.04, p = 3.4048 (1 < f2maz,
Pimaz < D < Pamaz) Omezené feseni pro T'— +oo (viz obr. [2.19)).

v
60

™~

(c)

Obrazek 2.19: (a) Graf feseni u(t) tlohy (2.16) proa =1,b =3, c =4, d = 2,
w = 0.07, p =3, (b ) fazovy portrét, (c) graf feseni u(t) tlohy (2.16|) pro a = 1,
b=3,c=4,d=2, u=0.04, p=3.4048, (d) fazovy portrét.
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Poslednim konkrétnim piikladem mtize byt pocatecni tloha (2.16) pro a = 3,
b=4,c=2ad=1.

Vysledky jsou

Himaz = 0.08016, Der = 0.7967, Dimaz = 3.9471, Qimaz = 4.9963,

wy = 3.4057, wy = 3.1688, wig = 3.9871, wig4 = 5.5751,
Homaz = 0.0539, Ger = 4.6487, D2maz = 9.7018, G2maz = 6.9381,
ws = 4.5519, we = 3.2093, was = 3.8278, wag = 6.2220.

Tedy Homax = min{ﬂ/lmaxa ,u2max}-

Pokud zvolime p = 0.07,p = 3.2 (ftomaz < f < fmaz, P < Plmaz < P2maz), Pudou
trajektorie feSeni tlohy ([2.16)) ve fazovém portrétu neomezené pro 1" — +o00, ale
Pro ft = fimar = 0.08016, p = Primae = 3.9471 dostaneme uzavieny cyklus (viz

obr. [2.20)).

)
T

I

N
T

Obrazek 2.20: (a) Graf feseni u(t) tlohy (2.16) proa =3,b =4, c=2,d = 1,
w=0.07, p = 3.2, (b) fazovy portrét, (c) graf feseni u(t) tlohy (2.16) pro a = 3,
b=4,c=2,d=1, u=0.08016, p = 3.9471, (d) fazovy portrét.
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Kapitola 3

Okrajové ulohy s hysterezni
smyckou

Okrajovou ulohou pro obyc¢ejnou diferencialni rovnici druhého fadu s hysterezi
F(t,u,u',u") =0, (3.1)

kde u = u(t), t € [t1,ts) CR a F : R* = R je zobrazeni s hysterezi, rozumé&jme
tlohu najit jedenkrat spojité diferencovatelnou funkci u : [t1,t2] — R, kterd
splituje diferencidlni rovnici (3.1)) pro skoro vSechna t € [t1, t5] a zaroveii pro dana
¢isla ug; € R, upe € R spliiuje okrajové podminky. Typickym pfikladem okrajo-
vych podminek jsou dvoubodové okrajové podminky:

e Dirichletovy wu(t1) = o1, u(ts) = uog,
e Neumannovy u'(t1) = w1, v (t2) = ugg,

® Newtonovy Klu(tl) + Kgul<t1) = Up1, K3u(t2) + K4u’(t2) = Up2, kde Kl,
Ky, Kj3, K, € R\ {0}.
Jinym typem okrajovych podminek mize byt nasledujici priklad s integralni pod-
to

minkou: u(t1) = uo1, [ u(x)dr = ugs.
t1

Jestlize plati ug; = ugy = 0, potom nazyvame okrajové podminky homogenni.

V nésledujicim textu se zaméfime zejména na okrajovou tlohou s homogennimi
Dirichletovymi podminkami

Q, U > _’ul(0)|aa

u' + N(u)u=0, N(u)= {ﬁ, w < [ (0)]b, (3.2)

kde u = u(t), t € [0,7], « € R, 8 € R, a > 0, b > 0 a N(u) pfedstavuje
skok s hysterezi (vyznam pouziti hodnot |u'(0)| ve skoku s hysterezi bude zfejmy
pozdéji). To znamend, Ze pro vSechna u € [—|u/(0)|a, |v’'(0)|b] mize N nabyvat
dvou hodnot a prifazeni hodnoty « nebo [ zavisi na predchozim stavu. Dokud
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plati u < |u/(0)|b, pfifazujeme u hodnotu (3, a naopak dokud plati x > —|u/(0)|a,
pritazujeme u hodnotu a.

Pro pevné dané hodnoty a, b a libovolné «, 8 existuje vzdy trivialni feseni okrajové
ulohy , pro nékteré hodnoty «, § ovSem existuje také jeji netrivialni reseni.
Nalezneme proto mnozinu vSech dvojic («, /3), pro ktera ma uloha netrivialni
feSeni, a na zavér opét uvedeme nekolik prikladt s numericky ziskanymi vysledky.

Jelikoz teorii tloha (3.2)) navazuje na linearni tlohu a tlohu s jednoduchym sko-
kem, které jsou obé jejim specidlnim (limitnim) pf¥ipadem, zaméfime se nejprve
na tyto dva typy tloh a az poté uvedeme tlohu (3.2]). Vysledky pro linearni tlohu
a tlohu s jednoduchym skokem jsou z literatury zndmé (viz [10], [16]), nové budou
vysledky pro tlohu (3.2).

3.1 Linearni uloha
Uvazujme okrajovou tlohu

"+ xu =0
{u + Au ) (3.3)

u(0) =u(m) =0,
kde u = u(t), t € [0,7] a A € R. Uloha (3.3)) je specidlnim piipadem tlohy (3.2)),
vniz A =a=7.
Uloha (3.3)) je linearni. Plati nasledujici.

1. Pokud je u feSenim ulohy (83.3), potom je také Au, A € R, feSenim tulohy
(3.3), nebot (Au)” + AAu = A(u” + Au) = 0 a Au(0) = Au(m) = 0.

2. Pokud jsou u a v feSenim tlohy (3.3)), potom je také soucet u + v feSenim
tlohy (3.3)), nebot (u 4+ v)” + Au +v) = (v’ + M) + (V" + Av) = 0 a
u(0) + v(0) = u(m) + v(w) = 0.

Nalezneme obecné feSeni rovnice v’ + Au = 0. ReSeni piedpokladédme ve tvaru
u = e*, kde z € C najdeme pomoci charakteristického polynomu z? + A = 0.
Rozlisujeme nasledujici tii pripady.

e Pro A < 0 ma charakteristicky polynom dva realné riizné kofeny z; = v/ — A,

29 = —v/—A\ a fundamentalni systém je tvaru {emt, e_\/:\t}. Linearni
kombinaci
V=Xt —V/=At
¢ +2€ = cosh (V—=M\t),
6\/375 . e—ﬂt
5 = sinh (V —A\t)

ziskdme jiny fundamentalni systém {cosh (v/—At), sinh (v/—At)} a FeSeni
zapiSeme jako u(t) = C cosh (v —At)+Cysinh (vV—At), kde Cy € R, Cy € R.
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e Pro A = 0 ma charakteristicky polynom jeden dvojnasobny realny koien

z = 0, fundamentalnim systémem je {1, t} a feSeni lze zapsat ve tvaru
U(t) = 01 + Cgt, kde Cl € ]R, CQ € R.

e Pro A > 0 ma charakteristicky polynom dva komplexné sdruzené kofeny
21 = Vi, 23 = —V/\i a fundamentélnim systémem je {e¥ i eV} Je-
li feSenim rovnice komplexni funkce, potom jsou fesenim také realna a
imaginarni ¢ast této funkce (viz [8, s. 95]), diky ¢emuz muZeme ziskat re-
alny fundamentalni systém {cos (v/At), sin (V/At)} a fedeni zapsat ve tvaru
u(t) = Cy cos (VAt) + Cysin (VAL), kde C; € R, Cy € R.

Obecné feseni diferencialni rovnice u” + \u = 0 je
C1 cosh (vV—=At) + Cysinh (vV—=At), X <0,
u(t) =  C1 + Cat, A =0, (3.4)
C1 cos (VL) + Cysin (VAL), A >0,

kde C; ER, CyeR.

3.1.1 Bodové spektrum

Cisla A, pro kterad mé tloha ([3.3) netrivialni feseni, se nazyvaji vlastni ¢isla. Od-
povidajicim netrivialnim feSenim se rika vlastni funkce. Mnozinu vSech vlastnich
¢isel nazyvadme bodové spektrum a znacime jej o.

Vé&ta 3.1. Vliastni ¢isla dlohy (3.3)) jsou A = k*, k € N, a prislusné viastni funkce
magi tvar u(t) = Cysin (kt), k € N, Cy € R\ {0}. Bodové spektrum tlohy (3.3)
jeo={A=k* ke N}

Diikaz. Pro stanoveni vlastnich ¢isel a vlastnich funkei tlohy (3.3)) je t¥eba nalézt
netrivialni feSeni okrajové tlohy ({3.3). Procez urc¢ime konstanty Cy, Cy z obec-
ného teseni (3.4) tak, aby byly splnény dané okrajové podminky.

e Pro )\ < 0 ziskdme dosazenim obecného Feseni (3.4) do okrajovych podmi-
nek soustavu dvou rovnic o dvou neznamych C4, Cs

C1 cosh (0) + Cy sinh (0) = 0,
C cosh (V—Arm) 4+ Cysinh (v —A1) = 0.

Z prvni rovnice plyne, zZe konstanta ' je nulova, z druhé rovnice dostaneme
také Cy = 0. Okrajova tloha (3.3) mé pro A < 0 pouze trivialni FeSeni
u(t) = 0.

e Pro A\ = 0 dostaneme soustavu

01—|—0:0,
01+CQ7T:0,

z které je ztejmé, ze C; = Cy = 0 a okrajova tloha (3.3) ma pro A = 0 opét
pouze trivialni feSeni.
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e Pro A > 0 dostaneme soustavu
C1 cos (0) + Cysin (0) = 0,
C cos (V) 4 Cysin (V) = 0.
Z prvni rovnice plyne C| = 0, ¢imz se druha rovnice zjednodusi na tvar
Cysin (V) = 0.

Tato rovnice je splnéna, pokud i Cy = 0, tim ziskame trivialni feseni, nebo
pokud je sin (VAr) = 0, tedy VAr = kr, A = k%, kde k € N. Vlastni
¢isla maji proto tvar A\ = k? (n&kolik prvnich vlastnich ¢isel viz obr. |3.1)
a prislusné vlastni funkce jsou u(t) = Cysin (kt), kde k € N, Cy € R\ {0}
(nékolik vlastnich funkei viz obr. [3.2)).

O

0 5 10 15 20 25

Obrézek 3.1: Bodové spektrum o.

05 10 15 20 25 3.0

(a)

Obrazek 3.2: Vlastni funkce tlohy (a) u(t) = sin(t), (b) u(t) = sin (2t),
(c) u(t) = sin (3t), (d) u(t) = sin (4¢).

3.2 Uloha s jednoduchym skokem

Uvazujme okrajovou ulohu

a, u >0,
w4+ Nu)u=0, N(u)=<0, u=0,
B w<0 (3.5)

u(0) = u(m) =0,
kde u = u(t), t € [0,7], « € R, f € R a N(u) pfedstavuje jednoduchy skok.
Speciélnim limitnim pfipadem tlohy (3.2)) pro a — 0, b — 0 je tloha

a, u >0,

u' + Nu)u=0, N(u)= {B w0 (3.6)

u(0) = u(m) =0,
kde u = u(t), t € [0,7], « € R, f € R a N(u) je skokem s hysterezi.
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Diky pozadavku na spojitost a hladkost (zobecnéného) feseni tilohy (3.5)) a tlohy
(3.6 jsou feseni uloh (3.5) a (3.6 stejna, a proto lze povazovat obé tlohy za

ekvivalentni.

Uloha (3.5) (stejné jako tloha ([3.6])) neni linearni, ale je pozitivné homogenni.
Pokud je u FeSenim ulohy (3.5, potom je také Au, A > 0, FeSenim ulohy (3.5),

nebot v rovnici

a, Au>0,
(Au)” + N(Au)Au =0, N(Au)=<0, Au=0,
B, Au <0,
lze konstantu A zkratit, dostaneme
a, u >0,
u"+ N(Au)u =0, N(Au)=N(u)=<0, u=0,
B, u<0
a nulové okrajové podminky ziistavaji zachovany.
Diferencialni rovnici
a, u>0,
v+ Nwu=0, Nu =<0 u=0,
67 u < 07
lze napsat také ve tvaru
" +out — Bu” =0, (3.7)
kde u* := max{u, 0} je kladnou ¢4sti funkce u, u~ := max{—u, 0} je zadpornou

¢asti funkce w a plati v = vt — u™ (ukézka kladné a zaporné ¢asti funkce viz

obr. .

u ut U

Nf\ W\J\ /\W\

0\/\/\/to t 0

(a) (b) (c)

Obrazek 3.3: (a) Funkce u, (b) jeji kladné éast u™, (c) jeji zdporna ¢ast u~.

3.2.1 Fucikovo spektrum

Dvojice ¢isel (o, 8) € R?, pro kterou mé tloha (3.5 netrivialni feseni, se na-
zyva Fucikovo vlastni c¢islo. Odpovidajicim netrividlnim fesenim se fika Fucikovy
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vlastni funkce. Mnozinu vSech Fuc¢ikovych vlastnich ¢isel nazyvame Fucikovo spek-
trum, znacime jej ¥ a systému kiivek, ze kterého se Fucikovo spektrum sklada,

fikame Fucikovy vétve.

Fucikovym spektrem okrajové tilohy pro diferencidlni rovnici (3.7)) s homogennimi
Dirichletovymi podminkami se vénoval jiz S. Fucik (viz [10]) a napf. s integralni

podminkou N. Sergejeva (viz [16]).

3
Véta 3.2. Fucikovo spektrum dlohy (3.5)) je 3 = U M}, kde

k=1

:1,n€N},

NG :1,n€N},

.n—l n

=+ =Lnen}.

Diikaz. Abychom nalezli pfedpis pro Fucikovo spektrum, budeme postupovat na-

sledovné.

1. Nejprve uvazujme, Ze na intervalu (0,7) funkce u(f) neméni znaménko,
neboli na intervalu (0, 7) neni nulovy bod.

(a) Prowu(t) > 0serovnice z tlohy zjednodusi na rovnici u” + au = 0.
Obecné Teseni takovéto rovnice zname. Okrajové podminky lze splnit
tak, abychom ziskali netrivialni feseni, pouze pro a > 0. Reseni m4
tvar u(t) = C'sin (t), C' > 0, a prvni Fuc¢ikova vétev je tvofena pfimkou
a =1 (Fuéikova vlastni ¢isla jsou tvaru (1, 8), kde g € R).

(b) Pokud je u(t) < 0, potom dostaneme rovnici u” + fu = 0. Prvni
Fucikova vétev je tvorena také primkou 5 = 1.

2. Uvazujme pravé jeden nulovy bod 7 na intervalu (0, ).

(a) Nejprve proberme variantu, kdy feseni je na intervalu (0, 7) kladné a na
intervalu (7, ) zaporné. Smysl ma opét uvazovat pouze a > 0 a 3 > 0.
Reseni ma na intervalu (0, 7) tvar u; (t) = C; sin (v/at), C; > 0, ana in-

tervalu (7, 7) tvar uy(t) =

—Cysin (v/B(t — 7)), Cy > 0. V bodé napo-

jeni kladné a zaporné pulvlny plati u(7) =0 = tl_l)I}l_ uy () = tl_l)rTr:_ us(t)

au(r) = tlﬁiITni uy(t) = t£§1+ uy(t). Z podminky tlirg uy(t) = 0 dosta-

neme \/ar = 7, 7 = = a z podminky 1tl_i}r;nJr us(t) = 0 dostaneme

VBr—7)=m T=m—

vétve

neboli

, ¢imz ziskame predpis druhé Fucikovy

Sh

3

ﬁa

Bk

+

5l-
Sl

20



Z podminek u/(7) = tlim uy(t) = tlim+ uy(t) dostaneme vztah pro kon-
—T— —T

stanty Cy = C’l\/Ta, ktery v misté napojeni ptlvln zajistuje hladkost
reseni.

(b) Uvazujme, Ze na intervalu (0, 7) méame zaporné feSeni a na intervalu
(7,m) FeSeni kladné. Provedeme-li postup analogicky, dostaneme to-
tozny predpis.

3. Uvazujme vice nulovych bodi na intervalu (0, 7). Podle poctu kladngch
a zapornych ptlvin na tomto intervalu ziskdme dalsi predpisy Fucikovych
vétvi (viz obr. . Kladna pilvlna mé délku 7=, zapornd ptlvlna ma délku
%, interval je delky 7 a pocet kladnych a zapornych ptlvin se muize lisit
nejvyse o jednu, nebof po kladné pilviné nasleduje vzdy pilvlna zaporna
a naopak. Fucikovym spektrem tlohy je proto pravé mnozina > (néko-
lik prvnich Fuéikovych vétvi viz obr. [3.5] ¢ pfiloha [B] a nékolik Fuéikovych
vlastnich funkci viz obr. .

O

Obréazek 3.4: llustrace odvozeni nékolika predpisi Fucikovych vétvi podle poctu
kladnych a zapornych pilvin na intervalu (0, 7).

Pozndmka. Vsimnéme si nasledujiciho.

1. V8echny dvojice (A, ), kde A je vlastni ¢islo tlohy (3.3)), patii do Fucikova
spektra ¥, nebot pro a = 3 se tloha (3.5 zredukuje na tlohu (3.3).

2. Nulové body na intervalu (0, 7) 1ze vyjadtit pomoci prvniho nulového bodu.
Napft. uvazujeme-li pravé dva nulové body 7 < 7 na intervalu (0, 7) a feSeni

na intervalu (0, 7;) kladné, potom plati 7, = 7 + 75
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3. Z predpisu Fucikova spektra X lze ziskat asymptoty jednotlivych Fucikovych
vétvi. Asymptotami Fuéikovych vétvi rozumime systém primek oo = ao (1),
B = P(n), n € N, kde ay(n) = lim X, B(n) = lim 3.

B—ro0 a—+00

Asymptotami n-té vétve, jejiz predpis je obsaZen v mno#iné M:, jsou
pifmky a = n?, 8 = n?, n € N. Asymptotami n-té vétve z mnoZiny M-
jsou ptimky a = n?, B = (n — 1)? a n-té vétve z mnoZiny M- jsou piimky
a=(n-1)72 B=n*neN.

-5}

Obrazek 3.5: Fuc¢ikovo spektrum ..

0.6

u u u
1.0 1.0
0.2
08
05
t

02 -05

t -0.2
04 E 05 10 15\ 20 25 3

(d) (e) (f)

Obrazek 3.6: (a) — (e) Nekteré Fucikovy vlastni funkce a (f) odpovidajici Fuéikova
vlastni ¢isla zvyraznéna ve Fucikové spektru 3.

t
05 1.0 15 2.0 25 3.0
0.1
0.2 -



3.3 Uloha se skokem s hysterezi

Uloha ([3.2)) je, stejné jako tlohy (3.5) a (3.3), pozitivné homogenni. Pokud je u
feSenim tulohy (3.2), potom je také Au, A > 0, feSenim tlohy (3.2)).

V rovnici

a, Au>—|Ad(0)a,

(Au)" 4+ N(Au)Au =0, N(Au)= {57 Au < |Au'(0)b,

lze konstantu A zkratit

a, u>—u(0)|a,

u"+ N(Auju =0, N(Au) = {B w < [ (O

pro hysterezni smycku dostaneme
N(Au) = N(u)
a nulové okrajové podminky ztstavaji zachovany.

Budeme se opét zabyvat pouze netrivialnim feSenim ulohy, tedy neuvazujeme
u'(0) = 0, nebot z véty o jednoznacnosti (viz [§, s. 73]) pro pocatecni tlohu 2. fadu
plyne, Ze feSenim ulohy (3.2) pro «/(0) = 0 je pouze trividlni feSeni. Proto plati
|/ (0)]a > 0 a |u/'(0)|b > 0.

Jelikoz kazdy kladny nasobek FeSeni ulohy (3.2)) je rovnéz feSenim tlohy (3.2),
zvolime |u/(0)| := 1 a rovnice s hysterezni smyckou se zjednodusi na tvar

o, U > —a,

u' + Nuwu=0, N(u)= {5 u;b

Mame-li funkci u, potom a-¢asti funkce u rozumime ty casti funkce u, kde se
realizuje ¢len « hysterezni smycky N(u) a [S-¢asti rozumime ¢asti funkce u, kde
se realizuje ¢len ( hysterezni smycky N(u) (ukdzka a-¢asti a S-Casti funkce viz

obr. [3.7)).

Obréazek 3.7: (a) Funkce u, (b) jeji a-¢ast (zelend) a [-ast (oranzovd).
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Hysterezni smycka N(u) je mnohozna¢né zobrazeni a hodnota N (u(0)) neni jed-
noznacné dana, rozlisime proto dva pfipady. V pfipadé 1 pro «/(0) = +1 zvolime
N(u(0)) := a a pro u/(0) = —1 zvolime N(u(0)) := 3 (viz obr. [3.8a). Naopak
v pifipadé 2 pro «/(0) = +1 zvolime N(u(0)) := S a pro «/(0) = —1 zvolime
N (u(0)) := a (viz obr. [3.8D)).

N
o o
! : ! |
L : l i
B 5}
—a b U —'a b U

Obréazek 3.8: Nazorné schéma pocateéniho stavu u hysterezni smycky (a) v pii-
padé 1, (b) v pfipadé 2.

V nésledujicim textu nejprve ukazeme rozdily mezi ptipady 1 a 2 na tloze se
symetrickou hysterezni smyckou, v niz uvazujeme a = b, a poté uvedeme 1. ptipad
ulohy s nesymetrickou smyckou (2. ptipad je analogicky).

3.3.1 Zobecnéné spektrum

Dvojici ¢isel (a, 3) € R?, pro kterou m4 tloha (3.2)) netrividlni feseni, nazjvejme
zobecnéné vlastni c¢islo a odpovidajici netrivialni feSeni zobecnéné vlastni funkce.
Mnozin€ vSech zobecnénych vlastnich cisel fikejme zobecnéné spektrum a oznacme
jej S.

3.3.2 Uloha se symetrickou hysterezni smyc¢kou — piipad 1

Prvnim pripadem tulohy se symetrickou smyckou rozumime tlohu

( o, U > —a,

u" + N(u)u =0, N(u):{ﬁ, i<a

u(0) = u(m) =0,

W) =1, 39
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Véta 3.3. Zobecnénym spektrem ulohy (3.8} . ) je S1 = U Mksl, kde

k=1
s 2
Mllz{(a,B)ER,oz<a2.
ﬂnLiaurcsm(a\/_)+ﬂ— ! arcsin | ————— | =7, neN
\/a \/a \/B \/B a2+1752a ’ ’
1 n n—1
M+ = R’ a<—: — =1 N
2 {(O[,B) c , (& a2 \/a+ \/B ; nc }7
1
Mflz{(a,ﬁ)ERz,azgz a:k:Q,k:GN},
Sy 2 1
M4 :{(Oé,ﬁ)GR,ﬁ<¥:
= - (av/5)
arcsin | ———— arcsin( a =7m, neN
NG \F — f f VB }
MY =< (o, B) € R? ﬂ<l nl Ly heN
5 ) ) CL2 \/a \/B_ ) )

Mﬁslz{(a,ﬁ)eRz, 52%: 8=k keN}.

Dikaz. Dikaz ukdzeme pouze pro u'(0) = 1, tedy N(u(0)) = «, nebot pro
u'(0) = —1 bychom postupovali analogicky.

1. Nejprve uvazujme, Ze na intervalu (0, ) je funkce u(t) > 0, tedy neni zde
ani bod prepnuti. Rovnice z tlohy se zjednodusi na rovnici v”+au = 0.
Smysl mé uvazovat pouze o > 0. ReSeni m4 tvar u(t) = sin () a prvni vétev
je tvorena piimkou o = 1.

2. Uvazujme pravé jeden bod piepnuti 7 na intervalu (0, 7). Smysl mé opét
uvazovat pouze o > 0 a > 0. Z podminek «(0) = 0, v/(0) = 1 dostaneme
na intervalu [0, 7] tvar feseni u,(t) = \/La sin (y/at) a z podminky u(m) = 0
tvar feSeni uy(t) = C'sin(v/B(t — 7)), C > 0 na intervalu [r,7]. M4-li
dojit na intervalu (0, 7) k pfepnuti musi byt amplituda feseni u; vétsi nez
hodnota a, tj. musi platit — T >0 a< g 5. V bodé napojeni a—Casti a f—Casti
viny plati ui(7) = us(7) = —a a ul(T) = uh(7). Z podminky u;(7) = —a
dostaneme

sin (var) = —av/a,
kde /ar € (m,37), tedy
Vvar = —arcsin (—av/a) + T,

1 :
NG (7 + arcsin (av/a)) .

T =
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A z podminky uy(7) = —a dostaneme
: a
sin (v/B(r — 7)) = el
kde /B(t — ) € (—m, —3), tedy

\/B(T — ) = — arcsin <—%> -,

1 . a
T=— (—7r <+ arcsin (—)) + .

VB

Dohromady ziskdame ptedpis druhé vétve
1 (7T + arcsin (m/&)) - L (7r — arcsin <£)> = 7.
va VB C

Z podminky «/ (7) = ub(7) dostaneme vztah pro konstantu C', ktery v misté
napojeni ¢asti vin zajistuje hladkost feSeni. Dostaneme

%cos (vVar) = C+y/Bcos (/B(1 — 7)),

cos (7 + arcsin ( a\/_ C\/_ B cos (—71' + arcsin (%)),
— cos (arcsin (ay/ar)) = —C'\/f cos (arcsin (%))
Protoze plati cos? () = 1 — sin? (7), vatah se zjednodusi na
1 — sin? (arcsin (av/a)) = C*B <1 — sin® (arcsin (%))) ,

1—a2a:C’26(1—a—2)
cz)’
1— a2«

/6 Y

C=4/a®+

nebof uvazujeme a < a% a C' > 0. Evidentné pro amplitudu C' také plati
C > a, plati C' > a pravé tehdy kdyz plati o < a%

. Uvazujme vice boda pfepnuti na intervalu (0, 7). V mistech, kde u(t) = a
a kde u(t) = —a, se diky symetrii systému zachovava stéle stejna velikost
derivace feSeni. Z véty o jednoznac¢nosti (viz 8 s. 73]) pro pocatecni tlohu
2. tadu plyne, ze opakujici se ¢asti feseni jsou na podintervalech stejné.
Dalsi predpisy vétvi proto ziskame, secteme-li délky a—cCasti a f—¢asti vin
na intervalu (0,7) a dame-li tento soucet do rovnosti s délkou intervalu 7

(viz obr. [3.9).

. Uvazujme, Ze na intervalu (0, ) funkce wu(t) méni znaménko, ale neni zde
zadny bod prepnutl Takova situace nastava pro f <a, a> 1 . Rovnice
z ulohy (3.9) se opét zjednodusi na rovnici v” + au = 0. V oblasti, kde
a > a%, je f"eéenim tlohy u(t) = %sin (kt), k € N a vétve maji tvar
a =k
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Pokud dame vSechny pfedpisy dohromady, dostaneme pravé spektrum S; (spek-
trum S viz obr. a piiloha Bl a zobecnéné vlastni funkce viz obr. [3.11)).

2 s —
+A+Z —B+B+ L +A=1 =

Obrazek 3.9: Tlustrace odvozeni nékolika predpisi vétvi podle a—¢asti a [—Casti
vln na intervalu (0, 7).

] [

I

(a) (b)

Obrazek 3.10: (a), (b) Zobecnéné spektrum S; pro a = 0.21 (modré) a Fuéikovo
spektrum ¥ (oranzové).

Poznamka. Vsimnéme si nasledujiciho.

1. Pro mnoziny MjJ*, M2' zobecnéného spektra Sy a My, M3 Fudikova spek-
tra X plati

MJ* ¢ My, M c M

o7



(feseni odpovidajici stejnému bodu zobecnéného spektra S; a Fucikova

spektra ¥ viz obr. [3.12)).

Body pfepnuti na intervalu (0, 7) 1ze vyjadfit pomoci prvniho bodu piepnuti.
Napf. uvazujeme-li pravé dva body pfepnuti 77 < 7o na intervalu (0,7)
a FeSeni na intervalu (0, 7;) kladné, potom plati 7, = 7 + \/lﬁ

Z predpisu zobecnéného spektra S; lze ziskat asymptoty jednotlivych vétvi.
Asymptotou n-té vétve, jejiz predpis je obsazen v mnoziné Mls ! je primka

9 (2n+1)2>
)T 4

nm

— 1 . _ i
a = Qu, kde NG + Jaz arcsin (a ocoo) = T, priemz a, € (n

a n € N. Asymptotou n-té vétve, jejiz predpis je obsazen v mnoziné MQS '
je piimka a = n% n € N.

Mnoziny Mlsl, M251, Mfl, Mgl, které tvori zobecnéné spektrum Sy, popi-
suji konecny pocet vétvi. Pro a > 1 pro tyto mnoziny plati

MY = M3 = M = M2 = ).

Véta 3.4. Pro Fucikovo spektrum X ulohy (3.5) a zobecnéné spektrum Sy lo-
hy (3.8) plati

a—0
Diikaz. Pokud a — 0, potom
1
lim — = 400
a—0 a2

a pro vétve zobecnéného spektra S; dostaneme

nmw 1

1
lim M = lim {ﬂ + —=arcsin(av/a) + —= — —= arcsi (*) =
o2

Va o Ja

lim M3" = ),
a—0

1 1
lim M;" = lim {ﬂ - = arcsin (+> + n_; + — arcsin(a\/g) -

lim Mg = ()

a—0

Neboli plati lim S; = . O
a—0
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a
5.7 5 10 15 20 2% 30

(c)

N

a
5,7 5 10 15 20 2% 30

(f)

A

v
<
15
10
5

a
-5 7 5 10 15 20 2% 30

(1)

\

Y

a
-5 f 5 10 15 20 % 30

)

Obrazek 3.11: (a) — (1) N&které zobecnéné vlastni funkce a odpovidajici zobecnéna
vlastni ¢isla zvyraznéna v zobecnéném spektru S; pro a = 0.21.

©

N o s o

71

Obrézek 3.12: (a), (b) ReSeni u(t) odpovidajici stejnému bodu («, 3) zobecnéného
spektra Sy (modrd) a Fucikova spektra 3 (oranzova) pro u/(0) =1 a a = 0.21.
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3.3.3 Uloha se symetrickou hysterezni smyckou — piipad 2

Nyni fesme tlohu

( o, U > —a,
u” + N(u) 0, N(u):{ﬁ, i<a
u(0) = u(m) =0,
(O] =1, 39
_ )8, w(0) =+1,
¥(w0) = {m o

8
Véta 3.5. Zobecnéné spektrum dlohy (3.9) je So = U MkSQ, kde
k=1

M2 = {(a,ﬁ)GRQ, a<0:

=

L arcsi ¢ + ! argsi h( )
— — arcsin rgsinh (av—a) =7 3,
VB a? + —1_520‘ V—a

1
Mfzz{(a,ﬁ)€R2, 0<a<¥:

(n\—/é)ﬂ+\/laarcsm(a\/_) Vi \/lﬁarcsm(@) =, nEN},
M§2={( ,B) € R?, 0<oz<i T+T l,nEN},
Mf2:{(oz,ﬁ)€R2, QZ%Z o = k?, kGN},

M;? = {(a,m €R’, B<0

% = %arcsin ( - a 1 25) + Vl_ﬁargsinh (a\/ —5) = W},
a? + —== B

nrt 1 _ a (n—1)7r
 _ _~_ aresin + arcsin B)=m neN3,
Ja Ja ( 2 1a2ﬁ) VB \/_ ( \/—> }
1
Mf?:{(a,ﬁ)eR2,0<,3<a— —” —” =1, nGN}

M§2:{(aﬁ)eR2 5>_ B =k N}
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Diikaz. Dikaz ukdzeme pouze pro u'(0) = 1, tedy N(u(0)) = S, nebot pro
u'(0) = —1 bychom postupovali analogicky.

1. Uvaiujme pravé jeden bod pfepnuti 7 na intervalu (0, 7). Musi tedy platit
f < =. Smysl ma nyni uvazovat i zdporné § a o > 0. Z podminky u(7) = 0

dostaneme na intervalu |7, 7] tvar feSeni us(t) = —C'sin (va(t — 7)), C > 0,
a z podminek u(0) = 0, «/(0) = 1 dostaneme na intervalu [0, 7] tvar feSeni

(a) Pro g < 0je ui(t) = ﬁ sinh(v/—pft). Z podminek uy (1) = us(7) = a
dostaneme predpis prvni vétve v oblasti, kde § < 0, a > 0,

\;T_ \/_ arcsin ( a) + \/%_5 argsinh (a\/—_ﬁ> =7

a z podminky v} (7) = u4(7) ziskdme vztah pro konstantu C'

1—a?p
—

C=\/a>+

(b) Pro 5 =0 jeuy(t) = t. Z podminek uy (1) = ua(7) = a a uj (1) = uy(T)
dostavame

b
Ja

1
C=\la*+ —.
a

(c) Pro0 < 8 < a% je uy(t) = \/LBsin(\/Bt) a predpis pro prvni vétev
v této oblasti vyjde

1
arcsin (a\/f) + T~ aresin (2> =,
a

a
rcsm< )+a:7r,

Bk

kde

1
VB
kde

1_ 2
C =1/a?+ aﬁ.
a

Vyrazy pro C maji ve vSech tfech pfipadech smysl, nebot uvazujeme § < a%,
a>0a C > 0. Evidentné pro amplitudu C' také plati C' > a.

2. Uvazujme vice bodi prepnuti na intervalu (0, 7). Smysl mé uvaZzovat jen
B >0, a > 0, a proto predpisy dalsich vétvi ziskame analogicky jako v tloze

(3.8) (viz obr. |3.13)).

3. Uvazujme, Ze na intervalu (0,7) funkce u(t) méni znaménko, ale neni zde
zaddny bod prepnuti, coz nastava pro [ > a% Resenim v této oblasti je

u(t) = ¢ sin(kt), k € N a vétve maji tvar 3 = k2.
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Pokud dame vSechny predpisy dohromady, dostaneme pravé spektrum S, (spek-
trum S viz obr. a priloha [B| a zobecnéné vlastni funkce viz obr. [3.15)).

]

=5 arcsin (%)

% arcsin (rzﬁ)
Vi

Obrazek 3.13: Ilustrace odvozeni nékolika predpist vétvi podle a—c¢asti a f—Casti
vln na intervalu (0, 7).

Pozndmka. Vsimnéme si nasledujiciho.

1. Pro mnoziny M3, M=?* zobecnéného spektra S, a My Fucikova spektra ¥
plati

M2 c MY, M2 c M?P

(FeSeni odpovidajici stejnému bodu zobecnéného spektra S, a Fuéikova

spektra ¥ viz obr. [3.16)).

2. Pro a > 1 pro mnoziny, které tvori zobecnéné spektrum S, plati

M = MJ» = M = M2 = ).

Véta 3.6. Pro Fucikovo spektrum ¥ ulohy (3.5) a zobecnéné spektrum Sy tlohy
(13.9) plati

a—0
Dikaz. Pokud a — 0, potom
1
lim — = 400
a—0 (12
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) l\ \\ W\
) AN
10 e
(a) (b)

Obrazek 3.14: (a), (b) Zobecnéné spektrum Sy pro a = 0.21 (modré) a Fucikovo
spektrum ¥ (oranzova).

Obrazek 3.15: (a) — (f) Nékteré zobecnéné vlastni funkce a odpovidajici zobecnéna
vlastni ¢isla zvyraznéna v zobecnéném spektru Sy pro a = 0.21.

=
LA

3
3
N
S
@
8
&

Obrézek 3.16: (a), (b) Reseni u(t) odpovidajici stejnému bodu («, 3) zobecnéného
spektra Sy (modrd) a Fucikova spektra 3 (oranzova) pro u/(0) =1 a a = 0.21.
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a pro vétve zobecnéného spektra Sy dostaneme

1
lim M2 = lim — arcsin a + argsinh (av—a)=7 » =
s ! a—0 {\/B \/B ( a2 + 122(1) VvV—« g ( ) }

(n—L)m 1 , nr 1 , a
+—arcsin(av/ o)+ —=——=arcsin| ———— | =
\/5 \/5 ( \/_) Cl2+ I—ZQQ

Se _ 1 n R no_
imas? =i+ 5= 1) =G+ 75 1)
lim M2 = 0,

a—0

a? +

1 1
(lli_r% MS? = (111—I>n0 {\/5_04 arcsin( ¢ — + v argsinh(aV—ﬂ) w} =

«

+ % arcsin (a\/E

~—
I
——
I
—N
‘:
Q1 3
+
£
|
| —
)
I
3
—
I

imi? =i G+ 5= 1) = {7+ 75 1)

lim M3? =

a—0

Neboli plati lim Sy = . O
a—0



3.3.4 Uloha s nesymetrickou hysterezni smy¢kou — pii-
pad 1

Uvazujme ulohu

( y a, u > —a,
u”" + N(u) 0, N(u):{ﬁ7 w<b
u(0) = u(m) =0,
W(0)] = 1, (3.10)
u(0)) = 4 u'(0) = +1,
o) { )

kde 0 < a < b. Pro b < a bychom ziskali obdobné vysledky a volbou a = b
bychom dostali tlohu se symetrickou hysterezni smyckou — ptipad 1

14
Véta 3.7. Zobecnenym spektrem tulohy - je S3 = U Ml;%, kde
k=1

1
Mf3:{(a,5)€R2, a< = azl},
a

1
MZS?’:{(Q,B)E]RQ, a<— AN Cy>b:

l—i—iarcsul(a)—l—i—iarcsm(a)—7r}
va o ya i VB VB Cy) T J
Mgs?’:{(a,ﬁ)ERQ, a<% AN Coy, >b:
% + % (lz:; arcsin (O;_l) — arcsin (L)> + %
+ % (Z—arcsin (C’i) + arcsin (%)) =7, neE N},
=y 21
1

_|_

(2] S ()

a
1
= \/&arcsm( ) \]71 \/_arcsm( ¢ ) =, kGN},
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1
M653:{(0476)6R2, CY<—2 A 02n+2§b2
a

n+1 n
+ﬁ <lzl—arcsin (C%z) —i—lzlarcsin (0—2)) =m, néeN, kEN}7
1
M7S3:{(04,B)ER2, 0429: a =k, kEN},

kde pro vsechny n € N je

Cor s — \/1 +(n— 1)(a;— b?)(B — )

)

{1+ (na® — (n—1)0?)(6 — )
OQn - \/ B )

1
Mfg:{( ,8) € R?, B<5 N G >0
nr + L i — arcsin (i) + arcsin (i) + (n+ 1)7T+
va Vo \4&= Ca Ca VB
—I—L Zn:arcsin( b )—arcsin( a4 ) =m, neN
VB \ = Car1 Carta ’ 7

1
Mff:{( ,8) € R?, B<s N Com>b:

1 [ b _ a
— arcsin — arcsin =m, n€Ny,,
75 (CQH) 2 <02m>) |

(0,8) € R, B < .

% + % (lil — arcsin (CZZ) + arcsin (C2z)> + —(n :;Bk)ﬁ—l—
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1 - b a
+ — arcsin — arcsin =m neN, keNy,
VB (; (C2l1> (sz)) }

1
M%:{( 6)ER2 6<b27/\02n+3§b:

%Jr%(g—amsm(cm) garcan( >>+%+

1 n+1
+ ﬁ (Zarcsm (02l 1) Zarcsm <C2l+1>) =7, neE N},

1
Mffz{(a,ﬁ)eR27 62172‘ B = k2, k:eN},

kde pro vsechny n € N je
o \/1 + (= D~ a)(a = B)
B
Gy — \/1 + (nb? — (n — 1)a?)(a — 5)

(0%

Diikaz. Dikaz ukdzeme nejprve pro u/(0) = —1, tedy N(u(0)) = f, poté pro
u'(0) = 1.

1. Nejprve uvazujme, Ze na intervalu (0, 7) je funkce u(t) < 0, tedy neni zde ani
bod pfepnuti. Rovnice z tlohy se zjednodusi na rovnici u” + fu = 0.
Okrajové podminky lze splnit tak, abychom ziskali netrivialni feseni, pouze
pro 3 > 0. Reseni m4 tvar u(t) = sin (t) a prvn{ vétev je tvofena pfimkou

B=1.

2. Uvazujme pravé jeden bod pfepnuti 7 na intervalu (0, 7). Vyznam mé opét
uvazovat pouze § > 0 a a > 0. Stejné jako v pfipadé symetrické smycky
dostaneme z podminek u(0) = u(w) = 0, «/(0) = 1 na intervalu [0, 7] tvar
feseni u(t) = —Cysin (y/Bt), kde C; = \/LB > 0, a na intervalu [r, 7] tvar
feSeni up(t) = —Cysin (ya(t — 7)), kde Cy > 0. Aby doslo na intervalu
(0, 7) k pfepnuti, musi platit C; > b, tj. § < b% < a%

Z podminek u;(7) = uy(7) = b obdrzime pfedpis pro druhou vétev

T 1 . b s 1 ( b )
—— 4+ —— arcsin + — — —— arcsin =T

BTG E A e

a z podminky u) (7) = uj(7) ziskdme vztah Cy = \/b2 + 1_;’25 = \/Hbz(a_ﬁ).

67

Vsimnéme si, ze pro Cy plati Cy > b pravé tehdy, kdyz plati C > b, a je-li
C5 > b, potom je také Cy > a.

3. Uvazujme vice bodu pfepnuti 75, J > 1, J € N na intervalu (0, 7). Smysl
mé opét uvazovat pouze 3 > 0 a a > 0. ReSeni na intervalu [0, 7] je
tvaru uy(t) = —Cysin(y/Bt), kde C; = \/LB > 0 ziskdme z podminek
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u(0) =0, v/(0) = 1. Na intervalech [7;, 7j41] zapiSeme FeSeni pro j = 2n — 1,
j < J, n € N ve tvaru ug,(t) = —Cy, sin (Va(t —y2,)), kde Cy, > 0, a
pro j =2n < J, n € N ve tvaru ug, 1(t) = Co,pqsin (v/B(t — Yont1)), kde
Copt1 > 0, pficemz ;41 je nulovym bodem na intervalu (75, 7j41]. Proj = J
je Ty41 = vy41 = 7 (viz obr. [3.17).

u

Obréazek 3.17: Tlustrace feSeni wu(t) na intervalu [0, 7] pro pocet pfepnuti J = 4
(a—Casti vin zelené, f—¢asti vin oranzové).

V tomto nesymetrickém piipadé se v mistech, kde u(t) = b a kde u(t) = —a,
stale stejnd velikost derivace Teseni nezachovava, coz znamend, ze casti
feSeni na podintervalech nejsou stejné.

Uvazujeme-li pocet pfepnuti J, potom z podminek na spojitost a hladkost
feseni v bodech napojeni a—¢asti a f—Casti vin dostaneme vztahy pro kon-
stanty

o \/1 +(n - 1)(@;— @)(a=5) 5.1

Cyr — \/1 + (nb? — (n — 1)a?)(a — ) (3.12)

)
«

kdeneN, 2n—1<J+1, 2n < J + 1.

Diikaz provedeme matematickou indukci. Hodnotu € = \/LB ziskame z pod-
minek u(0) =0, v/(0) = —1. Hodnotu Cy ziskdme z podminek uy(7y) = b a
u} (1) = ub(71) umocnénim a sectenim rovnic

: b
sin (vVar +vy2) = ~e
2

cos (v/B11)

cos (Var + 7)) = ——~——.

Cov/a

Po tpravé obdrzime

02:\/b2+1—b25:\/1+b2ia—ﬁ).

«

Jelikoz predpokladame, ze doslo k prepnuti, musi opét platit C; > b a pred-
pis pro C5 méa smysl.
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Predpokladejme, ze vztahy plati pro Cs,,_3, Cs,, 2. Vztah pro Cs,_; ziskdme

z podminek us,—1(Ton—2) = Up—2(Ton—2) = —a auh, o(Ton—2) = ub, 1(Ton—2)
a vztah pro Cy, zcela analogicky z podminek ug, (72,—1) = u2n—1(T2n-1) = b

/ _ /
a Uy, 1 (Ten—1) = U, (T2n—1).
Pro C5,_; umocnénim a seCtenim rovnic

Sin(\/a(Tzn 2 = Yon— 2))

a

0277, 2
Cop— 1\/_005(\/_(72n—2—72n—1))
_C’2n—2\/a

COS(\/_(Tzn 2 = Yon— 2))

ziskdme

2 02 2 _

1 = ;L + 2n—1ﬁ COs (\/B(TQn—2 7271,—1)) (313)
C3, 9 C -2

a z rovnice

. a

sin (\/B(T2n—2 - 72n—1)) = _C’
2n—1

dostaneme

VB(Ton—2 — Yan-1) = — arcsin (_Ca ) — . (3.14)

2n—1

Dosazenim (3.14) do (3.13)) dostaneme

<1 a’ ) C’ o= 15} <1 sin (arcsin ( ¢ ) ))
- - -7 )
an ) 2n—2 2n 1 Canl

v v /. . i3 2 L v 7’
Nadez tipravou sin? (arcsm ( 02“ 1) — 7r> = & — a vyjadfenim Cy—1 Ob-
n— 2n—1

drZzime

g

Jelikoz plati 022”7204 =1+ ((n—10 - (n—2)a*)(a — B), pro Cy,_; do-
stavame Pro (', analogickym postupem ziskdme vztah (3.12). Tim

jsou rovnostl - 3.12)) dokazany.

Podminkami pro pfepinini mezi a—¢astmi a f—Castmi vin na intervalu [0, 7]
je Cayp1 > b a Cyy, > a. Ze vztahu (3.11)), (3.12)) plyne
1+ a(n—1)(b* —a?)

nb? —(n—1)a® ~’

C27 12 _
C2n—1=\/ m—2& a(a 5)

Con1>b & Oy >b & p[<

pricemz je-li Cs, > b, potom plati také Cy,, > a.
Protoze a # b, pro a > [ plati

b<01<03<05<... A b<CQ<C4<C6<

tj. pro a > [ se amplituda feseni s rostoucim ¢ zvétsuje.
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Zatimco pro 8 > « plati
b<Cy N b<Cy N ...<(C3<C3<C; A ...<C6<C4<CQ,

tj. pro 5 > « se amplituda feSeni zmensuje (viz obr. |3.18al).

s 8
\ .

T e 1

// //‘

it //}

b2 //ﬁ L !

7 s |

7/ 7 |

7 4 |

7 ’ |

s v |

// !

7z |

s |

|

|

|

) ) ‘ }
0 e} 0 1 1 «

b2 a?

(a) (b)

Obrazek 3.18: Nazorné schéma rozdéleni roviny af pro feseni, pro které plati
(a) w'(0) = =1, (b) w'(0) = 1.

Vyrazy pod odmocninou ve vztazich pro Cy,_; a Cy, jsou kladné. Trividlné
to plati pro Cy a Cy (viz vySe) a pro n # 1 mame

1+ (n—1)0*—a*)(a—p) 1
3 >0 < 5<a+<n_1)(b2_a2),
14+ (nb* — (n —1)a*)(a — ) 1

>0 < ﬁ<a+nb2—(n—1)a2'

«
Z podminky pro (2n — 1)-ni a 2n-té prepnuti dostavame

(n —1)(b* — a?) 1
nb?> — (n—1)a?  nb?>— (n—1)a?

b <«

a zaroven plati

(n—1)(b* — a?) 1 1
nb? — (n — 1)a? b A nb? — (n —1)a? = (n—1)(b? —a?)

Odtud tedy plyne, ze vyrazy pro Cs, 1 a Cy,, dané vztahy (3.11)), (3.12]),

maji smysl.

0<

Pokud pro néjaké m € N plati Cs,,, 11 < b, potom prestava dochézet k prepi-
nani mezi a—¢astmi a f—¢astmi vin a FeSeni na intervalu [y, 7| je dédno tva-
rem Us,,1(t) = (=1)¥1Cy, 11 sin (v/B(t — 7)), kde k € N odpovid4 poctu
nulovych bodii na intervalu (7o, 7] a Cop 1 > 0 (viz obr. .

V obou pripadech predpisy dalsich vétvi ziskdme, secteme-li délky a—casti
a [—Casti vln na intervalu (0, 7) a ddme-li tento soucet do rovnosti s délkou
intervalu 7 (viz obr. |3.20)).
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Obréazek 3.19: Tlustrace FeSeni u(t) na intervalu [0, 7] pro C3 < b, tj. m = 1, a
k = 4 (a—Casti vin zelend, f—Casti vin oranzové).

c% B, = \/17 arcsin %
Ay = \/La arcsin ( & By = % arcsin %
Ag = \/La arcsin C% Bs = W arcsin (’—’;
Ay = \/La arcsin ( & B, = % arcsin ([—’3
Bs = ﬁ arcsin ( &

(a)

A = \/La arcsin <C%> B = % arcsin
a

(b)

Obrazek 3.20: Ilustrace odvozeni nékolika predpist vétvi podle a—casti a [—Casti
vln na intervalu (0,7) (a) pro FeSeni se zvétsujici se amplitudou, (b) pro feSeni,
pro nez je C5 < b.
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4.

Nyni

Uvazujme, Ze na intervalu (0, 7) funkce u(¢) méni znaménko, ale neni zde
zadny bod prepnuti, coz nastava pro g > big V této oblasti je fesenim
u(t) = ¢sin (kt), k € N a vétve maji tvar § = k.

struénéji ukazeme postup pro «/(0) = 1, tedy N(u(0)) =

. Uvazujeme-li, ze na intervalu (0,m) je funkce u(t) > 0, tedy neni zde ani
)

bod prepnuti, ziskdme FeSeni tlohy ([3.10)) ve tvaru u(t) = sin () a predpis
prvni vétve a = 1.

. Uvazujeme-li pravé jeden bod pfepnuti 7 na intervalu (0, ), zaméfime se

opét pouze na > 0, @ > 0. Dostaneme na intervalu [0, 7] tvar feSeni
ui(t) = Cpsin(y/at), kde C; = - > a (aby doglo na intervalu (0, )

Ja
k pfepnuti), a na intervalu |7, 7r] tvar feseni uy(t) = Cosin (v/B(t — 7)), kde
Cy = \/a2 1- “20‘ = \/1+a ) > 0. Ptedpis pro druhou vétev je

a

f \/_arcsm( ) + f \/_arcsm(a):ﬂ.

Pro (5 opét dostaneme Cy > a pravé tehdy, kdyz plati C; > a.

Uvazujme vice bodu pfepnuti 77, J > 1, J € N na intervalu (0, ), za-
méfime se pouze na 8 > 0, o > 0. Reseni lze zapsat na intervalu [0, 7]
ve tvaru uy(t) = Cisin(y/at), C; > 0, a na intervalech [7;,7;41] pro
j=2n—1<J,n €N ve tvaru us,(t) = Cy, sin (v/B(t — Y2,)), Con >0, a
pro j =2n < J, n € N ve tvaru ug, 11(t) = —Capy1 sin (va(t — Yon41)), kde
Cont1 > 0, pfi¢emz pri¢emz 7,41 je nulovym bodem na intervalu (7, 7j41].
Proj=Jje 1j1 =741 =T

I nyni se v mistech, kde u(t) = b a kde u(t) = —a, stale stejné velikost deri-
vace TeSeni nezachovava a tedy casti feseni na podintervalech nejsou stejné.
Uvazujeme-li pocet pfepnuti .J, potom z podminek na spojitost a hladkost
feSeni v bodech napojeni a—¢asti a f—Casti vin dostaneme vztahy pro kon-
stanty

Co i — \/1 + (n — 1)@;— b*) (B — oz)’ (3.15)

. \/1+ (ne — (1~ D)5 — ). 3.16)

p
kdeneN,2n—-1<J+1, 2n < J + 1.
Podminkami pro pfepinéni mezi o ééstmi a 6 ¢astmi vin na intervalu [0, 7]

je Cop_1 > a a Cy, > b. Upravou vztaht (3.15) - dostaneme

1
Ci>a & a< —
a

1+ a((n—1)b* — na?)

Con>b & CoHp>b & < n(b2 — a?) ’

pricemz je-li Cs,,1 > b, potom plati Cs,,1 > a.
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Prooz<a—12plati
b<Cl A b<02 A ...<C6<C4<CQ,

tj. v celé oblasti, kde 0 < o < a%, se amplitudy S—casti viln zmensuji, a pro
b <a< a—12 plati

b<01<03<05<...,
tj. pro f < a < a% se zmenSuji také amplitudy a—¢asti vin (viz obr. [3.18b)).

Vyrazy pod odmocninou ve vztazich pro Cy,_1 a Cs, jsou kladné. Pro
to plati trivialné, pro Cy, 1 plati

1+ nfa?— $)( - o)
o >0 & ﬂ<0&+m.

Z podminky pro 2n-té a (2n + 1)-ni pfepnuti dostaneme

(n — 1)b? — na® N 1
n(b? — a?) n(b? — a?)

b <«

a zaroven plati

(n — 1)b* — na?

1.
n(b? — a?) <

V piipads, Ze na? — (n — 1)b* > 0, pro Cs, plati

1+ (na®> — (n—1)b*)(B — ) 1
B ~Ue a<ﬁ+na2—(n—1)b2’

z podminky pro 2n-té a (2n + 1)-ni pfepnuti obdrzime

n(b* — a?) 1
(n—1)b% —na?  na®?—(n—1)b?

a<f

a zaroven plati

n(b? — a?)
(n —1)b? — na?

< 1.

Pro ptipad na®? — (n — 1)b* < 0 pro Cy, dostaneme

1+ (na®> — (n — 1)b?)(8 — ) 1
3 >0 < a>ﬁ+m2_(n_1)b2,

z podminky pro 2n-té a (2n + 1)-ni pfepnuti

n(b? — a?) 1

«- BnaQ —(n—=1)b0  na®—(n—1)b?

a zaroven plati

n(b? — a?)
na? — (n — 1)b?

Tzn. vyrazy pro Cs,_1 a Cy,, dané vztahy (3.15)), (3.16), maji smysl.

> 1.
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Jestlize pro né€jaké m € N plati (5, < b, potom prestava dochazet k prepi-
nani mezi a—¢astmi a f—¢astmi vln a feseni na intervalu [7o,,—1, 7] je ddno
ve tvaru gy, (t) = (—1)1Cy,, sin (v/B(t — 7)), kde k € N odpovid4 poctu
nulovych bodi na intervalu (7o, 7] a Cy,, > 0.

V obou pripadech predpisy dalsich vétvi opét ziskame, pokud secteme délky
a—Casti a f—¢asti vin na intervalu (0,7) a ddme tento soucet do rovnosti
s délkou intervalu 7.

4. Uvazujeme-li, ze na intervalu (0,7) funkce u(t) méni znaménko, ale neni
zde zadny bod prepnuti, ziskdme feseni tlohy (3.10) pro o > a—12 ve tvaru
u(t) = 1 sin (kt), k € N a piedpis vétvi o = k2.

Vsechny predpisy dohromady popisuji spektrum Sz (spektrum Sz viz obr.
[3.22) a piiloha [B] vS§imnéme si piimek rozdélujicich rovinu af, jez odpovidaji

podminkdm pro pfepinéni, a zobecnéné vlastni funkce viz obr. [3.23)). ]
B
50} ‘\\\ \\
S —
N —
(a) (b)

Obrazek 3.21: (a), (b) Zobecnéné spektrum S; pro a = 0.17, b = 0.21 (modra) a
Fuéikovo spektrum ¥ (oranzova).

| AN ~—
10l 10 k
.y
a a
10 20 30 40 0 10 20 30 40 50
(a) (b)

Obrézek 3.22: Mnoziny (a) U;_, My*, (b) U,tg M?, které tvoif zobecnéné spek-
trum S3 pro a = 0.17, b = 0.21.
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Obrazek 3.23: (a) — (i) Nékteré zobecnéné vlastni funkce a odpovidajici zobecnéna
vlastni ¢isla zvyraznéna v zobecnéném spektru S3 pro a = 0.17, b = 0.21.

Disledek 3.8. Zobecnenym spektrem ulohy

( " a, u=0,
u”" + N(u)u =0, N(u):{@ <
u(0) = u(m) =0,

' (0)] =1,
w0 = 4% u'(0) = +1,

14
vnizb >0, je Sy = U M,f“, kde
k=1

1
Mf4:{(a,5)€R2, a<?: azl},
M§4:{(a,ﬁ)eR2, < — A Cy>b:

Mf4:{(a,5)eR2,a< N Cop >0

a?

(n+)r 1 & , ( b > nr 1 < _ ( b )
- arcsin| —— | +—=+— arcsin({ — | =m, n € Ny,
\/a \/a 121 Cory1 \/B \/B ZZI Co
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1
Mf4:{(@,ﬁ)€R2, Oé<—2 AN Cs, < b:
a

b S 4 ()]

1 km
2
_ < _— —
ozﬁ E]R <a2/\C'2 b: \/_—}-\/_ WkEN}

1
O./B ERQ Oé<— A an+2<b

) N (n+k)7r+

Zarcsm( NG
\/_Zarc&n(g)—w n € N, k:EN}
2

M2+ =0,

MS4—{
MS4:{
+

kde pro vsechny n € N je

a dadle
Mg = R? L=t
8 (Oé,ﬂ)e 76<b_2-ﬂ_ )

M54:{< B ER?, B

T ! arcsm( b ) + n + 1 arcsin( b )
= T = 5 5 ~ =T, )
va  a Cs VB VB Ch
1
Mf(;*:{( ,B) € R?, B< N G >b:

(n+Dm 1 & : b\
- Z arcsin <021) NG| —i—ﬁ ZZI: arcsin (021_1) =7, neE N},

1
Mff:{(a /B)GRQ 6<b2 N an+1>b2

(n+1 an (n+1)m an
Zarcsm < C'zz) i \/_Zarcsm ( Cor 1) m, neN

Mfz“={(a fe®, f< o,

N Copy1 < b:
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nr 1 (n+k)m
Zarcsm < C2l> \/B —F+t
+ﬁ;arcsin (le) =m, n€eN, kGN},

Mf;:{< B ER?, f< -

%k N Conys < b:

n+1 n+1 ( ) (n+1 n+1 < b )
eN
Zarcsm " \/B \/_Zarcsm Cor T, n

1
Mffz{(a,ﬁ>eR2, Bzﬁ: B =k keN},

kde pro vsechny n € N je

o \/1 +(n—1)P2(a— 5)7

B
Cyr — \/1+nb2(a—ﬁ)'

(07

Diikaz. Zobecnéné spektrum S; dostaneme ze zobecnéného spektra S3 limitnim
prechodem a — 0, tj. liII(l) S3 = Sy (spektrum Sy viz obr. [3.24] [3.25| a piiloha
a—

a zobecnéné vlastni funkce viz obr. [3.26]). O

sl 4 1\ ol L\

I
1N I

2 g - T\

a
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50

r
I

(a) (b)

Obrazek 3.24: (a), (b) Zobecnéné spektrum Sy pro b = 0.21 (modré) a Fuéikovo
spektrum Y (oranzové).

Pozndamka. Pro mnoziny, které tvofi zobecnéné spektrum Ss, plati pro a > 1
M = My® = My® = M;® = M§® = Mg* = ()

aprob>1
M55 = M3» = My = M = My = M3 = 0.
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50 \ 50
40 40
° \
10 L

10 20 30 40 50 °

(a) (b)

Obrézek 3.25: Mnoziny (a) U;_, M:*, (b), U, M:*, které tvoii zobecnéné spek-
trum Sy pro b = 0.21.

Obrazek 3.26: (a) — (c) Nékteré zobecnéné vlastni funkce a odpovidajici zobecnéna
vlastni ¢isla zvyraznéna v zobecnéném spektru Sy pro b = 0.21.

Véta 3.9. Pro zobecnéné spektrum Sy ulohy (3.2) a zobecnéné spektrum Ss
ulohy (3.10) plati

lim Sg = Sl.

b—a

Diikaz. Pokud b — a, potom pro vztahy pro C,, n € N, dostaneme

o /LD PG 0] L

;grl\/l+(na2_(nﬁ_1)bz)(ﬂ_a)—\/M_\/a2+1_a20‘,

¢1+mfwxw—a%m—5> L
B VB
hm\/l—ir(nb?—(n—l)a?)(oz—b’):\/1+b2(a—6):\/b2+1—b2ﬂ.

o

b—a

lim
b—a

b—a

Diky ¢emuz pro vétve zobecnéného spektra S3 dostaneme
lim M = lim{a = 1} = {a = 1},
b—a b—a
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(2 flfmm@)7§
arcsin (av/a) + % — g i (é) w},

A
5-

(B () ()

— arcsin (i) —+ arcsin (i) =7, =
Co Co

nm 1 =
v Ay ;
:{(n\—;al)ﬂ_i_mr

lim M;* = lim {
b—a b—a
n+1)m
CES)

lim M2* = §),
b—a

lim MZ® = 0,

b—a

lim M>* = hm{a = k?} =

b—a

hm M3® = hm

b—a

:{———arcsin(b)+i+LaFCSIH< 5
Cy) VB VB

{

T

=7

{a =k},
lim M3 = lim{ = 1} = {8 =1},

1
Ja

+ % (Z — arcsin (C%) + Z arcsin <Ci21>

L %arcsin( b > —iarcsin( a ) =
= Coq — Corr B

— —=arcsin (012) + (n\—;%)w + % arcsin (aﬂ) :71'},

i (L) 4 25 Lo (L) .} -
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lim M3 = 0,

b—a

lim M2 = lim{8 = k*} = {8 = k*},

b—a b—a

tj. plati
iim{Mi% UM} = My,
—a
ll)im{MQS?’ UMD} = M,
—a
lim{ M5 U Mg?*} = 0,
b—a
lim Ms = M3,
b—a
ll)im{Mégi" UMBY = M,
—a
ll)im{Mg% UMY = M,
—ra
lim{ M3 U M3} =0,
b—a
lim M>F = M3,

b—a

Neboli plati lim S3 = 5.
b—a

3.3.5 Numerické experimenty

Pro nékteré hodnoty «, 8 jsme s pomoci metody sttelby (viz [17, s. 16]) provedli
numericky vypocet zobecnénych spekter a vysledky graficky porovnali s vysledky

z teoretické ¢asti (viz obr. 3.28)).

40

304
o

eseaemesed

| “M ]

20

(a) (b)

Obrazek 3.27: (a) Zobecnéné spektrum S; a (b) zobecnéné spektrum Sy pro
a = 0.21.
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Obrazek 3.28: (a) Zobecnéné spektrum S; a (b) zobecnéné spektrum Sy pro
a=0.17,0=0.21.
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Priloha A

Pocatecni Glohy se skokem

Diferencialni rovnice se skokem,

prislusné zobecnéné feseni.

u = N(u),

u(t) = Nu)t+C, C eR.
u' = N(u)u,

u(t) = CeNWt C e R.

u' = N(u)u+ b,

u(t) = S5k, CeR.

u’ + cu = N(u),
u(t) = Ci cos (Vet) + Cysin (vet) + 2, €y, Cy € R.

Cc

u’ + N(u)u =0,
u(t) = Cy cos (v/N(u)t) + Cysin (/N(u)t), C1,Cs € R.
u" —20u' + cu = N(u), V¥* <c,

u(t) = ebt(C’l cos (Ve — b%*t) + Cysin (Ve — th)) + M9 0,0y e R

C

u” — 2bu' + cu = N(u), b* =c,
u(t) = (Cy + Cot)e? + X ¢y Cy € R,

" — 2N (u)u' +cu =0, b* <c,
u(t) = ebt(Cl cos (v/c — N2(u)t) + Cysin (y/c — NQ(u)t)>, C,Cy € R.

u” + N(u)u' =0,
’U,(t) =C1 + CQG_N(u)t, C1,Cy € R.

Tabulka A.1: Piehled diferencidlnich rovnic se skokem a jejich zobecnénych feseni.
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Néasleduje seznam fesenych pocatecnich tiloh s vykreslenymi grafy feseni.

86

( , 1, u <0,
w = N(u), N(u)= {_17 w0,
(u(0) = =2
( , )3, u < 2,
=N, Nu)= {—0.5, w1,
Lu(0) =0
Y= N, Nw) = {—3, u> 0.5,
0.7, wu<3,
(u(0) =5
v = N(u)u, N(u)= {_1’ u< =05,
2, u > —3,
(u(0) = —4
r
o = N(wu+1, N(u):{_0'5’ u> =3
0.5, u<l1,
(u(0) = —4
1.8, u>0,
u' +4u = N(u), N(u)=<0, u=0,
S 1, u <0,
u(0) =1,
(v'(0) =0
( 1, u >0,
u +4u = N(u), N(u)=<¢0, u=0,
1.8, u <0,
u(0) =1,
(©/(0) =0
( -1, u>0,
u' +4u = N(u), N(u)=<0, u=0,
—4, u <0,
u(0) =1,
(w/(0)=0
r
' +4u= N(u), N(u)= {_1’ u>—02
-4, u <0.8,
u(0) = 0,
w'(0) =5

(A.2)

(A.3)

(A.6)

(A.9)



/

\

;

—4, u>—0.2,
u(0) =0,
u'(0) =5
0.25, uw>0,
u + N(u)u=0, N(u)=1<0, u=20,
4, u < 0,
u(0) =0,
W'(0)=1
4 N0, N() = {0.25, u> —0.4,
4, u < 04,
u(0) =0,
w'(0) =1
u' + Nwu=0, N(u)= {20’ u>—04,
1, wu<04,
u(0) = —0.5,
W(0) = —0.5
v —u' +20u= N(u), N(u)= {_3'5’ <2
34.6, wu>0,
u(0) =0,
uw'(0) =—1

1 < 0.1
' 4+ 4u’ + 4u = N(u), N(u):{ ’ " ’

—10, u > —0.1,
u(0) =0,
W' (0) = 1.
' —2N(u)u' +20u =0, N(u)= {1’ u<2

-1, u>—-1.5,
u(0) =0,
u'(0) =
v+ N(uu' =0, N(u)= {5’ u> 03,
-9, u<8§

u(0) =5,
' (0) =2
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(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)



(a)
Obrazek A.1: (a) Graf feSeni u(t) tlohy
(b) Matlab.
(a)
20
0.5
0‘5 1{0 1,‘5
(c)

ult)
T

(A.1) v softwaru (a) Mathematica,

ult)
T

25 T
2F
15f-
1k N
04
1] L L
1) 1 2 g 4 5 [}
N
25
20
1.5
1.0
0.5
““““““ . NN N B R
3 2 -1 1 3 4

Obrazek A.2: (a) Graf FeSeni wu(t) tlohy (A.2) v softwaru (a) Mathematica,
(b) Matlab, (c) fazovy portrét, (d) hysterezni smycka (Mathematica).



ult]
T

) : u
12 4 5
N
! u
2 1 1 2 4 5
-5F
-1k
2+
10 ¢ 3
(d)
150
(c)

Obrazek A.3: (a) Graf feSeni u(t) tlohy (A.3) v softwaru (a) Mathematica,
(b) Matlab, (c) fazovy portrét, (d) hysterezni smycka (Mathematica).

(a) (b)

Obrazek A.4: (a) Graf feSeni u(t) ulohy (A.4), (b) hysterezni smycka (Mathema-
tica).
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-3.0
-3.51

-4.0
I I I Lo
2 4 6 8

Obrazek A.5: Graf feSeni tlohy (A.5) (Mathematica).

L . 4
1.0 ~ 12 ‘ : i ‘ U[!]

VI
ERvamvARYES

0.8+

0.6

0.4+

0.2+

-0.4

Obrazek A.6: (a) Grafy feseni u(t) tlohy (A.6) (modra) a tlohy (A.7) (oranzova)
v softwaru Mathematica, (b) graf feseni tlohy (A.6]) v softwaru Matlab.

Obrazek A.7: (a) Graf feSeni u(t) ulohy (A.8) (modrd) a derivace FeSeni u'(t)
(Sedd), (b) fazovy portrét (Mathematica).
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Obrazek A.8: (a) Graf FeSeni w(t) tulohy v softwaru (a) Mathematica,
(b) Matlab.
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Obrazek A.9: (a) Graf feSeni u(t) tlohy (A.10) (modra) a derivace feSeni u'(t)
(Sedd), (b) fazovy portrét (Mathematica).
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Obrazek A.10: (a) Graf feseni u(t) tlohy (A.11) v softwaru (a) Mathematica,
(b) Matlab.
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Obrazek A.11: (a) Graf feSeni wu(t) tlohy (A.12) v softwaru (a) Mathematica,
(b) Matlab.
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Obrazek A.12: (a) Graf feseni u(t) tlohy (A.13) (modrd) a derivace FeSeni u'(t)
(Sedd), (b) fazovy portrét (Mathematica).
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Obrazek A.13: (a) Graf feSeni u(t) tlohy (A.14) v softwaru (a) Mathematica,
(b) Matlab.
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Obrazek A.14: (a) Graf FeSeni u(t) tlohy (A.15) (modrd) a derivace FeSeni u'(t)
(Sedd) v softwaru Mathematica, (b) graf feSeni w(t) tlohy (A.15) v softwaru
Matlab, (c) fazovy portrét (Mathematica).
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Obrazek A.15: (a) Graf FeSeni u(t) tlohy (A.16) (modrd) a derivace FeSeni u'(t)
(Sedd) v softwaru Mathematica, (b) graf feSeni wu(t) tlohy (A.16) v softwaru
Matlab, (¢) fazovy portrét (Mathematica).
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Obrazek A.16: (a) Graf feSeni u(t) tlohy (A.17) (modra) a derivace FeSeni u'(t)
(Sedd) v softwaru Mathematica, (b) graf feSeni w(t) tlohy (A.17) v softwaru
Matlab, (c) fazovy portrét (Mathematica).
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Priloha B

Spektra

(b) (c) (d)
Obréazek B.1: (a) Fudikovo spektrum X a mnoziny (b) My, (c¢) My, (d) M.
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Obrézek B.2: (a) Zobecnéné spektrum S; a mnoziny (b) M, (c¢) M3*, (d) M3,
(e) MJ*, (f) M3*, (g) Mg" pro a =0.21.
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Obrézek B.3: (a) Zobecnéné spektrum S, a mmnoziny (b) M2, (c), (d) M2,
(o) M2, (£) M, (g) M2, () ME, (i) M5, (j) M5 pro o — 0.21,
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Obrazek B.4: (a) Zobecnéné spektrum Ss a mmoziny (b) JI_, MS*,
(d) M35, (e) Mss, (f) M3, (g) M3, (h) Mg®, (i) M2® pro a = 0.17, b
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Obrazek B.5: (a)
(d) Ms*, (e) Mg,
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Zobecnéné spektrum S; a mnoziny (b)
(f) M2, (g) My, (h) M3, (1) My} pro a = 0.17, b = 0.21.
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Obrazek B.6: (a) Zobecnéné spektrum S; a mmoziny (b) Ui_, MS*, (c) M+,
(d) M3, (e) Ms*, (f) MP*, (g) M, (h) Mg, (i) M3* pro b= 0.21.
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Obrazek B.7: (a)
(d) My*, (e) My,
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Zobecnéné spektrum S; a mnoziny (b)
(f) MY, (g) My, () My, (i) My pro b= 0.21.
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