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Abstrakt

Cilem této prace je zkoumat vyvoj spoluprace hrald v prostorovych evoluénich hrach a jak se pfi
danych parametrech a jejich pripadné zméné cely dynamicky systém vyviji. Prace zkoumd vyvoj
populace v Case pfi pouziti kooperacnich her. Kooperacni hry budou aplikovany na vlastni model
Souctova evoluéni dynamika na mfizkach, pficemz se bude jednat o upraveny model, kde se uzitky
Spolupracujicich a Nespolupracujicich séitaji. Hlavnim vysledkem této price je popsani podminek,
za kterych jeden osamoceny Nespolupracujici pfiméje populaci jinak Spolupracujicich k defekci.

Klicova slova: Prostorové evolu¢ni hry, kooperacni hry, evolu¢né stabilni strategie, defekce, spo-
luprace



Abstract

The goal of this thesis is to study evolution of cooperation in spatial games. Specifically, we
describe the dynamics of the system in the dependence on the game-theoretical parameters. The
thesis studies the evolution of population in time in the framework of (spatial) cooperative games.
Cooperative games are the basis of the new model Aggregate spatial evolution dynamics. In this
modified model, the payoffs of Cooperators and Defectors are added up. Main result of this thesis is
a description of conditions, under which one singular Defector forces the population of Cooperators
to defect.

Key words: Spatial games, cooperative games, evolutionary stable strategy, defection, coope-
ration
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1 UvoD

1 Uvod

Bakalarska prace je rozdélena do nékolika ¢asti. V Kapitole 2 se sezndmime s problematikou teorie
her, popiSeme si jeji nazvoslovi, predpoklady, ale také si priblizime, k ¢emu je tato védni disciplina
vhodnd a kde se pouziva. Stru¢né zde budou vysvétleny statické hry a pojem Nashova rovnovaha,
ktery je pro teorii her klicovy. Vzhledem k tomu, Ze je v celé praci feSena spoluprace, budou zde
priblizeny kooperacni hry.

V Kapitole 3 se sezndmime s evolu¢nimi hrami, pojmem evolucné stabilni strategie, ale také s moti-
vaci, pro¢ se evoluénimi hrami zabyvat. Rovnéz zde bude vysvétlen pojem replikdtorova dynamika.
V podkapitole budou vysvétleny principy prostorovych her, Moorovo okoli a von Neumannovo
okoli.

V praktické &asti (Kapitola 4) této prace bude zkoumdna invaze jednoho Nespolupracujiciho na
populaci Spolupracujicich. Je studovan novy model Souctovd evolucni dynamika na mfizkdch,
ktery bude aplikovan na Neumannovo okoli. Analyticky budou zkoumany dvé oblasti — oblast, kde
dojde k absolutni defekci, tedy kdy vsichni Spolupracujici zméni strategii na nespolupraci, ¢i na-
opak oblast, kde samotny Nespolupracujici zahyne a vznikne tak absolutni spoluprace. Zkoumani
jinych oblasti je analyticky pfilis narocné, proto budou zkoumdany numericky.



2 TEORIE HER

2 Teorie her

V této kapitole se sezndmime se zaklady teorie her, obecnymi predpoklady, nazvoslovim a aplikaci.

Teorie her je mezioborova védni disciplina na pomezi ekonomie a aplikované matematiky, ktera
analyzuje konfliktni rozhodovaci situace a vytvari pro né matematické modely. Velké vyuziti ma
v prirodnich i socidlnich védach. Z pfirodnich véd je jeji uplatnéni napfiklad v biologii, kde jsou
duilezité evoluéni hry modelujici chovani populaci riiznych zZivocicht. V socidlnich védach jeji apli-
kaci pozorujeme napriklad v ekonomii a politologii.

Teorie her pohlizi na konfliktni situace jako na hry, a (Castnici, ktefi jsou zde oznacovani jako hraci,
hledaji optimalni variantu na zdkladé nejen uZitk( svych, ale také na zakladné uzitk(l ostatnich
hracd. V této hre ale musi vystupovat vzdy alespon dva hraci. MoZnosti, jak se mohou jednotlivi
hraci zachovat, nazyvame strategiemi, pricemz kazdy hra¢ ma dané uzitky pro vsechny kombinace
svych strategii i strategii ostatnich hracl. Strategii nazyvame jako Cistou, pokud hra¢ dosdhne
svého cile pouze za pouziti své jediné strategie. SmiSena strategie pak znamend, Ze hra¢ musi
s pravdépodobnosti p volit jednu strategii a s pravdépodobnosti (1 — p) druhou, aby doséhl svého
cile za predpokladu, ze ma na vybér ze dvou svych strategii. V pripadé vyssiho poctu strategii
vyuZzijeme dalsi proménné. Uzitek je vlastné prospéch z dané kombinace, nicméné uzitek mize byt
i zaporny [11].

2.1 Predpoklady teorie her

Stejné jako jiné discipliny, i teorie her ma své obecné predpoklady. Jsou to:

1. uzitkova funkce je zndma vsem,

2. vsichni hradi jsou racionalni,

3. v8ichni G&astnici znaji pravidla, kterd se béhem hry neméni [11].
Teorie her se oproti optimalizaci lisi pravé v tom, Ze nezanedbava okoli, které musi byt racio-
ndlni. V optimalizaci navic hleddme nejlepsi strategii jednoho hrace, zatimco v teorii her hleddme

z urcitého pohledu nejvyhodnéjsi kombinaci strategii vSech hraci. Tato kombinace se pak nazyva
rovnovaha.

2.2 Typy her

V teorii her existuje nékolik typt her. MiZe se jednat o hry statické, hry dynamické, nebo napriklad
evolucni hry. Tyto hry se mohou liSit i v poctu hrach &i strategii. U vSech téchto her vSak hraci
voli strategie, aby maximalizovali svij uzitek.

Kvili navaznosti na evolucni hry a prostorové evoludni hry, které jsou v této praci nejvice vyuzity
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je potreba si stru¢né popsat statické hry.

Definice 1. Statickd hra je matematickd struktura dina:
1. mnozinou N hraciii € {1,2,3,...,N},
2. mnoZinami jejich strategii 51,52, ..., SN,

3. uZitkovou funkci 7w : S — RN, kde S je kartézskiym soucinem mnoZin strategii jednotlivych
hricii, tedy S = Sy X Sy X ... x Sn. [11, str. 63]

Statické hry se od dynamickych lisi tim, ze hraci hraji soucasné a s ¢asem sva rozhodnuti neméni.
Pro potreby této prace budeme uvazovat pouze hru dvou hracli se dvéma strategiemi, ktera
k ndzornosti postaci. Nyni se podivejme, jak miize byt takovato hra zapsidna — viz Tabulka 1.

Tabulka 1: UZitkova matice (zdroj: [5])

Hj
C D
Alaw]|bx
H B|lcy|dz

Tato tabulka je nazyvana UZitkovd matice a jedna se o obecny priklad aplikovatelny na jakoukoliv
statickou hru se dvéma hradi se dvéma strategiemi. Z uzitkové matice je zrejmé, Ze mdme dvouprv-
kovou mnozinu hra¢d {Hy, Ha}. MnoZiny (rovnéz dvouprvkové) jejich strategii jsou S; = { A, B}
a S = {C,D}, coz jsou Cisté strategie a jejich kombinaci ziskdme strategie smisené. UZitky
mohou byt 711 = {a,b,c,d} pro prvniho hra¢e a m, = {w, x,y,z} pro druhého hrace, p¥ipadné
Ize vypoditat i uzitky smiSené. Tim jsme zkonkretizovali Definici 1 pro hru dvou hracéi se dvéma
strategiemi.

Definice 2. Smisend strategie i-tého hrice uddvd pravdépodobnost p(-), Ze bude hrina strategie
s € S;. SmiSend strategie bude oznacena o; a mnoZina vSech mozZnych smiSenyjch strategii i-tého hrice
bude oznacena ¥; [11, str. 64].

Po definovani smisenych strategii je mozno vysvétlit hledani feseni her — rovnovah. Ty miZeme
hledat napfiklad pomoci dominovanych strategii [11, str. 66]. Pro tuto praci je vSak zdsadni obec-

vvvvvv

2.2.1 Rovnoviha

Rovnovaha je v teorii her oznaceni pro kombinaci strategii hracd. Existuji rlizné typy rovnovah,
pri¢emz se vlastné jedna o reSeni dané hry. Nejzndméjsi je rozhodné Nashova rovnovdha (v textu
se objevi také zkratka NR) definovdna americkym matematikem Johnem Forbsem Nashem [7],
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ktery diky svému badani v oblasti teorie her ziskal v roce 1994 Nobelovu cenu za ekonomii [8, str.
46].

Definice 3. Nashova rovnoviha pro dva hréice je kombinace strategii (o7, 03 ) takovd, Ze plati:

(o}, 05) > (o1, 03) pro vsechna oy € X4,
(07, 03) > m(oy,02) pro vsechna oy € L.

Zjednodusené feceno - zadny hrac si pouze zménou své strategie nemize zvysit uzitek [11, str. 69].

2.3 Kooperacni hry

Kooperaéni hry jsou hry popisujici spolupraci. Casto jsou pouZivany pro popis populaci s i =
{1,2,3,...,N} hradi, kde ma kazdy ¢€len populace pravé dvé strategie S = {C, D} a uzZitky 7 =
{r,s,t,p}. Oznaleni strategii hrd¢d vychazi z anglického cooperator — spolupracujici a defector —
nespolupracujici. Oznadeni uzitki je rovnéz z angli¢tiny — r (reward) je odména hraél za spolupraci,
s (sucker) je uzitek ,,naivniho" hrace, ktery spolupracuje, zatimco druhy hra¢ nikoliv, t (temptation)
je uzitek hrace, ktery nespolupracoval, zatimco druhy hra¢ ano, a p (punishment) je ,trest" obou
nespolupracujicich hrac¢a [9, str. 4]. Vzhledem k tomu, Ze je v préci zasadni hlavné zdroj [8],
vyuZijeme nazvoslovi z této knihy, tedy uZitky 7w = {a,b,c,d}.

Tyto hry jsou symetrické, proto staci pouze Ctyri uzitky. Uzitkova matice kooperacnich her je
zobrazena v Tabulce 2.

Tabulka 2: Uzitkova matice kooperacnich her

Hj

C D
Claal|bc
5 obldd

Predpoklady kooperacnich her:
1. Snaha o spolupraci obou hraca, musi tedy platit a > b a zaroven ¢ > d,
2. vytvoreni produktu plynouciho ze spoluprice je lepsi nez defekce, z &ehoZ plyne a > d,

3. pokud spolupracuje jen jeden, je pro hrace vyhodnéjsi, je-li to ten druhy, musi tedy platit
c>b.

Z téchto predpokladli vyplyva nésledujici vztah uZzitkd: min{a,c} > max{b,d} [4, str. 7].

Je zfejmé, Ze jsou mozné Ctyfi variace uzitk( a,b,c a d, vznikaji tak Ctyfi kooperadni hry, které
zde budou nyni popsany.
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2.3.1 Véznovo dilema

Véznovo dilema ziskalo své jméno ze vzorové situace, kdy jsou policisty chyceni dva zlocinci.
Neexistuji zddné primé dilkazy, proto se policisté spoléhaji na to, Ze se alespon jeden ze zlocincl
priznd a ten diky spolupraci s policisty dostane mensi trest/bude propustén. Na druhou stranu,
pokud budou oba zlocinci zapirat, pdjdou sice do vézeni, ale kvili nepfimym dlikaziim je zde ¢ekd
jen kratka doba. Zlodinci zde mohou vyuzit dvé strategie — {P¥iznat se, Zapirat}. UZitky jsou
zde léta ve vézeni. Ve hre jsou pouzity zaporné hodnoty, aby byla zachovdna snaha maximalizace
uzitku. Hra mize vypadat napriklad takto:

Tabulka 3: Vézriovo dilema

Zlocinec 2
Zapirat | Pfiznat se
Zapirat -1,-1 -20, 0
Priznatse | 0, -20 -10, -10

Zlocinec 1

Véznovo dilema popisuje situaci, kdy ¢ > a > d > b. Z Tabulky 3 je tedy zfejmé, Ze strategie
Priznat se je vlastné nespoluprace a strategie Zapirat je spoluprace (mezi zlocinci).

Chceme-li nalézt rovnovahy, vyuzijeme reakéni funkce (vice popsano v [11]). Vypodéitame je obecné
s vyuzitim Tabulky 2, a poté dosadime jednotlivé kombinace uzitkd, abychom zjistili nejlepsi ode-
zvy hraéi. Predpoklddejme smiSené strategie 07 = (p,1—p) hrd¢e Hy a 0» = (q,1 —q) hrace Hy.

m(p,g) = apq+bp(1 —q) +c(1=p)g+d(1-p)(1—q)
=plag+b—-bg—cqg—d+dq)+cqg+d—dg 1)
=p(la=b—c+d)g+b—d)+cq+d—dg

V Rovnici (1) se zajimdme o hra¢e H; a zkoumdme tedy pravdépodobnost p, s jakou ma volit
strategii C. Pro jednotlivé hry tedy budeme resit situace, kdy g* > ajlj%ird’ kdy g% = d—b

a—b—c+d
a kdy g* < —=L . Jeliko? jsou koopera&ni hry symetrické, to samé bude platit pro hrége H,
a pravdépodobnost 4.

Vzhledem ke kombinaci uzitkd z Véziiova dilematu ¢ >a > d > b je prog € [0,1] vyraz (a — b —
c+d)q+b—d) vidy zaporny, hrd¢ H; tedy bude reagovat s pravdépodobnosti p = 0 (modra
kfivka v Obrazku 1). Jelikoz je hra symetrickd, stejné tak hra¢ H, vzdy zvoli pravdépodobnost
g = 0 (Cervena k¥ivka v Obrdzku 1), &imz ziskdvame Nashovu rovnovédhu (D, D) ((Priznat se,
Priznat se) v Tabulce 3).

10
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Obrazek 1: Reakéni funkce pro Véznovo dilema
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2.3.2 Plna spoluprace

PIna spoluprace je dalSim zastupcem kooperacnich her. Popisuje napfriklad nasledujici situaci. Dva
kamaradi se chtéji setkat. Sejit se mohou bud venku (na puli cesty od obou bydlist), nebo doma
u jednoho z nich. Pokud by se sesli u jednoho z nich doma, musi doty¢ny uklidit. Druhy hra¢ ma
zas tu nevyhodu, ze musi jit celou cestu. Ziskdvdme tedy dvé strategie {Venku, Doma}. Jedna
z moznosti, jak mize takova hra vypadat je v Tabulce 4.

Tabulka 4: PIné spoluprace

Kamardd 2
Venku | Doma
Venku | 5,5 1,3
Doma 3,1 0,0

Kamarad 1

Strategie Venku je vlastné spoluprice a strategie Doma nespoluprace. Z Rovnice (1) je zfejmé,
Ze pti kombinaci uzitkt @ > ¢ > b > d, které popisuji Plnou spolupréci, je vyraz (a —b —c +
d)q + b —d) vidy kladny. Hra¢ Hp tedy bude reagovat s pravdépodobnosti p = 1 (modrd kfivka
v Obrazku 2). Jelikoz je hra symetrickd, stejné tak hra¢ Hy vzdy zvoli pravdépodobnost 4 = 1
(Cervend kfivka v Obrdzku 2), &imz ziskdvame Nashovu rovnovahu (C,C) (odpovidd (Venku,
Venku) v Tabulce 4).

11
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Obrazek 2: Reakéni funkce pro Plnou spolupraci
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2.3.3 Lovjelena

Lov jelena je popsan vzorovou situaci, kdy jsou dva myslivci na lovu. Pokud chtéji zastrelit jelena,
musi na néj vystrelit oba. Na zastreleni zajice stali pouze jeden, ale ziska tak mensi trofej. Zde
myslivci voli ze dvou strategii {Jelen, Zajic}. Tuto hru popisuje kombinace uzitkti a > ¢ > d > b,
tedy skoleni jelena prinasi nejvyssi uzitek. Pokud skolil zajice jen jeden, je to pro néj vétsi ,vyhra*,
nez pokud maji Glovek oba.

Tabulka 5: Lov jelena

Muyslivec 2
Jelen | Zajic
Jelen | 5,5 | 0,2
Zajic | 2,0 | 1,1

Muyslivec 1

Strategie Jelen vlastné popisuje spolupraci myslivci, zatimco strategie Zajic situaci, kdy nejsou

myslivci schopni se zkoordinovat a nespolupracuji. Do Rovnice (1) vloZme konkrétni priklad z

Tabulky 5. Ziskavame rovnici 7t1(p,q) = p(4g — 1) + g+ 1. Pokud g* = I, na hodnoté p
nezaleZi, nebot bude vyraz (49 — 1) nulovy. Pokud g* > %, je pro hrdce Hj nejlepsi zvolit p =1
a pokud g* < %, tento hra¢ voli p = 0 (modra kfivka). Obdobné to plati i pro hra¢e H, a

pravdépodobnost g (ervend kfivka).

12
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Obrazek 3: Reakéni funkce pro Lov jelena
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Z tohoto prikladu ziskavdme dvé &isté NR (C,C) (tedy (Jelen, Jelen) z Tabulky 5) a (D, D)

(tedy (Zajic, Zajic) z Tabulky 5) a jednu smiSenou NR (af;:?ﬁ, a—g:?+d) (konkrétn& (%, 1),
tedy situaci, kdy budou oba myslivci stfilet na jelena s pravdépodobnosti 411)

2.3.4 Jesttdbi a holubice

JestFéabi a holubice je hra s kombinaci uzitki ¢ > a > b > d a ve vzorovém prikladu fesi agresivitu
(jestrabi) a mirumilovnost (holubice). Méjme situaci, kde si dva Ivi maji rozdélit kofist. Budou-li
spolupracovat, ziskaji oba pal kofisti. Pokud se o kofist poperou, budou zranéni. Pokud jeden
ustoupi, druhy si sice ponecha celou korist, ale nedojde ke zranéni. Lvi tak maji dvé moznosti
kondni, a to {Rozdélit se, Poprat se}.

Tabulka 6: Jestiabi a holubice

Lev 2
Rozdélit se | Poprat se
Leo 1 Rozdélit se 1,1 0,2
Poprat se 2,0 -1,-1

Rozdéleni se je vlastné spoluprace, zatimco kdyz se lvi poperou, znaci to nespoluprédci. Do Rovnice
(1) vlozme konkrétni pfiklad z Tabulky 6. Ziskdvame rovnici m1(p,q) = p(—29+1) + 39 — 1.
Pokud ¢* = 1, na hodnot& p nezélezi, nebot bude vyraz (—2¢ + 1) nulovy. Pokud g* > 1, pak
je vyraz (—2q + 1) zaporny a pro hrage Hj je nejlepsi zvolit p = 0 a pokud g* < 1, tento hra¢
voli p = 1, nebot je vyraz (—2g + 1) kladny (modrd kfivka). Obdobné to plati i pro hrd¢e Ha
a pravdépodobnost g (&ervena kfivka).

13
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Obrézek 4: Reak¢ni funkce pro Jestiabi a holubice
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Z tohoto prikladu ziskdvame dvé &isté NR (C,D) (tzn. (Rozdélit se, Poprat se) v Tabulce 6)

a (D,C) (tzn. (Poprat se, Rozdélit se) v Tabulce 6) a jednu smiSenou NR (a—Z:?er' ufbi:?er)

(konkrétn& (3, 3), coZ je situace, kdy se Ivi o kofist rozd&li s pravd&podobnosti 3 ).

Shrneme-li, vypadaji kombinace uzitkd kooperacnich her a struktura jejich NR takto:
1. Véziovo dilema se vzajemnymi vztahy uZitki c >a >d >ba NR (D,D),

2. PInd spoluprdce sa >c¢ >b>da NR (C,C),

3. Lovjelenasa > c>d > b, &istymi NR (C,C), (D, D) a smidenou NR (—4=2—, 4=t ),
4. Jestfabi a holubice s uzitky ¢ > a > b > d, &stymi NR (C,C),(D,D) a smiSenou NR
d—b d—b
(afbfc+d’ ﬂ*b*C‘Fd)'

14
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3 Evolu¢ni hry

Evolu¢ni hry jsou dalSim typem her. Maji aplikaci v biologii a byly diky nim vysvétleny principy
chovéni riiznych zivocicht (a pfedevsim jejich populaci), jako je boj, kooperace, komunikace, ¢i
koexistence. Nemusi se jednat pouze o zvifata, ale také lidi (evolu¢ni teorii vyuzivaji také eko-
nomové &i politologové), buriky, geny, dokonce i viry. Ze svéta zvifat je ndm znamy naptiklad
spole¢ny lov &i spole¢né branéni teritoria. Spolupracuji ale také nepfibuzné druhy zivocichi, nékdy
se nemusi jednat o dobrovolnou spolupraci, ale o natlak dominantniho. Timto se zabyvé naptiklad
Tim Clutton-Brock [1].

Nashova rovnovaha, kterd byla definovana jiz v Kapitole 2.2.1 je velice podobna tzv. evolu¢né
stabilni strategii (asto se pouziva také zkratka ESS), ktera bude v této kapitole vysvétlena.

3.1 Evoluéni teorie

Evoluce si pochopitelné zada populaci s rozmnozujicimi se jedinci. V evoluéni teorii jsou velmi
dalezité tfi pojmy, a to:

1. replikace,
2. mutace,

3. selekce.

Nékteri jedinci, Ci lépe feceno buriky a viry, se dokazi replikovat, vytvofit kopii sebe sama. Timto
zplsobem se reprodukuji, ackoliv i zde mohou nastat jisté odchylky, mutace. Mutace je zména
genotypu, v nazvoslovi teorie her se jednd o zménu strategie jednim hracem. Selekce (vybér) je
dllezita, kdyz spolu dva jedinci bojuji, nebot se tak ukaze, ktery z jedinci ma vétsi schopnost
prezit (uzitek), zvitézi nad soupefem a tim se zachovaji i jeho ,silnéjsi" geny (evoluéni strategie).
K matematickym vypoctim a zndzornéni téchto t¥i termin(i se Casto pouZzivaji diferencialni rovnice,
které jsou v biologii kli¢ové. Pravé selekce, kdy populaci rozdélime na dvé casti, kde kazda Cast
populace hraje jinou strategii, ale také mutace, nebot tito hrdci budou moci pfi urcitych pravidlech
ménit své strategie, budou v této praci vyuZity [8, str. 4].

Zakladateli evolucnich her jsou John von Neumann a Oskar Morgenstern. Teorii her pfinesl do
evolu¢ni biologie John Maynard Smith, ktery rovnéz pfisel s dilezitym konceptem, evoluc¢né sta-
bilni strategii [8, str. 45].

V evoluénich hrach nemaji hraci konstantni uzitek - ten se méni spolu s tim, jak se méni etnost

rGznych fenotypi v populaci, uZitek je tedy zavisly na frekvenci [8, str. 45]. Oproti statickym hram
zde hracdi méni své strategie, vyviji se.

3.1.1 Princip evolucnich her

Chceme-li navrhnout deterministickou hru, vyuZzijeme nasledujici pravidla:
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3 EVOLUCNI HRY

1. vsichni hradi jsou aktualizovani soucasné,

2. kazdy hra¢ prevezme strategii s nejvétsim uzitkem ze svého okoli [8, str. 146].

Pozndamka 1. Hrdci z okoli budou v této prici oznacovini jako sousedni hrici, sousedni buriky, Ci
sousedi.

UvaZujme symetrickou hru se dvéma strategiemi S = { A, B}, vysta&ime si tak pouze s uZitkovou
matici znazornénou v Tabulce 7.

Tabulka 7: Symetricka uzitkova matice ([8, str. 49])

A | B
Ala|b
B|lc|d

Poznamka 2. Pro ndzornost - strategie, kterd je psina jako proni znaci strategii zkoumaného hrice,
uZitek hrice se strategii A, hrajictho proti hrici se strategii A je tak w(A, A) = a, na stejnyj zpiisob
n(A,B) =b, t(B,A) =camn(B,B) =d.

Jak jiz bylo zminéno, pro evolu¢ni hry je klicova frekvence. Populaci rozdélime na hrace hrajici
strategii A a hrace hrajici strategii B. Jejich Cetnosti oznadime jako x4 a xp, pricemz se jedna
o &islo z intervalu [0,1]. Poté je uZitek hracd souétem uZitk( vyplyvajicich ze strategii sousedi
vyndasoben jejich Cetnosti, tedy [8, str. 49]:

Ta = axs + bxp
g = cXa + dxp.

3.1.2 Stabilita rovnovah

V Kapitole 2.2.1 byla v Definici 3 popsdna Nashova rovnovadha. V evolu¢nich hrach vsak tento
pojem nestaci. JelikoZ se s casem méni frekvence hracd s urcitou strategii, snazime se najit rovno-
vahu, kterad bude stabilni a zména strategie hraci neprinese vyssi uzitek. Definujme si dalsi dilezity
termin, Evolucné stabilni strategie. Pro ESS je nutné, aby byla hra symetricka.

Definice 4. Strategie Sy, je evolucné stabilni strategii pro vsechna k # i, pokud:
7'((5k, Sk> > 7T(Sl‘, Sk>, nebo
71(Sk, Sk) = 7(S;, Sk) a zdroveri 1t(Sy, S;) > 7(S;, Si)
[8, str. 54]
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3 EVOLUCNI HRY

Vektor ¥ = (x4,xp) predstavuje sloZeni populace. Je patrné, Ze i kdyby populaci délilo vice
strategii, suma vSech prvki( vektoru X by se rovnala jedné. Oznaéme uzitek hrade hrajiciho strategii
A jako 714 (X) a uzitek hrace hrajiciho strategii B jako 713(X). Replikdtorovd dynamika poté muize
byt zapsana jako:

)

X4 = xa[ma(¥) — ]
xp = xp[rp(¥) — ¢],

kde ¢ je pramérny uzitek, tedy ¢ = x 474 (X) + xp7rp(X) [8, str. 47].

Vzhledem k tomu, Ze x4 + xp = 1, miZeme x4 zapsat jako x a xp jako (1 — x). Pfedchozi
soustavu rovnic Ize tedy nahradit obycejnou diferencidlni rovnici I. fadu

X =x(1—x)[ma(x) — 7p(x)]. (4)

Ze znalosti obycejnych diferencidlnich rovnic vyplyva, Ze rovnovahy lezi v bodech x = 0, x =
1 a vintervalu x € (0,1) za pfedpokladu, Ze 714 (x) = 7tp(x). Stabilita rovnovéh je nésledujici:

e rovnovdha pro x = 0 je stabilni, pokud 774 (0) < 7t3(0),
e rovnovdha pro x = 1 je stabilni, pokud 7m4(1) > 7t(1),
e rovnovazny bod x* z intervalu (0,1) je stabilni, pokud derivace funkci 7m4 a 7t podle

x spliuji 77y (x*) < 7t (x*) [8, str. 48].

Odtud je zfejmy vztah ESS a replikdtorové dynamiky. NR je v replikatorové dynamice pouze pev-
nym bodem (opacné to platit nemusi - pevné body nemusi byt NR), kdezto ESS je v replikatorové
dynamice asymptoticky stabilnim bodem. Pokud tedy dojde k vychyleni od pevného bodu, systém
spéje k asymptoticky stabilnimu bodu, ke kterému se i pfi vychyleni vrati.

Nyni se podivame na uzitkové funkce 714 a 7t z Rovnice (2), a uréime, v jakém poradi musi uzitky
{a,b,c,d} byt, aby byly rovnovéhy stabilni.

3.1.3 Vztah mezi uZitky a stabilitou rovnovah

Funkce 714 (x) a 7tp(x) jsme jiz definovali. Nyni tedy miZzeme do Rovnice (4) jejich definici dosadit.
Rovnice pak vypada nasledovné:

X =lax+b(1—x)— (ex+d(1—x)]x(1—x). (5)
Po Gpravé a oznaleni Rovnice (5) f(x) ziskdvame:
flx)=[(a—b—c+d)x+b—dlx(1—x). (6)

Ze zdroje [8, str. 50] zjiStujeme, pfi jakych uzitcich jsou rovnovahy stabilni. Tyto rovnovahy po-
piseme pfimo na jednotlivych kooperaénich hrich s tim, Ze strategie A znadi spolupraci a oznaime
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3 EVOLUCNI HRY

ji jako C a strategie B znaci nespolupraci a bude tudiz oznacena jako D.

Z Rovnice (6) zjistujeme, ze klidové (rovnovazné) stavy x, jsou x = 0 (Cista nespoluprace), x =1
(Cistd spoluprice) a x = IJ%?W (smiSend strategie). Pokud Rovnici (6) zderivujeme podle x,
ziskame:

9f (x)

e =2x(a—b—c+d)—3x*(a—b—c+d)+b—2bx —d+2dx. 7)
Do Rovnice (7) postupné vlozime klidové stavy.

af(04) _
Ty = b—d (8)

of(1-) _
Fraaiat +c 9)
af(%) _ (LZ - C)(b - d) (10)

ox (a—b—c+d)

Poznamka 3. U klidového stavu x = 0 pouzivime derivaci zprava, u klidového stavu x = 1 derivaci
zleva. Viychizi to jiZ z daného intervalu x € [0, 1].

Pokud je derivace zaporna, pak je klidovy stav asymptoticky stabilni [6, str. 114]. Pro jakoukoliv
hru o dvou strategiich je strategie evoluné stabilni strategii pravé tehdy, kdyZ je korespondujici
pevny bod v replikdtorové dynamice asymptoticky stabilni [11, str. 172]. Ze znalosti kombinaci
uzitk( jednotlivych kooperacnich her z Kapitoly 2.3 vychazi nasledujici informace.

e Vézniovo dilema ma ESS D, C je nestabilni pevny bod replikatorové dynamiky,
e PIn3 spoluprdce ma ESS C, D je nestabilni pevny bod replikatorové dynamiky,

e Lov jelena ma ESS C a D (také se pouzivd pojem ,bistabilni*) a nestabilni smisenou NR
d—b
a—b—c+d’

e Jestfabi a holubice ma ESS % a nestabilni NR C a D.

3.2 Prostorové evoluc¢ni hry

V prostorovych evoluénich hrach jsou ¢lenové populace rozlozeni ve dvou- ¢i vicedimenzionalnim
poli, pricemz v kazdém tahu kazdy jednotlivec hraje hru se svym bezprostfednim okolim, tedy
s urcitymi hradi, jejichz pocet i pozice zavisi na definici daného okoli. V kazdém tahu hraci méni
své strategie na strategii hrace z bezprostredniho okoli s nejvyssim uzitkem. Biologicky je tato
zména vysvétlena tim, Ze hraci chtéji zvysit svlij uzitek a tim Sanci na potomstvo. Tato pravidla
ur€uji celularni (buné¢ny) automat. Rakousko-uhersky matematik a ekonom John von Neumann
stal na pocatku obojiho — teorie her i celularniho automatu, pficemz se v teorii prostorovych her
tyto dva pfistupy setkdvaji [8, str. 145].

V prostorovych hrach je velmi zajimavé, Ze strategie, které jsou v evolu¢nich hrach pro urcité
kooperacni hry nestabilni, mohou zde byti stabilnimi.
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3 EVOLUCNI HRY

Poznamka 4. V tivodu kapitoly 3.2 byl strucné popsin princip prostorovich evolucnich her typu
game against the field (hra proti poli, hra proti pfirodé), nebot’ zde vlastné ¢lenové populace nemaji
protihrdce, ktery by odhadoval jejich strategii a podle toho se snaZil optimdlné vybrat svou. Zndm je
vsak také typ pairwise contest, kde je aktudlnimu hraci z populace ndhodné vybrdn protihrac, takze
uZitek zdvisi pouze na kombinaci strategii téchto dvou hracii. Tento typ prostorovijch evolucnich her
se statickyym hrdm podobd vice, nez hra proti prirodé. I proto je pfedmétem této price pravé typ game
against the field [11, str. 141-142].

Nyni si vySe popsany model prostorovych her (dale uvadény jako Evoluéni dynamika na mfizkdch)
vice popiseme.

Definice 5. Bindrni dynamicky systém na miiZce je ddin hrdci, ktefi jsou definovini mnoZinou
he{1,2,3,...,N}, kde N je velikost populace, a maji strategie {S1,52,S3,...,S5n}.
A(t) typu mn, A(t) : Ng — R™", A(t) = (ai,j)m,n(t), kde
1, pokudS;; =C
a;;(t) = P v
0, pokudS;; =D
aktualizujici své strategie s casem t € Ny, pfedstavuje populaci N, jejiZ velikost je rovna N = mn.
(iheQ={i=1,....mj=1,...,n}

Poznamka 5. Hri¢ na pozici (i, j) bude ddle v textu oznacovdn jako h; ;.

Nowak ve své knize [8] popisuje Moorovo okoli, kde ma jeden hra¢ vzdy 8 sousedi (jako pohyb
krale po Sachovnici), pfi¢emz je tak zména jeho strategie zavisla celkem na 25 hracich - na ném
samotném (na Obrazku 5 znazornén cerné), na jeho 8 sousedech (zndzornéni modre) a na 16
sousedech jeho sousedd (znazornéni Zluté).

Obrézek 5: Moorovo okoli
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3 EVOLUCNI HRY

Ctvercova mfizka, kterd je zde pouzita, je modifikovana tak, aby mél kazdy hra¢ stejny polet
sousedli. Proto napriklad kaZzdému z hraci na pravém okraji pfifradime za souseda odpovidajiciho
hrace na levém okraji mrizky apod. De facto vznikne geometricky Gtvar podobny toru.

Pro Moorovo okoli pouzivime nasledujici metriku.

p(hij, hyy) = vmax{min{(i — k)2, (m — i — k[)2}, min{(j — )%, (n — [j — 1])2}} udavé vzda-
lenost hrace h;; od hrace hy, kde dvojice (i, ), (k,1) € Q.

z v o

Definice 6. p/ je mnoZina hricii se vzddlenosti A € N od hrdce hjj. Mnozina p, = U py, kde
u € Noap < A, jednd se tedy o mnoZinu hracii se vzdilenosti mensi nebo rovno A od hrace h; ;.

Poznamka 6. Z Definice 6 pi;jl znamend hrace, kteri jsou od h; ; ve vzddlenosti 0 ¢i 1, pocitin je tak
i samotny hrac h; ;. Hrace, kteri jsou od h;; ve vzddlenosti 1, budeme oznacovat také jako pattici do
,1-okoli”, analogicky to bude pro jiné vzddlenosti.

Definice 7. Evolucni dynamiku na myizkdch Ize matematicky zapsat jako ctverici (S, u, 1T, @):
1. S ={C,D} = {1,0} jako mnozZinu strategii vsech hricii

2. u = {a,b,c,d} spliiujici min{a,c} > max{b,d} vyplyvajici z Kapitoly 2.3 jako mnoZinu
uZitkii, kde u C IR?,
3. m(t) : SN — RN jako uZitkovou funkci v case t € Ny definovanou jako
m;j(t) = anc + bnp, pokud a;;(t) =1
m;j(t) = cnc +dnp, pokud a; ;(t) =0
kde nc je pocet Spolupracujicich a np pocet Nespolupracujicich sousedil hrice h; j,

/

4. @ : R™" — R™" takovd, Ze

1, pokud max 71 () > max

7T (t
hy, €P<1 ar(t)=1 hkz€P<1 a1 (£)=0 k’l()

nebo (maxhk/lepéliak,l(t):l T (1) = maxhklep<1 (=0 70 (1)
a zdroveri a; () = 1)
i j(A) = K

0, pokud max | Tk () < max

(H)=0 Tck,l(t) .

hkl€P< :ag (£)=0 nki(t)

hy, €P<1 ag(H)=1 hk1€P<1 g,

nebo (max = ma

l’lk,lepélzak,l(t):l nk,l(t)
a zdroveri a; j(t) = 0)

Hrac hj; tedy v pfistim tahu v Moorové okoli voli strategii na zakladé 9 hracii hy, patficich do

mnoZiny p/; a jejich uzitkd 7y (t).

Nowak ve své knize [8] zkoumd vyvoj populace pfi hfe Véziovo dilema, kde fesi zmény vyvoje
pfi konstantnich uzitcich a,b a d a proménlivém uzZitku ¢, v této hfe &asto interpretovaném jako
~dopustit se zrady” na druhém vézni, zatimco on ,zapiral”. Timto zkoumanim je inspirovana
dalsi ¢ast prace, kde bude pouzit jiny model aplikovan na von Neumannovo okoli a zkoumat se
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tentokrat budou uzitky b a c.

Von Neumannovo okoli je struktura, kde ma kazdy hrac pravé 4 sousedy. Jedna se o sousedni hrace
nalevo, napravo, nahote a dole. Dany hra¢ je tak ovliviiovan 13 hradi - sam sebou (na Obréazku
6 znazornén &erné), 4 bezprostfednimi sousedy (zndzornéni modrfe) a 8 sousedy svych sousedd
(zndzornéni zluté).

Obréazek 6: Von Neumannovo okoli

Toto okoli bude vyuzito v modelu Sou¢tova evoluéni dynamika na m¥izkdch. Ve von Neumannové
okoli se vzdélenost sousedl pocitd pomoci modifikace Manhattanské metriky [2, str. 99], ktera je
definovana nasledovné: p(h;j, i) = min{|i — k|, m — |i — k|} +min{|j —I|,n —|j —I|} udava
vzdélenost hrace h;; od hrace hy, kde dvojice (i,j), (k,1) € Q.
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4 Souctova evolucni dynamika na mfizkach

V predchozich kapitolach byly predstaveny evoluéni hry a poté prostorové hry, kde je velmi dillezita
frekvence strategii sousedicich hraci. Byla zde zminéna dvé okoli - Moorovo okoli a von Neuman-
novo okoli.

V této kapitole bude ke zkoumani vlivu spoluprace vyuzito von Neumannovo okoli. Na upraveném

Vv

modelu nazvaném Souctovd evoluéni dynamika na mrizkdch, kde hradi nebudou ménit strategii na
strategii souseda s nejvéts$im uzitkem (viz Kapitola 3.2), nybrz se budou uzitky Spolupracujicich
a Nespolupracujicich v pfimém okoli scitat, si ukaZzeme, pfi jakych kombinacich uzitki b a c pfi
konstantnich uzitcich a a d dosdhne systém absolutni defekce ¢&i absolutni spolupriace za jedné
pevné dané pocateéni konfigurace. Takovyto systém bude simulovan v softwaru Matlab, a poté
bude zkoumano, pfi jakych kooperacnich hrach lze jedné strategie jako ESS dosdhnout.

4.1 Pfedstaveni modelu
Opét zde bude vyuzit binarni dynamicky systém na mfizce z Definice 5.

Definice 8. Souctovou evolucni dynamiku na miiZkich jako bindrni dynamicky systém definujeme
Ctverici (S, u, 7, ¢):

1. S={C,D} = {1,0} jako mnoZinu strategii viech hricii,

2. u = {a,b,c,d} spliujici min{a,c} > max{b,d} vyplyvajici z kapitoly 2.3 jako mnoZinu
uZitki, kde u C R?,

3. 7(t) : SN — RN jako uzitkovou funkci v case t € Ny definovanou jako

m;,j(t) = anc + bnp, pokud a;;(t) =1

m;j(t) = cnc +dnp, pokud a;j(t) =0

, kde nc je pocet Spolupracujicich a np pocet Nespolupracujicich sousedil hrice h; j,
4. ¢ : R"™" — R™™" takovd, Ze
.
L pOkud th,lEPgliak/l(t)zl T[k’l(t) = thJEPiéjﬂak,z(t):O nk’l(t)

nebo (th,lepiéjl g (1) =1 ﬂk’l(t) - th,IGPiéjl:ak,l(t):O nkrl(t)

a zdroveri a; j(t) = 1)
0, pokud th,IEPgliﬂk,l(f):l (1) < th,IEPiéjmk,z(f):O 70,1 (1)

nebo th,z epZyiag (H)=1 i (1) = th,zep;jl:ukz(t):O 71 (1)

@i j(A) =

<1k,

a zdroveri a; j(t) = 0)

UZitkova matice je znazornéna v Tabulce 8.
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Tabulka 8: Symetrické uzitkova matice kooperac¢nich her ([8, p. 62])

C|D
Clal|b
D|c|d

Pro nase potreby si bez (jmy na obecnosti zvolime uZzitek a = 1 a uzitek d = 0 (nespoluprace
nic nevynasi), takze budou zkoumany pouze uzitky b a c, tedy stavy, kdy se setkd spoluprace
s nespolupraci [4, str. 9]. To si miZeme dovolit diky uvaZovani uzitkové funkce 7t(t) a zobrazeni

x—d
a—d’

X= prox =a,b,c,d. (11)
Uzitkovd matice je v Tabulce 9.

Mov

Tabulka 9: Uzitkova matice Souctové evolu¢ni dynamiky na mfizkach

C|D
C|1]%b
D|c |0

Pro jednoduchost budeme nadale vidy pfedpoklddat matici A(t) Etvercovou, kde m = n a A(t)
je tak typu n. Zaroven predpokladejme, ze n > 3.

Von Neumannovo okoli bylo popséno v Kapitole 3.2, kde bylo zminéno, Ze hra¢ méni svou strategii
na zakladé 13 hraca. Existuje tedy dohromady 2!3 moznosti, jak mohou byt v tomto okoli hraci
se dvéma strategiemi rozdéleni. Bude vSak uvazovan pouze symetricky systém, takze jich bude
zkoumano méné.

Definice 9. Konfiguraci oznacime jako symetrickou, existuje-li dvojice (i,j) takovd, Ze ajyj+) =
AiskjFl = Qi+l j+k = Ai51j+k Pro vechna (k,1). Pocitecni matici A(0) majici takovouto symetrickou
konfiguraci oznacme jako A*(0). Proky matice A*(t) oznacme jako a;;(t).

Poznamka 7. Z Definice 8 je zfejmé, Ze v jakémkoliv ¢ase t € IN bude takovito konfigurace A*(t)
rovnéz symetrickd, nebot’ se jednd o deterministicky dynamicky systém ¢ a ze symetrické konfigurace
tak musi vzniknout rovnéZ symetrickd konfigurace.

Hra¢ ménici strategii se bude rozhodovat podle hrdcii z mnoziny plgl - tedy svych soused( a sebe.
Zvla$t budou secteny uzitky Spolupracujicich a Nespolupracujicich, a ktery uZitek bude vyssi, tu
strategii hrac zvoli. Za predpokladu, ze bude soudet uzitkil obou strategii stejny, hrac si ponechava
svou strategii. Pro jednoduchost jsou strategie jednotlivcli zndzornény barevné - Cervené jsou
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4 SOUCTOVA EVOLUCNI DYNAMIKA NA MRIZKACH

znazornéni Spolupracujici (v programu hodnota 1) a modre Nespolupracujici (v programu hodnota
0), priéemz se konfigurace s ¢asem t € INy méni. Bile jsou zndzornéni vzdy pouze Spolupracujici
hraci, ktefi nemohou ménit svou strategii (kromé absolutni spoluprice, kde svou strategii rovnéz
nezméni, ale ta je znazornéna Cervené).

4.2 Invaze Nespolupracujicich

V této Casti bude popsana invaze Nespolupracujicich, ktefi napadaji Spolupracujici. Bude zde
zkoumano, pfi jakych kombinacich uZitk( b a ¢ se bude nespoluprace Sifit.

N3

Definice 10. Jako sifeni nespoluprice zde bude brina konfigurace, kdy se v case (f + 1), kde
t € INo, nespoluprice rozsiri do celého (A + 1)-okoli hrace h;j, kde A € Ny, pficemzZ v pred-
chozi konfiguraci (v case t) jsou Nespolupracujicimi hraci od hrdce h;; az do A-okoli hrace h; j, tedy
hi € plgA s ag,(t) = 0. Analogicky je bréno $ifent spoluprice.

Poznamka 8. V textu dile budou pouZity dvojice (k,1) a (p,q) € Q, kde znaceni hy.; bude pouZito
pro Nespolupracujici a hy 4 pro Spolupracujici hrice.

Zacnéme s prvni konfiguraci A7 s jednim Nespolupracujicim #; ;, tedy ”i*,j =0ahy € pgl : a]’:,l =
1.

Obrazek 7: Konfigurace A

V tomto pripadé mohou ménit strategii dva typy hracd - hrac hl-,j : 7 = 4c a hradi hyq € pg’j :
e pokud ¢ < b+ 3, poté a?jj(t +1)=1,
e pokud ¢ > %+ % potéa} (t41) =0.

Na Obrazku 9 jsou tfi moznosti, které mohou nastat, ndzorné ukazany.
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4 SOUCTOVA EVOLUCNI DYNAMIKA NA MRIZKACH

Obrazek 8: Grafické zndzornéni rozdilné dynamiky ¢ (A7)

5 .
c=b+3
4.5_. C:b,"4+'|5f4 ....................................
4 : 5

348+

3

Obrazek 9: (A7)

|

l.c<b+3,
2.c < %—i—%azéroveﬁch—i—?),

3.c>£+%.

Pokud ¢ > %—f— Q, ziskame A;, kde hk’l € pgl :a;:,l(t) =0 pro véechna (k,l) c plé]l

Obrazek 10: Konfigurace A3
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hy; € pilff tap,(t) = 0, neni tedy mq?né, aby h;; zménil strategii, tedy ¢ij(A3) = 0. Ke zméné
strategie maze dojit u hréca hy; € py : 7 = 3¢, a u hrada hp,q € [ Tpq € {20 +2,b+3}.

e pokud ¢ < % + 72, poté aj ,(t+1) =1,
o pokud ¢ > & + 3, poté pro hrace Iy, € p5 1 7y = 2b+2 plati, e a,(t+1) =0,

o pokud ¢ > £ +5, poté pro hréce hy, € p5 @ 71,0 = b+3 plati, e a3, (t +1) = 0,

Obrazek 11: Grafické zndzornéni rozdilné dynamiky ¢(Aj3)

B T i j
c=5bf3+7/3 ] 5
c=bR+53 | : 5
ot C:blr3+5 ........... .......... ...........
N I S
B I S o
4 3
ol S e
Thodn ........................................
2
0 ; .
5 4 3 2 1
b
Obréazek 12: p(Aj3)
T
1 2 3 4 5

1.c<%b+%azéroveﬁc§%+%,
2.c2%b+%azéroveﬁc§§+5,
3.c < 2+ Zazarovetic > 5 +3,
4.c2%b+%azérovef1c>%—}—%azérovef\cg §+5,

5.c>5%+5.
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Pokud ¢ > % + 5, ziskdme A3, kde ) € piéjz cag(t) = 0 pro vdechna (k,1) € P;jz-

Obrazek 13: Konfigurace A3

her € plgl pro viechna (k1) € plgl nebudou ménit své strategie, nebot ve svém okoli nemaji

Spolupracujici. Ménit strategie mohou hradi hy; € p;’j sy € {2¢,3c} a hrddi by, € pgj D Tlpg €
{2b+2,b+3}.

e pokud ¢ < 2b+2, poté pro hrade Iy, € o5 : 7t; = 2¢ plati, ¥e af (t+1) =1,
o pokud ¢ < % 47, poté pro hréte hy; € py : 7t = 3¢ plati, ze a, (1 +1) = 1,
o pokud ¢ > 2 42 poté pro hrace hy, € p5 : 7Tpq = 2b+2 plati, ze a,(t+1) =0,

e pokud c > §+5 poté pro hrace h;,, € pé’j t 7Ty = b+ 3 plati, Ze ay (t+1) = 0.
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Obréazek 14: Grafické zndzornéni rozdilné dynamiky ¢(A%)

B T T
=503+ 7/3
c=2hb+2

5r c=2b5+2
c=hf3+5

Obrazek 15: ¢(A3)

2 T

6 7

.¢c < 2b+2azarover ¢ < %b+2,
c< 5gbnL%azéroveﬁc>2b+2azz’n‘ovelﬁc§ %h+2’
.c> %—F%azéroveﬁcg 25—b+2,
.¢c < 2b+ 2 azaroveri ¢ > 25—1’4—2,
e < %—b—{—%azé\roveﬁc>2b+2azéroveﬁc> 2gb%—Z,
.c> %—b+%azéroveﬁc> 25—b+2azéroveﬁc§ §+5,

.c>%—|—5.

NSO O s W

Pokud ¢ > % + 5, ziskdme A}, kde Iy, € pigé rag,(t) = 0 pro vSechna (k,1) € pigé.
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Obrazek 16: Konfigurace A}

he) € pZ, pro vechna (k1) € pZ, nebudou ménit své strategie, nebot ve svém okoli nemaji

Spolupracujici. Ménit strategie mohou hradi hy; € pg] : T € {2¢,3c} a hrddi hy, € o) TTpq €
{2b +2,b+ 3}. Je nutné zminit, Ze zde mame dva typy hraca h,, s uZitky 2b +2 — ti, ktefi jsou
na diagondle od h;; maji dva Nespolupracujici sousedy s uZitky 2c, zatimco ostatni takovi hraci
maji jednoho souseda s uzitkem 2¢ a jednoho souseda s uZitkem 3c.

pokud ¢ < 2b + 2, poté pro hrace hy; € p;’j : T = 2c plati, Ze af (t+1) =1,
pokud ¢ < 53—b + % poté pro hrace hy; € p;’j : ) = 3c plati, Ze af ,(t+1) =1,

pokud ¢ > %4— % poté pro hrace hy,, € pgj : Tp,qg = 2b + 2, ktefi jsou na diagondle od h;
plati, ze ay ,(t+1) = 0,

pokud ¢ > ¥ +2, poté pro hrite Iy € 0% 2 71,5 = 2b 42, ktefi nejsou na diagonsle od
hi; plati, ze ay . (t +1) =0,

pokud ¢ > & +5, poté pro hrace Iy, € p5 : 71 = b + 3 plati, Ze (£ +1) = 0.

Moznosti, kam se mlze systém vyvijet, jsou znazornény na Obrazku 18.
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Obréazek 17: Grafické znazornéni rozdilné dynamiky ¢(A})

ol C=bi3+5

OB i e
c=2b+2 ; : 10
gk C:5bf3+?f3 .......... ......... T ]

C=hi2+5/02

Jelikoz se pohybujeme v toru, za predpokladu ¢ > %—i—S v Case f = (%] — 1 nastane poprvé
situace, kdy bude mit kazdy Nespolupracujici v konfiguraci ve 2-okoli vice nez tfi Nespolupracujici.
UvaZujeme-li populaci, kde 1 je sudé &islo a v. A*(0) je pouze jeden Nespolupracujici hrdg, tedy
A*(0) = Aj, nastane tato situace v ¢ase t = 5 — 1 a bude se jednat o hrace z (5 — 1)-okoli.
Pokud 1 je liché ¢islo, bude se jednat o hrace z ([5] — 1)-okoli a tato situace nastane v Case
f=3]-1

Nyni uvaZujme moznost, kdy ¢ > g + 5 a zdroved jsme v Case t = [ 5] — 1. Je nezbytné rozdélit
zkoumani na moznost, kdy n je sudé a moznost, kdy n je liché.

Pozndamka 9. Bude zde zavedeno nové znaceni. Konfigurace A_), s je konfigurace, kde n je sudé
a A € IN je pocet krokii od konce, tedy pocet krokii k dosaZeni absolutni defekce. Na stejnyj zpiisob
A_, | je konfigurace s lichym n.

421 Populace se sudym poctem hraca

Pro n sudé uvazujme kvilli zobrazeni bez Gjmy na obecnosti, Ze n = 6. HrdCem h; ; oznatme jako
hrace na pozici (3,3) (obecné (%,%)). Pro n = 6 dojde k situaci, kde ma kazdy Nespolupracujici
hra¢ ve svém 2-okoli vice, nez tfi Nespolupracujici v ¢ase t = 2, zaénéme tedy rovnou s touto
situaci. N -

v. ij . v i
Mé&jme A™, ;s by, € 02, : ay,(t) = 0 pro viechna (k,I) € 0”Z,.

he) € pZ, pro viechna (k1) € p, nebudou ménit své strategie, nebot ve svém okoli nemaj

Spolupracujici. Ménit strategie mohou hraci Iy, € p;’] : g € {2¢,3c} a hrédi hy 4 € pZ] DTl =
2b + 2. Je nutné zminit, Ze tim, Ze je populace s n = 6, jsou zde dva typy hraci hy, s uzitky
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Obréazek 18: p(Aj})
I

10

l.c < 2gh—i—Zaze’lroveﬁc<2b—|—2,
2.¢c < 2gb—l—Zaze’uroveﬁc22b+2aze’1roveﬁc< §b+%,
3.¢ > 2gb~|—2azé1rover“1c<2b+2azélrovervlcS %—l—%,

4.c < 2b+2azarovenic > %—F%,

NS
+
Nl

~

5.¢> 2gl’—|—2azéu'oveﬁc2219—1—2azérovef1c<

a zaroven ¢ <

6.c > 2b+2 azérovetic < 2L + 7 a zaroven ¢ >
3773
7.c <% +2azaroveiic > % + 12,
8.c> 2§b+2azéroverv1c2 %—F%azéroveﬁcg %4—7,
9.¢< Q+5azéroverv1c2 @+Zazéroveﬁc> Q_|_§,
3 3173 2
10.c > & +5.

Obréazek 19: Konfigurace A’i%_l spron==6
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2b + 2 - ti, ktefi maji Nespolupracujici sousedy s uZitky 2c a 3c (a zkoumani byli jiz v A}) a ti,
ktefi méli v A3 uzitek b+ 3, ale nyni maji uzitek 2b + 2 a dva Nespolupracujici sousedy s uzitky
3c.

o pokud ¢ < 2b +2, poté pro hréte fi,; € py : 7y = 2¢ plati, Ze af (t+1) = 1,
o pokud ¢ < 2b +2, poté pro hréte li, € py : 7y = 3¢ plati, Ze af (t+1) =1,

e pokud ¢ > 2 42, poté pro hréte g € il = 71, = 20+ 2, kde gy € pP" 2 71,4 € {2¢,3¢}
plati, ze ay, (t +1) =0,

e pokud ¢ > L 4 3, poté pro hrée h,, € 03 @ 7150 = 20+ 2, kde Iy € pV'7 : 7, = 3c
plati, ze ay, (t+1) = 0.

Obrazek 20: Grafické znadzornéni rozdilné dynamiky qo(A*_%_1 <)

5] -
c=2b+2
c=hf3 + 503 : ; :
5— szb;5+2 .............. ..............
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Obréazek 21: p(A* n_1,s)

2

1% 2E 3@

E ! 6!
1.c < 2b+ 2 a zaroveri c < g+§,
2.¢ > 2b+ 2 a zaroven ¢ < g+§/

4 5

3.¢c < 2b+ 2 a zaroven ¢ > %—I—%azéroveﬁcg %”4—2,
4.¢c > 2b+2azaroveiic > §+%azéroveﬁc§ 2gb%—Z,
5.c¢ < 2b+ 2 a zaroveni ¢ > 25—b+2,
6.c > 2b+ 2 a zaroven ¢ > 25—b—|-2.

Pokud ¢ > 2b + 2 a zaroveh ¢ > 25—b +2, ziskdme A* 5 s hy € piéj3 s ap,(t) = 0 pro viechna
(k1) € Plg']3-

Obrézek 22: Konfigurace A* 5 pron = 6

he) € pZ, pro viechna (k1) € p?Z, nebudou ménit své strategie, nebot ve svém okoli nemaji

Spolupracujici. Ménit strategie mohou hraci hy; € p;’j 1 7y = 2c¢ a hrddi hy, € pr’j DTy €
{2b 4 2,3b + 1}. Zde jsou dva typy hracd s uzitky 2c — ti se dvéma Spolupracujicimi sousedy
s uzitky 2b4+2 a 3b + 1 a ti s dvéma Spolupracujicimi sousedy s uzitky 3b + 1.

e pokud ¢ < %h + 3, poté pro hrace her € p;’j D Ty = 2¢, kde hp, € p'{’l D Tpg €
{2b+2,3b+ 1} plati, Ze a;,l(t+ 1) =1,

e pokud ¢ < 3b+ 1, poté pro hrace hy; € p;’j : Ty = 2¢, kde hy, € p’{’l D TTpy = 3b+1
plati, Ze af ;(t+1) =1,
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o pokud ¢ > 5+ 3, poté pro hrace Iy, € py : 7y = 2b+2 plati, ze a,(t+1) =0,

o pokud ¢ > L+ 3, poté pro hrae Iy, € p} : 71, = 3b+ 1 plati, ze a,(t +1) = 0.

Obrazek 23: Grafické znazornéni rozdilné dynamiky ¢(A* ;)

4 -
c=hi2 + 52
38t c=3b+1
c=hi2+56 |
c=5b!2+3f2§
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6

L
e

Obrézek 24: p(A* ;)

!5!

2 3

E!él
.8.

7 9

1.c<3b+1azéroveflc§%+%,

2.¢>3b+1azarovenic < %+%azéroveﬁc< 571’—#%,

3.c <
4.c <
5.¢c<
6.c <
7.c>
8.c >
9.¢c >

Y+ 2 azarovetic > 3 + 3,
%—I—gazéroveﬁc<3b—|—1azéroveﬁc> %—1—5,
g+%azéroveﬁc23b+1azérovef1c> %+gazéroveﬁc< %b-i-%,
g+%azéroveﬁc> g—i-%azéroveﬁcz 5717+§,
§+gazéroveﬁc<3b—|—1,
%%—%azéroveﬁc23b—|—1azéroveﬁc< 52—h+%,

b, 5 p - 50 |, 3
5 1+ 3 azarovennc > % + 3.

Pokud ¢ > %+ 3 a zéroveli ¢ > 3 + 3, ziskdme A*, s Iy, € 02, : ai,(t) = 0 pro viechna

(k1) € Plé]4-

Obrazek 25: Konfigurace A*,  pron =6

hi) € p1;13 pro vSechna (k1) € plgg nebudou ménit své strategie, nebot ve svém okoli nemaji

Spolupracujici.
3b+1.

Ménit strategie mohou hraci iy € py : me; € {c,2c} a hra&i hyq € p2 = 70 =

o pokud ¢ < 3b + 1, poté pro hréte I € py : 7y = c plati, Ze a, (1 +1) = 1,
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o pokud ¢ < 3b + 1, poté pro hréte I, € py : 7y = 2¢ plati, Ze af (t+1) = 1,

e pokud ¢ > % + 1, poté pro hrace h, €p5 Ttpq = 3b+1 plati, ze aj, . (t +1) = 0.

Obrazek 26: Grafické znazornéni rozdilné dynamiky ¢(A*, )

3

c=3b/5 + 1] | | :
c=3b+1 | | | /3

Obrazek 27: (A

1.c§%b+lazéroveﬁc<3b+1,
2.c§%b—|—lazéroveﬁc23b—|—l,
3.c>35—”+1azéroveflc<3b—|—1,
4.c>%b+1azérovef1c23b+1.
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Pokud ¢ > 35—b +1 a zérovefi ¢ > 3b + 1, ziskdme A* | s Iy € piéj5 : ag,(f) = 0 pro viechna
(k1) € pZs.

Obrézek 28: Konfigurace A*; ( pron =6

he € p2Z, pro viechna (k1) € p, nebudou ménit své strategie, nebot ve svém okoli nemaji

Spolupracujici. Ménit strategie mohou hraci hy; € pé’j 17y =cahrdc hy, € pé’j D TTp,q = 4b.
e pokud ¢ < 4b, poté pro hrade Iy, € pl : 71; = c plati, ¥e af (t+1) = 1,

e pokud ¢ > b, poté pro hrace hy,; € pé’j D Tty = 4 plati, ze aj, (t+1) = 0.

Obrazek 29: Grafické znazornéni rozdilné dynamiky @(A* ; ;)
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Obrazek 30: (A" )

1. 2.

1.c < 4b,
2.¢ > 4b.

Definice 11. 1 je konfigurace nazyjvajici se absolutni spoluprdce, kde kazdy hric spolupracuje,
tedy a;; = 1 pro vsechna i, j € Q).

Definice 12. O je konfigurace nazyvajici se absolutni defekce, kde je kaZdyj hra¢ Nespolupracujict,
tedy a;; = 0 pro vsechna i, j € Q.

Z A*, , vychazi nasledujici lemma.

Lemma 1. Jeden Spolupracujici v populaci Nespolupracujicich nepteZije a vznikne absolutni defekce,
tedy je-li v populaci v Case t pravé jeden Spolupracujici, A*(t +1) = O.

Diikaz. Dtikaz vyplyva z A*; .. Z Obréazku 30 je vidét, Ze Spolupracujici hra¢ hy, € ol
g = 4b. Pro vSechna hy; € pf’q : g = c. Spolupracujici tedy nezméni strategii, za
predpokladu, Ze 4c < 4b, tudiz ¢ < b. Z Kapitoly 2.3 vime, Ze ¢ > b, tudiZ tato situace nikdy
nenastane a Spolupracujici vZdy zméni svou strategii. U

4.2.2 Populace s lichym poétem hraci

Nyni uvaZujme 7 liché, opét bez (jmy na obecnosti uvaZujme konkrétni n = 5. Hracem h;
oznatme hrace na pozici (3,3) (obecné ([5],[5])). Zatnéme opét v Case, kdy ma kazdy Ne-

spolupracujici hra¢ ve 2-okoli vice nez tfi Nespolupracujici, tedy kdy t = 2. Mé&me Ai[ﬂ}l
2 7!

s hg € piéjl : a;f,l(t) = 0 pro viechna (k,I) € Piéjr
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Obrazek 31: Konfigurace Ai{%] ypron=>5

Tato konfigurace je velmi podobnd konfiguraci A%, ale Spolupracujici hradi s uzitky b + 3 zde méni
své strategie pfi jinych kombinacich uZzitku b a uzitku c¢. Hrac h;; nebude ménit svou strategii,

nebot ma kolem sebe pouze Nespolupracujici. Ménit uzitky budou hraci hy; € pi’j D T = 3¢
a hradi hy, € p5 i 7y € {20+2,b+ 3}

e pokud ¢ < % + % poté pro hrace hy; € pé’j : iy = 3c plati, ze af (t+1) =1,

o pokud ¢ > &+ 3, poté pro hrade hyq € pgl : 71,0 = 2b + 2 plati, Ze a3, (t+1) =0,

° pokudc>23—b+

Obrézek 32: Grafické zndzornéni rozdilné dynamiky qo(A*{

5]

14
3

c=5bi3+ 73
c=2hi3 + 1443
c=bi3+5/3

39

. poté pro hrade g € pi < 71, = b+ 3 plati, Ze %, (t+1) = 0.
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n
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Obrazek 33: QO(A*_ [%],l)

R . O L

1.c<5—§’+%azéroveﬁc§§+g,

2.¢> %%+ Zazaroveric < 243,

3.c< 2+ Zazaroveiic> £+ 3,

4.c> %+ Zazarovetic < 2 + Y azéroveric > £+ 3,
5.c>% 4 1

. 373

Pokud ¢ > 2 + 1 ziskdme A%y shy € piéjz rag,(t) = 0 pro viechna (k,1) € piéjz.

Obrazek 34: Konfigurace Aiz,l pron =5

he € plgl pro viechna (k,1) € plgl nebudou ménit své strategie, nebot ve svém okoli nemaji

Spolupracujici. Ménit strategie mohou hraci hy; € p;’j : Ty = 2c a hrddi hy, € p;’j DTy =
2b + 2. Jsou zde dva typy Nespolupracujicich s uzitky 2c - jedni maji Nespolupracujici sousedy
s uzitky 0 a 2c¢, druzi maji dva Nespolupracujici sousedy s uzitky 0.

e pokud ¢ < 2b+ 2, poté pro hrace hy; € p;’j : 7y = 2c¢ s jednim Nespolupracujicim
sousedem s uZitkem 2c plati, ze aj,(t +1) =1,

e pokud ¢ < b+ 1, poté pro hrace hy; € i 7T ] = 2¢ se dvéma Nespolupracujicimi sousedy
kud ¢ < b+ 1, poté pro hrace hy; € py : 7 = 2c se d Nespol d
s uZitky O plati, ze af ;(t +1) =1,

o pokud ¢ > b+ 2, poté pro hréte hy o € p5 : 71,4 = 2b + 2 plati, Ze %, (t+1) = 0.
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Obréazek 35: Grafické znadzornéni rozdilné dynamiky ¢(A*,))

4 T T , !
c=2b+2 : :
351 coh+ T d
c=h+2 : : : _ /)
] TR ........... .......... .......... ........... ......... ..........
5 : : 5 : :
2R ........... .......... .......... .......... ......... e
o b e L
15 ........... ........................................................................
I ST SO SOOI OO SO SN SO
D5 ........... ......................................................................
f 3
D 1 ! 1
-3 25 2 15

Obrazek 36: (A", )

B gE 8 MM

l.c<b+1,

2.c < 2b+2azarovetic > b+ 1azaroveric < b+ 2,
3.¢c>2b+2azarovetic < b+2,

4.c <2b+2azarovenc >b+2,
5.¢>2b+2azarovetic > b+ 2.

Pokud ¢ > 2b +2 a zdrovefi ¢ > b +2, ziskdme A* ;s hy; € pigé s a;,(t) = 0 pro viechna
(k1) € pZs.
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Obrazek 37: Konfigurace A* |, pron =5

he) € pZ, pro viechna (k1) € p?Z, nebudou ménit své strategie, nebot ve svém okoli nemaji

Spolupracujici. Ménit strategie mohou hraci hy; € pé’j i = cahrdlihy, € pi’j D TTpg = 2b+2.
e pokud ¢ < b+ 1, poté pro hrée Iy, € p§' : 7, = ¢ plati, %e af,(t+1) =1,

o pokud ¢ > 3b +3, poté pro hrace hyg € py : 71, = 2b+ 2 plati, ze a3y, (t+1) = 0.

Obrézek 38: Grafické znazornéni rozdilné dynamiky ¢(A* ;)

3

c=hb+1
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Obrézek 39: ¢(A* )

i

l.c<b+1,
2.¢c>b-+1azarovenc <3b+3,
3.¢>3b+3.

Poznamka 10. Jako ptiklad pro liché n jsme pouZili n = 5. Pokud bychom pouZili vyssi liché ¢islo,
v [4]-okoli hrdce h;; ziskdme navic Spolupracujici s uZitky 2b + 2 a dvéma Nespolupracujicimi
sousedy s uZitky 2c. Tato mozZnost ale byla zkoumdna v konfiguraci A}, proto bylo pri zkoumdni
populaci s lichym n vyuZita populace s n = 5.

Dilevcaset = [ 5| — 1 ziskdme hrice s uZitkem 2b + 2 se dvéma Spolupracujicimi sousedy s uZitky 4
a dvéma Nespolupracujicimi sousedy s uZitky 2c a 3c, tuto mozZnost jsme ale uvvaZovali uz u konfigurace
Ai%fl,s (Obrizek 19).

Pti vyssim lichém n ale navic vznikaji i hrdci s uZitky 2b + 2, ktefi maji jednoho Spolupracujiciho
souseda s uzitkem 2b +- 2, jednoho Spolupracujiciho souseda s uZitkem 4, jednoho Nespolupracujiciho
souseda s uZitkem 2c a jednoho Nespolupracujiciho souseda s uZitkem c. Vznikd tak piimka ¢ =
%b + 8, kterd miize vytvofit dalsi oblasti. Tuto mozZnost ale neni t¥eba zkoumat, nebot v jednotlivyich
konfiguracich s lichym n je ,silnéjsi” uz naptiklad primka c = 23—b + L. Porovndme-li tyto dvé situace,
v obou ptipadech Spolupracujictho ovliviiuji Nespolupracujici se souctem uZitkii 3c. V pripadé, kde
je jeden Nespolupracujici s uZitkem 3c, porovndvd svilj uZitek se souctem uZitkii Spolupracujicich
2b + 14, tam, kde jsou Nespolupracujici dva, ale soucet jejich uZitkil je 3c, porovndvaji tento uZitek
s uZitkem 4b + 8.
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Obrazek 40: Silngjsi pfimka

c=2bi3+ 1443
c=4bi3 + /3

(]

Pro sudé n je mezi konfiguraci A—g—l,s a A5 a pro liché n mezi konfiguracemi A—(%U aA%,,

vzdy k konfiguraci navic, kde pro sudé n = {6,8,10,...} je k = {0,1,2,...} a pro liché
n=14579,...} jek ={0,1,2,...}. Odtud v8ak neplynou Zadné hranice, které by nebyly
popsany jiz ve vyse zminénych konfiguracich ¢i Pozndmce 10. Jiné moznosti nemohou nastat.

Jako posledni pfiklad pouzijme n = 3 a konfiguraci A*_2/3‘kde je v populaci jeden Nespolupracujici

hra¢ h;jahyq € pg’j tay(t) =1 provsechna (p,q) € pi’]. Jedna se pouze o priklad s n = 3, proto
je zde ponékud jiné znaceni. Rozdil oproti A*_m ; Je ten, Ze Spolupracujici hraci s uzitky b+ 3
2 1/
maji Nespolupracujiciho souseda s uZitkem 4c a nikoliv 3¢, jako je tomu u konfigurace Aim Iz
2 10s
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Obrézek 41: Konfigurace A*, 5

V tomto pripadé mohou ménit strategii dva typy hract — hrac hi,]- 2 75 = 4c a hrddi hyq € pé’j :
e pokud ¢ < b+ 3, poté a;‘](t—f— 1) =1,

7,

e pokud ¢ > %+ 7, poté a,q(t+1)=0.

Obrézek 42: Grafické znazornéni rozdilné dynamiky q)(Aiz,3)

5 .
c=b+3 ; ;
45H c=p T ............. .............
4 : 5 : :

358+

3

Obrazek 43: q)(Aizs)

e

l.c<b+3,
2.¢c < g+%azéroveﬁczb—|—3,

&c>§+%
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Pokud ¢ > % + % ziskdme A* 3 s Iy € Piéj1 s ag,(t) = 0 pro vdechna (k,1) € Piéjy

Obrazek 44: Konfigurace A*—l,S

Hrac h;; nebude ménit svou strategii, nebot ve svém okoli nemd Spolupracujici. M&nit strategie

mohou hré&i by € pi : ;) = 2¢ a hrd&i by, € 05 71y, = 20+ 2.
e pokud ¢ < b+ 1, poté pro hrée Iy, € pi' : 1) = 2¢ plati, 7e af (t+1) =1,

o pokud ¢ > % + 3, poté pro hréte hyq € p5' : 71,0 = 2b + 2 plati, Ze a}, (t +1) = 0.

Obrézek 45: Grafické znazornéni rozdilné dynamiky ¢(A*, ;)

3

c=b+1 :
c=3bf2+ 32| ; :
2.5_ .......... ........... T ........... , ..........
ol i
2
o T EE ..............................
3
fh S AUUO AU U
0Eb. ___________ S ___________ A
0 é
-2 15 1 0.5
b
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Obrazek 46: (A" | 5)

el R

l.e<b+1,
2.c>b+1lazéroveric < ¥ + 3,

3b 4 3
3.¢c> 75 + 5-
Z poznatki vyse vyplyva nasledujici lemma.

Lemma 2. Pokud platic > % + 5a zdroveri c > 3b + 3 a v symetrické ctvercové pocitecni konfiguraci
A*(0) je privé jeden Nespolupracujici, dojde k absolutni defekci, tj. existuje tg € IN tak, Ze pro vsechna
t> tgA*(t) = O.

Diikaz. Pro konfiguraci A} se defekce $i#{, pokud ¢ > ¢ + 13, pro A3, A5 a A} se defekce
§ifi, pokud c > % +5 U Ai%—l,s se defekce 5ifi, pokud ¢ > 2b + 2 a zéroven ¢ > %b + 2,
u konfigurace Ais,s se defekce 8ifi, pokud ¢ > g + % a zaroven c > 52—b + %, u Aiz,s se
defekce $ifi, pokud ¢ > %b +1azarovenic > 3b+1,u Ail,s se defekce $iti, pokud ¢ > 4b.

U konfigurace A*{ 1 e defekce $ifi, pokud ¢ > % + 4y A*_le se defekce $iti, pokud

c>2b+2a zérovérv; c > b+ 2 a u konfigurace A* 1 se defekce sifi, pokud ¢ > 3b + 3.
Nakonec pro konfiguraci A* , ; se defekce ifi, pokud ¢ > % + Z a pro konfiguraci A* 5 dojde
k Sifeni pfi c > 32—b + % Najdeme-li prinik téchto oblasti, ziskdme findIni oblast ¢ > % +5
a zaroven ¢ > 3b + 3. O
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Obrazek 47: Invaze Nespolupracujicich

15 T T T
¢ = bid + 1504 :
c=hi3+5
c=2b+2
c=2hE+2
Cc=hi2+52
c = 5hi2 + 372
c=3b/S +1
c=3b+1
c=4db
c=2b/3 +14/3
c=2h+2
c=h+2 :
5L c=3b+3 R ST -
c=hi2 +78 :
c=3b2 +3/2
c=4b/3 + 543

1]
-14 -10 -4 1]

Pozndmka 11. Z diikazu Lemma 2 vyplyjvd, Ze k absolutni defekci jisté dojde pro konfigurace se
sudym n pti uZitcich ¢ > g + 5 v ¢ase t = n. Pro konfigurace s lichym n p#i uZitcich ¢ > g +5
a zdroveri ¢ > 3b + 3 dojde k absolutni defekci v ¢ase t = n — 1.

Poznamka 12. Vzhledem k tomu, Ze jako Siteni defekce bylo brino rozsiteni do celého okoli viz
Definice 10, je Lemma 2 postacujici podminkou absolutni defekce pri jednom Nespolupracujicim,
nikoliv podminkou nutnou.

Lemma 3. Pokud ¢ < b+ 3 a v symetrické pocitecni konfiguraci A*(0), kde symetrie je dina
z Definice 9 je jeden Nespolupracujici, tento Nespolupracujici zanikne, tj. p(A*(0)) = 1.
Diikaz. Dukaz vyplyva z konfiguraci A} a A*, ;. Zde méa Nespolupracujici hrac h; j vzdy 4

Spolupracujici sousedy tak, ze hy; € p;’] : TTp,q = b+ 3. Je tedy zfejmé, Ze pokud ¢ < b + 3,

Z Lemma 2 a 3 ziskdvame 3 oblasti. Oblast, kdy jeden Nespolupracujici vzdy zanikne (1), oblast,
kdy jeden Nespolupracujici vzdy zpisobi absolutni defekci populace (3) a oblast, kterou budeme
déle simula¢né zkoumat (2).
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Obrézek 48: Tti oblasti - rozdilna dynamika ¢(A7)

7 -
c=hf3+5

sl c=3b+3 | i
c=b+3 , 3

4.3 Koexistence Spolupracujicich a Nespolupracujicich

V predchozich kapitolach bylo analyticky spocteno, kdy je jeden Nespolupracujici schopen ovlivnit
populaci jinak Spolupracujicich hraci ke zméné strategie. Stejné tak jsme se dozvédéli, kdy tento
Nespolupracujici zméni svou strategii a zacne spolupracovat. Tim jsme zjistili, co se se systémem
déje ve dvou oblastech a nyni se budeme zabyvat tou treti.

Bylo by slozité a naro¢né zkoumat analyticky vSechny mozné kombinace uzitk( pfi riizné velkych
populacich a konfiguracich. Proto budou tyto vypoclty zrealizovany numericky za pomoci skriptu
v Matlabu.

V oblasti 2 z Obrazku 48 byly zkoumany kombinace uzitk(l b a ¢ tak, Ze byla tato oblast nejprve
rozdélena mrizkou a v jednotlivych mensich oblastech byly voleny kombinace téchto uzitkl. Tyto
uzitky byly vkladany jako parametry do predem pripraveného skriptu v softwaru Matlab, kde
dal$im parametrem bylo 1 zvoleno jako n = 11 a také konfigurace A*(0) jako matice ¥adu n, kde
jeden Nespolupracujici hra¢ byl na pozici (6,6) (v tomto programu hodnota 0), ostatni hraci byli
Spolupracujici (hodnota 1). Za pfedpokladu, ze A*(t +1) = A*(t), byl tento program zastaven
a bylo vyhodnoceno, jak tato ,finalni* konfigurace vypada.

Pouzité kombinace uzitk(i jsou zobrazeny hvézdickami, pficemz rlizné finalni konfigurace jsou
odliseny barevné. Na hranici, kde se finadlni konfigurace méni, doslo ke zjemnéni sité, aby bylo
mozné zkoumat, jak tato hranice vypada a co se dé€je pfimo na ni.
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Obrazek 49: Koexistence strategii pro n liché

7
C=hi3+5
c=h3+5 : : :

L c=3b+3 NN, | . FR R Beooos
c=h+3 : : :
c=bi+ 154 : :

Jl—c=3+13 | e A

5 S :
: e&@.‘{“g L I
5 WO
Al f000aaaaasoasaaaaa: \\}ﬁ“' ........ UV o T
: O
o hﬁ.ﬂ% * & % * T
O ;
] R AN TR e I T A I
P
: * * * *
] R R PR R o A I ol N * ...... B EL I SR o'
#* * * * 4: * * :
A :
Tho e e ESUUUUE SUUNNE S SUURUE SO ST SURNE SURY o
5 :
* * % * * * * -:: * *
|:| * F+ + & I'k & * * * I* *
-15 -10 5
b

Vysledky experimentu na Obrazku 49 napovidaji, Ze ziskdvame 4 moznosti, kam se bude systém
ubirat, pokud ¢ < g+5 a zéroven ¢ < 3b + 3 a zaroven ¢ > b+ 3.

Modré hvézdi¢ky znadi absolutni defekci pro sudé i liché n (1), v oblasti s ¢ernymi hvézdi¢kami
prezije pravé jeden Nespolupracujici, ktery ,,nepfiméje” Spolupracujici zménit strategii (2), v oblasti
s rizovymi hvézdi¢kami vznikne shluk deviti Nespolupracujicich (3), oviem pocitejme zde s n > 6,
jinak se systém mize chovat odlisné (dojde k absolutni defekci). V oblasti se Zlutymi hvézdi¢kami
se defekce $ifi, ale nedosahnou ji ¢tyfi hradi, tedy vlastné zlstane shluk étyf Spolupracujicich (4).
To plati ale pouze pro liché 1, pro sudé n dojde v této oblasti k absolutni defekci. Na Obrazku
50 jsou tyto moznosti zobrazeny v populaci, kde n = 11 a v populaci v ¢ase t = 0 je pravé jeden
Nespolupracujici na pozici (6,6).
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Obrazek 50: Rozdilné dynamiky

1 - modra

4 - 7luta

Hranice ¢ = % + 5 zobrazena Zluté vyplyvd jiz z Lemma 2. Hranice ¢ = % + % zobrazena cerné je
rovnéz zfejma, nebot byla popséna jiz v konfiguraci A} na Obrazku 7. Hranici ¢ = 3b + 13 si zde
popisme.

Uvazujme konfiguraci AZ, kterou téz mlizeme nazvat jako ,,Shluk Nespolupracujicich”, znazorné-
nou na Obrazku 51.

Obrézek 51: Konfigurace Af

V této konfiguraci mohou zménit strategii 4 typy hracu. Uvaiujeme—li jako hrace h; ; Nespolupra-
cujiciho s u2|tkem 0, ménit strategie mohou hraC| hkl S p1 T = ¢, hrddi hy; € plz’] T = 2c,
hraci h qEPz np,q—b+3,ahraC|hlq€p D Ttpq = b+ 3.

e pokud ¢ < £+ 3, poté pro hrace hy; € pi = m; = 2¢ plati, Ze af,(t+1) = 1,

e pokud ¢ < %—F % poté pro hrace hy; € pg’j : 7 = c plati, ze ﬂZ,z(f +1)=1,
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o pokud ¢ > b +7, poté pro hrace hyq € p5 : 7pq = b+ 3 plati, ze a5, (t+1) =0,

o pokud ¢ > 3b + 13, poté pro hrate It € py : 7y = b+ 3 plati, e a3y, (t+1) = 0.

Obrazek 52: Grafické zndzornéni rozdilné dynamiky ¢ (A%)

9 T T T
c=h+7 5
BF C=hiZ + 302
c=3b+13
7 C = bi5 + 3/5
5_ ......................................................

Obrazek 53: ¢(A%)
ﬁ 3 i
i 6 i

2.c < %—F%azéroveﬁcz%—k%,

3.¢ < b+7azaroven c > %—l—%azéroveﬁcg%—l—l&
4.¢c < b+ 7azarovenic > 3b+ 13,

5.¢ > b+7azarovenc < 3b+13,

6.c > b+ 7 azaroven ¢ > 3b + 13.

*

1 O 2

4 5

b 3
1.C<§+g,
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Z Obrazku 53 je vidét, ze shluk Nespolupracujicich, tedy konfigurace AZ je stabilni, pokud ¢ <
b+ 7 a ziroven ¢ > %—k% a zarovenh ¢ < 3b + 13. Pokud tuto oblast ,vlozime" do oblasti
z Obrazku 49, zjistime, Ze pravé oblast ohrani¢end pfimkamic =3b+13,c =2+ 2 ac=t+45
je tou oblasti, kde je konfigurace A stabilni.

Jiz z Lemma 2 vyplyva, Ze hranice ¢ = 3b + 3 je pro absolutni defekci zasadni pouze pro konfigurace
s lichym n. Pro konfigurace se sudym n tedy oblast 2 z Obrazku 48 vypada jako na Obrazku 54.

Obrazek 54: Koexistence strategii pro n sudé

7
c=hi2+5
c=hi2+5
sl C=3b+3 | L
c=h+3
5_ .........................................................................................................
,-_1_ .......................................................
3_ ...............................
2 ..........................................
1_ ................... * .....
+*
0 * S *
15

Z Obrazku 54 je vidét, ze ziskdvdme 3 moznosti, kam se bude systém ubirat, pokud ¢ < %—i—S
a n je sudé. Modré hvézdicky znali absolutni defekci pro sudé i liché n (1), v oblasti s éernymi
hvézdi¢kami prezije pravé jeden Nespolupracujici, ktery ,,nepfiméje” Spolupracujici zménit strategii
(2), v oblasti s rizovymi hvézdi¢kami vznikne shluk deviti Nespolupracujicich (3), ovsem poditejme
zde s n > 6, jinak se systém mize chovat odlisné (dojde k absolutni defekci). Na Obrazku 55
jsou tyto moznosti zobrazeny v populaci, kde n = 10 a v populaci v ¢ase t = 0 je pravé jeden
Nespolupracujici na pozici (5,5).
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Obrazek 55: Rozdilné dynamiky

1 - modra 2 - erna

3 -rtzova

Z tohoto Setreni je nejzajimavéjsi to, ze v populaci mohou koexistovat dvé naprosto odlisSné stra-
tegie a systém je stabilni.
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5 ZAVER

5 Zavér

Hlavnim pfinosem této prace je vytvoreni a studium modelu Souctova evoluéni dynamika na mfiz-
kach, kde hraci ménili svou strategii na zakladé€ jiného principu, nez v modelu Evolu¢ni dynamika
na mftizkich. Zde byl zkouman Nespolupracujici v jinak spolupracujici populaci. Analyticky se
ndm podafilo najit oblast, ve které je kombinace teoretickohernich parametri takovd, ze systém
vzdy dospéje k absolutni defekci. V této oblasti lezi nékteré kombinace uzitk( splnujici vzajemny
vztah jako v kooperalnich hrach Véziovo dilema, Jestfabi a holubice a Lov jelena. Stejné tak
byla nalezena oblast, kde Nespolupracujici zanikne a vznika tak absolutni spoluprace. V této ob-
lasti lezi uzitky splnujici predpoklady her PInd spoluprace, Lov jelena, Jestfabi a holubice, velkym
prekvapenim je, Ze za urcitych uzitkd dojde k absolutni spolupraci i pfi hfe Véznovo dilema, kde
ve statickych hrach spoluprice neni Nashovo rovnovahou.

Dale byla numericky zkoumana oblast, kde jsme nebyli schopni analyticky vypocitat, jak se bude
systém vyvijet. Zde vznikly ¢tyfi moznosti pro populace s lichou velikosti m¥izky a tfi moznosti pro
populace se sudou velikosti m¥izky. V jedné z téchto oblasti dojde rovnéz k absolutni defekci (na
Obrazcich 49 a 54 znazornéna modre) — tato oblast spliiuje kombinaci uzitkl her Véziiovo dilema
a Lov jelena. Oblast, kterd je na Obrazcich 49 a 54 znazornéna &erné, predstavuje konfiguraci, kde
dany Nespolupracujici prezije, ale neni schopen pfimét Spolupracujici ke zméné strategie. V této
oblasti lezi kombinace uzitkil zastupujici hry Vézinovo dilema, Lov jelena a Jestrabi a holubice, coz
je zajimavé, protoze v evolucnich hrach je koexistence spoluprace a nespoluprace pro hry Vézinovo
dilema a Lov jelena nestabilni. RGzova oblast z Obrazk( 49 a 54 predstavuje shluk deviti Nespolu-
pracujicich v jinak spolupracujici populaci. Opét se jedna o koexistenci dvou strategii, a to pro hry
Véznovo dilema a Jestrabi a holubice. Pro lichou velikost mrizky vznika také oblast zndzornéna na
Obrazku 49 zluté, kde zlstava v populaci uz Nespolupracujicich hraca shluk ¢tyf Spolupracujicich
a tyto dvé strategie jsou tak rovnéz stabilni. Tuto oblast zastupuje kombinace uzitk(i pouze ze hry
Jestrabi a holubice.

Nabizi se otazky, jak by se systém vyvijel, pokud bychom uvazovali libovolnou pocateéni konfi-
guraci, pripadné pokud bychom napfriklad pfi zméné strategie neuvaZovali hrace samotného, ale
pouze jeho sousedy. Pro odpovédi na tyto otazky vSak v této praci nebyl prostor, mohou byt ale
predmétem dalSiho zkoumani.
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V priloze je program v softwaru Matlab, skladajici se z nékolika skriptd, ktery slouzi ke zndzornéni
vyvoje systému, a byl pouzit pfi numerickych vypoctech. Skript bakalarka_spusteni_Soucet slouzi
ke spusténi programu. Zde je mozné nastavit velikost populace, pocet iteraci i uzitky, pripadné
také zménit polatedni konfiguraci A*(0), kterd je v tomto skriptu zndzornénd matici Pocatecni.
Z tohoto skriptu se také vykresluji jednotlivé konfigurace, kde jsou ervené znazornéni Spolupra-
cujici (hodnota 1) a modfe Nespolupracujici (hodnota 0) a je zde také zobrazen uzitek kazdého
hrace. Uvnitf tohoto skriptu je odkaz na skript vypocet_uzitku_Soucet, kde jsou na zdklad€ strategii
sousedll pocitdny a zapisovdny do pomocné matice Matice uzitky jednotlivych hraca v case t. Ve
skriptu zmena_strategie_Soucet je na zakladé dynamiky popsané v Definici 8 vytvofena matice
Nova, kde se pomoci hodnot {0,1} zapisuji strategie hraca v kroku ¢ + 1.
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