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Poděkováńı
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Abstract

This document is focused on methods of numerical integration. The first part is theo-
retical, it describes the problems and methods of calculation based on Newton-Cotes and
Gaussian quadrature formulas. In the next part there are described tested softwares, used
methods and configuration options. There are also introduced tested functions. The next
part focuses on comparation and evaluation obtained results. At first there are compared
results of tests obtained in each software with different options. Thereafter follows overall
evaluation of all used methods from all softwares. In the last part of this document there
is outlined possibility of using precision arithmetic in numerical integration.
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Anotace

Tato práce je zaměřena na metody numerické integrace. Prvńı část je teoretická, je zde
popsaná problematika a metody výpočtu založené na Newtonových-Cotesových a Gaus-
sových kvadraturńıch vzorćıch. V následuj́ıćı části jsou popsané testované softwary, použité
metody a možnosti nastaveńı. Také jsou zde představeny testované funkce. Následuj́ıćı část
je zaměřena na porovnáńı a zhodnoceńı źıskaných výsledk̊u. Nejprve jsou zde porovnány
výsledky test̊u źıskaných v jednotlivých softwarech s r̊uznými nastaveńımi. Poté následuje
celkové zhodnoceńı všech použitých metod ze všech softwar̊u. V posledńı části této práce
je nast́ıněna možnost využit́ı přesněǰśı aritmetiky při numerické integraci.
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vzorce, Fortran, Matlab, Mathematica.



Obsah
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1.2 Gaussovy kvadraturńı vzorce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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1.2.4 Gaussovy-Legendrovy kvadraturńı vzorce . . . . . . . . . . . . . . . 18
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1.3 Zpřesňuj́ıćı metody numerické integrace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.3.1 Richardsonova metoda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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3.2.1 Porovnáńı adaptivńıch metod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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3.16 (Matlab) Výpočet integrálu na nekonečném a omezeném intervalu 〈0, 1000〉,
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tivńımi přesnostmi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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Úvod

Numerická integrace je v matematice velmi často použ́ıvaný aparát. Ne vždy je ale možné
spoč́ıtat integrál funkce analyticky, nebo je analytické řešeńı př́ılǐs pracné. V takovém
př́ıpadě se daná funkce nahrad́ı jinou, která j́ı je v nějakém vhodném smyslu podobná
a přitom se snadno matematicky zpracovává nebo modeluje na poč́ıtači. Toto nahrazeńı
se nazývá aproximace funkce. Existuje celá řada metod a vzorc̊u pro aproximaci funkce,
přičemž každý zp̊usob je vhodný pro jiný druh výpočtu.

Ćılem této práce je otestovat výpočet numerické integrace v matematických softwarech
Matlab, Mathematica a v programovaćım jazyce Fortran pomoćı knihovny QUADPACK.
Prvńı část této bakalářské práce je zaměřena na teoretické poznatky. Jsou zde uvedeny me-
tody pro výpočet numerické integrace. Některé metody softwar̊u Matlab a Mathematica
jsou založeny na Newtonových-Cotesových vzorćıch. Mezi Newtonovy-Cotesovy vzorce
patř́ı obdélńıkové pravidlo, lichoběžńıkové pravidlo a Simpsonovo pravidlo. Jiným typem
vzorc̊u jsou Gaussovy kvadraturńı vzorce. Jejich konstrukce je komplikovaněǰśı, ale dosa-
huj́ı vyšš́ıho algebraického řádu přesnosti. Na těchto vzorćıch je založena většina metod
testovaných softwar̊u.

Hlavńı část této bakalářské práce je zaměřena na testováńı metod numerické integrace
v softwarech Matlab, Mathematica a pomoćı programovaćıho jazyku Fortran. Nejprve jsou
dané softwary představeny a jsou uvedené r̊uzné možnosti nastaveńı. Poté jsou popsány
jednotlivé metody použité pro numerickou integraci vybraných funkćı. Byly vybrány ta-
kové funkce, aby bylo možné otestovat integraci v komplexńım oboru, výpočet nevlastńıch
integrál̊u a integraci nespojitých funkćı s konečnými skoky. Následně jsou provedené testy
integrace daných funkćı v uvedených matematických softwarech. Výpočty byly zaměřeny
na přesnost výsledku, pr̊uměrný čas výpočtu a počet vyč́ısleńı. Výsledky těchto test̊u jsou
demonstrovány v následuj́ıćı kapitole. Źıskané výsledky jsou nejprve porovnané vzhledem
k jednotlivým softwar̊um pro r̊uzná nastaveńı a parametry. Na základě źıskaných poznatk̊u
bylo pro každou metodu vyhodnoceno nejvhodněǰśı nastaveńı. Poté následuje celkové po-
rovnáńı všech výsledk̊u źıskaných pomoćı použitých metod s nejvhodněji nastavenými pa-
rametry. Posledńı část této bakalářské práce je věnována finančńımu modelu, na kterém je
demonstrován vliv použit́ı přesněǰśı aritmetiky při výpočtu numerické integrace.
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Kapitola 1

Numerická integrace

Mějme na intervalu 〈a, b〉 zadanou integrovatelnou funkci f = f(x). Pod pojmem určitý

integrál I(f) =
∫ b
a
f(x) dx, rozumı́me obsah plochy, který je vymezen grafem funkce f ,

osou x a svislými př́ımkami x = a, x = b.

Obrázek 1.1: Určitý integrál [7]

Naš́ım ćılem je určit přibližnou hodnotu integrálu I(f). Numerické metody výpočtu
integrálu se použ́ıvaj́ı předevš́ım tehdy, když neńı možné spoč́ıtat integrál funkce analy-
ticky, nebo je analytické řešeńı velmi pracné. V př́ıpadě, že máme funkci zadanou tabulkou,
neńı ani jiný př́ıstup možný. Danou funkci f tedy nahrazujeme jinou funkćı ϕ, která je
v nějakém vhodném smyslu funkci f podobná a přitom se snadno matematicky zpracovává
nebo modeluje na poč́ıtači. Tuto funkci ϕ nazýváme aproximaćı funkce f .

Princip numerických metod pro výpočet integrálu tedy vycháźı z aproximace funkce.
Danou funkci f nahrad́ıme jej́ı vhodnou aproximaćı ϕ a jako aproximaci integrálu I(f)
prohláśıme hodnotu integrálu I(ϕ)

I(f) ≈ I(ϕ) =

∫ b

a

ϕ(x) dx. (1.1)
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Tato metoda je stabilńı, protože je-li ϕ dobrou aproximaćı funkce f na intervalu 〈a, b〉,
tzn. lǐśı-li se od f nejvýše o malé ε, je integrál I(ϕ) dobrou aproximaćı I(f) a rozd́ıl
integrál̊u si můžeme shora omezit výrazem∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dx−
∫ b

a

ϕ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

| f(x)− ϕ(x) | dx ≤ (b− a)ε. (1.2)

Princip většiny metod pro výpočet určitého integrálu I(f) =
∫ b
a
f(x) dx je založen na

tom, že interval 〈a, b〉 rozděĺıme na N d́ılč́ıch podinterval̊u 〈xk, xk+1〉 tak, aby platilo

a = x0 < x1 < x2 < ... < xN−1 < xN = b. (1.3)

Na daných podintervalech nahrad́ıme funkci f polynomem a integrujeme tento poly-
nom. Existuje mnoho vzorc̊u pro nahrazeńı funkce f . U základńıch vzorc̊u pro jednoduchost
předpokládáme, že jsou podintervaly 〈xk, xk+1〉 stejně velké, tzv. ekvidistantńı. Jiné vzorce
předpokládaj́ı naopak neekvidistantńı děleńı podinterval̊u. U některých funkćı neńı nutné,
aby každá část byla dělena na stejný počet uzlových bod̊u. Některé složitěǰśı části funkce
vyžaduj́ı děleńı na v́ıce podinterval̊u a to by u dobře aproximovatelných část́ı funkce bylo
zbytečné. Tato metoda se nazývá adaptivńı a řad́ı se ke zpřesňuj́ıćım metodám numerické
integrace (viz dále) [7, 8].

1.1 Newtonovy-Cotesovy kvadraturńı vzorce

U Newtonových-Cotesových vzorc̊u pro jednoduchost předpokládáme, že všechny pod-
intervaly jsou stejně velké. Interval 〈a, b〉 tedy rozděĺıme na N stejně velkých část́ı h,

kde h =
b− a
N

= konst a t́ım vytvoř́ıme ekvidistantńı uzlové body, které vyjádř́ıme ve

tvaru xk = x0 + kh, kde k = 0, 1, . . . , N − 1. Funkci f tedy aproximujeme funkćı ϕ na
intervalu 〈xk, xk+1〉. Pro výpočet určitého integrálu můžeme seč́ıst základńı kvadraturńı
vzorce a źıskáme tak vzorce složené, kde aplikujeme některou z metod nezávisle na každém
podintervalu [3, 12].

1.1.1 Obdélńıkové pravidlo

U obdélńıkového pravidla funkci f aproximujeme na intervalu 〈xk, xk+1〉 konstantńı

funkćı ϕ v prostředńım bodě intervalu, tedy xk +
h

2
a dostáváme∫ xk+1

xk

f(x) dx ≈ hf

(
xk +

h

2

)
+
h3

24
f ′′(ξ)︸ ︷︷ ︸

chyba

. (1.4)

13



Obrázek 1.2: Obdélńıkové pravidlo [7]

1.1.2 Lichoběžńıkové pravidlo

Principem lichoběžńıkového pravidla je nahrazeńı funkce f lineárńı funkćı ϕ. T́ım źıskáme∫ xk+1

xk

f(x) dx ≈ h

2
[f(xk) + f(xk+1)]−

h3

12
f ′′(ξ)︸ ︷︷ ︸

chyba

. (1.5)

Obrázek 1.3: Lichoběžńıkové pravidlo [7]
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1.1.3 Simpsonovo pravidlo

U Simpsonova pravidla je funkce f nahrazena kvadratickou funkćı ϕ. Voĺıme tři uzlové
body, dva na kraj́ıch intervalu a jeden uprostřed∫ xk+2

xk

f(x) dx ≈ h

3
[f(xk) + 4f(xk+1) + f(xk+2)]−

h5

90
f (4)(ξ)︸ ︷︷ ︸
chyba

. (1.6)

Obrázek 1.4: Simpsonovo pravidlo [7]

1.2 Gaussovy kvadraturńı vzorce

Ćılem kvadraturńıch vzorc̊u je, abychom mohli přesně integrovat polynomy co možná
nejvyšš́ıho řádu. Newtonovy-Cotesovy vzorce integruj́ı přesně polynomy do stupně nejvýše
m. Máme-li na intervalu m + 1 bod̊u, potom pomoćı Gaussových kvadraturńıch vzorc̊u
můžeme přesně integrovat polynomy stupně nejvýše 2m+1. Cenou za vyšš́ı přesnost budou
ovšem neekvidistantńı uzlové body. Základńı Gauss̊uv vzorce má tvar

K(f) =
m∑
i=0

wif(xi), (1.7)

kde wi jsou tzv. váhy a xi jsou uzly.
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Maximálńı možné algebraické přesnosti je dosaženo správnou volbou vah a uzl̊u. Gaus-
sovy vzorce dosahuj́ı tedy maximálńı možné přesnosti, ale oproti Newtonovým-Cotesovým
vzorc̊um je obt́ıžněǰśı jejich odvozeńı. Je nutné vyřešit nelineárńı soustavu rovnic, kde jsou
váhy a uzly neznámými. Řešit tuto soustavu pro obecný interval 〈a, b〉 neńı vhodné, proto
se základńı Gaussovy vzorce odvozuj́ı na nějakém konkrétńım intervalu, nejčastěji 〈−1, 1〉
a poté se na obecný interval transformuj́ı [9].

1.2.1 Odvozeńı dvoubodového kvadraturńıho vzorce

Předvedeme si tedy odvozeńı dvoubodového kvadraturńıho vzorce na intervalu 〈−1, 1〉,
viz [1, 8]. V intervalu uvažujeme dva uzly, tzn. že m = 1 a vzorec má tedy tvar

K(f) = w0f(x0) + w1f(x1), (1.8)

kde vystupuj́ı 4 neznámé w0, w1, f(x0), f(x1).

Vzorec muśı přesně integrovat polynom až třet́ıho stupně, tzn.

K(f) = w0(ax
3
0 + bx20 + cx0 + d) + w1(ax

3
1 + bx21 + cx1 + d). (1.9)

Pro a, b, c, d = 1 źıskáme nelineárńı soustavu rovnic pro 4 neznámé

w0 + w1 =

∫ 1

−1
1 dx = 2 (1.10)

w0x0 + w1x1 =

∫ 1

−1
x dx = 0 (1.11)

w0x
2
0 + w1x

2
1 =

∫ 1

−1
x2 dx =

2

3
(1.12)

w0x
3
0 + w1x

3
1 =

∫ 1

−1
x3 dx = 0. (1.13)

Řešeńım této nelineárńı soustavy rovnic jsou hodnoty

w0 = w1 = 1,

x0 = − 1√
3
,

x1 =
1√
3
.

Po dosazeńı źıskáme dvoubodový Gauss̊uv vzorec ve tvaru

K(f) =

∫ 1

−1
f(x) dx = f

(
− 1√

3

)
+ f

(
1√
3

)
+

1

135
f (4)(ξ)︸ ︷︷ ︸

chyba

. (1.14)
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Obrázek 1.5: Gaussovo dvoubodové pravidlo [7]

1.2.2 Kvadraturńı vzorec pro obecný interval

Pro źıskáńı obecného kvadraturńıho vzorce na intervalu 〈α, β〉∫ β

α

f(x) dx ≈
m∑
i=0

wif(xi), (1.15)

budeme aproximovat integrál přes interval 〈a, b〉

I(g) =

∫ b

a

g(t) dt. (1.16)

Nejprve muśıme provést substituci, která bude transformovat x v intervalu 〈α, β〉 na
t v intervalu 〈a, b〉. K tomu použijeme lineárńı transformaci

t =
(b− a)x+ aβ − bα

β − α
. (1.17)

T́ım źıskáme integrál [1] ve tvaru

I(g) =
b− a
β − α

∫ β

α

g

(
(b− a)x+ aβ − bα

β − α

)
dx ≈ b− a

β − α

m∑
i=0

wig

(
(b− a)xi + aβ − bα

β − α

)
.

(1.18)

1.2.3 Kvadraturńı vzorce s využit́ım ortogonálńıch polynomů

Daľśım zp̊usobem, jak źıskat Gaussovy kvadraturńı vzorce je využ́ıt ortogonálńı poly-
nomy. Řekneme, že dva polynomy p(x), q(x) jsou na intervalu 〈a, b〉 ortogonálńı, jestliže
plat́ı ∫ b

a

p(x)q(x) dx = 0. (1.19)
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Necht’ p je ortogonálńı ke všem polynomům stupně menš́ıho než m na intervalu 〈a, b〉,
potom lze dokázat, že plat́ı

1. Polynom p má m r̊uzných reálných kořen̊u, které lež́ı na otevřeném intervalu (a, b).

2. Při uzlech zvolených jako kořeny polynomu p je možné sestrojit kvadraturńı vzo-
rec, jehož váhy jsou řešeńım lineárńı soustavy rovnic. Tyto váhy jsou kladné a řád
takového vzorce je 2m − 1, źıskáme tedy jednoznačně určený m-bodový Gauss̊uv
kvadraturńı vzorec.

Existuje celá řada takovýchto ortogonálńıch polynomů, pomoćı kterých můžeme sestro-
jit Gauss̊uv kvadraturńı vzorec [10].

1.2.4 Gaussovy-Legendrovy kvadraturńı vzorce

Uvažujme váhovou funkci w(x) = 1 na intervalu I = 〈−1, 1〉. Polynomy, které źıskáme
ortogonalizaćı posloupnosti 1, x, x2, ... vzhledem ke skalárńımu součinu

〈u, v〉 =

∫ 1

−1
u(x)v(x) dx, (1.20)

jsou Legendrovy polynomy. Gaussovu kvadraturńı formuli pro aproximaci integrálu∫ 1

−1
f(x) dx, (1.21)

nazýváme Gaussova-Legendrova kvadraturńı formule [4, 11].

1.2.5 Gaussovy-Čebyševovy kvadraturńı vzorce

Uvažujme váhovou funkci w(x) =
1√

1− x2
na intervalu I = (−1, 1). Polynomy, které

źıskáme ortogonalizaćı posloupnosti 1, x, x2, ... vzhledem ke skalárńımu součinu

〈u, v〉 =

∫ 1

−1

1√
1− x2

u(x)v(x) dx, (1.22)

jsou Čebyševovy polynomy. Gaussovu kvadraturńı formuli pro aproximaci integrálu∫ 1

−1

1√
1− x2

f(x) dx, (1.23)

nazýváme Gaussova-Čebyševova kvadraturńı formule [4, 11].

18



1.2.6 Gaussovy-Jacobiho kvadraturńı vzorce

Uvažujme váhovou funkci w(x) = (1−x)α(1+x)β, kde α, β > −1 na intervalu I = (−1, 1).
Polynomy, které źıskáme ortogonalizaćı posloupnosti 1, x, x2, ... vzhledem ke skalárńımu
součinu

〈u, v〉 =

∫ 1

−1
(1− x)α(1 + x)βu(x)v(x) dx, (1.24)

jsou Jacobiho polynomy. Gaussovu kvadraturńı formuli pro aproximaci integrálu∫ 1

−1
(1− x)α(1 + x)βf(x) dx, (1.25)

nazýváme Gaussova-Jacobiho kvadraturńı formule [4, 11].

1.2.7 Gaussovy-Laguerrovy kvadraturńı vzorce

Uvažujme váhovou funkci w(x) = e−x na intervalu I = 〈0,+∞). Polynomy, které źıskáme
ortogonalizaćı posloupnosti 1, x, x2, ... vzhledem ke skalárńımu součinu

〈u, v〉 =

∫ ∞
0

e−xu(x)v(x) dx, (1.26)

jsou Laguerrovy polynomy. Gaussovu kvadraturńı formuli pro aproximaci integrálu∫ ∞
0

e−xf(x) dx, (1.27)

nazýváme Gaussova-Laguerrova kvadraturńı formule [4, 11].

1.2.8 Gaussovy-Hermitovy kvadraturńı vzorce

Uvažujme váhovou funkci w(x) = e−x
2

na intervalu I = (−∞,+∞). Polynomy, které
źıskáme ortogonalizaćı posloupnosti 1, x, x2, ... vzhledem ke skalárńımu součinu

〈u, v〉 =

∫ +∞

−∞
e−x

2

u(x)v(x) dx, (1.28)

jsou Hermitovy polynomy. Gaussovu kvadraturńı formuli pro aproximaci integrálu∫ +∞

−∞
e−x

2

f(x) dx, (1.29)

nazýváme Gaussova-Hermitova kvadraturńı formule [4, 11].
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1.2.9 Gaussovy-Kronrodovy kvadraturńı vzorce

Princip této metody spoč́ıvá v tom, že jeden odhad integrálu spoč́ıtáme Gaussovým
vzorcem a pro druhý odhad přidáme k použitým m uzl̊um daľśıch m + 1 uzl̊u [13] a t́ım
dostáváme výraz

GK =
m∑
i=0

aif(xi) +
m+1∑
i=0

bif(xi). (1.30)

1.2.10 Gaussovy-Lobattovy kvadraturńı vzorce

Princip tohoto kvadraturńıho vzorce je velmi podobný klasickému Gaussovu kvadra-
turńımu vzorci. Rozd́ıl je, že koncové body integračńıho intervalu bereme jako pevně dané
uzly. Zbývá nám tedy n − 2 uzl̊u a n vah jako volné parametry. Výsledná algebraická
přesnost je 2n− 3 [14]. Gauss̊uv-Lobatt̊uv kvadraturńı vzorec má tedy tvar

GL = w0f(a) + wmf(b) +
m−1∑
i=1

+wif(xi). (1.31)

1.3 Zpřesňuj́ıćı metody numerické integrace

1.3.1 Richardsonova metoda

Richardsonova extrapolace je obecná zpřesňuj́ıćı metoda, která se použ́ıvá např. i u nu-
merického derivováńı. Principem této metody je, že ze znalosti výrazu pro rozvoj chyby
můžeme využ́ıt dvou přibližných výsledk̊u a źıskat tak třet́ı, který bude přesněǰśı. Slovo
extrapolace se v názvu vyskytuje proto, že nová hodnota je lineárńı kombinaćı dvou hod-
not, ale nelež́ı mezi nimi (kdyby ano, tak bychom mluvili o interpolaci).

Předpokládejme, že výraz pro chybu má tvar

e(f) = hkM, kde h =
b− a
N

. (1.32)

Přesná hodnota integrálu je tedy

I = K(h) + hkM. (1.33)

Integrál vypoč́ıtáme znovu stejným vzorcem, ale s krokem
h

2
. Dostaneme tedy výraz

I = K

(
h

2

)
+

(
h

2

)k
M. (1.34)
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Výraz pro chybu s krokem
h

2
označ́ıme jako ε a vyjádř́ıme si hk

ε =

(
h

2

)k
M, (1.35)

hk =
ε2k

M
. (1.36)

Po dosazeńı hk do výrazu (1.32), źıskáme

I = K(h) +
ε2kM

M
. (1.37)

A ε vyjádř́ıme z rovnic pro přesný integrál s kroky h a
h

2
jako

ε ≈ 1

2k − 1

[
K

(
h

2

)
−K(h)

]
. (1.38)

Přesněǰśı hodnota integrálu má tedy tvar

I = K

(
h

2

)
+

1

2k − 1

[
K

(
h

2

)
−K(h)

]
, (1.39)

kde k je řád eliminované chyby [2, 7].

1.3.2 Adaptivńı metody

Dosud jsme se věnovali pouze ekvidistantńımu děleńı intervalu, tzn., že interval jsme
dělili na stejně velké podintervaly. U některých funkćı neńı nutné, aby každá část byla
rozdělena na stejný počet uzlových bod̊u. Pokud je část intervalu 〈a, b〉 hladká a měńı se
pomalu, bude nám pro výpočet stačit hrubš́ı děleńı. Ale pokud je výpočet integrálu v dané
části intervalu obt́ıžný, je nutné použ́ıt jemněǰśı děleńı. Adaptivńı metody přizp̊usobuj́ı
hustotu uzl̊u v závislosti na dané části intervalu. Rozděleńı interval̊u neńı určeno dopředu,
určuje se na základě splněńı testu chyby. Test je založen na základě odhadu pomoćı metody
polovičńıho kroku.

Podinterval 〈α, β〉 rozp̊uĺıme a pro odhad chyby εf použijeme vzorec

εf (α, β) ≈ 1

2k − 1

[
I

(
h

2

)
− I(h)

]
. (1.40)

Aby byl test chyby splněn, muśı platit

εf (α, β) ≤ ε
β − α
b− a

, (1.41)

kde ε je požadovaná přesnost [2, 8] .
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Kapitola 2

Matematický software

V této kapitole jsou představeny softwary pro výpočet numerické integrace, použité me-
tody a možnosti nastaveńı. Výpočty jsou provedeny na testovaćıch funkćıch v softwarech
Matlab, Mathematica a v programovaćım jazyce Fortran pomoćı knihovny QUADPACK.
U každého softwaru jsou popsány všechny metody použité k integraci, jejich možná na-
staveńı a parametry. Výběr funkćı je inspirován článkem [15] a částečně upraven tak,
aby funkce byly rozmanité a splňovaly požadovaná kritéria. Vybrali jsme funkce na in-
tegraci v komplexńım oboru, výpočet nevlastńıch integrál̊u a integraci nespojitých funkćı
s konečnými skoky.

2.1 Testovaćı funkce

V matematických softwarech Matlab, Mathematica a programovaćım jazyce Fortran jsou
testovány následuj́ıćı funkce (všechny funkce jsou vykresleny na intervalu 〈0, 1〉).

1.
1∫
0

f(x) dx, kde f = 1 pokud x > 0.3 jinak f = 0

Obrázek 2.1: 1. funkce
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2.
1∫
0

√
x3 dx

Obrázek 2.2: 2. funkce

3.
1∫
0

1√
x

dx

Obrázek 2.3: 3. funkce

4.
1∫
0

2

2 + sin(10πx)
dx

Obrázek 2.4: 4. funkce
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5.
1∫
0

1

1 + ex
dx

Obrázek 2.5: 5. funkce

6.
+∞∫
0

25e−25x dx

Obrázek 2.6: 6. funkce

7.
1∫

0.01

50

(
sin(50πx)

50πx

)2

dx

Obrázek 2.7: 7. funkce
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8.
1∫
0

f(x) dx, kde f = log(x) pokud x > 10−15 jinak f = 0

Obrázek 2.8: 8. funkce

9.
1∫
0

3∑
i=1

1

cosh(20i(x− 2i
10

))
dx

Obrázek 2.9: 9. funkce

10.
1∫
0

1

1 + (230x− 30)2
dx

Obrázek 2.10: 10. funkce
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11.
+∞∫
0

50

π(1 + 2500x2)
dx

Obrázek 2.11: 11. funkce

12.
i∫
0

1

1 + ex
dx

Obrázek 2.12: 12. funkce
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13.
1+i∫
i

1

1 + ex
dx

Obrázek 2.13: 13. funkce

14.
+∞+i∫
i

25e−25x dx

Obrázek 2.14: 14. funkce
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Tabulka 2.1: Přesné výsledky (s přesnost́ı formátu double) pro testované př́ıklady

Funkce Přesný výsledek

1 0.7

2 0.4

3 2

4 1.1547005383792515

5 0.3798854930417224

6 1

7 0.1121393035410214

8 −0.9999999999999644

9 0.1634949430186372

10 0.0134924856494677

11 0.5

12 0.1305842404437227 + 0.5000000000000000i

13 0.3489928566738826− 0.2472886217814119i

14 0.9912028118634830 + 0.1323517500977743i
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2.2 Fortran

Integrace funkćı pomoćı programovaćıho jazyku Fortran 90 je umožněna d́ıky překladači
Intel Fortran Compiler, viz [21]. Metody pro výpočet numerické integrace jsou źıskány
z knihovny QUADPACK, která je dostupná na [17]. Knihovna obsahuje r̊uzné metody pro
výpočet určitého integrálu. Testované metody jsou založeny na Gaussově-Kronrodově pra-
vidle. Použity jsou 15-ti, 21-ti, 31-ti, 41-ti, 51-ti a 61-ti bodové vzorce. Testovány jsou dva
druhy knihoven s r̊uznými přesnostmi výpočtu - double a real. Metody s přesnost́ı double
jsou od realu odlǐseny ṕısmenem d, např. dqk15(double) a qk15(real). Obě knihovny obsa-
huj́ı metody pro adaptivńı i neadaptivńı integraci. Pro výpočet integrandu na nekonečném
intervalu je použita speciálńı metoda k tomu uzp̊usobena - dqagi, resp. qagi. U ostatńıch
metod neńı integrace na nekonečném intervalu možná. Daný test je ale možné uskutečnit
s omezeným intervalem. Pro integraci v komplexńım oboru nemá knihovna QUADPACK
žádné metody. V jiných knihovnách se metody pro integraci v komplexńım oboru jistě
nacházej́ı, ale naš́ım ćılem bylo otestovat základńı knihovnu QUADPACK. Bylo tedy nutné
metody upravit, aby bylo možné otestovat dané funkce v komplexńım oboru. Upravili jsme
neadaptivńı metody založené na Gaussových-Kronrodových vzorćıch, např. metoda cdqk15.

Testujeme přesnost výsledku, pr̊uměrný čas výpočtu a počet vyč́ısleńı. Rychlost výpočtu
je nutné brát s rezervou. I když výpočet prob́ıhal v cyklu (1000 opakováńı) a jedná se tedy
o pr̊uměrnou hodnotu rychlosti výpočtu, tak jsou dané výsledky ovlivněny r̊uznými fak-
tory, jako např. rychlost́ı výpočetńıho stroje. Metody umožňuj́ı r̊uzná nastaveńı parametr̊u.
U adaptivńıch metod je možné nastavit relativńı a absolutńı přesnost. Při výpočtu je abso-
lutńı přesnost nastavena na hodnotu nula a relativńı přesnost pro formát double na hodnoty
10−3, 10−6, 10−9, 10−12 a pro real na hodnoty 10−3 a 10−6. Metody ve formátu real poč́ıtaj́ı
přesně na sedm desetinných mı́st, vyšš́ı hodnota relativńı přesnosti by tedy neměla smysl.

Fortran 90 umožňuje nastaveńı r̊uzných optimalizaćı - O0, O1, O2 a O3. Parametr opti-
malizace O0 je výchoźı nastaveńı a výpočet neńı optimalizaćı nijak ovlivněn. Optimalizace
O1 umožňuje využ́ıt v́ıce paměti, ale dojde ke zvýšeńı časové náročnosti výpočtu. Nastaveńı
optimalizace O2 zvyšuje rychlost výpočtu. Nastaveńı O3 je nejvyšš́ı možný stupeň optima-
lizace. Toto nastaveńı umožňuje nejvyšš́ı rychlost a přesnost výpočtu. Test je zaměřen na
porovnáńı všech nastaveńı optimalizace v kombinaci s r̊uznými metodami a nastaveńımi
přesnosti.

2.2.1 Přehled použitých metod

• dqk15(qk15) - neadaptivńı metoda využ́ıvaj́ıćı 15-ti bodové Gaussovo-Kronrodovo
pravidlo, neumožňuje výpočet v komplexńım oboru ani na nekonečném intervalu

• dqk21(qk21) - neadaptivńı metoda využ́ıvaj́ıćı 21-ti bodové Gaussovo-Kronrodovo
pravidlo, neumožňuje výpočet v komplexńım oboru ani na nekonečném intervalu
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• dqk31(qk31) - neadaptivńı metoda využ́ıvaj́ıćı 31-ti bodové Gaussovo-Kronrodovo
pravidlo, neumožňuje výpočet v komplexńım oboru ani na nekonečném intervalu

• dqk41(qk41) - neadaptivńı metoda využ́ıvaj́ıćı 41-ti bodové Gaussovo-Kronrodovo
pravidlo, neumožňuje výpočet v komplexńım oboru ani na nekonečném intervalu

• dqk51(qk51) - neadaptivńı metoda využ́ıvaj́ıćı 51-ti bodové Gaussovo-Kronrodovo
pravidlo, neumožňuje výpočet v komplexńım oboru ani na nekonečném intervalu

• dqk61(qk61) - neadaptivńı metoda využ́ıvaj́ıćı 61-ti bodové Gaussovo-Kronrodovo
pravidlo, neumožňuje výpočet v komplexńım oboru ani na nekonečném intervalu

• dqag(qag) - adaptivńı metoda využ́ıvaj́ıćı Gaussovo-Kronrodovo pravidlo (15-ti,
21-ti, 31-ti, 41-ti, 51-ti a 61-ti bodové), neumožňuje výpočet v komplexńım oboru
ani na nekonečném intervalu

• dqagi(qags) - adaptivńı metoda využ́ıvaj́ıćı Gaussovo-Kronrodovo pravidlo, umožňuje
výpočet na nekonečném intervalu, neumožňuje výpočet v komplexńım oboru

• cdqk15 - upravená metoda pro výpočet integrálu v komplexńım oboru, neadaptivńı
metoda využ́ıvaj́ıćı 15-ti bodové Gaussovo-Kronrodovo pravidlo

• cdqk21 - upravená metoda pro výpočet integrálu v komplexńım oboru, neadaptivńı
metoda využ́ıvaj́ıćı 21-ti bodové Gaussovo-Kronrodovo pravidlo

• cdqk31 - upravená metoda pro výpočet integrálu v komplexńım oboru, neadaptivńı
metoda využ́ıvaj́ıćı 31-ti bodové Gaussovo-Kronrodovo pravidlo

• cdqk41 - upravená metoda pro výpočet integrálu v komplexńım oboru, neadaptivńı
metoda využ́ıvaj́ıćı 41-ti bodové Gaussovo-Kronrodovo pravidlo

• cdqk51 - upravená metoda pro výpočet integrálu v komplexńım oboru, neadaptivńı
metoda využ́ıvaj́ıćı 51-ti bodové Gaussovo-Kronrodovo pravidlo

• cdqk61 - upravená metoda pro výpočet integrálu v komplexńım oboru, neadaptivńı
metoda využ́ıvaj́ıćı 61-ti bodové Gaussovo-Kronrodovo pravidlo

Podrobněǰśı popis je k nalezeńı na [6, 16].
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2.3 Matlab

Matematický software Matlab obsahuje řadu metod pro numerickou integraci. Metody
jsou adaptivńı i neadaptivńı. Pro výpočet je možné nastavit požadovanou absolutńı a rela-
tivńı přesnost. Zadané funkce testujeme pro absolutńı přesnost nastavenou na hodnotu nula
a relativńı přesnost pro hodnoty 10−3, 10−6, 10−9, 10−12. Některé metody maj́ı nastavenou
maximálńı možnou relativńı přesnost, tzn., že požadované přesnosti 10−12 neńı dosaženo.
Jedná se o metodu quad, která má maximálńı možnou relativńı přesnost 10−11 a metodu
quadl, která umožňuje dosáhnout maximálńı relativńı přesnosti v řádu 10−9.

Metody quad a quadl nejsou vhodné pro integraci na nekonečném intervalu. Opět je
ale možné tento problém vyřešit omezeńım intervalu. Metody jsou vhodné i pro integraci
v komplexńım oboru. Funkce jsou testovány na přesnost výsledku, pr̊uměrný čas výpočtu
a počet vyč́ısleńı funkce. Rychlost výpočtu je nutné brát s rezervou. I když výpočet prob́ıhal
v cyklu (1000 opakováńı) a jedná se tedy o pr̊uměrnou hodnotu rychlosti výpočtu, tak jsou
dané výsledky ovlivněné r̊uznými faktory, jako např. rychlost́ı výpočetńıho stroje.

2.3.1 Přehled použitých metod

• trapz - neadaptivńı metoda využ́ıvaj́ıćı lichoběžńıkové pravidlo, neumožňuje inte-
graci na nekonečném intervalu, neńı možné nastavit absolutńı ani relativńı přesnost,
d̊uležitý parametr je jemnost děleńı intervalu, kterou lze ovlivnit pomoćı parametru
krok h

• quad - adaptivńı metoda využ́ıvaj́ıćı Simpsonovo pravidlo, maximálńı relativńı přesnost
je možné nastavit na 10−11, neumožňuje výpočet na nekonečném intervalu, umožňuje
výpočet v komplexńım oboru

• quadl - adaptivńı metoda využ́ıvaj́ıćı Gaussovo-Lobattovo pravidlo, maximálńı rela-
tivńı přesnost je možné nastavit na 10−9, neumožňuje výpočet na nekonečném inter-
valu, umožňuje výpočet v komplexńım oboru

• quadgk - adaptivńı metoda využ́ıvaj́ıćı 15-ti bodové Gaussovo-Kronrodovo pravidlo,
umožňuje výpočet na nekonečném intervalu, umožňuje výpočet v komplexńım oboru

• integral - adaptivńı metoda využ́ıvaj́ıćı 15-ti bodové Gaussovo-Kronrodovo pravidlo,
umožňuje výpočet na nekonečném intervalu, umožňuje výpočet v komplexńım oboru

Podrobněǰśı popis je k nalezeńı na [5, 18].
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2.4 Mathematica

Daľśım testovaným softwarem je Mathematica. Tento matematický software obsahuje
několik metod pro numerickou integraci. Metody jsou testovány pro relativńı přesnost na-
stavenou na hodnoty 10−3, 10−6, 10−9, 10−12. V Mathematice je možné nastavit pro každou
metodu formu adaptivity - globálńı a lokálńı. U obou možnost́ı je interval rozdělen na d́ılč́ı
podintervaly a na nich je daná funkce jednotlivě integrována. V př́ıpadě globálńı adapti-
vity se výpočet zastav́ı, pokud je součet chyb ze všech podinterval̊u menš́ı než požadovaná
relativńı přesnost. Principem je, že se děĺı podinterval s největš́ı chybou a t́ım se v součtu
doćıĺı dostatečně malé chyby výpočtu. U lokálńı adaptivity muśı být test chyby splněn jed-
notlivě na d́ılč́ıch podintervalech a děleńı tedy prob́ıhá na všech podintervalech, na kterých
neńı chyba dostatečně malá. V testu jsou zahrnuty obě tyto varianty výpočtu.

Všechny funkce jsou testovány na přesnost výsledku, pr̊uměrný čas výpočtu a počet
vyč́ısleńı funkce. Rychlost výpočtu je nutné brát s rezervou. I když výpočet prob́ıhal
v cyklu (1000 opakováńı) a jedná se tedy o pr̊uměrnou hodnotu rychlosti výpočtu, tak
jsou dané výsledky ovlivněny r̊uznými faktory, jako např. rychlost́ı výpočetńıho stroje.
Všechny použité metody jsou vhodné pro výpočet integrálu funkce na nekonečném inter-
valu i v komplexńım oboru. Název metody se odv́ıj́ı od výpočetńıho pravidla, na kterém
je založena.

2.4.1 Přehled použitých metod

• GaussKronrodRule (GK) - adaptivńı metoda využ́ıvaj́ıćı Gaussovo-Kronrodovo pra-
vidlo, umožňuje výpočet na nekonečném intervalu i v komplexńım oboru

• NewtonCotesRule (NC) - adaptivńı metoda využ́ıvaj́ıćı Newtonovo-Cotesovo pra-
vidlo, umožňuje výpočet na nekonečném intervalu i v komplexńım oboru

• LobattoKronrodRule (LK) - adaptivńı metoda využ́ıvaj́ıćı Lobattovo-Kronrodovo
pravidlo, umožňuje výpočet na nekonečném intervalu i v komplexńım oboru

Podrobněǰśı popis je k nalezeńı na [20].
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Kapitola 3

Test benchmarkových úloh

V této kapitole jsou zhodnocené vybrané výsledky test̊u integrace v matematických
softwarech Matlab, Mathematica a v programovaćım jazyce Fortran. Z d̊uvodu velkého
množstv́ı dat, jsou zde uvedené pouze vybrané výsledky. Veškeré źıskané výsledky jsou
obsažené na přiloženém CD. Výpočty byly zaměřeny na přesnost výsledku, pr̊uměrný čas
výpočtu a počet vyč́ısleńı. Źıskané výsledky jsou nejprve porovnány vzhledem k jednot-
livým softwar̊um pro r̊uzná nastaveńı a parametry. Na základě źıskaných poznatk̊u bylo
pro každou metodu vyhodnoceno nejvhodněǰśı nastaveńı. Poté následuje celkové porovnáńı
vybraných výsledk̊u ze všech softwar̊u źıskaných pomoćı použitých metod s nejvhodněji
nastavenými parametry. Posledńı část této kapitoly je věnována finančńımu modelu, na
kterém je demonstrován vliv použit́ı přesněǰśı aritmetiky při výpočtu numerické integrace.

3.1 Fortran

V rámci programovaćıho jazyku Fortran porovnáváme nejprve výsledky neadaptivńıch
metod vzhledem k nastavené optimalizaci (O0, O1, O2, O3) u vybrané funkce č́ıslo 4, viz ta-
bulka 3.1. Daľśı zhodnoceńı je zaměřeno na celkový vliv optimalizace na všechny testované
funkce, viz tabulka 3.2. Následuje srovnáńı adaptivńıch metod s již pevnou optimalizaćı O3.
Výsledné hodnoty se porovnávaj́ı vzhledem k nastaveńı relativńı přesnosti pro vybranou
funkci č́ıslo 8, viz tabulka 3.3. Následuje porovnáńı formát̊u double a real pro pevně nasta-
venou optimalizaci O3, relativńı přesnost 10−6 a vybranou adaptivńı metodu založenou na
61-ti bodovém Gaussově-Kronrodově vzorci, viz tabulka 3.4. Daľśı srovnáńı je zaměřeno
na adaptivńı a neadaptivńı metody pro vybranou 6. funkci testovanou na v́ıce intervalech,
optimalizaci O3, relativńı přesnost adaptivńıch metod 10−12 a vybrané metody založené
na 15-ti, 31-ti a 61-ti bodových vzorćıch, viz tabulka 3.5. Následuj́ı výsledky test̊u funkćı
integrovaných na nekonečném intervalu pomoćı metody dqagi a na omezeném intervalu
〈0, 1000〉 pomoćı adaptivńıch i neadaptivńıch metod využ́ıvaj́ıćıch Gaussovy-Kronrodovy
vzorce, viz tabulky 3.6 a 3.7. Daľśı srovnáńı je zaměřeno na test funkćı integrovaných
v komplexńım oboru (výpočet je proveden pomoćı upravených metod), viz tabulky 3.8, 3.9
a 3.10.
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3.1.1 Porovnáńı neadaptivńıch metod

V následuj́ıćı tabulce jsou výsledky test̊u integrace 4. funkce pomoćı neadaptivńıch me-
tod. Metody jsou založeny na Gaussově-Kronrodově pravidle s r̊uzným počtem bod̊u. Test
ukazuje, že výsledky obecně źıskané neadaptivńımi metodami nejsou př́ılǐs přesné. Metody
založené na v́ıcebodových vzorćıch maj́ı ovšem v porovnáńı s metodami založenými na
méně bodových pravidlech vyšš́ı přesnost výpočtu. Metody využ́ıvaj́ıćı pravidla s použit́ım
méně bod̊u maj́ı ale rychleǰśı výpočet. Dané metody byly testovány i vzhledem k použité
optimalizaci. Z výsledného srovnáńı je viditelné, že použit́ı libovolné optimalizace (O1, O2,
O3) má stejné zlepšeńı přesnosti výsledk̊u i časové náročnosti výpočtu.

Tabulka 3.1: (Fortran) Test neadaptivńıch metod pro r̊uzné optimalizace na konečném
intervalu, integrace 4. funkce, formát double

Metoda Optimalizace Výsledek Chyba Čas [s]

O0 1.06214822007464 9.255231830460997.10−2 9.375.10−7

dqk15 O1 1.06214821947875 9.255231890049864.10−2 6.250.10−7

O2 1.06214821947875 9.255231890049864.10−2 6.250.10−7

O3 1.06214821947875 9.255231890049864.10−2 6.250.10−7

O0 1.15364525058378 1.055287795466819.10−3 1.563.10−6

dqk21 O1 1.15364526209477 1.055276284482876.10−3 1.094.10−6

O2 1.15364526209477 1.055276284482876.10−3 9.375.10−7

O3 1.15364526209477 1.055276284482876.10−3 9.375.10−7

O0 1.15964612049922 4.945582119968872.10−3 2.031.10−6

dqk31 O1 1.15964612116378 4.945582784531943.10−3 1.406.10−6

O2 1.15964612116378 4.945582784531943.10−3 1.406.10−6

O3 1.15964612116378 4.945582784531943.10−3 1.406.10−6

O0 1.15496902599292 2.684876136691550.10−4 2.500.10−6

dqk41 O1 1.15496902798783 2.684896085780597.10−4 1.875.10−6

O2 1.15496902798783 2.684896085780597.10−4 1.719.10−6

O3 1.15496902798783 2.684896085780597.10−4 1.875.10−6

O0 1.15466496377492 3.557460433634141.10−5 3.125.10−6

dqk51 O1 1.15466496618834 3.557219090666308.10−5 2.343.10−6

O2 1.15466496618834 3.557219090666308.10−5 2.188.10−6

O3 1.15466496618834 3.557219090666308.10−5 2.188.10−6

O0 1.15472641381172 2.587543247223323.10−5 3.750.10−6

dqk61 O1 1.15472641615169 2.587777243645561.10−5 2.813.10−6

O2 1.15472641615169 2.587777243645561.10−5 2.813.10−6

O3 1.15472641615169 2.587777243645561.10−5 2.656.10−6
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3.1.2 Vliv optimalizace

Vliv optimalizace nemá bohužel tak dobré výsledky, jak jsme očekávali. Z následuj́ıćı ta-
bulky 3.2 je zřejmé, že ve většině př́ıpad̊u neńı vliv optimalizace znatelný. Pouze u dvou tes-
tovaných funkćı je při použit́ı libovolné optimalizace (O1, O2, O3) dosaženo vyšš́ı přesnosti
výsledk̊u. Rychlost výpočtu se ve většině př́ıpad̊u zlepšila, ale neplat́ı to vždy. Pro námi
testované funkce se tedy vliv optimalizace př́ılǐs nepotvrdil.

Tabulka 3.2: (Fortran) Test vlivu optimalizace pro r̊uzné funkce na konečném intervalu,
neadaptivńı metoda dqk15, formát double

Funkce Optimalizace Výsledek Chyba Čas [s]

O0 0.654587005308831 4.541299469116855.10−2 7.813.10−7

1. funkce O1 0.654587005308831 4.541299469116855.10−2 4.688.10−7

O2 0.654587005308831 4.541299469116855.10−2 4.688.10−7

O3 0.654587005308831 4.541299469116855.10−2 4.688.10−7

O0 0.399999982866058 1.713394215396846.10−8 7.813.10−7

2. funkce O1 0.399999982866058 1.713394215396846.10−8 6.250.10−7

O2 0.399999982866058 1.713394215396846.10−8 6.250.10−7

O3 0.399999982866058 1.713394215396846.10−8 1.094.10−6

O0 1.954321589568490 4.567841043151000.10−2 9.375.10−7

3. funkce O1 1.954321589568490 4.567841043151000.10−2 6.250.10−7

O2 1.954321589568490 4.567841043151000.10−2 4.688.10−7

O3 1.954321589568490 4.567841043151000.10−2 7.813.10−7

O0 1.062148220074640 9.255231830460997.10−2 9.375.10−7

4. funkce O1 1.062148219478750 9.255231890049864.10−2 6.250.10−7

O2 1.062148219478750 9.255231890049864.10−2 6.250.10−7

O3 1.062148219478750 9.255231890049864.10−2 6.250.10−7

O0 0.379885493041722 5.551115123125783.10−17 9.375.10−7

5. funkce O1 0.379885493041722 5.551115123125783.10−17 6.250.10−7

O2 0.379885493041722 5.551115123125783.10−17 6.250.10−7

O3 0.379885493041722 5.551115123125783.10−17 6.250.10−7

O0 0.103470288041285 8.669015499736213.10−3 1.250.10−6

7. funkce O1 0.103470279598376 8.669023942645418.10−3 7.813.10−6

O2 0.103470279598376 8.669023942645418.10−3 7.813.10−6

O3 0.103470279598376 8.669023942645418.10−3 7.813.10−6
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Funkce Optimalizace Výsledek Chyba Čas [s]

O0 −0.998307326901658 1.692673098306563.10−3 9.375.10−7

8. funkce O1 −0.998307326901658 1.692673098306563.10−3 6.250.10−7

O2 −0.998307326901658 1.692673098306563.10−3 6.250.10−7

O3 −0.998307326901658 1.692673098306563.10−3 6.250.10−7

O0 0.198355385320272 3.486044230163440.10−2 2.500.10−6

9. funkce O1 0.198355475102177 3.486053208353967.10−2 3.906.10−6

O2 0.198355475102177 3.486053208353967.10−2 3.906.10−6

O3 0.198355475102177 3.486053208353967.10−2 3.906.10−6

O0 6.606412979949390.10−2 5.257164415002620.10−2 7.813.10−7

10. funkce O1 6.606412979949390.10−2 5.257164415002620.10−2 4.688.10−7

O2 6.606412979949390.10−2 5.257164415002620.10−2 4.688.10−7

O3 6.606412979949390.10−2 5.257164415002620.10−2 4.688.10−7

3.1.3 Porovnáńı adaptivńıch metod

V následuj́ıćı tabulce 3.3 jsou porovnané výsledky źıskané adaptivńımi metodami s použi-
t́ım r̊uzných nastaveńı relativńı přesnosti. Optimalizace je v tomto př́ıpadě již pevně na-
stavená na O3. Vliv relativńı přesnosti je při výpočtu velmi znatelný. S vyšš́ı relativńı
přesnost́ı roste i přesnost výsledných hodnot. Zlepšeńı je dosaženo u všech testovaných
metod. S vyšš́ı relativńı přesnost́ı ovšem také roste počet vyč́ısleńı a délka výpočtu. Vliv
použité metody nemá v tomto př́ıpadě na výsledné hodnoty žádný vliv.

Tabulka 3.3: (Fortran) Test adaptivńıch metod pro r̊uzné nastaveńı relativńı přesnosti,
integrace 8. funkce, optimalizace O3, formát double

Metoda Rel. p. Výsledek Chyba Čas [s] Vyč́ısleńı

10−3 −0.999998346998927 1.653001036938662.10−6 1.563.10−5 315

dqag15 10−6 −0.999999998385741 1.614223088530764.10−9 1.563.10−5 615

10−9 −0.999999999998424 1.540434446667405.10−12 1.563.10−5 915

10−12 −0.999999999999999 3.430589146091734.10−14 1.563.10−5 1215

10−3 −0.999998346998927 1.653001036938662.10−6 1.563.10−5 315

dqag21 10−6 −0.999999998385741 1.614223088530764.10−9 3.125.10−5 615

10−9 −0.999999999998424 1.540434446667405.10−12 4.688.10−5 915

10−12 −0.999999999999999 3.430589146091734.10−14 6.250.10−5 1215

dqag31 10−3 −0.999998346998927 1.653001036938662.10−6 1.563.10−5 315

10−6 −0.999999998385741 1.614223088530764.10−9 3.125.10−5 615
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Metoda Rel. p. Výsledek Chyba Čas [s] Vyč́ısleńı

dqag31 10−9 −0.999999999998424 1.540434446667405.10−12 4.688.10−5 915

10−12 −0.999999999999999 3.430589146091734.10−14 6.250.10−5 1215

10−3 −0.999998346998927 1.653001036938662.10−6 1.563.10−5 315

dqag41 10−6 −0.999999998385741 1.614223088530764.10−9 4.688.10−5 615

10−9 −0.999999999998424 1.540434446667405.10−12 4.688.10−5 915

10−12 −0.999999999999999 3.430589146091734.10−14 6.250.10−5 1215

10−3 −0.999998346998927 1.653001036938662.10−6 1.563.10−5 315

dqag51 10−6 −0.999999998385741 1.614223088530764.10−9 4.688.10−5 615

10−9 −0.999999999998424 1.540434446667405.10−12 4.688.10−5 915

10−12 −0.999999999999999 3.430589146091734.10−14 6.250.10−5 1215

10−3 −0.999998346998927 1.653001036938662.10−6 1.563.10−5 315

dqag61 10−6 −0.999999998385741 1.614223088530764.10−9 3.125.10−5 615

10−9 −0.999999999998424 1.540434446667405.10−12 4.688.10−5 915

10−12 −0.999999999999999 3.430589146091734.10−14 6.250.10−5 1215

3.1.4 Porovnáńı formát̊u double a real

Použitý formát má na výsledné hodnoty samozřejmě velký vliv. Výpočetńı přesnost
formátu double je na 15 platných cifer a formátu real na 7 platných cifer. V některých
př́ıpadech bylo dosaženo vyšš́ı přesnosti, než je zmı́něný počet platných č́ıslic. Tyto výsledky
je nutné brát s rezervou, jedná se pouze o výpis na vyšš́ı počet cifer. Ve většině př́ıpad̊u má
formát double řádově přesněǰśı výsledky výpočtu. Formát real má ale nižš́ı počty vyč́ısleńı
a nižš́ı časovou náročnost výpočtu.

Tabulka 3.4: (Fortran) Porovnáńı formát̊u double a real pro r̊uzné funkce (na konečném
intervalu), relativńı přesnost 10−6, optimalizace O3, metody dqag61 a qag61

Fce Metoda Výsledek Chyba Čas [s] Vyč́ısleńı

1. fce dqag61 0.699999967322676 3.267732395784151.10−8 2.188.10−5 615

qag61 0.6999999 5.9604645.10−8 1.563.10−5 357

2. fce dqag61 0.399999999905347 9.465256356477880.10−11 4.688.10−6 105

qag61 0.4000000 2.9802322.10−8 7.812.10−7 21

3. fce dqag61 1.99999991287535 8.712465371374378.10−8 4.688.10−5 1155

qag61 2.000000 4.7683716.10−7 1.563.10−5 231

4. fce dqag61 1.15470053407436 1.641993851997370.10−8 3.125.10−5 405

qag61 1.154701 4.7683716.10−7 1.563.10−5 315
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Fce Metoda Výsledek Chyba Čas [s] Vyč́ısleńı

5. fce dqag61 0.379885493041722 1.667292415241661.10−9 7.813.10−7 15

qag61 0.3798855 < 10−7 9.375.10−7 21

7. fce dqag61 0.112139299511450 7.451040562322930.10−9 6.250.10−5 1035

qag61 0.1121393 7.4505806.10−9 6.250.10−5 1281

8. fce dqag61 −0.999999998385741 1.614223088530764.10−9 3.125.10−5 615

qag61 −0.9999999 1.1920929.10−7 3.250.10−5 441

9. fce dqag61 0.163102243938141 3.926990804959951.10−4 8.813.10−5 315

qag61 0.1631022 3.9270520.10−4 2.188.10−4 735

10. fce dqag61 1.349248564946776.10−2 6.418476861114186.10−17 1.250.10−5 345

qags61 1.3492486.10−2 1.8626451.10−9 2.813.10−5 819

3.1.5 Porovnáńı adaptivńıch a neadaptivńıch metod

V následuj́ıćı tabulce 3.5 jsou porovnané výsledky źıskané pomoćı adaptivńıch a neadap-
tivńıch metod. Test byl proveden s pevným nastaveńım optimalizace O3. Adaptivńı metody
maj́ı prokazatelně přesněǰśı výsledky. Test je proveden pro funkci č́ıslo 6 pro r̊uzné délky
intervalu. Přesnost výsledku je porovnávaná vždy s přesnou hodnotou (s přesnost́ı formátu
double) integrálu funkce na daném intervalu. Vyšš́ı přesnost výsledk̊u adaptivńıch metod
je znatelněǰśı se zvětšuj́ıćım se intervalem. Na intervalu 〈0, 100〉 docháźı k úplnému selháńı
neadaptivńıch metod, které využ́ıvaj́ı 15-ti a 31-ti bodové vzorce. Na intervalu 〈0, 1000〉
docháźı k selháńı i 61-ti bodového vzorce. Adaptivńı metody maj́ı naopak se zvětšuj́ıćım se
intervalem přesněǰśı výsledky. Neadaptivńı metody maj́ı nižš́ı časovou náročnost výpočtu,
ale vzhledem k nepřesným výsledk̊um můžeme toto kritérium zanedbat.

Tabulka 3.5: (Fortran) Porovnáńı adaptivńıch a neadaptivńıch metod (15-ti, 31-ti, 61-ti
bodové vzorce), integrace 6. funkce na r̊uzných intervalech, relativńı přesnost adaptivńıch
metod 10−12, optimalizace O3, formát double

Interval Metoda Výsledek Chyba Čas [s]

dqag15 0.999999999986112 3.996802888650563.10−15 6.250.10−6

dqk15 1.000000000468280 4.821640864349774.10−10 6.250.10−7

〈0, 1〉 dqag31 0.999999999986112 3.996802888650563.10−15 6.250.10−6

dqk31 0.999999999986112 3.996802888650563.10−15 1.875.10−6

dqag61 0.999999999986112 3.996802888650563.10−15 6.250.10−6

dqk61 0.999999999986112 3.996802888650563.10−15 2.343.10−6
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Interval Metoda Výsledek Chyba Čas [s]

dqag15 1.000000000000000 2.220446049250313.10−16 1.406.10−5

dqk15 0.998886298720673 1.113701279326862.10−3 1.094.10−6

〈0, 10〉 dqag31 1.000000000000000 2.220446049250313.10−16 1.250.10−5

dqk31 1.000021669953030 2.166995303176655.10−5 1.250.10−6

dqag61 1.000000000000000 2.220446049250313.10−16 1.250.10−5

dqk61 0.999999999999997 3.330669073875470.10−15 2.343.10−6

dqag15 1.000000000000000 < 10−15 2.188.10−5

dqk15 6.588831326799394.10−44 0.999341116867320 1.719.10−6

〈0, 100〉 dqag31 1.000000000000000 < 10−15 2.188.10−5

dqk31 0.553356417730364 0.446643582269636 2.188.10−6

dqag61 1.000000000000000 < 10−15 2.031.10−5

dqk61 1.011769833758270 1.176983375827167.10−2 4.219.10−6

dqag15 1.000000000000000 < 10−15 3.125.10−5

dqk15 1.178555945780107.10−44 1.000000000000000 9.375.10−7

〈0, 1000〉 dqag31 1.000000000000000 < 10−15 3.125.10−5

dqk31 9.607394679090523.10−10 0.999999999039261 2.031.10−6

dqag61 1.000000000000000 < 10−15 3.125.10−5

dqk61 2.758310590461750.10−2 0.972416894095382 3.750.10−6

3.1.6 Test integrace funkćı na nekonečném intervalu

Předešlé metody nejsou uzp̊usobeny pro výpočet integrace na nekonečném intervalu.
Proto je horńı hranice intervalu omezena a funkce jsou testovány pro dané metody na
konečném intervalu 〈0, 1000〉. U 6. funkce je rozd́ıl téměř neznatelný, protože absolutńı
hodnota integrálu na intervalu 〈1000,+∞) je řádově 10−10858. Pro 11. funkci je absolutńı
hodnota integrálu na intervalu 〈1000,+∞) řádově 10−6.

Knihovna QUADPACK obsahuje ale i metody zaměřené speciálně na výpočet in-
tegrálu na nekonečném intervalu. Pro test byla použita metoda dqagi a jej́ı srovnáńı
s ostatńımi metodami je zobrazeno v následuj́ıćıch tabulkách. V tabulce 3.6 jsou výsledky
testu 6. funkce. Je zřejmé, že neadaptivńı metody v tomto testu absolutně neuspěly. I když
jsou výsledky s použit́ım v́ıcebodových Gaussových-Kronrodových vzorc̊u lepš́ı, nejsou
stále dostatečně přesné. Adaptivńı metody si s t́ımto problémem poradily znatelně lépe.
Výsledky výpočtu jsou srovnatelné s metodou dqagi. V tabulce 3.7 jsou výsledky výpočtu
integrálu 11. funkce. Integrace byla pro dané metody (mimo metodu dqagi) opět provedena
na omezeném intervalu 〈0, 1000〉. Výsledky jsou velmi podobné testu 6. funkce. I když jsou
neadaptivńı metody stále velmi nepřesné, maj́ı v tomto př́ıpadě nižš́ı chybu výpočtu, než
v předchoźım testu.
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Tabulka 3.6: (Fortran) Test integrace 6. funkce na nekonečném (* a omezeném) intervalu,
adaptivńı i neadaptivńı metody, relativńı přesnost 10−6, formát double, optimalizace O3

Metoda Výsledek Chyba Čas [s]

dqk15* 1.178555945780107.10−44 1.000000000000000 9.375.10−7

dqk21* 3.881683817605077.10−22 1.000000000000000 1.563.10−6

dqk31* 9.607394679090523.10−10 0.999999999039261 2.031.10−6

dqk41* 2.458111024032043.10−5 0.999975418889760 3.281.10−6

dqk51* 2.451292601308603.10−3 0.997548707398691 3.306.10−6

dqk61* 2.758310590461750.10−2 0.972416894095382 3.750.10−6

dqag15* 1.000000000000000 < 10−15 3.125.10−5

dqag21* 1.000000000000000 < 10−15 3.125.10−5

dqag31* 1.000000000000000 < 10−15 1.563.10−5

dqag41* 1.000000000000000 < 10−15 3.125.10−5

dqag51* 1.000000000000000 < 10−15 3.125.10−5

dqag61* 1.000000000000000 < 10−15 3.125.10−5

dqagi 1.000000000000000 4.440892098500626.10−16 4.063.10−6

Tabulka 3.7: (Fortran) Test integrace 11. funkce na nekonečném (* a omezeném) intervalu,
adaptivńı i neadaptivńı metody, relativńı přesnost 10−6, formát double, optimalizace O3

Metoda Výsledek Chyba Čas [s]

dqk15* 4.441015361815842.10−3 0.495558984638184 6.250.10−7

dqk21* 8.763940428267520.10−3 0.491236059571732 9.375.10−7

dqk31* 1.904817247088206.10−2 0.480951827529118 1.563.10−6

dqk41* 3.334904355527137.10−2 0.466650956444729 1.875.10−6

dqk51* 5.148237634172964.10−2 0.448517623658270 2.344.10−6

dqk61* 7.349329102591214.10−2 0.426506708974088 2.656.10−6

dqag15* 0.499993619888687 6.380111312653813.10−6 1.563.10−5

dqag21* 0.499993619888687 6.380111312653813.10−6 1.563.10−5

dqag31* 0.499993619888687 6.380111312653813.10−6 1.563.10−5

dqag41* 0.499993619888687 6.380111312653813.10−6 1.563.10−5

dqag51* 0.499993619888687 6.380111312653813.10−6 1.563.10−5

dqag61* 0.499993619888687 6.380111312653813.10−6 1.563.10−5

dqagi 0.499999986086234 1.391376625026197.10−8 8.125.10−6
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3.1.7 Test integrace funkćı v komplexńım oboru

Pro výpočet integrálu v komplexńım oboru jsme použili upravené metody, vycházej́ıćı
z neadaptivńıch metod, založených na v́ıcebodových Gaussových-Kronrodových vzorćıch.
Výsledky test̊u integrace 12. a 13. funkce jsou velmi podobné, viz tabulky 3.8 a 3.9. Vzhle-
dem k tomu, že test je proveden pomoćı neadaptivńıch metod, tak je přesnost výsledk̊u
velmi dobrá. Chyba od přesného řešeńı je dostatečně malá (v tabulkách jsou uvedené ab-
solutńı hodnoty chyb). S použit́ım v́ıcebodových vzorc̊u se přesnost výsledk̊u neměńı, ale
roste časová náročnost výpočtu.

Zmı́něné upravené metody nejsou vhodné pro výpočet integrálu na nekonečném inter-
valu. Proto byl pro integraci funkce č́ıslo 14 použit omezený interval 〈i, 1000+i〉* . Absolutńı
hodnota integrálu na zbývaj́ıćım intervalu 〈1000+i,+∞+i) je velmi malá, řádově 10−10858.
Výsledky jsou zaznamenány v tabulce 3.10. Je zřejmé, že metody při výpočtu dané funkce
naprosto selhaly. Se zvyšuj́ıćım se počtem bod̊u v jednotlivých metodách, jsou výsledky
sice lepš́ı, ale ani tak nejsou dostatečně přesné.

*Pozn.: z ∈ 〈i, 1000+i〉, z = zr + i, kde zr ∈ 〈0, 1000〉

Tabulka 3.8: (Fortran) Test integrace 12. funkce v komplexńım oboru, upravené neadaptivńı
metody, optimalizace O3, formát double

Metoda Výsledek Chyba Čas [s]

cdqk15 0.130584240443723 + 4.840060019439818.10−10 2.031.10−6

0.500000000000000i

cdqk21 0.130584240443723 + 4.840060019439818.10−10 2.656.10−6

0.500000000000000i

cdqk31 0.130584240443723 + 4.840060019439818.10−10 3.750.10−6

0.500000000000000i

cdqk41 0.130584240443723 + 4.840060019439818.10−10 5.000.10−6

0.500000000000000i

cdqk51 0.130584240443723 + 4.840060019439818.10−10 6.094.10−6

0.500000000000000i

cdqk61 0.130584240443723 + 4.840060019439818.10−10 7.188.10−6

0.500000000000000i
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Tabulka 3.9: (Fortran) Test integrace 13. funkce v komplexńım oboru, upravené neadaptivńı
metody, optimalizace O3, formát double

Metoda Výsledek Chyba Čas [s]

cdqk15 0.348992856673883 – 2.3171169982738604.10−9 1.875.10−6

0.247288621781412i

cdqk21 0.348992856673883 – 2.3171169982738604.10−9 2.656.10−6

0.247288621781412i

cdqk31 0.348992856673883 – 2.3171169982738604.10−9 3.750.10−6

0.247288621781412i

cdqk41 0.348992856673883 – 2.3171169982738604.10−9 5.000.10−6

0.247288621781412i

cdqk51 0.348992856673883 – 2.3171169982738604.10−9 6.094.10−6

0.247288621781412i

cdqk61 0.348992856673883 – 2.3171169982738604.10−9 7.344.10−6

0.247288621781412i

Tabulka 3.10: (Fortran) Test integrace 14. funkce v komplexńım oboru na omezeném in-
tervalu 〈i, 1000+i〉, upravené neadaptivńı metody, optimalizace O3

Metoda Výsledek Chyba Čas [s]

cdqk15 1.168187967395657.10−44 – 0.991202811863483 4.688.10−6

1.559839420121332.10−45 i

cdqk21 3.847535914775095.10−22 – 0.991202811863483 6.875.10−6

5.137476465862367.10−23 i

cdqk31 9.522876620596702.10−10 – 0.991202810911195 1.000.10−5

1.271555499657663.10−10 i

cdqk41 2.436486558893165.10−5 – 0.991178446997894 1.688.10−5

3.253352959652700.10−6 i

cdqk51 2.429728119117216.10−3 – 0.988773083744365 2.063.10−5

3.244328657849163.10−4 i

cdqk61 2.734045213258485.10−2 – 0.963862359730898 1.922.10−5

3.650672339608343.10−3 i
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3.2 Matlab

V softwaru Matlab srovnáváme nejprve výsledky všech použitých adaptivńıch metod, viz
tabulka 3.11. Následuje porovnáńı metod integral a quadgk, které jsou založeny na Gaus-
sových-Kronrodových vzorćıch, viz tabulka 3.12. Následuje zhodnoceńı výsledk̊u źıskaných
neadaptivńı metodou trapz, viz tabulka 3.13, a podrobněǰśı testováńı 3. funkce pomoćı této
metody, viz tabulka 3.14. V daľśı části je porovnáńı formát̊u double a single, viz tabulka
3.15. Následuje vyhodnoceńı výpočt̊u na nekonečném intervalu, viz tabulka 3.16. U metod,
které nejsou uzp̊usobené pro výpočet na nekonečném intervalu je použit omezený interval.
V posledńı části jsou porovnány výsledky pro výpočet funkćı v komplexńım oboru, viz
tabulky 3.17 pro 12. funkci, 3.18 pro 13. funkci a 3.19 pro 14. funkci.

3.2.1 Porovnáńı adaptivńıch metod

Adaptivńı metody jsou testovány i vzhledem k relativńı přesnosti výpočtu. Je patrné, že
má velký vliv na přesnost u všech testovaných metod. Nejlepš́ı výsledky vykazuj́ı metody
integral a quadgk. Přesnost výsledku maj́ı tyto metody totožnou, ale metoda quadgk
je o něco rychleǰśı a má podstatně nižš́ı počet vyč́ısleńı. Tyto metody jsme otestovali
podrobněji, viz tabulka 3.12. Metoda quadl má také vyšš́ı počet vyč́ısleńı a je velmi pomalá.

Tabulka 3.11: (Matlab) Porovnáńı adaptivńıch metod, integrace 1. funkce, formát double

Metoda Rel. p. Výsledek Chyba Čas [s] Vyč́ısleńı

10−3 0.719537000000000 0.01953700000000 2.104.10−4 21

quad 10−6 0.699987708007813 0.00001229199219 6.400.10−4 61

10−9 0.699999995902538 0.00000000409746 1.128.10−3 105

10−12 0.700000000001779 0.00000000000178 1.552.10−3 142

10−3 0.702009163168487 0.00200916316849 4.435.10−1 78

quadl 10−6 0.700000002437545 0.00000000243754 4.450.10−1 798

10−9 0.700000000309577 0.00000000030958 4.476.10−1 318

10−12 0.700000000000276 0.00000000000028 4.509.10−1 408

10−3 0.700305046989458 0.00030504698946 9.689.10−4 4

quadgk 10−6 0.700000180530904 0.00000018053090 2.004.10−3 14

10−9 0.700000000020454 0.00000000002045 3.105.10−3 24

10−12 0.699999999999938 0.00000000000006 4.338.10−3 35

10−3 0.700305046989458 0.00030504698946 2.666.10−3 240

integral 10−6 0.700000180530904 0.00000018053090 5.718.10−3 540

10−9 0.700000000020454 0.00000000002045 8.639.10−3 840

10−12 0.699999999999938 0.00000000000006 1.204.10−2 1170
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3.2.2 Porovnáńı metod integral a quadgk

V následuj́ıćı tabulce je podrobněǰśı porovnáńı metod integral a quadgk. Jejich přesnost
výpočtu je naprosto totožná. Lǐśı se pouze v počtu vyč́ısleńı a časové náročnosti výpočtu.
Metoda integral má vyšš́ı čas výpočtu a znatelně vyšš́ı počet vyč́ısleńı. Tato metoda fun-
guje na principu rozděleńı intervalu integrace na 10 podinterval̊u a jejich následném děleńı.
Je to lokálně adaptivńı metoda a to zp̊usobuje vyšš́ı počet vyč́ısleńı. Metoda quadgk má
tak ńızký počet vyč́ısleńı, protože voláńı funkce prob́ıhá pouze jednou, ale argumentem je
vektor hodnot. Tento zp̊usob vyč́ısleńı je možné využ́ıt i u metody integral, ale je nutné za-
dat při voláńı metody jako parametr př́ıkaz ArrayV alued, True. Metoda quadgk má tento
zp̊usob výpočtu napevno nastaven. Obě metody jsou si velmi podobné. Výpočet prob́ıhá
až na drobnosti na podobném principu.

Tabulka 3.12: (Matlab) Porovnáńı adaptivńıch metod integral a quadgk na konečném
intervalu, integrace r̊uzných funkćı, relativńı přesnost 10−12, formát double

Funkce Metoda Výsledek Chyba Čas [s] Vyč́ısleńı

1. funkce quadgk 0.699999999999938 0.00000000000006 4.338.10−3 35

integral 0.699999999999938 0.00000000000006 1.204.10−2 1170

2. funkce quadgk 0.400000000000000 < 10−15 5.412.10−4 1

integral 0.400000000000000 < 10−15 1.675.10−3 150

3. funkce quadgk 1.999999999999763 0.00000000000024 5.210.10−4 1

integral 1.999999999999763 0.00000000000024 1.623.10−3 150

4. funkce quadgk 1.154700538379252 < 10−15 9.494.10−4 4

integral 1.154700538379252 < 10−15 4.241.10−3 1200

5. funkce quadgk 0.379885493041722 < 10−15 5.271.10−4 1

integral 0.379885493041722 < 10−15 8.680.10−4 150

7. funkce quadgk 0.112139303741637 0.00000000020062 1.231.10−3 5

integral 0.112139303741637 0.00000000020062 1.079.10−2 3330

8. funkce quadgk −1.000000000000010 < 10−15 1.864.10−3 13

integral −1.000000000000010 < 10−15 6.476.10−3 510

9. funkce quadgk 0.163102243936939 0.00039269908170 1.342.10−3 7

integral 0.163102243936938 0.00039269908170 3.701.10−3 870

10. funkce quadgk 0.013492485649468 < 10−15 1.290.10−3 7

integral 0.013492485649468 < 10−15 3.360.10−3 840
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3.2.3 Test neadaptivńı metody trapz

Metoda trapz je založena na Newtonově-Cotesově lichoběžńıkovém pravidle. Přesnost
výpočtu je závislá na zvolené jemnosti děleńı intervalu, tedy na velikosti kroku h. Výsledky
integrace všech testovaných funkćı jsou v tabulce 3.13. S vyšš́ı jemnost́ı děleńı intervalu se
zvyšuje i přesnost výpočtu. Problémem u této metody je nevlastńı integrál. To můžeme
pozorovat u funkce č́ıslo 3, kde je výsledná hodnota nekonečno. Je to zp̊usobeno t́ım,
že metoda trapz dosazuje okrajové body do funkce a t́ım vzniká problém děleńı nulou.
Řešeńım tohoto problému je posunut́ı dolńı meze integrace o malé ε, tato možnost byla
otestována v tabulce 3.14.

Tabulka 3.13: (Matlab) Neadaptivńı metoda trapz s použit́ım r̊uzné velikosti kroku h,
integrace r̊uzných funkćı na konečném intervalu, formát double

Funkce Krok Výsledek Chyba Čas [s]

0.01 0.695000000000000 0.00500000000000 6.364.10−5

1. funkce 0.001 0.699500000000000 0.00050000000000 7.759.10−5

0.0001 0.699950000000000 0.00005000000000 1.575.10−4

0.01 0.400012245153189 0.00001224515319 6.523.10−5

2. funkce 0.001 0.400000124194088 0.00000012419409 7.083.10−5

0.0001 0.400000001247452 0.00000000124745 1.501.10−4

0.01 inf inf 6.746.10−5

3. funkce 0.001 inf inf 7.036.10−5

0.0001 inf inf 1.493.10−4

0.01 1.154700538387657 0.00000000000841 6.572.10−5

4. funkce 0.001 1.154700538379252 < 10−15 7.115.10−5

0.0001 1.154700538379252 < 10−15 1.503.10−4

0.01 0.379885937943524 0.00000044490180 6.841.10−5

5. funkce 0.001 0.379885497490728 0.00000000444901 7.616.10−5

0.0001 0.379885493086213 0.00000000004449 1.419.10−4

0.01 0.147665638290240 0.03552633474922 6.698.10−5

7. funkce 0.001 0.112477199032314 0.00033789549129 7.582.10−5

0.0001 0.112142681130212 0.00000337758919 1.495.10−4

0.01 −0.967776430432457 0.03222356956751 6.698.10−5

8. funkce 0.001 −0.995627100493974 0.00437289950599 7.048.10−5

0.0001 −0.999447588294747 0.00055241170522 1.707.10−4

0.01 0.175988215950032 0.01249327293139 6.933.10−5

9. funkce 0.001 0.164103525247205 0.00060858222886 7.262.10−5

0.0001 0.163494949298871 0.00000000628023 1.502.10−4
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Funkce Krok Výsledek Chyba Čas [s]

0.01 0.015309127743214 0.00181664209375 6.694.10−5

10. funkce 0.001 0.013492484228055 0.00000000142141 7.158.10−5

0.0001 0.013492485635254 0.00000000001421 1.504.10−4

3.2.4 Test metody trapz pro funkci č́ıslo 3

U výpočtu integrálu pomoćı neadaptivńı metody trapz nastal problém s integraćı funkce
č́ıslo 3, kdy je výsledná źıskaná hodnota nekonečno. Je to zp̊usobeno t́ım, že se jedná
o nevlastńı integrál a u metody trapz docháźı k př́ımému dosazováńı okrajových bod̊u
intervalu do dané funkce. T́ım vzniká problém děleńı nulou. Jako vhodné řešeńı se ukázalo
posunut́ı dolńı meze integrace o malé ε. Nový interval integrace je tedy 〈0 + ε, 1〉. Různé
hodnoty ε jsou porovnány s r̊uznými kroky děleńı intervalu. Výsledky jsou zaznamenané
v tabulce 3.14. Největš́ı přesnost výsledku integrace jsme źıskali pro kombinaci velikosti
kroku o délce 0.001 a hodnoty ε o velikosti 0.0001.

Tabulka 3.14: (Matlab) Neadaptivńı metoda trapz pro r̊uzné kroky h, integrace 3. funkce
s posunut́ım dolńı meze intervalu o r̊uzné hodnoty ε, formát double

Epsilon Krok h Výsledek Chyba Čas [s]

0.01 inf inf 6.746.10−5

0 0.001 inf inf 7.036.10−5

0.0001 inf inf 1.493.10−4

0.01 1.803960382478415 0.19603961752158 6.594.10−5

0.01 0.001 1.800041599055133 0.19995840094487 7.104.10−5

0.0001 1.800000416247396 0.19999958375260 1.490.10−4

0.01 1.990462490073892 0.00953750992611 6.185.10−5

0.001 0.001 1.938008105641740 0.06199189435885 6.955.10−5

0.0001 1.936767614332395 0.06323238566730 1.471.10−4

0.01 2.342734503264946 0.34273450326495 6.154.10−5

0.0001 0.001 1.998937548311578 0.00106245168842 6.780.10−5

0.0001 1.980396454495238 0.01960354550476 1.758.10−4
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3.2.5 Porovnáńı formát̊u double a single

V následuj́ıćı tabulce 3.15 jsou porovnány výsledky integrace vzhledem k použitému
formátu - double nebo single. Přesnost výpočtu ve formátu double je na 16 platných cifer
a u formátu single na 7 platných cifer. Porovnáńı počt̊u vyč́ısleńı a časové náročnosti
výpočtu dopadlo pro oba formáty velmi podobně. Největš́ı rozd́ıl při porovnáńı výsledk̊u
integrace v r̊uzných formátech je v přesnosti výpočtu. Překvapivé mohou být hodnoty, kde
je ve formátu single chyba < 10−15, tento výsledek ale muśıme brát s rezervou. V tomto
př́ıpadě se jedná pouze o výpis na 16 platných cifer, ale přesnost výsledku je pouze na
7. Daľśı cifry nenesou ve formátu single potřebnou informaci. S použit́ım formátu double
jsme tedy źıskali vyšš́ı přesnost výsledk̊u.

Tabulka 3.15: (Matlab) Porovnáńı formát̊u double a single pro r̊uzné relativńı přesnosti,
integrace 6. funkce na intervalu 〈0, 100〉

Metoda Formát Rel. p. Výsledek Chyba Čas [s] Vyč́ısleńı

quad double 1.000174014033678 0.00017401403368 4.674.10−4 45

single 1.000174045562744 0.00017404556274 4.927.10−4 45

quadl double 1.000000006830328 0.00000000683033 7.521.10−4 108

single 10−3 0.999999940395355 0.00000005960464 1.376.10−3 108

quadgk double 1.000000000207906 0.00000000020791 6.651.10−4 2

single 1.000000000000000 < 10−15 7.520.10−4 2

integral double 1.000000000207906 0.00000000020791 9.693.10−4 2

single 1.000000000000000 < 10−15 1.471.10−4 2

quad double 1.000000244096885 0.00000024409689 9.251.10−4 85

single 1.000000357627869 0.00000035762787 9.442.10−4 85

quadl double 1.000000000178012 0.00000000017801 1.399.10−3 198

single 10−6 1.000000000000000 < 10−15 2.608.10−3 198

quadgk double 1.000000000000034 < 10−15 7.773.10−4 3

single 0.999999940395355 0.00000005960464 4.457.10−3 3

integral double 1.000000000000034 0.00000000000003 1.109.10−3 3

single 0.999999940395355 0.00000005960464 1.797.10−3 3

3.2.6 Test integrace funkćı na nekonečném intervalu

Pro test integrace funkćı č́ıslo 6 a 11 na nekonečném intervalu byly použity všechny
adaptivńı metody. Metody integral a quadgk umožňuj́ı integraci i na nekonečném inter-
valu, ale metody quad a quadl nejsou pro integraci na nekonečném intervalu uzp̊usobeny.
Aby bylo možné integraci na nekonečném intervalu pomoćı daných metod uskutečnit, bylo
nutné omezit interval integrace. Proto jsou funkce testovány pro dané metody na konečném
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intervalu 〈0, 1000〉. U 6. funkce je rozd́ıl téměř neznatelný, protože absolutńı hodnota in-
tegrálu na zbývaj́ıćım intervalu 〈1000,+∞) je řádově 10−10858. Pro 11. funkci je absolutńı
hodnota na daném intervalu řádově 10−6.

Výsledky integrace na nekonečném a omezeném intervalu jsou v tabulce 3.16. Integrace
přes omezený interval se ukázala jako vhodné řešeńı pro výpočet integrálu pomoćı metod
quad a quadl. Metody maj́ı sice vyšš́ı počet vyč́ısleńı, ale nejen že jsme źıskali výsledek
integrace, ale dosáhli jsme i uspokojivé přesnosti. Nicméně pro výpočet na nekonečném
intervalu jsou jednoznačně lepš́ı metody integral a quadgk.

Tabulka 3.16: (Matlab) Výpočet integrálu na nekonečném a omezeném intervalu 〈0, 1000〉,
adaptivńı metody, integrace 6. a 11. funkce, relativńı přesnost 10−12

Fce Metoda Interval Výsledek Chyba Čas [s] Vyč́ısleńı

quad 〈0,+∞) NaN NaN 1.291.10−3 13

〈0, 1000〉 1.000000000003364 0.00000000000336 9.885.10−3 897

6. fce quadl 〈0,+∞) inf inf 1.109.10−3 13

〈0, 1000〉 1.000000000000001 < 10−15 5.276.10−3 738

quadgk 〈0,+∞) 1.000000000000000 < 10−15 5.521.10−4 1

integral 〈0,+∞) 1.000000000000000 < 10−15 5.521.10−4 1

quad 〈0,+∞) NaN NaN 1.316.10−3 13

〈0, 1000〉 0.499993633802405 0.00000636619760 1.769.10−2 1557

11. fce quadl 〈0,+∞) inf inf 1.388.10−3 13

〈0, 1000〉 0.499993633802277 0.00000636619772 1.195.10−2 1608

quadgk 〈0,+∞) 0.500000000000000 < 10−15 6.879.10−4 2

integral 〈0,+∞) 0.500000000000000 < 10−15 7.573.10−4 2

3.2.7 Test integrace funkćı v komplexńım oboru

V tabulkách 3.17 a 3.18 jsou znázorněny výsledky integrace funkćı č́ıslo 12 a 13. Všechny
metody vykazuj́ı přesné výsledky. Výsledky testu integrace 14. funkce jsou v tabulce 3.19.
Tato funkce je integrována v komplexńım oboru na nekonečném intervalu. S touto va-
riantou si použité metody nedokázaly poradit a bylo nutné integraci provést na inter-
valu 〈i, 1000+i〉*. Absolutńı hodnota integrálu na zbývaj́ıćım intervalu 〈1000+i,+∞+i) je
řádově 10−10858. Pro výpočet integrálu na omezeném intervalu maj́ı metody dobré výsledky
(v tabulkách jsou uvedené absolutńı hodnoty chyb).

*Pozn.: z ∈ 〈i, 1000+i〉, z = zr + i, kde zr ∈ 〈0, 1000〉
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Tabulka 3.17: (Matlab) Test integrace 12. funkce v komplexńım oboru, adaptivńı metody
Metoda Rel. p. Výsledek Chyba Čas [s] Vyč.

quad 0.130584240446267 + 0.00000000000254 4.438.10−4 33

0.500000000000000i

quadl 10−9 0.130584240451501 + 0.00000000000778 1.297.10−4 18

0.500000000000000i

quadgk 0.130584240443723 + < 10−15 5.737.10−4 1

0.500000000000000i

integral 0.130584240443723 + < 10−15 6.534.10−4 1

0.500000000000000i

quad 0.130584240443724 + < 10−15 1.773.10−2 121

0.500000000000000i

quadl 10−12 0.130584240443723 + < 10−15 4.258.10−4 48

0.500000000000000i

quadgk 0.130584240443723 + < 10−15 5.664.10−4 1

0.500000000000000i

integral 0.130584240443723 + < 10−15 6.514.10−4 1

0.500000000000000i

Tabulka 3.18: (Matlab) Test integrace 13. funkce v komplexńım oboru, adaptivńı metody
Metoda Rel. p. Výsledek Chyba Čas [s] Vyč.

quad 0.348992856677378 – 0.00000000000365 4.549.10−4 33

0.247288621780367i

quadl 10−9 0.348992856701793 – 0.00000000004266 1.269.10−4 18

0.247288621780367i

quadgk 0.348992856673883 – < 10−15 5.849.10−4 1

0.247288621780367i

integral 0.348992856673883 – < 10−15 6.518.10−4 1

0.247288621780367i

quad 0.130584240443724 – < 10−15 1.794.10−2 129

0.247288621780367i

quadl 10−12 0.348992856673883 – < 10−15 4.162.10−4 48

0.247288621780367i

quadgk 0.348992856673883 – < 10−15 5.712.10−4 1

0.247288621780367i

integral 0.348992856673883 – < 10−15 6.903.10−4 1

0.247288621780367i
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Tabulka 3.19: (Matlab) Test integrace 14. funkce v komplexńım oboru na omezeném inter-
valu 〈i, 1000+i〉, adaptivńı metody, formát double

Metoda Rel. p. Výsledek Chyba Čas [s] Vyč.

quad 0.991202811982718 + 0.00000000012030 3.576.10−3 257

0.132351750113695i

quadl 10−9 0.991202811863490 + 0.00000000000002 2.941.10−3 318

0.132351750113695i

quadgk 0.991202811863474 + < 10−15 1.793.10−3 10

0.132351750113695i

integral 0.991202811863474 + < 10−15 1.895.10−3 10

0.132351750113695i

quad 0.991202811866808 + 0.00000000000336 1.306.10−2 897

0.132351750113695i

quadl 10−12 0.991202811863475 + < 10−15 6.954.10−3 738

0.132351750113695i

quadgk 0.991202811863474 + < 10−15 1.950.10−3 11

0.132351750113695i

integral 0.991202811863474 + < 10−15 2.031.10−3 11

0.132351750113695i

50



3.3 Mathematica

V softwaru Mathematica nejprve porovnáváme vliv globálńı a lokálńı adaptivity při
použit́ı metod založených na Gaussových-Kronrodových vzorćıch, viz tabulka 3.20. Následu-
je srovnáńı všech použitých metod pro r̊uzné funkce, viz tabulka 3.21. Dále je testován vliv
relativńı přesnosti při výpočtu integrálu, viz tabulka 3.22. Daľśı výsledky jsou pro funkce
integrované na nekonečném intervalu vzhledem ke globálńı i lokálńı adaptivitě a r̊uzným
relativńım přesnostem, viz tabulka 3.23 pro integraci 6. funkce a tabulka 3.24 pro integraci
11. funkce. V posledńı části jsou porovnány výsledky pro výpočet funkćı v komplexńım
oboru, viz tabulky 3.25 pro 12. funkci, 3.26 pro 13. funkci a 3.27 pro 14. funkci.

3.3.1 Vliv lokálńı a globálńı adaptivity

V následuj́ıćı tabulce 3.20 jsou porovnány výsledky výpočtu integrálu s použit́ım r̊uzných
druh̊u adaptivity - globálńı (Glob) a lokálńı (Lok). Obě formy adaptivity se na námi testo-
vaných funkćıch projevuj́ı velmi podobně. Přesnost výsledku je také ovlivněna nastavenou
relativńı přesnost́ı. S vyšš́ı relativńı přesnost́ı źıskáváme pro oba druhy adaptivity přesněǰśı
výsledek.

Tabulka 3.20: (Mathematica) Vliv lokálńı a globálńı adaptivity, metoda založená na Gaus-
sových-Kronrodových vzorćıch, integrace r̊uzných funkćı s r̊uznými relativńımi přesnostmi

Fce Adapt. Rel. p. Výsledek Chyba Čas [s] Vyč.

Glob 10−3 1.154700124418672 3.585003777080622.10−7 1.047.10−3 156

Lok 1.154700124418673 3.585003775157660.10−7 1.156.10−3 156

Glob 10−6 1.154700538380521 1.099550064074122.10−12 1.500.10−3 451

4. Lok 1.154700538379081 1.472989417769810.10−13 1.688.10−3 473

fce Glob 10−9 1.154700538379254 2.307555223660277.10−15 2.156.10−3 869

Lok 1.154700538379253 1.153777611830138.10−15 2.375.10−3 869

Glob 10−12 1.154700538379254 2.307555223660277.10−15 3.594.10−3 1749

Lok 1.154700538379253 1.153777611830138.10−15 3.438.10−3 1485

Glob 10−3 −0.9999007867262959 9.921327366846721.10−5 9.531.10−4 121

Lok −0.9999503933631486 4.960663681574839.10−5 1.109.10−3 143

Glob 10−6 −0.9999999031120383 9.688792601547993.10−8 1.281.10−3 341

8. Lok −0.9999999515560198 4.844394452252661.10−8 1.484.10−3 363

fce Glob 10−9 −0.9999999999526922 4.727218616551623.10−11 1.766.10−3 649

Lok −0.9999999999526925 4.727185309860885.10−11 1.922.10−3 627

Glob 10−12 −0.9999999999999775 1.310063169057732.10−14 2.672.10−3 1243

Lok −0.9999999999999549 9.436895709314168.10−15 2.828.10−3 1155
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Fce Adapt. Rel. p. Výsledek Chyba Čas [s] Vyč.

Glob 10−3 0.01349248550868603 1.043407986009685.10−8 1.094.10−3 209

Lok 0.01349248550868603 1.043407986009685.10−8 1.122.10−3 209

Glob 10−6 0.01349248564949134 1.751760792950442.10−12 1.234.10−3 297

10. Lok 0.01349248564949133 1.751632223350959.10−12 1.359.10−3 297

fce Glob 10−9 0.01349248564946779 6.942758372060466.10−15 1.687.10−3 583

Lok 0.01349248564946779 6.685619173095264.10−15 1.859.10−3 583

Glob 10−12 0.01349248564946779 6.942758372060466.10−15 2.516.10−3 1111

Lok 0.01349248564946779 6.428479974130061.10−15 2.656.10−3 1045

3.3.2 Porovnáńı použitých metod

V následuj́ıćı tabulce 3.21 jsou porovnány výsledky integrace 1. funkce źıskané pomoćı
r̊uzných metod. Metoda GK je založena na Gaussových-Kronrodových vzorćıch, metoda
NC na Newtonových-Cotesových vzorćıch a metoda LK na Lobattových-Kronrodových
vzorćıch. Použité metody jsou testovány i vzhledem ke druhu adaptivity a relativńı přesnosti.
Přesnost výpočtu i časová náročnost jsou pro testované metody podobné. Nejvyšš́ı přesnost
výpočtu má ale metoda LK s použit́ım lokálńı adaptivity. Nejnižš́ı počet vyč́ısleńı má ve
všech př́ıpadech metoda NC.

Tabulka 3.21: (Mathematica) Porovnáńı použitých metod, globálńı i lokálńı adaptivita,
r̊uzná nastaveńı relativńı přesnosti, integrace 1. funkce

Met. Adapt. Rel. p. Výsledek Chyba Čas [s] Vyč.

GK 0.6997714598005036 3.264859992805188.10−4 1.094.10−3 165

NC Globálńı 10−3 0.6995225694444445 6.820436507935591.10−4 1.156.10−3 85

LK 0.7001833695636295 2.619565194707439.10−4 1.094.10−3 153

GK 0.7004326863286723 6.181233266747529.10−4 1.078.10−3 143

NC Lokálńı 10−3 0.7001193576388889 1.705109126984691.10−4 1.250.10−3 65

LK 0.6999977858002219 3.163142540119068.10−6 1.297.10−3 233

GK 0.7000002231837892 3.188339846106812.10−7 1.344.10−3 385

NC Globálńı 10−6 0.7000004662407769 6.660582528374346.10−7 1.344.10−3 185

LK 0.6999998209281603 2.558169138427197.10−7 1.297.10−3 333

GK 0.6999995774547579 6.036360600258917.10−7 1.138.10−3 363

NC Lokálńı 10−6 0.6999998834398058 1.665145630904062.10−7 1.422.10−3 125

LK 0.7000000153437383 2.191962627280069.10−8 1.594.10−3 401
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Met. Adapt. Rel. p. Výsledek Chyba Čas [s] Vyč.

GK 0.6999999997820477 3.113603026199436.10−10 1.656.10−3 605

NC Globálńı 10−9 0.6999999995446867 6.504474736601651.10−10 1.547.10−3 285

LK 0.6999999998952485 1.496448996464648.10−10 1.547.10−3 495

GK 0.7000000004126425 5.894894096668071.10−10 1.781.10−3 583

NC Lokálńı 10−9 0.7000000001138283 1.626119873675082.10−10 1.594.10−3 185

LK 0.7000000000261767 3.739532493187068.10−11 1.938.10−3 569

GK 0.7000000000002136 3.051527284826859.10−13 1.969.10−3 825

NC Globálńı 10−12 0.7000000000004446 6.352061733748217.10−13 1.734.10−3 385

LK 0.7000000000001021 1.459150260935920.10−13 1.813.10−3 675

GK 0.6999999999995978 5.744611135989025.10−13 2.125.10−3 803

NC Lokálńı 10−12 0.6999999999998888 1.587618925213974.10−13 1.766.10−3 245

LK 0.7000000000000556 7.946024790531478.10−14 1.250.10−3 737

3.3.3 Vliv nastaveńı relativńı přesnosti

Vliv relativńı přesnosti se projevil již v předchoźıch testech. V následuj́ıćı tabulce 3.22 je
podrobněji znázorněno jak nastaveńı relativńı přesnosti ovlivńı výpočet. Relativńı přesnost
má vliv na všechny zkoumané hodnoty źıskané integraćı 2. a 3. funkce. Přesnost výsledku se
s vyšš́ı relativńı přesnost́ı zlepšuje a t́ım klesá hodnota chyby výpočtu. Časová náročnost
a počet vyč́ısleńı se s rostoućı relativńı přesnost́ı zvyšuj́ı. Vzhledem k porovnáńı všech
testovaných kritéríı jsou nejlepš́ı výsledky źıskané pomoćı metody GK, která je založena
na Gaussových-Kronrodových vzorćıch.

Tabulka 3.22: (Mathematica) Vliv nastaveńı relativńı přesnosti, globálńı adaptivita, me-
tody GK, NC, LK, integrace 2. a 3. funkce

Fce Met. Rel. p. Výsledek Chyba Čas [s] Vyč.

10−3 0.3999999127434368 2.181414079927002.10−7 7.500.10−4 11

2. fce GK 10−6 0.3999999995179715 1.205071320509177.10−9 8.750.10−4 77

10−9 0.3999999999995297 1.175864960956119.10−12 1.000.10−3 165

10−12 0.4000000000000000 1.387778780781446.10−16 1.250.10−3 319

10−3 0.4000536050074883 1.340125187206109.10−4 9.844.10−4 15

2. fce NC 10−6 0.4000000101404132 2.535103293954677.10−8 1.203.10−3 115

10−9 0.4000000000017749 4.437283873670594.10−12 2.484.10−3 695

10−12 0.4000000000000005 1.110223024625157.10−15 9.797.10−3 3885
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Fce Met. Rel. p. Výsledek Chyba Čas [s] Vyč.

10−3 0.400004532484393 1.133121098256806.10−5 7.500.10−4 9

2. fce LK 10−6 0.400000004426256 1.106564076480687.10−8 8.750.10−4 81

10−9 0.400000000004322 1.080691092170127.10−11 1.031.10−3 171

10−12 0.400000000000004 1.026956297778270.10−14 1.453.10−3 405

10−3 1.999023468256129 4.882658719356225.10−4 1.156.10−3 275

3. fce GK 10−6 1.999999046355722 4.768221392170702.10−7 1.828.10−3 715

10−9 1.999999999670740 1.646298652957512.10−10 2.797.10−3 1353

10−12 1.999999999999889 5.562217353372034.10−14 4.813.10−3 2651

10−3 1.998327300975448 8.363495122759579.10−4 2.141.10−3 157

3. fce NC 10−6 1.999999861751883 6.912405825509893.10−8 5.047.10−3 1080

10−9 1.999999999976234 1.188293907716798.10−11 1.735.10−2 6305

10−12 1.999999999999996 1.887379141862766.10−15 9.714.10−2 35870

10−3 1.997863374090280 1.068312954860207.10−3 1.890.10−3 246

3. fce LK 10−6 1.999998524589982 7.377050088575032.10−7 3.156.10−3 603

10−9 1.999999999745298 1.273510186194926.10−10 5.422.10−3 1460

10−12 1.999999999999912 4.418687638008123.10−14 9.656.10−3 3453

3.3.4 Test integrace funkćı na nekonečném intervalu

Všechny použité metody jsou vhodné i k výpočtu integrálu funkce na nekonečném in-
tervalu. Následuj́ıćı porovnáńı je zaměřené na integraci na nekonečném intervalu. Všechny
metody jsou testovány s použit́ım globálńı i lokálńı adaptivity a s r̊uznými nastaveńımi
relativńı přesnosti. Nejprve zhodnot́ıme výsledky źıskané při integraci funkce č́ıslo 6, viz
tabulka 3.23. Vzhledem ke všem testovaným kritéríım, tedy přesnosti výsledku, časové
náročnosti výpočtu a počtu vyč́ısleńı, jsme źıskali nejlepš́ı výsledky pomoćı metody LK.
Metoda NC má ve většině př́ıpad̊u řádově nižš́ı přesnost výpočtu a také má výrazně vyšš́ı
počet vyč́ısleńı, předevš́ım s použit́ım globálńı adaptivity.

V tabulce 3.24 jsou porovnány výsledky integrace 11. funkce. V tomto př́ıpadě byly
nejpřesněǰśı výsledky ve většině př́ıpad̊u źıskané pomoćı metody GK, která má i nejnižš́ı
počet vyč́ısleńı. Metoda NC má až na posledńı výsledek řádově horš́ı přesnost výpočtu.
V posledńım př́ıpadě se s použit́ım globálńı adaptivity prokazuje nejvyšš́ı přesnost́ı, ovšem
s př́ılǐs velkým počtem vyč́ısleńı. U obou testovaných funkćı se opět projevuje vliv relativńı
přesnosti.
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Tabulka 3.23: (Mathematica) Výpočet integrálu funkce na nekonečném intervalu, metody
GK, NC, LK, globálńı i lokálńı adaptivita, r̊uzné relativńı přesnosti, integrace 6. funkce

Met. Adapt. Rel. p. Výsledek Chyba Čas [s] Vyč.

GK 1.000000000005117 5.116795875892421.10−12 8.281.10−4 33

NC Globálńı 10−3 1.000023333498363 2.333349836280973.10−5 1.500.10−3 63

LK 0.999999999999049 9.510170428939091.10−13 1.219.10−3 43

GK 1.000000000005117 5.117017920497346.10−12 9.688.10−4 33

NC Lokálńı 10−3 1.000023320693448 2.332069344790355.10−5 1.672.10−3 40

LK 1.000000000000000 4.440892098500626.10−16 1.469.10−3 64

GK 1.000000000000010 9.769962616701378.10−15 8.750.10−4 55

NC Globálńı 10−6 1.000000008075326 8.075325963474711.10−9 2.188.10−3 293

LK 1.000000000000594 5.939693181744587.10−13 1.313.10−3 79

GK 1.000000000005117 5.117017920497346.10−12 9.688.10−4 33

NC Lokálńı 10−6 1.000000000000000 2.930263143241518.10−9 1.922.10−3 112

LK 0.700000015343738 4.440892098500626.10−16 1.469.10−3 64

GK 1.000000000000007 7.327471962526033.10−15 9.688.10−4 99

NC Globálńı 10−9 1.000000000002214 2.214006755707487.10−12 6.547.10−3 1682

LK 1.000000000000594 5.935252289646087.10−13 1.484.10−3 151

GK 1.000000000005117 5.117017920497346.10−12 9.844.10−4 33

NC Lokálńı 10−9 1.000000000000000 2.261590914542921.10−11 2.891.10−3 412

LK 0.700000000026176 2.220446049250313.10−16 1.859.10−3 232

GK 1.000000000000001 1.332267629550188.10−15 2.972.10−2 209

NC Globálńı 10−12 1.000000000000001 8.881784197001252.10−16 1.734.10−3 9152

LK 1.000000000000000 4.440892098500626.10−16 2.344.10−3 420

GK 1.000000000000010 9.769962616701378.10−15 1.016.10−3 55

NC Lokálńı 10−12 1.000000000000002 1.776356839400250.10−15 1.766.10−3 1648

LK 1.000000000000000 1.110223024625157.10−16 2.109.10−3 344

55



Tabulka 3.24: (Mathematica) Výpočet integrálu funkce na nekonečném intervalu, metody
GK, NC, LK, globálńı i lokálńı adaptivita, r̊uzné relativńı přesnosti, integrace 11. funkce

Met. Adapt. Rel. p. Výsledek Chyba Čas [s] Vyč.

GK 0.5000000213823564 4.276471288200412.10−8 1.000.10−3 99

NC Globálńı 10−3 0.4998865010485600 2.269979028799440.10−4 1.906.10−3 102

LK 0.4999512310601093 9.753787978139528.10−5 1.391.10−3 97

GK 0.4999925425908296 1.491481834081654.10−5 1.094.10−3 77

NC Lokálńı 10−3 0.4998937722017088 2.124555965824504.10−4 1.750.10−3 40

LK 0.4999946550149126 1.068997017483753.10−5 1.688.10−3 120

GK 0.5000000000000009 1.776356839400250.10−15 1.094.10−3 143

NC Globálńı 10−6 0.4999999699017412 6.019651754840538.10−8 4.188.10−3 610

LK 0.4999999047456834 1.905086332021355.10−7 2.703.10−3 322

GK 0.5000000000127399 2.547984045975227.10−11 1.188.10−3 121

NC Lokálńı 10−6 0.4999998814975697 2.370048605149222.10−7 2.422.10−3 244

LK 0.4999999839509330 3.209813403959316.10−8 2.047.10−3 288

GK 0.5000000000000009 1.776356839400250.10−15 1.406.10−3 275

NC Globálńı 10−9 0.4999999999963128 7.374434396467677.10−12 1.279.10−2 3177

LK 0.4999999999767447 4.651068419292415.10−11 4.313.10−3 688

GK 0.5000000000000009 1.776356839400250.10−15 1.359.10−3 209

NC Lokálńı 10−9 0.4999999998826817 2.346366434480274.10−10 4.500.10−3 868

LK 0.4999999999518068 9.638645437348714.10−11 2.844.10−3 624

GK 0.5000000000000007 1.332267629550188.10−15 1.969.10−3 539

NC Globálńı 10−12 0.4999999999999997 5.551115123125783.10−16 5.720.10−2 16495

LK 0.4999999999999777 4.451994328746878.10−14 6.547.10−3 1362

GK 0.5000000000000007 1.332267629550188.10−15 1.734.10−3 407

NC Lokálńı 10−12 0.4999999999998831 2.338129689860580.10−13 1.219.10−2 3184

LK 0.4999999999999920 1.598721155460225.10−14 4.500.10−3 1352
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3.3.5 Test integrace funkćı v komplexńım oboru

Všechny použité metody jsou vhodné i pro výpočet integrálu funkce v komplexńım oboru.
Výsledky všech metod jsou velmi přesné, metoda NC má ale vyšš́ı počet vyč́ısleńı a časovou
náročnost výpočtu, viz tabulky 3.25 pro výsledky integrace 12. funkce, 3.26 pro výsledky
integrace 13. funkce a 3.27 pro výsledky integrace 14. funkce.

Tabulka 3.25: (Mathematica) Výpočet integrálu 12. funkce v komplexńım oboru, metody
GK, NC, LK, globálńı i lokálńı adaptivita, relativńı přesnost 10−12

Metoda Výsledek Chyba Čas [s] Vyč.

GK, glob 0.1305842404437229 + 1.121489901770251.10−15 8.594.10−4 33

0.5000000000000006i

NC, glob 0.1305842404437226 + 1.611288759788450.10−16 5.000.10−3 1065

0.5000000000000000i

LK, glob 0.1305842404437227 + 3.267028964510625.10−16 9.688.10−4 63

0.4999999999999998i

GK, lok 0.1305842404437229 + 1.121489901770251.10−15 9.688.10−4 33

0.5000000000000006i

NC, lok 0.1305842404437227 + 5.370962532628168.10−17 2.281.10−3 257

0.5000000000000000i

LK, lok 0.1305842404437227 + 3.267028964510625.10−16 1.094.10−3 65

0.4999999999999998i

Tabulka 3.26: (Mathematica) Výpočet integrálu 13. funkce v komplexńım oboru, metody
GK, NC, LK, globálńı i lokálńı adaptivita, relativńı přesnost 10−12

Metoda Výsledek Chyba Čas [s] Vyč.

GK, glob 0.3489928566738830 – 1.116432948315769.10−15 8.906.10−4 33

0.2472886217814123i

NC, glob 0.3489928566738824 – 6.121837435030051.10−16 9.844.10−4 63

0.2472886217814119i

LK, glob 0.3489928566738826 – 1.835404460974467.10−16 9.688.10−4 63

0.2472886217814119i

GK, lok 0.3489928566738830 – 1.116432948315769.10−15 1.047.10−3 55

0.2472886217814123i

NC, lok 0.3489928566738826 – 6.489134702875428.10−17 5.656.10−3 1001

0.2472886217814120i

LK, lok 0.3489928566738826 – 1.835404460974467.10−16 1.078.10−3 65

0.2472886217814119i
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Tabulka 3.27: (Mathematica) Výpočet integrálu 14. funkce v komplexńım oboru, metody
GK, NC, LK, globálńı i lokálńı adaptivita, relativńı přesnost 10−12

Metoda Výsledek Chyba Čas [s] Vyč.

GK, glob 0.9912028118634753 + 1.680072297996111.10−15 1.563.10−3 209

0.1323517500977733i

NC, glob 0.9912028118634745 + 9.091804728055929.10−16 4.475.10−2 9152

0.1323517500977732i

LK, glob 0.9912028118634734 + 2.237726045655905.10−16 3.031.10−3 420

0.1323517500977731i

GK, lok 0.9912028118634753 + 1.680072297996111.10−15 1.641.10−3 231

0.1323517500977733i

NC, lok 0.9912028118634753 + 1.676629758422416.10−15 9.438.10−3 1648

0.1323517500977732i

LK, lok 0.9912028118634736 + 2.775557561562891.10−17 2.563.10−3 344

0.1323517500977730i
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3.4 Celkové porovnáńı

V této části jsou porovnané výsledky integrace funkćı vzhledem ke všem použitým ma-
tematickým softwar̊um. Porovnávaná kritéria jsou opět přesnost výsledku, pr̊uměrný čas
výpočtu a počet vyč́ısleńı funkce. Všechny použité metody jsou vždy v tabulce seřazeny
podle druhu vzorce, ze kterého vycházej́ı. V prvńı části každé tabulky jsou metody založené
na Gaussových-Kronrodových vzorćıch, jedná se tedy o všechny testované metody z knihov-
nyQUADPACK, metodu quadgk a integral softwaru Matlab aGK softwaru Mathematica.
V druhé části každé tabulky jsou metody založené na Newtonových-Cotesových vzorćıch.
Jedná se o metody quad a trapz z Matlabu a NC ze softwaru Mathematica. V posledńı
části každé tabulky jsou metody založené na Lobattových vzorćıch, tedy quadl z Matlabu
a LK ze softwaru Mathematica. Každá metoda je přǐrazena k danému softwaru podle
př́ıslušné zkratky - Fortran (F), Matlab (Mb) a Mathematica (Ma).

Výsledky všech použitých metod jsou vždy pro maximálńı testovanou relativńı přesnost,
formát double a nejvyšš́ı stupeň optimalizace (O3, Fortran). Porovnávané metody jsou
adaptivńı i neadaptivńı. Pro software Mathematica jsou srovnávány obě varianty adapti-
vity - globálńı i lokálńı. V prvńı části jsou porovnané výsledky všech metod na vybrané
9. funkci, viz tabulka 3.28, a 2. funkce, viz tabulka 3.29. Dále porovnáváme výsledky inte-
grace na nekonečném intervalu funkce č́ıslo 6, viz tabulka 3.30, a funkce č́ıslo 11, viz tabulka
3.31. Metody quad, quadl a všechny metody softwaru Fortran (mimo dqagi) neumožňuj́ı
výpočet integrálu na nekonečném intervalu. Proto je hranice integrace omezena a funkce
jsou testovány pro dané metody na konečném intervalu 〈0, 1000〉. U funkce č́ıslo 6 je rozd́ıl
téměř neznatelný, protože absolutńı hodnota integrálu na intervalu 〈1000,+∞) je řádově
10−10858. A absolutńı hodnota integrálu pro funkci č́ıslo 11 na intervalu 〈1000,+∞) je
řádově 10−6. Všechny metody softwaru Mathematica umožňuj́ı výpočet integrálu funkce
na nekonečném intervalu, nebylo ho tedy nutné nijak omezovat.

Posledńı porovnáńı je věnováno integraci funkćı v komplexńım oboru. Tabulka 3.32
obsahuje výsledky integrace 12. funkce, tabulka 3.33 výsledky pro 13. funkci a tabulky
3.34 výsledky integrace funkce č́ıslo 14. Funkce č́ıslo 14 je integrována v komplexńım oboru
na nekonečném intervalu. S touto variantou si použité metody softwar̊u Fortran a Matlab
nedokázaly poradit a bylo nutné interval omezit na 〈i, 1000+i〉. Absolutńı hodnota integrálu
na zbývaj́ıćım intervalu 〈1000+i,+∞+i) je řádově 10−10858. Všechny metody v softwaru
Mathematica umožňuj́ı výpočet integrálu funkce na nekonečném intervalu i v komplexńım
oboru, nebylo ho tedy nutné nijak omezovat.

3.4.1 Porovnáńı použitých metod

V následuj́ıćı tabulce 3.28 jsou porovnány výsledky pro všechny testované metody. Jedná
se o integraci na konečném intervalu pro vybranou funkci č́ıslo 9. Z celkového porovnáńı
výsledk̊u je viditelné, že nejlépe v testu obstály adaptivńı metody softwaru Fortran, které
maj́ı nejen nejpřesněǰśı výsledek, ale dokonce i nejkratš́ı dobu výpočtu. Většina metod soft-
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waru Mathematica má také velmi dobré výsledky, ale metoda založená na Newtonových-
Cotesových vzorćıch má př́ılǐs velký počet vyč́ısleńı. U softwaru Matlab jsou překvapeńım
výsledky u metod integral a quadgk, které by měly být srovnatelné s ostatńımi adaptivńımi
metodami.

Tabulka 3.28: Celkové porovnáńı použitých metod, softwary Fortran (optimalizace O3),
Matlab, Mathematica, maximálńı relativńı přesnost (adaptivńı metody 10−12, neadaptivńı
metody defaultně nastavená), integrace 9. funkce

SW Metoda Výsledek Chyba Čas [s] Vyč.

dqk15 0.198355475102177 3.486053208353967.10−2 3.906.10−6 −
dqk21 0.155296837086209 8.198105932428146.10−3 5.156.10−6 −
dqk31 0.204290212468742 4.079526945010484.10−2 7.656.10−6 −
dqk41 0.155541924583399 7.953018435237741.10−3 1.000.10−5 −
dqk51 0.157586893212364 5.908049806273491.10−3 1.250.10−5 −

F dqk61 0.172777384008952 9.282440990315000.10−3 1.484.10−5 −
dqag15 0.163494943018637 2.775557561562891.10−17 2.500.10−4 1155

dqag21 0.163494943018637 2.775557561562891.10−17 2.500.10−4 1155

dqag31 0.163494943018637 2.775557561562891.10−17 2.656.10−4 1155

dqag41 0.163494943018637 2.775557561562891.10−17 2.500.10−4 1155

dqag51 0.163494943018637 2.775557561562891.10−17 2.500.10−4 1155

dqag61 0.163494943018637 2.775557561562891.10−17 2.656.10−4 1155

Mb quadgk 0.163102243936939 3.926990817000000.10−4 1.342.10−3 7

integral 0.163102243936938 3.926990817000000.10−4 3.701.10−3 870

Ma GK, glob 0.163494943018637 1.527877106952380.10−15 4.000.10−3 1815

GK, lok 0.163494943018637 1.188348860962960.10−15 3.984.10−3 1639

Mb quad 0.163494943019167 5.300000000000000.10−13 1.869.10−2 1577

trapz, 0.01 0.175988215950321 1.249327293139000.10−2 6.933.10−5 −
trapz, 0.001 0.164103525247502 6.085822288600000.10−4 7.262.10−5 −
trapz, 0.001 0.163494949298871 6.280230000000000.10−9 1.502.10−4 −

Ma NC, glob 0.163494943018637 6.201483412996730.10−13 0.116 39915

NC, lok 0.163494943018637 4.074338951873022.10−15 2.156.10−2 6137

Mb quadl 0.163494943018638 < 10−15 6.521.10−2 2268

Ma LK, glob 0.163494943018637 1.697641229947093.10−16 5.828.10−3 2655

LK, lok 0.163494943018637 1.697641229947093.10−16 6.156.10−3 2305
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V tabulce 3.29 jsou porovnány výsledky integrace metody č́ıslo 2. Adaptivńı metody
opět obstály v tomto testu lépe než neadaptivńı. Nejpřesněǰśı výsledek můžeme pozo-
rovat u metody založené na Gaussových-Kronrodových vzorćıch softwaru Mathematica
s použit́ım globálńı adaptivity, ale metody založené na Newtonových-Cotesových vzorćıch
maj́ı opět nejvyšš́ı počet vyč́ısleńı. Nejnižš́ı počty vyč́ısleńı jsou u metod softwaru Matlab.
Nejrychleǰśı výpočet a velmi přesné výsledky maj́ı opět adaptivńı metody softwaru Fortran.

Tabulka 3.29: Celkové porovnáńı použitých metod, softwary Fortran (optimalizace O3),
Matlab, Mathematica, maximálńı relativńı přesnost (adaptivńı metody 10−12, neadaptivńı
metody defaultně nastavená), integrace 2. funkce

SW Metoda Výsledek Chyba Čas [s] Vyč.

dqk15 0.399999982866058 1.71339421539684.10−8 1.094.10−6 −
dqk21 0.399999997163017 2.836982759824025.10−9 9.375.10−7 −
dqk31 0.399999999578007 4.219932736582166.10−10 1.250.10−6 −
dqk41 0.399999999898660 1.013403805316671.10−10 1.719.10−6 −
dqk51 0.399999999965505 3.449540653122085.10−11 2.344.10−6 −

F dqk61 0.399999999986063 1.393724025078313.10−11 2.500.10−6 −
dqag15 0.400000000000000 < 10−15 1.719.10−5 345

dqag21 0.400000000000000 < 10−15 1.719.10−5 345

dqag31 0.400000000000000 < 10−15 1.719.10−5 345

dqag41 0.400000000000000 < 10−15 1.719.10−5 345

dqag51 0.400000000000000 < 10−15 1.719.10−5 345

dqag61 0.400000000000000 < 10−15 1.719.10−5 345

Mb quadgk 0.400000000000000 < 10−15 5.412.10−4 1

integral 0.400000000000000 < 10−15 1.675.10−3 150

Ma GK, glob 0.400000000000000 1.387778780781446.10−16 1.250.10−3 319

GK, lok 0.399999999999917 2.069178162145136.10−13 1.141.10−3 187

Mb quad 0.400000000002120 2.120000000000000.10−12 3.295.10−3 301

trapz, 0.01 0.400012245153189 1.224515319000000.10−5 6.523.10−5 −
trapz, 0.001 0.400000124194088 1.241940900000000.10−7 7.083.10−5 −
trapz, 0.001 0.400000001247452 1.247450000000000.10−10 1.501.10−4 −

Ma NC, glob 0.400000000000000 1.110223024625157.10−15 9.797.10−3 3885

NC, lok 0.400000000000009 2.359223927328458.10−14 5.234.10−3 1325

Mb quadl 0.400000000000297 3.000000000000000.10−13 4.540.10−1 258

Ma LK, glob 0.400000000000004 1.026956297778270.10−14 1.453.10−3 405

LK, lok 0.400000000000001 3.608224830031759.10−15 1.813.10−3 457
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3.4.2 Porovnáńı použitých metod na nekonečném intervalu

V tabulce 3.30 jsou porovnány výsledky integrace 6. funkce na nekonečném intervalu (na
omezeném intervalu 〈0, 1000〉 v př́ıpadě metod quad a quadl z Matlabu a většiny metod
z Fotranu (mimo dqagi), metody jsou v tabulce označené znakem *, např. dqk15*). Je
zjevné, že neadaptivńı metody softwaru Fortran nejsou pro integraci na velkém intervalu
vhodné, v tomto testu naprosto selhávaj́ı. Nejlepš́ı výsledky ve všech ohledech přinesla
integrace metodou dqagi, za ńı následuj́ı metody softwaru Mathematica. Ale metody
založené na Newtonových-Cotesových vzorćıch maj́ı opět velký počet vyč́ısleńı. Nejnižš́ı
počet vyč́ısleńı a přesné výsledky poskytuj́ı metody quadgk a integral z Matlabu.

Tabulka 3.30: Celkové porovnáńı integrace 6. funkce na nekonečném (* a omezeném) in-
tervalu, softwary Fortran (optimalizace O3), Matlab, Mathematica, maximálńı relativńı
přesnost (adaptivńı metody 10−12, neadaptivńı metody defaultně nastavená)

SW Metoda Výsledek Chyba Čas [s] Vyč.

dqk15* 1.178555945780107.10−44 1.000000000000000 9.375.10−7 −
dqk21* 3.881683817605077.10−22 1.000000000000000 1.563.10−6 −
dqk31* 9.607394679090523.10−10 0.999999999039261 2.031.10−6 −
dqk41* 2.458111024032043.10−5 0.999975418889760 3.281.10−6 −
dqk51* 2.451292601308603.10−3 0.997548707398691 3.306.10−6 −
dqk61* 2.758310590461750.10−2 0.972416894095382 3.750.10−6 −

F dqag15* 1.000000000000000 < 10−15 3.125.10−5 465

dqag21* 1.000000000000000 < 10−15 3.125.10−5 465

dqag31* 1.000000000000000 < 10−15 1.563.10−5 465

dqag41* 1.000000000000000 < 10−15 3.125.10−5 465

dqag51* 1.000000000000000 < 10−15 3.125.10−5 465

dqag61* 1.000000000000000 < 10−15 3.125.10−5 465

dqagi 1.000000000000000 2.220446049250313.10−16 5.131.10−6 75

Mb quadgk 1.000000000000000 < 10−15 5.521.10−4 1

integral 1.000000000000000 < 10−15 5.521.10−4 1

Ma GK, glob 1.000000000000001 1.332267629550188.10−15 2.972.10−2 209

GK, lok 1.000000000000010 9.769962616701378.10−15 1.016.10−3 55

Mb quad NaN NaN 1.291.10−3 13

quad* 1.000000000003364 3.360000000000000.10−12 9.885.10−3 897

Ma NC, glob 1.000000000000001 8.881784197001252.10−16 1.734.10−3 9152

NC, lok 1.000000000000002 1.776356839400250.10−15 1.766.10−3 1648
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SW Metoda Výsledek Chyba Čas [s] Vyč.

Mb quadl inf inf 1.109.10−3 13

quadl* 1.000000000000001 < 10−15 5.276.10−3 738

Ma LK, glob 1.000000000000000 4.440892098500626.10−16 2.344.10−3 420

LK, lok 1.000000000000000 1.110223024625157.10−16 2.109.10−3 344

V tabulce 3.31 jsou porovnány výsledky integrace 11. funkce na nekonečném intervalu
(na omezeném intervalu 〈0, 1000〉 v př́ıpadě metod quad a quadl z Matlabu a většiny me-
tod z Fotranu (mimo dqagi), metody jsou v tabulce označené znakem *, např. dqk15*).
Neadaptivńı metody softwaru Fortran v tomto testu opět selhaly. Nejpřesněǰśı výsledek
přinesla metoda NC softwaru Mathematica za použit́ı globálńı adaptivity, ovšem za cenu
obrovského počtu vyč́ısleńı a velké časové náročnosti výpočtu. Vzhledem ke všem testo-
vaným kritéríım jsme źıskali nejlepš́ı výsledky pomoćı metod quadgk a integral z Matlabu.

Tabulka 3.31: Celkové porovnáńı integrace 11. funkce na nekonečném (* a omezeném)
intervalu, softwary Fortran (optimalizace O3), Matlab, Mathematica, maximálńı relativńı
přesnost (adaptivńı metody 10−12, neadaptivńı metody defaultně nastavená)

SW Metoda Výsledek Chyba Čas [s] Vyč.

dqk15* 4.441015361815842.10−3 0.495558984638184 6.250.10−7 −
dqk21* 8.763940428267520.10−3 0.491236059571732 9.375.10−7 −
dqk31* 1.904817247088206.10−2 0.480951827529118 1.563.10−6 −
dqk41* 3.334904355527137.10−2 0.466650956444729 1.875.10−6 −
dqk51* 5.148237634172964.10−2 0.448517623658270 2.344.10−6 −
dqk61* 7.349329102591214.10−2 0.426506708974088 2.656.10−6 −

F dqag15* 0.499993619888687 6.380111312875858.10−6 3.125.10−5 585

dqag21* 0.499993619888687 6.380111312875858.10−6 1.563.10−5 585

dqag31* 0.499993619888687 6.380111312875858.10−6 3.125.10−5 585

dqag41* 0.499993619888687 6.380111312875858.10−6 1.563.10−5 585

dqag51* 0.499993619888687 6.380111312875858.10−6 1.563.10−5 585

dqag61* 0.499993619888687 6.380111312875858.10−6 3.125.10−5 585

dqagi 0.499999986086233 1.391376713844039.10−8 1.109.10−5 195

Mb quadgk 0.500000000000000 < 10−15 6.879.10−4 2

integral 0.500000000000000 < 10−15 7.573.10−4 2

Ma GK, glob 0.500000000000000 1.332267629550188.10−15 1.969.10−3 539

GK, lok 0.500000000000000 1.332267629550188.10−15 1.734.10−3 407
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SW Metoda Výsledek Chyba Čas [s] Vyč.

Mb quad NaN NaN 1.291.10−3 13

quad* 0.499993633802405 6.366197600000000.10−5 1.769.10−2 1557

Ma NC, glob 0.499999999999999 5.551115123125783.10−16 5.720.10−2 16495

NC, lok 0.499999999999883 2.338129689860580.10−13 1.219.10−2 3184

Mb quadl inf inf 1.109.10−3 13

quadl* 0.499993633802277 6.366197720000000.10−5 1.195.10−2 1608

Ma LK, glob 0.499999999999977 4.451994328746878.10−14 6.547.10−3 1362

LK, lok 0.499999999999992 1.598721155460225.10−14 4.500.10−3 1352

3.4.3 Porovnáńı výsledk̊u integrace v komplexńım oboru

Výsledky integrace funkćı v komplexńım oboru jsou porovnány v následuj́ıćıch tabulkách.
Pomoćı programovaćıho jazyku Fortran jsme otestovali dané funkce pomoćı upravených ne-
adaptivńıch metod (např. metoda cdqk15), které umožňuj́ı výpočet integrace v komplexńım
oboru. Základńı knihovna QUADPACK takové metody neobsahuje. Výsledky integrace
12. funkce jsou znázorněny v tabulce 3.32. Nejpřesněǰśı výsledky jsme źıskali pomoćı me-
tody NC ze software Mathematica s použit́ım lokálńı adaptivity. Ovšem délka výpočtu
patř́ı k nejpomaleǰśım a počet vyč́ısleńı také neńı ideálńı.

V tabulce 3.33 jsou zaznamenány výsledky integrace 13. funkce. V tomto př́ıpadě jsou
výsledky velmi podobné jako u předchoźı funkce. Při celkovém porovnáńı přesnosti, doby
výpočtu a počtu vyč́ısleńı maj́ı nejlepš́ı výsledky metody quadgk a integral z Matlabu.

Tabulka 3.34 obsahuje srovnáńı výsledk̊u integrace 14. funkce. Tato funkce je integro-
vaná v komplexńım oboru na nekonečném intervalu. S touto variantou si použité metody
softwar̊u Fortran a Matlab nedokázaly poradit a bylo nutné interval omezit na 〈i, 1000+i〉,
metody jsou v tabulce označeny znakem *, např. cdqk15*). Absolutńı hodnota integrálu
na zbývaj́ıćım intervalu 〈1000+i,+∞+i) je řádově 10−10858. Metody softwaru Mathematica
umožňuj́ı výpočet integrálu funkce v komplexńım oboru na nekonečném intervalu, nebylo
ho tedy nutné nijak omezovat. Upravené metody softwaru Fortran pro výpočet integrálu
v komplexńım oboru v tomto testu naprosto selhaly, je zjevné, že nejsou vhodné pro in-
tegraci na velkém intervalu. Nejlepš́ı výsledky vzhledem k přesnosti, rychlosti výpočtu
a počtu vyč́ısleńı jsme źıskali pomoćı metody LK softwaru Mathematica s použit́ım lokálńı
adaptivity.
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Tabulka 3.32: Celkové porovnáńı integrace 12. funkce v komplexńım oboru, softwary
Fortran, Matlab, Mathematica, maximálńı relativńı přesnost (adaptivńı metody 10−12,
neadaptivńı metody defaultně nastavená)

SW Metoda Výsledek Chyba Čas [s] Vyč.

cdqk15 0.130584240443723 + 4.840060019439818.10−10 2.031.10−6 −
0.500000000000000i

cdqk21 0.130584240443723 + 4.840060019439818.10−10 2.656.10−6 −
0.500000000000000i

F cdqk31 0.130584240443723 + 4.840060019439818.10−10 3.750.10−6 −
0.500000000000000i

cdqk41 0.130584240443723 + 4.840060019439818.10−10 5.000.10−6 −
0.500000000000000i

cdqk51 0.130584240443723 + 4.840060019439818.10−10 6.094.10−6 −
0.500000000000000i

cdqk61 0.130584240443723 + 4.840060019439818.10−10 7.188.10−6 −
0.500000000000000i

Mb quadgk 0.130584240443723 + < 10−15 5.664.10−4 1

0.500000000000000i

integral 0.130584240443723 + < 10−15 6.514.10−4 1

0.500000000000000i

Ma GK, glob 0.130584240443722 + 1.121489901770251.10−15 8.594.10−4 33

0.500000000000000i

GK, lok 0.130584240443722 + 1.121489901770251.10−15 9.688.10−4 33

0.500000000000000i

Mb quad 0.130584240443724 + < 10−15 1.773.10−2 121

0.500000000000000i

Ma NC, glob 0.130584240443722 + 1.611288759788450.10−16 5.000.10−3 1065

0.500000000000000i

NC, lok 0.130584240443722 + 5.370962532628168.10−17 2.281.10−3 257

0.500000000000000i

Mb quadl 0.130584240443723 + < 10−15 4.258.10−4 48

0.500000000000000i

Ma LK, glob 0.130584240443722 + 3.267028964510625.10−16 9.688.10−4 63

0.499999999999999i

LK, lok 0.130584240443722 + 3.267028964510625.10−16 1.094.10−3 65

0.499999999999999i
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Tabulka 3.33: Celkové porovnáńı integrace v komplexńım oboru, softwary Fortran, Matlab,
Mathematica, maximálńı relativńı přesnost (adaptivńı metody 10−12, neadaptivńı metody
defaultně nastavená), integrace 13. funkce

SW Metoda Výsledek Chyba Čas [s] Vyč.

cdqk15 0.348992856673883 – 2.3171169982738604.10−9 1.875.10−6 −
0.247288621781412i

cdqk21 0.348992856673883 – 2.3171169982738604.10−9 2.656.10−6 −
0.247288621781412i

F cdqk31 0.348992856673883 – 2.3171169982738604.10−9 3.750.10−6 −
0.247288621781412i

cdqk41 0.348992856673883 – 2.3171169982738604.10−9 5.000.10−6 −
0.247288621781412i

cdqk51 0.348992856673883 – 2.3171169982738604.10−9 6.094.10−6 −
0.247288621781412i

cdqk61 0.348992856673883 – 2.3171169982738604.10−9 7.344.10−6 −
0.247288621781412i

Mb quadgk 0.348992856673883 – < 10−15 5.712.10−4 1

0.247288621781412i

integral 0.348992856673883 – < 10−15 6.903.10−4 1

0.247288621781412i

Ma GK, glob 0.348992856673883 – 1.116432948315769.10−15 8.906.10−4 33

0.247288621781412i

GK, lok 0.348992856673883 – 1.116432948315769.10−15 1.047.10−3 55

0.247288621781412i

Mb quad 0.348992856673884 – < 10−15 1.794.10−2 129

0.247288621781412i

Ma NC, glob 0.348992856673882 – 6.121837435030051.10−16 9.844.10−4 63

0.247288621781412i

NC, lok 0.348992856673882 – 6.489134702875428.10−17 5.656.10−3 1001

0.247288621781412i

Mb quadl 0.348992856673883 – < 10−15 4.162.10−4 48

0.247288621781412i

Ma LK, glob 0.348992856673882 – 1.835404460974467.10−16 9.688.10−4 63

0.247288621781412i

LK, lok 0.348992856673882 – 1.835404460974467.10−16 1.078.10−3 65

0.247288621781412i
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Tabulka 3.34: Celkové porovnáńı integrace v komplexńım oboru na nekonečném (* a ome-
zeném) intervalu, softwary Fortran, Matlab, Mathematica, maximálńı relativńı přesnost
(adaptivńı metody 10−12, neadaptivńı metody defaultně nastavená), integrace 14. funkce

SW Metoda Výsledek Chyba Čas [s] Vyč.

cdqk15* 1.168187967395657.10−44 – 0.991202811863483 4.688.10−6 −
1.559839420121332.10−45 i

cdqk21* 3.847535914775095.10−22 – 0.991202811863483 6.875.10−6 −
5.137476465862367.10−23 i

F cdqk31* 9.522876620596702.10−10 – 0.991202810911195 1.000.10−5 −
1.271555499657663.10−10 i

cdqk41* 2.436486558893165.10−5 – 0.991178446997894 1.688.10−5 −
3.253352959652700.10−6 i

cdqk51* 2.429728119117216.10−3 – 0.988773083744365 2.063.10−5 −
3.244328657849163.10−4 i

cdqk61* 2.734045213258485.10−2– 0.963862359730898 1.922.10−5 −
3.650672339608343.10−3 i

Mb quadgk* 0.991202811863474 + < 10−15 1.950.10−3 11

0.132351750097773i

integral* 0.991202811863474 + < 10−15 2.031.10−3 11

0.132351750097773i

Ma GK, glob 0.9912028118634753 + 1.680072297996111.10−15 1.563.10−3 209

0.132351750097773i

GK, lok 0.9912028118634753 + 1.680072297996111.10−15 1.641.10−3 231

0.132351750097773i

Mb quad* 0.991202811866808 + 0.000000000003360 1.306.10−2 897

0.132351750098218i

Ma NC, glob 0.991202811863474 + 9.091804728055929.10−16 4.475.10−2 9152

0.132351750097773i

NC, lok 0.991202811863475 + 1.676629758422416.10−15 9.438.10−3 1648

0.132351750097773i

Mb quadl* 0.991202811863475 + < 10−15 6.954.10−3 738

0.132351750097773i

Ma LK, glob 0.991202811863473 + 2.237726045655905.10−16 3.031.10−3 420

0.132351750097773i

LK, lok 0.991202811863473 + 2.775557561562891.10−17 2.563.10−3 344

0.132351750097773i
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3.4.4 Implementačńı složitost

V této části je krátké porovnáńı implementačńı složitosti v jednotlivých softwarech.
U programovaćıho jazyku Fortran je nutné, aby byla každá proměnná přesně deklarována.
Pokud některá z proměnných neńı deklarována, software nenahláśı chybu, ale za danou
proměnnou zvoĺı hodnotu uloženou v paměti, která se pro nás jev́ı jako náhodná. Je také
nutný přesný zápis č́ısel ve formátu double ve tvaru např. 2.0 mı́sto 2, významný rozd́ıl se
projev́ı předevš́ım při jejich umocňováńı. V softwaru Fotran jsme museli upravit metody
pro výpočet integrace funkce v komplexńım oboru. U neadaptivńıch metod bylo nutné
změnit deklaraci proměnných na formát complex ∗ 16. Pro zaznamenáváńı výsledk̊u jsme
použili jejich ukládáńı do textových soubor̊u.

Software Matlab neńı tolik citlivý na zápis č́ıslic a neńı zde nutné deklarovat proměnné.
Komplexńı č́ıslo i je zde nutné zapisovat ve tvaru 1i, aby nedošlo k záměně v př́ıpadě, že je
tento parametr použit pro označeńı jiné proměnné např. typu integer např. ve for−cyklu.
Pro zaznamenáváńı výsledk̊u jsme použili jejich ukládáńı do textových soubor̊u.

V softwaru Mathematica také neńı nutné přesně deklarovat proměnné. Při implemen-
taci je nutné zachovávat správný zápis, který se týká předevš́ım velkých ṕısmen, např.
komplexńı č́ıslo i je nutné zapsat ve tvaru I. Pro výpis výsledk̊u byla použita přehledná
tabulka, kterou jsme vytvořili pomoćı vzoru na [20]. Pro přehlednost výsledk̊u jsme tex-
tové soubory, źıskané z Fortranu a Matlabu, převedli pomoćı softwaru Mathematica také
do zmı́něných tabulek, které jsou obsaženy na přiloženém CD.
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3.5 Integrace v Batesově-Lewisově modelu

V této části je ukázané chováńı numerické integrace v př́ıpadě, že funkce neńı přesně
vyč́ıslena. Tento problém demonstrujeme na finančńım modelu, který já známý jako Bates̊uv
stochastický nestabilńı skokový model. Jedná se o model cen akcíı, který vytvořil David
Bates, viz [22]. Nejprve si tento model představ́ıme

V (S, υ, τ) = S −Ke−rτ 1

2π

∫ ∞+iki

−∞+iki

e−ikX
H(k, υ, τ)

k2 − ik
eλ(ϕ(−k)−1)τdk, (3.1)

kde ki =
1

2
, i je imaginárńı jednotka a

X = ln
S

K
+ (r − λβ)τ,

β = exp

{
µJ +

1

2
σ2
J

}
− 1,

ϕ(u) = exp

{
iµJu−

1

2
σ2
Ju

2

}
,

H(k, υ, τ) = exp

{
2κθ

σ2

[
qg − ln

(
1− he−ξq

1− h

)]
+ υg

(
1− e−ξq

1− he−ξq

)}
,

g =
b− ξ

2
, h =

b− ξ
b+ ξ

, q =
σ2τ

2
,

ξ =

√
b2 +

4(k2 − ik)

σ2
,

b =
2

σ2
(ikρσ + κ) .

Graf integrované funkce je znázorněn na obrázku 3.1. Vzhledem ke komplikovanosti
daného modelu byl test proveden pouze v softwaru Matlab. Je ale velmi pravděpodobné,
že bychom se s demonstrovanými problémy setkali i v jiných matematických softwarech.
Model jsme testovali s použit́ım metody integral. Bates̊uv model je závislý na velkém
množstv́ı parametr̊u, jejichž volbou je výpočet silně ovlivněn. Jedńım z nejv́ıce problema-
tických parametr̊u je σ. Představme si dvě sady testovaných parametr̊u ve formátu double,
které se lǐśı pouze ve volbě parametru σ [23].

Prvńı testovaná sada parametr̊u x0 : S = 3721.8, υ = 0.97114, τ = 0.120548, K = 6250,
r = 0.009, λ = 11.70271, µJ = −6.65876, σJ = 1.0069, θ = 0.95333, κ = 17.6751,
ρ = −0.86219, σ = 0.000028.

Druhá testovaná sada parametr̊u x1: S = 3721.8, υ = 0.97114, τ = 0.120548,K = 6250,
r = 0.009, λ = 11.70271, µJ = −6.65876, σJ = 1.0069, θ = 0.95333, κ = 17.6751,
ρ = −0.86219, σ = 0.000022.
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Obrázek 3.1: Funkce vykreslená na intervalu 〈0, 10〉 [23]

Zásadńı rozd́ıl při testováńı dvou zmı́něných sad parametr̊u je v počtu vyč́ısleńı funkce.
V př́ıpadě sady x0 byl počet vyč́ısleńı 150 a v př́ıpadě sady x1 nesrovnatelných 127680.
Na tomto př́ıkladě je znatelné, jak moc je model citlivý na zvolené parametry. Při pohledu
na obrázek 3.1 se zdá, že je Bates̊uv model hladký. Při globálněǰśım pohledu je ale vidět,
že funkce neńı tak hladká, jak se zdálo, viz obrázek 3.2. Tento jev je zp̊usoben nepřesnou
aritmetikou.

Obrázek 3.2: Globálněǰśı pohled na funkci [23]

Test pro sady parametr̊u x0 a x1 byl proveden ve standardńım formátu double. Ověřili
jsme, že řešeńım tohoto problému je použit́ı přesněǰśı aritmetiky vpa (variable-precision ari-
thmetic). V tabulce 3.35 můžeme pozorovat výsledky integrace s použit́ım formátu double
a aritmetiky vpa. Je zjevné, že použit́ı přesněǰśı aritmetiky přináš́ı značné zlepšeńı.
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Tabulka 3.35: (Bates-Lewis) Porovnáńı výsledk̊u integrace Batesova modelu pro r̊uzné pa-
rametry σ, výpočet s použit́ım formátu double a přesněǰśı aritmetiky vpa

σ Formát Výsledek Čas [s] Vyč́ısleńı

0.000028 double 0.776588380039885 0.73 150

vpa 0.776585856534337 4.63 180

0.000022 double 0.776583174460231 3.82 127680

vpa 0.776585856549349 4.49 180

Použit́ım přesněǰśı aritmetiky jsme doćılili výrazného zlepšeńı. Na obrázku 3.3 můžeme
pozorovat vliv aritmetiky na daný model. Při výpočtu ve formátu double docháźı k velkým
nepřesnostem a kv̊uli tomu neńı funkce hladká. Použit́ım přesněǰśı aritmetiky vpa dojde
k odstraněńı těchto nepřesnost́ı.

Obrázek 3.3: Vliv použit́ı přesněǰśı aritmetiky [23]

Použit́ı přesněǰśı aritmetiky vpa ovšem zvyšuje časovou náročnost výpočtu. Proto jsme
se rozhodli otestovat parametry modelu, pro které je nutné danou aritmetiku použ́ıt.
Problémové úseky integrace nastávaj́ı předevš́ım při výpočtu parametr̊u b a ξ. V obou
př́ıpadech docháźı k děleńı umocněným parametrem σ, t́ım źıskáme velkou hodnotu, kte-
rou následně přič́ıtáme k řádově o dost nižš́ı hodnotě. Při výpočtu těchto dvou parametr̊u
ve formátu double docháźı k velkým aritmetickým chybám. Použit́ı přesněǰśı aritmetiky
na dané dva parametry přineslo přesněǰśı výsledek, ale časová náročnost se nesńıžila. Zjis-
tili jsme, že pokud se aritmetika vpa použije na jediný parametr modelu, tak je použita
i pro všechny následuj́ıćı výpočty. Daný parametr, vypoč́ıtaný přesněji v aritmetice vpa,
je nutné převést opět do formátu double, aby nebyla aritmetika vpa použita při daľśım
výpočtu a t́ım nedocházelo ke zpomaleńı v úsećıch, kde přesněǰśı výpočet neńı nutný.
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Integrace v Batesově modelu byla provedena pomoćı metody integral v softwaru Matlab.
Metoda integral je založena na 15-ti bodovém Gaussově-Kronrodově pravidle a před in-
tegraćı docháźı k rozděleńı počátečńıho intervalu na 10 d́ılč́ıch podinterval̊u. Testovali
jsme vliv použit́ı daľśıch Gaussových-Kronrodových vzorc̊u s použit́ım jiného počtu bod̊u
a r̊uzná děleńı počátečńıho intervalu. Pro tyto testy bylo nutné zasáhnout do kódu softwaru
Matlab a vytvořit metody založené na výpočtu 7-mi, 17-ti a 25-ti bodových vzorc̊u. Metoda
integral obsahuje pro výpočet pomocné metody s názvy integralParseArgs a integralCalc.
Pro otestováńı daných změn, bylo nutné upravit zdrojový kód metody integralParseArgs.
Upraveńı defaultně nastaveného parametru s.Rule = Gauss7Kronrod15 umožňuje
použit́ı vzorce s jiným počtem bod̊u, např. na s.Rule = Gauss8Kronrod17 . Úprava
parametru s.InitialIntervalCount=10 umožňuje nastaveńı r̊uzného počtu děleńı
počátečńıho intervalu.

V tabulce 3.36 jsou porovnány výsledky výpočtu Batesova modelu pro sadu parametr̊u
x0 s r̊uzným nastaveńım děleńı počátečńıho intervalu. Výpočet je proveden s použit́ım
přesněǰśı aritmetiky vpa nejprve na všechny a poté pouze na část parametr̊u modelu.
Použit́ı aritmetiky pouze na kritické parametry přineslo ve všech př́ıpadech předevš́ım
sńıžeńı časové náročnosti výpočtu. Počet děleńı počátečńıho intervalu měl také vliv na
výpočetńı čas, nejlepš́ı hodnoty jsme źıskali pro děleńı na 3 podintervaly.

Tabulka 3.36: (Bates-Lewis) Porovnáńı výpočtu s aritmetikou vpa na všechny a pouze
na část parametr̊u modelu, r̊uzný počet děleńı počátečńıho intervalu, sada parametr̊u x0

Děl. Celkové použit́ı vpa Částečné použit́ı vpa

int. Výsledek Čas [s] Vyč́ısleńı Výsledek Čas [s] Vyč́ısleńı

1 0.776585856534361 5.018 135 0.776585856534361 3.984 135

2 0.776585856534361 5.098 120 0.776585856534361 3.632 120

3 0.776585856534319 4.150 105 0.776585856534320 3.260 105

4 0.776585856534361 4.585 120 0.776585856534361 3.651 135

5 0.776585856534333 5.239 135 0.776585856534333 4.121 120

6 0.776585856534316 4.529 120 0.776585856534316 3.718 120

7 0.776585856534351 5.012 135 0.776585856534351 4.041 135

8 0.776585856534339 5.523 150 0.776585856534339 4.418 150

9 0.776585856534337 5.899 165 0.776585856534337 4.788 165

10 0.776585856534337 6.418 180 0.776585856534337 5.192 180

12 0.776585856534300 6.171 180 0.776585856534300 5.070 180

14 0.776585856534340 7.636 210 0.776585856534341 5.652 210

16 0.776585856534338 8.697 240 0.776585856534337 6.313 240

18 0.776585856534337 10.096 270 0.776585856534337 7.092 270

20 0.776585856534337 10.276 300 0.776585856534337 7.830 300
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Daľśı test byl zaměřen na změnu výpočetńıho vzorce metody integral. Testovali jsme
použit́ı 7-mi, 15-ti, 17-ti a 25-ti bodových Gaussových-Kronrodových vzorc̊u. V tabulce
3.37 jsou porovnány výsledky výpočt̊u v Batesově modelu pro sadu parametr̊u x0 s r̊uzným
nastaveńım děleńı počátečńıho intervalu. Výpočet byl proveden s použit́ım přesněǰśı aritme-
tiky vpa pouze na kritické parametry modelu. Při použit́ı 7-mi bodového vzorce docházelo
ve všech testovaných parametrech ke zhoršeńı výsledku. Vzhledem k počtu vyč́ısleńı a časo-
vé náročnosti bylo pro nižš́ı počet děleńı intervalu dosaženo nejlepš́ıch výsledk̊u s použit́ım
defaultńıho 15-ti bodového vzorce. Chyba přesného výsledku byla v daném př́ıpadě řádově
10−14, kde docházelo k odchylce od přesného řešeńı, tzn. od hodnoty 0.776585856534337.
Při ponecháńı defaultně nastaveného počtu děleńı na 10 podinterval̊u, docházelo při použit́ı
17-ti bodového vzorce ke zlepšeńı všech testovaných hodnot.

Tabulka 3.37: (Bates-Lewis) Porovnáńı výpočtu s použit́ım aritmetiky vpa pouze na část
parametr̊u modelu, r̊uzné vzorce a počty děleńı intervalu, sada parametr̊u x0

Int. Vzorec Výsledek Čas [s] Vyč́ısleńı

3 - 7 0.776585856534353 7.381 287

1 7 - 15 0.776585856534361 4.056 135

8 - 17 0.776585856534337 4.375 153

12 - 25 0.776585856534337 4.881 175

3 - 7 0.776585856533987 6.357 245

3 7 - 15 0.776585856534320 3.265 105

8 - 17 0.776585856534338 3.637 119

12 - 25 0.776585856534336 3.745 125

3 - 7 0.776585856533987 5.955 224

6 7 - 15 0.776585856534316 3.589 120

8 - 17 0.776585856534338 3.944 136

12 - 25 0.776585856534336 4.284 150

3 - 7 0.776585856534337 6.751 252

10 7 - 15 0.776585856534361 7.256 180

8 - 17 0.776585856534324 4.887 170

12 - 25 0.776585856534337 6.612 250

Ověřili jsme, že použit́ı přesněǰśı aritmetiky je při integraci v Batesově modelu velmi
d̊uležité. Použit́ı vpa ovšem neńı nutné pro všechny parametry modelu, docháźı t́ım ke zpo-
malováńı výpočtu. Testováńı r̊uzného počtu děleńı intervalu a použit́ı r̊uzných integračńıch
vzorc̊u ukázalo, že některé kombinace daných nastaveńı mohou přispět ke zlepšeńı výpočtu.
Test byl ovšem proveden pouze na jedné sadě parametr̊u a výsledná zjǐstěńı nemuśı platit
pro všechny hodnoty.
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Závěr

Ćılem této bakalářské práce bylo otestovat a porovnat metody výpočtu numerické inte-
grace v r̊uzných matematických softwarech. Otestovali jsme výpočet v softwarech Matlab
a Mathematica a v programovaćım jazyce Fortran na vybraných benchmarkových úlohách.
Výsledky jsme nejprve demonstrovali a porovnali zvlášt’ v jednotlivých softwarech.

Pro testováńı funkćı pomoćı Fortranu byla použita základńı knihovna QUADPACK,
která obsahuje adaptivńı i neadaptivńı metody založené na Gaussových-Kronrodových
vzorćıch ve formátech double a real. Ve Fortranu je možné nastavit r̊uzné optimalizace
překladu (O1, O2, O3), kdy by každé nastaveńı mělo přinést r̊uzná zlepšeńı. Naše testy vliv
volby optimalizace př́ılǐs nepotvrdily. Při zvoleńı libovolné optimalizace došlo v některých
př́ıpadech ke sńıžeńı časové náročnosti a mı́rně i ke zvýšeńı přesnosti výpočtu. Na počet
vyč́ısleńı neměla optimalizace žádný vliv. Daľśım testovaným parametrem byl vliv relativńı
přesnosti. S rostoućı požadovanou relativńı přesnost́ı se zvyšovala přesnost výsledku, ale
i počet vyč́ısleńı funkce. Pro test integrace na nekonečném intervalu byla použita metoda
k tomu uzp̊usobená, která podávala nejlepš́ı výsledky, a ostatńı metody, pro které musel být
interval integrace omezen. Při zvětšuj́ıćım se intervalu začaly selhávat neadaptivńı metody.
Oproti tomu adaptivńı metody měly velmi dobré výsledky během celého testu. Základńı
knihovna QUADPACK neobsahuje žádné metody pro integraci v komplexńım oboru, proto
jsme si upravili neadaptivńı metody, aby bylo možné tento test provést. Až na integraci
posledńı funkce definované v komplexńım oboru na nekonečném intervalu jsme źıskali cel-
kově dobré výsledky. U posledńı funkce muselo doj́ıt k omezeńı intervalu a v tomto př́ıpadě
neadaptivńı metody selhaly.

V matematickém softwaru Matlab jsme otestovali r̊uzné adaptivńı i neadaptivńı metody
pro numerickou integraci s použit́ım r̊uzných nastaveńı relativńı přesnosti. S rostoućı rela-
tivńı přesnost́ı se opět zvyšovala přesnost výsledku i počet vyč́ısleńı. V některých př́ıpadech
ale rostl řádově i čas výpočtu. Adaptivńı metody integral a quadgk jsou založené na
stejném principu výpočtu. Jediné, v čem se výsledky výpočtu lǐsily, byl počet vyč́ısleńı.
To bylo ovšem zp̊usobeno t́ım, že u metody quadgk je defaultně nastaveno vektorové
vyč́ısleńı funkce. Neadaptivńı metoda trapz umožňuje nastaveńı jemnosti děleńı intervalu.
Se zvyšuj́ıćı se jemnost́ı děleńı docházelo ke zpřesňováńı výsledku, ale i ke zvyšováńı časové
náročnosti výpočtu. Problém při výpočtu nevlastńıho integrálu jsme vyřešili posunut́ım
počátku integrace o malé ε. Metody quad a quadl nejsou uzp̊usobené pro integraci na
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nekonečném intervalu, proto musel být opět omezen. Metoda quadl ani poté nepodávala
př́ılǐs dobré výsledky, u ostatńıch metod byl výpočet znatelně lepš́ı. Stejný problém nastal
při integraci posledńı funkce v komplexńım oboru na nekonečném intervalu.

V softwaru Mathematica jsme testovali vliv nastaveńı adaptivity. Ve většině př́ıpad̊u
jsme źıskali velmi podobné výsledky. V některých př́ıpadech měla ale lokálńı adaptivita za
cenu vyšš́ıho počtu vyč́ısleńı lepš́ı přesnost výsledk̊u. Vliv relativńı přesnosti byl viditelně
prokazatelný. S rostoućı relativńı přesnost́ı se zvyšovala přesnost výpočtu i počet vyč́ısleńı.
V některých př́ıpadech docházelo i k řádově vyšš́ı časové náročnosti výpočtu. U žádné
z metod nenastal problém s integraćı funkćı na nekonečném intervalu nebo v komplexńım
oboru. Přesnost výpočtu byla u všech metod velmi dobrá. Metoda založená na Gaussově-
Kronrodově pravidle měla ve většině př́ıpad̊u nejnižš́ı počet vyč́ısleńı a dobu výpočtu.

Celkové srovnáńı metod všech použitých softwar̊u jsme nejprve provedli pro integraci
na konečném intervalu. Při porovnáńı výsledk̊u integrace funkce č́ıslo 9 nás velmi překvapil
nepřesný výsledek metod integral a quadgk softwaru Matlab. U ostatńıch adaptivńıch me-
tod byla přesnost výsledk̊u velmi vysoká a proto rozhodoval čas výpočtu a počet vyč́ısleńı.
Vzhledem ke všem testovaným kritéríım měly nejlepš́ı výsledky adaptivńı metody softwaru
Fortran. Podobně dopadlo porovnáńı výsledk̊u integrace 2. funkce. V tomto př́ıpadě měly
i metody integral a quadgk velmi vysokou přesnost výpočtu. Při srovnáńı výsledk̊u inte-
grace na nekonečném intervalu (pro některé metody na omezeném intervalu) měla u testu
6. funkce nejlepš́ı výsledky metoda dqagi softwaru Fortran. Hlavńı rozd́ıl od ostatńıch me-
tod byl předevš́ım v rychlosti výpočtu. U testu 11. funkce měla tato metoda také nejrych-
leǰśı výpočet, ale přesnost již nebyla dostačuj́ıćı. Vzhledem ke všem testovaným kritéríım
dopadly nejlépe metody integral a quadgk z Matlabu. Podobné výsledky jsme źıskali pro
integraci v komplexńım oboru. Ovšem u integrace v komplexńım oboru na nekonečném
intervalu musel být interval omezen i pro metody integral a quadgk.

Adaptivńı metody měly při porovnáńı výsledk̊u jasně lepš́ı výsledky než neadaptivńı.
Přesnost adaptivńıch metod byla u všech test̊u velmi vysoká, proto hlavńım rozhodovaćım
kritériem byl počet vyč́ısleńı a doba výpočtu. Nejkratš́ı dobu výpočtu měly metody soft-
waru Fortran. S komplikovaněǰśımi úlohami ale klesala přesnost výpočtu. Metody softwaru
Matlab měly až na jednu výjimku velmi stabilńı výsledky. Metody softwaru Mathematica
měly ve většině př́ıpadech nejpřesněǰśı výsledky, ale vzhledem k tomu, že testy prob́ıhaly ve
formátu double, tak pro nás již neńı přesnost na vyšš́ı počet cifer prioritou. Vyšš́ı přesnost
výsledku se bohužel projevila v počtu vyč́ısleńı a době výpočtu.

V posledńı části této práce jsme ukázali vliv přesněǰśı aritmetiky při výpočtu nume-
rické integrace. Při použit́ı standardńıho formátu double docházelo k velkým nepřesnostem.
Přesněǰśı aritmetika ovšem zvyšovala délku výpočtu. Pomoćı test̊u jsme ověřili, že aritme-
tiku vpa stač́ı použ́ıt pouze na kritické parametry modelu. T́ım se výpočet stabilizuje
a nedocháźı k nepřesnostem. Výpočet byl proveden pouze v softwaru Matlab. Při změně
defaultńıho nastaveńı v metodě integral jsme źıskali lepš́ı výsledky výpočtu.
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[6] PIESSENS, R., DE DONCKER-KAPENGA, E., ÜBERHUBER, CH. W.,
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Dostupné z http://mathworld.wolfram.com/GaussianQuadrature
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