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Anotace

Tato práce se zabývá sledováńım pohybu sférického kyvadla pomoćı kamerového

senzoru. Nejprve byl vytvořen matematický model sférického kyvadla. Dále byly

navrženy algoritmy pro sledováńı odhadu polohy, rychlosti a zrychleńı pohy-

buj́ıćıho se objektu, které byly následně ověřeny metodou simulace. Pro návrh

algoritmů byl použit lineárńı identický rekonstruktor stavu a Kalman̊uv filtr.

Následně byl v ř́ıdićım systému REX vytvořen model, pro sledováńı volně kývaj́ıćı-

ho se kyvadla a následného zpracováńı dat z kamerového senzoru. Výsledné údaje

źıskané pomoćı kamerového senzoru byly porovnány s daty vygenerované simu-

laćı modelu kyvadla.

Kĺıčová slova: sférické kyvadlo, model, lineárńı identický rekonstruktor stavu,

Kalman̊uv filtr, rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr, REX, kamerový senzor

Abstract

This thesis focuses on tracking of motion of spherical pendulum with help of ca-

mera sensor. For first, mathematical model of spherical pendulum was developed.

Next, the algorithms for tracking of estimation of position, velocity and accele-

ration of moving object were designed and then, they were verifyed by simulation

method. For designation of algorithms were used linear identical state observer

and Kalman filter. Then, in REX Controls system, was created model for tracking

of freely dangling pendulum and subsequent processing of data from the camera

sensor. The resulting data acquired from camera sensor were compared with data

generated by simulation model of pendulum.

Keywords: spherical pendulum, model, linear identical state observer, Kalman

filter, extended Kalman filter, REX, camera sensor
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2 Sférické kyvadlo 7
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delu kyvadla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

7 Závěr 59
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1 ÚVOD

1 Úvod

Ćılem této práce bylo seznámeńı se s principy odhadu pohybového stavu ob-

jektu na základě vizuálńı informace z digitálńı kamery. Pro zjednodušeńı jsme

se zde zabývali pouze lineárńımi systémy. Jako úvod do problematiky byl zvolen

matematický model sférického kyvadla, který můžeme naj́ıt v mnoha odborných

publikaćıch. Je zde uvedeno odvozeńı a postup pro vytvořeńı modelu Lagrange-

ovou metodou. T́ımto systémem se budeme zabývat v celé práci.

Pro návrh algoritmu odhadu polohy, rychlosti a zrychleńı pohybuj́ıćıho se objektu

jsme zvolili lineárńı identický rekonstruktor stavu, Kalman̊uv filtr a rozš́ı̌rený

Kalman̊uv filtr. Tyto algoritmy byly sestaveny a následně ověřeny v programu

MATLAB pomoćı simulaćı matematického modelu sférického kyvadla.

Pro lineárńı identický rekonstruktor stavu a Kalman̊uv filtr jsme sestavili spoji-

tou i diskrétńı verzi, přičemž spojitá verze byla vytvořena pro demonstraci řešeńı

pro spojitý model. V daľśıch částech práce bylo pracováno pouze s diskrétńı verźı

obou algoritmů. Uvedený algoritmus rozš́ı̌reného Kalmanova filtru pro nelineárńı

systémy je zde uveden pouze ve spojité verzi, a jeho aplikováńı může být rozve-

deno v daľśıch praćıch.

Po navržeńı algoritmů a jejich ověřeńı na odhadu pohybového stavu volně kývaj́ı-

ćıho se kyvadla pomoćı simulace, byly tyto algoritmy použity na sledováńı a od-

had pohybového stavu volně kývaj́ıćıho se kyvadla v reálném systému. Pro tuto

problematiku jsme použili ř́ıdićı systém REX a vstupem byla data obdržená z ka-

merového senzoru.

Tématem navazuj́ıćı práce může být využit́ı našich model̊u a algoritmů pro ř́ızeńı

reálného modelu kyvadla, které sledujeme pomoćı kamerového senzoru.
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2 SFÉRICKÉ KYVADLO

2 Sférické kyvadlo

Sférické kyvadlo je kyvadlo rotuj́ıćı kolem dvou os. Skládá se ze sférického kloubu,

nehmotného ramena a závaž́ı, které modelujeme jako hmotný bod. Jedná se

o systém se dvěma stupni volnosti, které jsou reprezentovány úhly α a β, znázorně-

né na obrázku č.2. Sférické kyvadlo je uchyceno v počátku souřadnic. Následuj́ıćı

výpočty a postupy jsou převzaty z [1].

Obrázek 1: Sférické kyvadlo (zdroj: [1]).

2.1 Polohový vektor kyvadla

Polohový vektor kyvadla má počátek ve středu sférického kloubu a konec v těžǐsti

závaž́ı. Polohový vektor kyvadla je vyjádřen pomoćı úhl̊u α a β, které jsou

znázorněny na obrázku č.2. Z jednotlivých složek polohového vektoru můžeme
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2 SFÉRICKÉ KYVADLO

určit aktuálńı polohu kyvadla v osách x, y, z a je vyjádřen pomoćı transformačńı

matice, kterou si vyjádř́ıme t́ım, že budeme postupně uvažovat rotace soustavy

v kladném směru podle osy x a osy y.

Obrázek 2: Znázorněńı úhl̊u α a β sférického kyvadla.

Uvažujme libovolný vektor ~v0, pro který budeme vyjadřovat souřadnice pomoćı

os soustavy. Tyto souřadnice můžeme vyjádřit pomoćı p̊uvodńıch os nebo os z

otočené soustavy. V obrázku č.3 nebo č.4 vid́ıme osy ~x0, ~y0, ~z0 a ~x1, ~y1, ~z1, pomoćı

kterých si vyjádř́ıme rovnici

~v0 = a0 ~x0 + b0 ~y0 + c0~z0 = a1 ~x1 + b1 ~y1 + c1~z1 = ~v1. (1)

Postupným skalárńım násobeńım rovnice (1) vektory ~x0, ~y0 a ~z0 źıskáme soustavu

rovnic, ze které následně źıskáme vztahy pro určeńı transformačńı matice.

Skalárńı součin definujeme jako

(a, b) = |a| · |b| · cosϕ, (2)
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2 SFÉRICKÉ KYVADLO

kde ϕ je úhel sevřený mezi vektory a a b.

Výsledná soustava rovnic bude vypadat následovně


a0( ~x0, ~x0)

b0(~y0, ~y0)

c0(~z0, ~z0)

 = R ·


a1( ~x1, ~x0)

b1(~y1, ~y0)

c1(~z1, ~z0)

, (3)

kde R je rotačńı matice.

Pro znázorněńı vyjádřeńı transformačńı matice R zde uvedeme rotaci soustavy

o úhel α kolem osy x a rotaci soustavy o úhel β kolem osy y.

Př́ıklad 1

Rotace soustavy o úhel α kolem osy x, která je znázorněna na obrázku č.3.

Obrázek 3: Rotace soustavy o úhel α kolem osy x (zdroj: [1]).
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2 SFÉRICKÉ KYVADLO

Plat́ı, že vektory ~x0, ~y0, ~z0 jsou na sebe kolmé, tud́ıž jejich skalárńı součin je

nulový. Dosazeńım do rovnic (3) źıskáme následuj́ıćı vztahy

a0 = a1,

b0 = b1 cosα + c1 cos
(
π

2 + α
)

= b1 cosα + c1(− sinα),

c0 = b1 cos
(
π

2 + α
)

+ c1 cosα = b1 sinα + c1 cosα.

(4)

Po uspořádáńı těchto vztah̊u do matice źıskáme transformačńı matici, pomoćı

které můžeme vyjádřit otočeńı libovolného vektoru o úhel α kolem osy x. Neznámý

vektor vyjádř́ıme jako

~v0 = Rx,α ~v1, (5)

kde transformačńı matice má tvar

Rx,α =


1 0 0

0 cosα − sinα

0 sinα cosα

. (6)

Př́ıklad 2

Rotace soustavy o úhel β kolem osy y, která je znázorněna na obrázku č.4.

Opět źıskáme následuj́ıćı vztahy dosazeńım do rovnic (3)

a0 = a1 cos β + c1 cos
(
π

2 − β
)

= a1 cos β + c1 sin β,

b0 = b1,

c0 = a1 cos
(
π

2 + β
)

+ c1 cos β = a1(− sin β) + c1 cos β.

(7)
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2 SFÉRICKÉ KYVADLO

Obrázek 4: Rotace soustavy o úhel β kolem osy y (zdroj: [1]).

Neznámý vektor vyjádř́ıme stejným zp̊usobem jako v rovnici (5)

~v0 = Rx,β ~v1, (8)

kde transformačńı matici máme ve tvaru

Ry,β =


cos β 0 sin β

0 1 0

− sin β 0 cos β

. (9)

Provedeme-li rotaci libovolného vektoru po řadě kolem os x a y o úhel α a β,

můžeme popsat jeho aktuálńı polohu ~ri pomoćı transformačńıch matic a p̊uvodńı
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2 SFÉRICKÉ KYVADLO

polohy ~rp. Bude tedy platit


xi

yi

zi

 = Rx,αRy,β


xb

yb

zb

 = R


xp

yp

zp

, (10)

kde transformačńı matice R je ve tvaru:

R = Rx,αRy,β =


cos β 0 sin β

sinα sin β cosα − sinα cos β

− cosα sin β sinα cosα cos β

. (11)

V př́ıpadě, že budeme cht́ıt vyjádřit polohu kyvadla ~r0 vychýleného z rovnovážné

polohy o úhly α a β, které je zavěšené na ramenu o délce l, vyjádř́ıme polohový

vektor pomoćı úhl̊u α a β a pomoćı transformačńı matice (11). Z jednotlivých

složek tohoto polohového vektoru poté můžeme źıskat aktuálńı polohu kyvadla

v osách x, y, z. Pro polohový vektor plat́ı

~r0 = R


0

0

l

 =


l sin β

−l sinα cos β

−l cosα cos β

 =


rx

ry

rz

. (12)

Chceme-li sledovat nav́ıc rychlost kyvadla, źıskáme vektor rychlosti derivaćı po-

lohového vektoru (12)

~̇r0 = l


cos ββ̇

− cosα cos βα̇ + sinα sin ββ̇

− sinα cos βα̇− cosα sin ββ̇

 =


wx

wy

wz

. (13)
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2 SFÉRICKÉ KYVADLO

2.2 Pohybové rovnice

Předpokládáme, že na kyvadlo p̊usob́ı pouze gravitačńı śıla. Pohybovou rovnici

pak můžeme odvodit pomoćı věty o změně momentu hybnosti, podle které plat́ı

d~L0

dt
= ~M, (14)

kde ~L0 označ́ıme jako moment hybnosti kyvadla (vzhledem k počátku soustavy

souřadnic) a ~M jako moment gravitačńı śıly, která na kyvadlo p̊usob́ı (vzhledem

k počátku soustavy souřadnic).

Dále si definujme moment hybnosti (15) a moment śıly (16).

~L0 = ~r0 × ~p0 = ~r0 ×m~̇r0, (15)

~M = ~r0 × ~Fg, (16)

kde ~p0 označ́ıme jako hybnost kyvadla a ~Fg = mg jako gravitačńı śılu, která

p̊usob́ı pouze ve směru osy z. Vektor śıly bude mı́t tedy tvar ~Fg = [0 0 mg].

Po roznásobeńı obdrž́ıme moment śıly

~M =


−mgl sinα cos β

−mgl sin β

0

. (17)

Dosazeńım vektor̊u ~r0 a ~̇r0 do (15) a roznásobeńım vektor̊u źıskáme moment

hybnosti

13



2 SFÉRICKÉ KYVADLO

~L0 = ml2


(cosα)2(cosβ)2α̇− sinα cosα sinβ cosββ̇ + (sinα)2(cosα)2α̇+ sinα cosα sinβ cosββ̇

cosα(cosβ)2β̇ + sinα sinβ cosβα̇+ (sinβ)2 cosαβ̇

sinα(cosβ)2β̇ − cosα sinβ cosβα̇+ (sinβ)2 sinαβ̇

. (18)

Po úpravě a využit́ım vzorce (sin x)2(cosx)2 = 1 źıskáme následuj́ıćı tvar mo-

mentu hybnosti

~L0 = ml2


(cos β)2α̇

cosαβ̇ + sinα sin β cos βα̇

sinαβ̇ − cosα sin β cos βα̇

. (19)

Následně zderivujeme tento moment hybnosti podle času

d~L0

dt
= ml2


−2α̇β̇ sinβ cosβ + (cosβ)2α̈

cosαβ̈ + cosα sinβ cosβα̇2 + sinα sinβ cosβα̈− 2 sinα(sinβ)2α̇β̇

sinαβ̈ + sinα sinβ cosβα̇2 − sinα sinβ cosβα̈+ 2 cosα(sinβ)2α̇β̇

. (20)

Dosazeńım momentu śıly (17) a derivace momentu hybnosti (20) do vztahu (14)

následně źıskáme pohybové rovnice (využijeme rovnosti jednotlivých složek vek-

tor̊u).

− 2ml2α̇β̇ sinβ cosβ +ml2(cosβ)2α̈ = −mgl sinα cosβ,

ml2 cosαβ̈ +ml2 sinβ cosβ(α̇2 cosα+ α̈ sinα)− 2ml2 sinα(sinβ)2α̇β̇ = −mgl sinβ,

ml2 sinαβ̈ +ml2 sinα sinβ cosβα̇2 −ml2 cosα sinβ cosβα̈+ 2ml2 cosα(sinβ)2α̇β̇ = 0.

(21)
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2 SFÉRICKÉ KYVADLO

Nakonec z rovnic (21) vyjádř́ıme úhlová zrychleńı

α̈ = −g sinα + 2lα̇β̇ sin β
l cos β ,

β̈ = − sin β cos βα̇2 − g

l
sin β cosα.

(22)

2.3 Linearizace

Sférické kyvadlo je kyvadlo zavěšené na pevném závěsu, tud́ıž na něj p̊usob́ı pouze

gravitačńı śıla. Uvažujeme tedy vstup u = 0.

Nejdř́ıve urč́ıme stavový popis systému pomoćı stavových proměnných, které si

urč́ıme jako x1 = α, x2 = β, x3 = α̇ a x4 = β̇. Systém je popsán nelineárńımi

diferenciálńımi rovnicemi, označ́ıme si funkce

f1 = ẋ1 = x3,

f2 = ẋ2 = x4,

f3 = ẋ3 = α̈ = −g sinα + 2lα̇β̇ sin β
l cos β ,

f4 = ẋ4 = β̈ = − sin β cos βα̇2 − g

l
sin β cosα.

(23)

Takto jsme popsali systém pro matematické kyvadlo. Pro reálný systém, kterým

se budeme zabývat v daľśıch kapitolách muśıme k rovnićım přidat konstantu

představuj́ıćı tlumeńı. V našem př́ıpadě volba této konstanty vypadá následovně

Kα = Kβ = 0.5. (24)
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2 SFÉRICKÉ KYVADLO

Stavový popis, který použijeme pro linearizaci modelu bude tedy ve tvaru

f1 = ẋ1 = x3,

f2 = ẋ2 = x4,

f3 = ẋ3 = α̈ = −g sinα + 2lα̇β̇ sin β
l cos β −Kαα̇,

f4 = ẋ4 = β̈ = − sin β cos βα̇2 − g

l
sin β cosα−Kββ̇.

(25)

Pro źıskáńı lineárńıho stavového popisu, muśıme model linearizovat. Zderivujeme

tedy f1, f2, f3, f4 podle všech stavových proměnných a vstupu u. Poté dosad́ıme

rovnovážný stav x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0, x4 = 0.

df1

dx1
= 0, df1

dx2
= 0, df1

dx3
= 1, df1

du
= 0, df1

dx4
= 0, df2

dx1
= 0, df2

dx2
= 0, df2

dx3
= 0, df2

dx4
= 1,

df2

du
= 0, df3

dx1
= −g cosα

l cos β = −g
l
,
df3

dx2
= 2α̇β̇ − g sinα sin β

l(cos β)2 + 2α̇β̇(sin β)2

(cosβ)2 = 0,

df3

dx3
= 2lβ̇ sin β

l cos β = 0, df3

dx4
= 2lα̇ sin β

l cos β = 0, df3

du
= 0, df4

dx1
= g

l
sin β sinα = 0,

df4

dx2
= α̇(−(cos β)2 + (sinβ)2)− g

l
cos β cosα = −g

l
,
df4

dx3
= −2α̇ sin β cos β = 0,

df4

dx4
= 0, df4

du
= 0.

Linearizovaný stavový popis systému v obecném tvaru vyjádř́ıme jako

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t).
(26)
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Systému (23) odpov́ıdá linearizovaný stavový popis



ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4


=



0 0 1 0

0 0 0 1

−g
l

0 0 0

0 −g
l

0 0


·



x1

x2

x3

x4


+



0

0

0

0


· u,

y1

y2

 =

1 0 0 0

0 1 0 0

 ·



x1

x2

x3

x4


+

0

0

 · u.

(27)

Systému (25) odpov́ıdá lineárńı model



ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4


=



0 0 1 0

0 0 0 1

−g
l

0 −Kα 0

0 −g
l

0 −Kβ


·



x1

x2

x3

x4


+



0

0

0

0


· u,

y1

y2

 =

1 0 0 0

0 1 0 0

 ·



x1

x2

x3

x4


+

0

0

 · u.

(28)
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2.4 Diskrétńı verze

Pro źıskáńı diskrétńı verze stavového popisu jsme vycházeli z [2]. Předchoźı

stavový popis plat́ı pro spojité systémy. Pro naši práci však budeme využ́ıvat

diskrétńı verzi tohoto systému. Můžeme tuto verzi vypoč́ıtat pomoćı souvislosti

matic mezi těmito modely. Pro znázorněńı je zde uveden obecný stavový model

spojitého systému

ẍ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t).
(29)

A obecný stavový model diskrétńıho systému

x(k + 1) = Fx(k) +Gu(k),

y(k) = Cx(k),
(30)

kde jejich vzájemná souvislost, za předpokladu regulárńı matice A, je vyjádřena

vztahy

F = eAT ,

G = A−1(F − I)B.
(31)

Obráceně plat́ı

A = 1
T
lnF,

B = (F − I)−1AG.

(32)
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Daľśım zp̊usobem je použit́ı př́ıkaz̊u v Matlabu:

spojity_system = ss(A,B,C,D);

diskretni_system = c2d(spojity_system,T);

diskretni_system = ss(F,G,C,D);

spojity_system = d2c(diskretni_system,T);
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3 Lineárńı identický rekonstruktor stavu

V mnoha př́ıpadech neńı možné měřit všechny stavové veličiny systému. Př́ıčinou

toho může být nedostupnost měřeńı, neexistence vhodných čidel, vysoké náklady,

a podobně). Na základě znalosti modelu ř́ızeného systému a měřeńı vstupńıch

a výstupńıch veličin na reálném modelu je možné rekonstruovat tyto stavové

veličiny. K źıskáńı aktuálńıho stavu ve všech časových okamžićıch lze použ́ıt rekur-

zivńı algoritmus, který je implementován v podobě dynamického systému nebo-li

rekonstruktoru stavu. Jedná se o paralelńı model systému ř́ızený inovačńı vaz-

bou, kterou źıskáme z rozd́ılu měřeńı hodnoty y(t) a rekonstruovaného výstupu

ŷ(t), vynásobeného ziskovou matićı κ, kterou urč́ıme z požadovaného umı́stěńı

vlastńıch č́ısel. V př́ıpadě shodných počátečńıch podmı́nek bude rekonstruktor

pouze paralelńım modelem systému. Výhodou tohoto rekonstruktoru je, že ho

můžeme použ́ıt i pro rekonstrukci stavu nestabilńıho systému, protože chyba re-

konstrukce ε je stabilńı.

Podle množstv́ı odhadovaných stavových veličin rozlǐsujeme 2 typy rekonstruk-

tor̊u. Pokud voĺıme dimenzi odhadu stavu stejnou jako je dimenze stavu systému,

jedná se o úplný rekonstruktor stavu. V př́ıpadě, že nepotřebujeme rekonstruo-

vat všechny hodnoty stavu systému, sńıž́ıme řád rekonstruktoru o počet lineárně

nezávislých výstup̊u systému. V našem př́ıpadě se budeme zabývat úplným re-

konstruktorem stavu. Odvozeńı lineárńıho identického rekonstruktoru stavu bylo

převzato z [3].
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3.1 Spojitá verze rekonstruktoru stavu

Uvažujme systém

x(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t).
(33)

Rekonstruktor stavu systému (33) je dynamický systém, na jehož vstup je přiveden

měřitelný vstup u(t) a výstup y(t) systému a výstupem rekonstruktoru je rekon-

struovaný stav x̂(t) respektive rekonstruovaný výstup ŷ(t) = Cx̂(t).

Formálńı zápis rekonstruktoru vyjádř́ıme jako

˙̂x(t) = Ax̂(t) +Bu(t) + κ(y(t)− ŷ(t)),

ŷ(t) = Cx̂(t),
(34)

kde x̂(t0) je počátečńı podmı́nka rekonstruktoru, a obecně plat́ı x̂(t0) , x(t0).

Požadované vlastnosti rekonstruovaného stavu:

1. Konvergence rekonstruovaného stavu x̂(t) ke skutečnému stavu x(t).

2. Nezávislost rekonstrukce stavu x̂(t) na vstupu u(t) a na počátečńım stavu

x(t0), ve kterém se systém nacháźı.

Požadujeme tedy

lim
t→∞

ε(t) = lim
t→∞

x̂(t)− lim
t→∞

x(t) = 0, (35)

kde ε(t) je chyba rekonstrukce, kterou definujeme jako

ε(t) = x̂(t)− x(t). (36)

A jej́ı časový vývoj, který źıskáme po formálńı časové derivaci chyby a dosazeńım
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rovnice systému a rekonstruktoru

ε̇(t) = Fε(t), ε(0) , 0, (37)

kde matice κ je zisková matice rekonstruktoru.

Abychom zajistili požadovanou vlastnost č.2, muśı být matice A− κC stabilńı.

F = A− κC. (38)

Stabilita je dána umı́stěńım vlastńıch č́ısel matice F = A−κC, neboli umı́stěńım

pól̊u charakteristického polynomu det(pI − A+ κC).

Matici κ urč́ıme porovnáńım polynomů

det(pI − A+ κC) =
n∏
i=1

(p− p∗i ) = pn + an−1p
n−1 + ...+ a∗1p+ a∗0, (39)

kde p∗i jsou požadované póly.

Po určeńı matice κ urč́ıme matici (38). Do rovnic (34) poté dosad́ıme źıskané

matice F a g a urč́ıme výsledné rovnice rekonstruktoru

˙̂x(t) = (A− κC)x̂(t) +Bu(t) + κy(t), x̂(t0),

ŷ(t) = Cx̂(t).
(40)

3.1.1 Algoritmus

Algoritmus výpočtu lineárńıho identického rekonstruktoru stavu spojité verze lze

popsat následuj́ıćımi kroky, které vycháźı z postupu ze sekce 3.1.

1. Inicializace.

Matice A, B, C, D představuj́ı matice spojitého modelu z uvažovaného

systému popsaného v (33), kde α(t0), β(t0), α̇(t0), β̇(t0) jsou počátečńı

podmı́nky systému a p označuje vektor požadovaných vlastńıch č́ısel.
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2. Rekonstrukce stavu.

Ziskovou matici κ źıskáme pomoćı př́ıkazu v Matlabu:

K = place(A’,C’,p);

Matici dynamiky rekonstruktoru F následně źıskáme z rovnice (38).

3. Schéma zapojeńı v Simulinku.

Obrázek 5: Schéma zapojeńı v Simulinku (Spojitá verze).
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3.1.2 Simulačńı ověřeńı spojitého rekonstruktoru

Pro porovnáńı výsledk̊u filtrace šumu, p̊uvodńıho nezašuměného a zašuměného

signálu jsou zde uvedeny dva grafy.

0 5 10 15 20
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4
Alfa

 

 
Alfa − se sumem
Alfa − bez sumu
Alfa − vystup filtru

0 5 10 15 20
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4
Beta

 

 
Beta − se sumem
Beta − bez sumu
Beta − vystup filtru

Obrázek 6: Vykresleńı výstupu modelu a rekonstruktoru. (B́ılý šum s rozptylem
1 · 10−3, počátečńı podmı́nky α(t0) = 0.1, β(t0) = 0.1, při nulové počátečńı
rychlosti).
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0 5 10 15 20
−0.5

0

0.5

1
Rychlost alfa

 

 Rychlost alfa − se sumem
Rychlost alfa − bez sumu
Rychlost alfa − vystup filtru
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−0.5

0

0.5

1
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 Rychlost beta − se sumem
Rychlost beta  − bez sumu
Rychlost beta − vystup filtru

Obrázek 7: Vykresleńı výstupu modelu a rekonstruktoru.(B́ılý šum s rozptylem
1 · 10−3, počátečńı podmı́nky α(t0) = 0.1, β(t0) = 0.1, při nulové počátečńı
rychlosti).
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3.2 Diskrétńı verze rekonstruktoru stavu

V př́ıpadě našeho reálného modelu budeme využ́ıvat diskrétńı verzi rekonstruk-

toru, kterou źıskáme analogicky jako u spojité verze. Uvažujme diskrétńı systém

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k),

y(k) = Cx(k).
(41)

Výsledné rovnice rekonstruktoru budou mı́t následuj́ıćı tvar

x̂(k + 1) = (A− κC)x̂(k) +Bu(k) + κy(k), x̂(0) , x(0), k = 0, 1, ...

ŷ(k) = Cx̂(k).
(42)

Výhodou diskrétńı verze je, že můžeme mimo asymptotickou rekonstrukci stavu

požadovat rekonstrukci ve smyslu konečného počtu krok̊u rekonstrukce.

3.2.1 Algoritmus

Algoritmus výpočtu lineárńıho identického rekonstruktoru stavu v diskrétńı verzi

lze popsat následuj́ıćımi kroky, které vycháźı z postupu ze sekce 3.2.

1. Inicializace.

Matice A, B, C, D představuj́ı matice diskrétńıho modelu z uvažovaného

systému popsaného v (41), kde α(k0), β(k0), α(k1), β(k1) jsou počátečńı

podmı́nky systému. Veličina T označuje periodu vzorkováńı a p označuje

vektor požadovaných vlastńıch č́ısel.

2. Rekonstrukce stavu.

Ziskovou matici κ źıskáme pomoćı př́ıkazu v Matlabu:

K = place(A,C,p);

Matici dynamiky rekonstruktoru F následně opět źıskáme z rovnice (38).
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3. Schéma zapojeńı v Simulinku.

Obrázek 8: Schéma zapojeńı v Simulinku (Diskrétńı verze).

27
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3.2.2 Simulačńı ověřeńı diskrétńıho rekonstruktoru

Pro porovnáńı výsledk̊u filtrace šumu, p̊uvodńıho nezašuměného a zašuměného

signálu jsou zde uvedeny dva grafy.
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Alfa − se sumem
Alfa − bez sumu
Alfa − vystup filtru
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Beta − bez sumu
Beta − vystup filtru

Obrázek 9: Vykresleńı výstupu modelu a rekonstruktoru.(B́ılý šum s rozptylem 1 ·
10−3, počátečńı podmı́nky α(0) = 0.1, β(0) = 0.1, při nulové počátečńı rychlosti).
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Rychlost beta − vystup filtru

Obrázek 10: Vykresleńı výstupu modelu a rekonstruktoru.(B́ılý šum s rozptylem 1·
10−3, počátečńı podmı́nky α(0) = 0.1, β(0) = 0.1, při nulové počátečńı rychlosti).
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4 Kalman̊uv filtr

Kalman̊uv filtr je optimálńı pozorovatel stavu. Lze použ́ıt k řešeńı problému,

jak dostat relevantńı informace ze zašuměného měřeńı signálu. Jedná se o je-

den z nejd̊uležitěǰśıch algoritmů pro odhad stavu, který je založen na filtrováńı

dat pomoćı znalosti systému, ze kterého jsou data měřena. Byl vyvinut Rudol-

fem E. Kalmanem v šedesátých letech. Jedná se o rekurzivńı algoritmus, což

znamená, že se jeho koeficienty v každém kroku upravuj́ı na základě dostupné

informace. Důvodem je poskytnut́ı optimálńıho odhadu budoućıho stavu. Nový

filtr v každém kroku vzniká opravou filtru z kroku předcházej́ıćıho na základě

nové informace. Neńı třeba pamatovat si všechny předchoźı hodnoty vstupńıch

parametr̊u.

V reálných př́ıpadech se ke stavovému popisu systému použ́ıvá model v diskrétńı

podobě, proto se budeme věnovat sṕı̌se diskrétńı verzi tohoto algoritmu (diskrétńı

verze je analogická k verzi spojité). Odvozeńı a daľśı informace je možné nalézt

v [4] nebo [5].

4.1 Spojitá verze Kalmanova filtru

Každý krok algoritmu se skládá ze dvou fáźı. Predikce stavu a aktualizace novými

hodnotami. Pr̊uběh Kalmanova filtru pro spojitou verzi je znázorněn na obrázku

č.11. V prvńı tabulce je znázorněna predikce. Jako prvńı je vyjádřen výpočet

předpovědi vektoru stavu ˙̂x∗(t) a kovariančńı matice P̂ (t), kde matice Q je ma-

tice, ve které voĺıme mı́ru nejistoty. Do prediktivńı části také muśıme uvažovat

v prvńım kroku počátečńı odhady pro vektor stavu x̂(t0) a kovariančńı ma-

tici P (t0). Po výpočtu předpovědi algoritmus přecháźı k druhé fázi, která je

znázorněna v tabulce korekce. Zde je nejdř́ıve vyjádřeno Kalmanovo ześıleńı K(t)

a následná aktualizace vektoru stavu ˙̂x(t) a kovariančńı matice P (t), kde z(t)
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je vektor naměřených hodnot. Po výpočtu těchto aktualizaćı se algoritmus vraćı

k prvńı fázi predikce stavu.

Obrázek 11: Schéma Kalmanova filtru pro spojitý systém.

4.1.1 Algoritmus

Algoritmus spojité verze Kalmanova filtru lze vyjádřit pomoćı následuj́ıćıch krok̊u,

v nichž je podrobně popsáno schéma z obrázku č. (11).

1. Inicializace.

Před začátkem je nutné inicializovat počátečńı stavový vektor

x̂(t0) = [α(t0), β(t0), α̇(t0), β̇(t0)], (43)

kde α(t0), β(t0), α̇(t0), β̇(t0) jsou počátečńı podmı́nky systému.
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Veličinou t označujeme čas. Matice A, C představuj́ı matice spojitého mo-

delu v následuj́ıćım tvaru

x(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t).
(44)

Pro náš systém neuvažujeme vstup u(t), proto bude matice B nulová. Ma-

tice H představuje transformačńı matici ve tvaru jednotkové matice a ma-

tice I bude mı́t také tvar jednotková matice. Matice Q a R představuj́ı

matice chyb, přičemž jejich volba záviśı na velikosti šumu.

Dále inicializujeme kovariančńı matici

P (t0) =



p1 0 0 0

0 p2 0 0

0 0 λ 0

0 0 0 λ


, (45)

kde p1, p2, λ jsou zvolené konstanty a λ se obvykle voĺı jako velmi velké

č́ıslo.

2. Úprava souřadnic x a y na požadovaný vstup.

Nejprve vypočteme úhly αs(t) a βs(t) ze vzorc̊u pro polohový vektor

αs(t) = arcsin


yt

l

√√√√(1−
(
xt
l

)2
)
 , (46)

βs(t) = arcsin
(
xt
l

)
, (47)
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kde yt a xt jsou vstupńı hodnoty souřadnic źıskané simulaćı a l je délka

závěsu kyvadla.

3. Kalman̊uv filtr.

(a) Predikce stavu.

Nejprve vyjádř́ıme odhad stavového vektoru

˙̂x∗(t) = Ax̂(t),

ŷ∗(t) = Cx̂(t),
(48)

přičemž ˙̂x∗(t) představuje odhad predikce stavového vektoru, x̂(t) od-

had stavového vektoru z předešlého kroku a ŷ∗(t) odhad stavového

vektoru v současném kroku. Pro náš systém neuvažujeme žádný vstup

u(t).

Dále odhadneme kovariančńı matici

P̂ (t) = AP (t− 1)AT +Q. (49)

(b) Aktualizace novými hodnotami.

Výpočet Kalmanova ześıleńı vyjádř́ıme jako

K(t) = P̂ (t)HT (HP̂ (t)HT +R)−1. (50)

Dále provedeme aktualizaci stavového vektoru

˙̂x(t) = ˙̂x∗(t) +K(t) (z(t)−Hŷ∗(t)), (51)

kde z(t) představuje vektor úhl̊u źıskaných s rovnic (46) a (47).
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4 KALMANŮV FILTR

Nakonec provedeme aktualizaci kovariančńı matice

P (t) = (I −K(t)H) P̂ (t). (52)

4. Návrat ke kroku č.2.

4.2 Diskrétńı verze Kalmanova filtru

Diskrétńı verze Kalmanova filtru je analogická k verzi spojité. Algoritmus pro

diskrétńı verzi je znázorněn na obrázku č. (12).

Obrázek 12: Schéma Kalmanova filtru pro diskrétńı systém.

V prvńı tabulce je znázorněna predikce. Jako prvńı je vyjádřen výpočet předpovědi

vektoru stavu x̂(k+1) a kovariančńı matice P̂ (k), kde matice Q je matice, ve které

voĺıme mı́ru nejistoty. Do prediktivńı části také muśıme uvažovat v prvńım kroku

počátečńı odhady pro vektor stavu x̂(k0) a kovariančńı matici P (k0). Po výpočtu
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předpovědi algoritmus přecháźı k druhé fázi, která je znázorněna v tabulce ko-

rekce. Zde je nejdř́ıve vyjádřeno Kalmanovo ześıleńı K(k) a následná aktualizace

vektoru stavu x̂(k) a kovariančńı matice P (k), kde z(k) je vektor naměřených

hodnot. Po výpočtu těchto aktualizaćı se algoritmus vraćı k prvńı fázi predikce

stavu.

4.2.1 Algoritmus

Algoritmus diskrétńı verze Kalmanova filtru lze vyjádřit pomoćı následuj́ıćıch

krok̊u, v nichž je podrobně popsáno schéma z obrázku č. (12).

1. Inicializace.

Před začátkem je nutné inicializovat počátečńı stavový vektor

x̂(k0)T = [α(k0), β(k0), α(k1), β(k1)], (53)

kde α(k0), β(k0), α(k1), β(k1) jsou počátečńı podmı́nky systému.

Veličinou T označujeme perioda vzorkováńı. Matice A, C představuj́ı matice

diskrétńıho modelu v následuj́ıćım tvaru

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k),

y(k) = Cx(k).
(54)

Pro náš systém neuvažujeme vstup u(k), proto bude matice B nulová. Ma-

tice H představuje transformačńı matici ve tvaru jednotkové matice a ma-

tice I bude mı́t také tvar jednotkové matice. Matice Q, R představuj́ı matice

chyb, přičemž jejich volba záviśı na velikosti šumu.
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Dále inicializujeme kovariančńı matici

P (k0) =



p1 0 0 0

0 p2 0 0

0 0 λ 0

0 0 0 λ


, (55)

kde p1, p2, λ jsou zvolené konstanty a λ se obvykle voĺı jako velmi velké

č́ıslo.

2. Úprava souřadnic x a y na požadovaný vstup.

Nejprve vypočteme úhly αs(k) a βs(k) ze vzorc̊u pro polohový vektor, kde

xk a yk jsou vstupńı hodnoty souřadnic źıskané simulaćı a l je délka závěsu

kyvadla.

αs(k) = arcsin


yk

l

√√√√(1−
(
xk
l

)2
)
 , (56)

βs(k) = arcsin
(
xk
l

)
. (57)

3. Kalman̊uv filtr.

(a) Predikce stavu. Nejprve si vyjádř́ıme odhad stavového vektoru

x̂(k + 1) = Ax̂(k),

ŷ(k) = Cx̂(k),
(58)

přičemž x̂(k + 1) představuje odhad predikce stavového vektoru, x̂(k)
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odhad stavového vektoru z předešlého kroku a ŷ(k) odhad stavového

vektoru v současném kroku. Neuvažujeme žádný vstup u(t).

Dále odhadneme kovariančńı matici

P̂ (k) = AP (k − 1)AT +Q. (59)

(b) Aktualizace novými hodnotami.

Výpočet Kalmanova ześıleńı vyjádř́ıme jako

K(k) = P̂ (k)HT (HP̂ (k)HT +R)−1. (60)

Výpočet K(k) provád́ıme do té doby, než se hodnota této matice ustáĺı.

Poté můžeme tuto hodnotu uvažovat jako konstantńı.

Dále provedeme aktualizaci stavového vektoru

x̂(k) = x̂(k) +K(k) (z(k)−Hŷ(k)), (61)

kde z(t) představuje vektor úhl̊u źıskaných z rovnic (56) a (57).

Nakonec provedeme aktualizaci kovariančńı matice

P (k) = (I −K(k)H) P̂ (k). (62)

4. Návrat ke kroku č.2.
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4.2.2 Simulačńı ověřeńı diskrétńıho Kalmanova filtru

Pro porovnáńı výsledk̊u filtrace šumu, p̊uvodńıho nezašuměného a zašuměného

signálu jsou zde uvedeny tři grafy:

0 5 10 15 20
−0.2

−0.1

0

0.1

0.2
Alfa

 

 
Alfa − se sumem
Alfa − bez sumu
Alfa − vystup filtru

0 5 10 15 20
−0.2

−0.1

0

0.1

0.2
Beta

 

 

Beta − se sumem
Beta  − bez sumu
Beta − vystup filtru

Obrázek 13: Vykresleńı výstupu modelu a Kalmanova filtru.(B́ılý šum s rozpty-
lem 1 · 10−4, počátečńı podmı́nky α(0) = 0.1, β(0) = 0.1, při nulové počátečńı
rychlosti), perioda vzorkováńı T = 0.1.
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Rychlost alfa − se sumem
Rychlost alfa − bez sumu
Rychlost alfa − vystup filtru
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Rychlost beta − se sumem
Rychlost beta  − bez sumu
Rychlost beta − vystup filtru

Obrázek 14: Vykresleńı výstupu modelu a Kalmanova filtru.(B́ılý šum s rozpty-
lem 1 · 10−4, počátečńı podmı́nky α(0) = 0.1, β(0) = 0.1, při nulové počátečńı
rychlosti), perioda vzorkováńı T = 0.1.
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 Zrychleni alfa − se sumem
Zrychleni alfa − bez sumu
Zrychleni alfa − vystup filtru

0 5 10 15 20
−2

−1

0

1

2
Zrychleni beta

 

 
Zrychleni beta − se sumem
Zrychleni beta  − bez sumu
Zrychleni beta − vystup filtru

Obrázek 15: Vykresleńı výstupu modelu a Kalmanova filtru.(B́ılý šum s rozpty-
lem 1 · 10−4, počátečńı podmı́nky α(0) = 0.1, β(0) = 0.1, při nulové počátečńı
rychlosti), perioda vzorkováńı T = 0.1.
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5 Rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr

Klasický Kalman̊uv filtr byl v p̊uvodńı podobě navržen tak, že lze použ́ıt jen

pro lineárńı systémy. Důvodem je, že u nelineárńıch systému změna stavu nezáviśı

pouze na lineárńı kombinaci ostatńıch stav̊u. V rozš́ı̌reném Kalmanovo filtru je

proto nav́ıc linearizace modelu v okoĺı aktuálńıho stavu v každém kroku výpočtu.

Pr̊uběh rozš́ı̌reného Kalmanova filtru pro spojitý systém je znázorněn na následuj́ı-

ćım obrázku č.16.

Obrázek 16: Schéma rozš́ı̌reného Kalmanova filtru.

Podobně, jako pro Kalman̊uv filtr sestavený pro lineárńı systémy, se rozš́ı̌rený

Kalman̊uv filtr skládá ze dvou fáźı. Predikce stavu a aktualizace novými hodno-

tami. V prvńı tabulce je znázorněna predikce. Jako prvńı je vyjádřen výpočet

předpovědi vektoru stavu ˙̂x∗(t) a kovariančńı matice P̂ (t), kde matice Q je ma-

tice, ve které voĺıme mı́ru nejistoty. Do prediktivńı části také muśıme uvažovat

v prvńım kroku počátečńı odhady pro vektor stavu x̂(t0) a kovariančńı ma-

tici P (t0). Po výpočtu předpovědi algoritmus přecháźı k druhé fázi, která je

znázorněna v druhé tabulce korekce. Zde je nejdř́ıve vyjádřeno Kalmanovo ześıleńı
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K(t) a následná aktualizace vektoru stavu ˙̂x a kovariančńı matice P (t), kde z(t)

je vektor naměřených hodnot. Po výpočtu těchto aktualizaćı se algoritmus vraćı

k prvńı fázi predikce stavu. Odvozeńı a daľśı informace je možné nalézt v [4]

nebo [5].

5.1 Algoritmus

Algoritmus lze vyjádřit pomoćı následuj́ıćıch krok̊u, v nichž je podrobně popsáno

schéma z obrázku č.16. Tento algoritmus je zde uveden pro ukázku, jak byl řešen

rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr pro náš systém ve spojité verzi.

1. Inicializace.

Před začátkem je nutné inicializovat počátečńı stavový vektor

x̂(t0) = [α(t0), β(t0), α̇(t0), β̇(t0)], (63)

kde α(t0), β(t0), α̇(t0), β̇(t0) jsou počátečńı podmı́nky systému. Veličinou t

označujeme čas. Matice H představuje transformačńı matici ve tvaru jed-

notkové matice a matice I bude mı́t také jednotkový tvar. Matice Q, R

představuj́ı matice chyb, přičemž jejich volba záviśı na velikosti šumu.

Dále inicializujeme kovariančńı matici

P (t0) =



p1 0 0 0

0 p2 0 0

0 0 λ 0

0 0 0 λ


, (64)

kde p1, p2, λ jsou zvolené konstanty a λ se obvykle voĺı jako velmi velké

č́ıslo.
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2. Úprava souřadnic x a y na požadovaný vstup.

Nejprve vypočteme úhly αs(t) a βs(t) ze vzorc̊u pro polohový vektor, kde

yt a xt jsou vstupńı hodnoty souřadnic źıskané simulaćı a l je délka závěsu

kyvadla.

αs(t) = arcsin


yt

l

√√√√(1−
(
xt
l

)2
)
 , (65)

βs(t) = arcsin
(
xt
l

)
. (66)

3. Kalman̊uv filtr

(a) Predikce stavu. Nejprve vyjádř́ıme odhad stavového vektoru

˙̂x∗(t) = f(x̂(t)), (67)

přičemž ˆ̇x(t) představuje odhad predikce stavového vektoru a x̂(t) od-

had stavového vektoru z předešlého kroku. Uvažujeme nulový vstup

u(t).

Linearizaci provedeme přes Jacobiho matici, což je matice parciálńıch

derivaćı. Pomoćı této matice vyjádř́ıme predikovaný vektor stavu.

˙̂x∗(t) = J(t)x̂(t). (68)
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

˙̂α(t)

˙̂
β(t)

¨̂α(t)

¨̂
β(t)


=



df1
dα

df1
dβ

df1
dα̇

df1
dβ̇

df2
dα

df2
dβ

df2
dα̇

df2
dβ̇

df3
dα

df3
dβ

df3
dα̇

df3
dβ̇

df4
dα

df4
dβ

df4
dα̇

df4
dβ̇


·



α̂(t)

β̂(t)

˙̂α(t)

˙̂
β(t)


, (69)

kde vycháźıme ze stavového popisu modelu (23). Jednotlivé parciálńı

derivace můžeme tedy vyjádřit jako

df1
dα

= 0,

df1
dβ

= 0,

df1
dα̇

= 1,

df1
dβ̇

= 0,

df2
dα

= 0,

df2
dβ

= 0,

df2
dα̇

= 0,

df2
dβ̇

= 1,

df3
dα

= −g cosα
l cos β ,

df3
dβ

= 2α̇β̇ − g sinα sin β
l(cos β)2 + 2α̇β̇(sin β)2

(cosβ)2 ,

df3
dα̇

= 2lβ̇ sin β
l cos β ,

df3
dβ̇

= 2lα̇ sin β
l cos β ,

df4
dα

= g

l
sin β sinα,

df4
dβ

= α̇2(−(cos β)2 + (sinβ)2)− g

l
cos β cosα,

df4
dα̇

= −2α̇ sin β cos β,

df4
dβ̇

= 0.

Dále odhadneme kovariančńı matici

P̂ (t) = HP (t)HT +Q. (70)
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(b) Aktualizace novými hodnotami.

Výpočet Kalmanova ześıleńı vyjádř́ıme jako

K(t) = P̂ (t)HT (HP̂ (t)HT +R)−1. (71)

Dále provedeme aktualizaci stavového vektoru

˙̂x(t) = ˙̂x∗(t) +K(t)(z(t)−H ˙̂x∗(t)), (72)

kde z(t) představuje vektor úhl̊u źıskaných z rovnic (65) a (66).

Nakonec provedeme aktualizaci kovariančńı matice

P (t) = P̂ (t)−K(t)HP̂ (t). (73)

4. Návrat ke kroku č.2.
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6 Aplikace na reálném modelu kyvadla

V předchoźıch kapitolách jsme se zabývali simulaćı pohybu sférického kyvadla

a následného filtrováńı źıskaných hodnot ze simulaćı. Nyńı aplikujeme źıskané po-

znatky na reálný model sférického kyvadla. Pro sledováńı pohybu sférického kyva-

dla jsme použili ř́ıdićı systém REX, což je soubor softwarových nástroj̊u pro ř́ızeńı

stroj̊u, technologíı a proces̊u. Bližš́ı informace o tomto ř́ıd́ıćım systému lze nalézt

na [8]. Sférické kyvadlo sledujeme pomoćı webkamery. Souřadnice źıskáme roz-

poznáńım zavěšeného závaž́ı, které je uchyceno v počátku soustavy souřadnic.

Následně źıskáme transformaćı souřadnic přesnou polohu závěsu, která bude vstu-

pem do lineárńıho identického rekonstruktoru stavu a Kalmanova filtru. Takto

můžeme poté sledovat stav našeho pozorovaného systému. Při sestavováńı lineárńı-

ho identického rekonstruktoru stavu a Kalmanova filtru jsme vycházeli z postup̊u

v kapitolách 3 a 4.

6.1 Transformace souřadnic

Při sńımáńı závěsu reálného sférického kyvadla kamerovým senzorem źıskáváme

hodnoty souřadnic x,y popisuj́ıćı polohu závěsu kyvadla. Tyto souřadnice nejsou

přesné jelikož zde neńı zachováno rovnoběžné viděńı, což zp̊usobuje posun hod-

not námi źıskaných souřadnic x,y oproti hodnotám x,y, které udávaj́ı opravdovou

polohu závěsu kyvadla. Tento posun hodnot je znázorněn na obrázku č.17. Z to-

hoto d̊uvodu je nutné nejdř́ıve źıskat správné hodnoty souřadnic x,y. Uvažujme

zavěšeńı reálného sférického kyvadla v počátku soustavy souřadnic. Dále také

uvažujme možnost změny polohy kamery a tedy jej́ıch souřadnic x,y.

Na obrázku č.17 je znázorněna rovina r, kde v počátku soustavy souřadnic x,y,z

je uchyceno sférické kyvadlo s délkou závěsu l a polohou závěsu označenou jako

P . Kamerový senzor je označen ṕısmenem K a bod S představuje polohu, která
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Obrázek 17: Nákres reálného modelu sférického kyvadla.

je źıskána pomoćı kamerového senzoru. Polohy bod̊u K ′ a P ′ jsou polohy bod̊u

K a P pro z = 0.

Pro źıskáńı souřadnic udávaj́ıćı opravdovou polohu závěsu kyvadla v bodě P =

[xP , yP , zP ] muśıme źıskat pr̊unik př́ımky m, procházej́ıćı body K = [xk, yk, zk]

a S = [xs, ys, 0], s kouĺı h se středem v počátku soustavy souřadnic, kterou opisuje

náš závěs kyvadla. Tento pr̊unik je znázorněn na obrázku č.18.

Nejprve si vyjádř́ıme rovnice popisuj́ıćı př́ımku m

xm = xk + (xs − xk)t,

ym = yk + (ys − yk)t,

zm = zk − zkt.

(74)
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Obrázek 18: Nákres reálného modelu sférického kyvadla.

Dále pak rovnici popisuj́ıćı kouli h

x2
h + y2

h + z2
h = l2, (75)

kde v rovnićıch (74) je t parametr. Pro vyjádřeńı parametru t dosad́ıme rovnice

(74) do rovnice (75).

(xk + (xs − xk)t)2 + (yk + (ys − yk)t)2 + (zk − zkt)2 = l2. (76)

Po úpravě źıskáme kvadratickou rovnici

at2 + bt+ c = 0, (77)
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přičemž hodnoty a, b, c vyjádř́ıme následovně

a = x2
s − 2xsxk + x2

k + y2
s − 2ysyk + y2

k + z2
k,

b = 2xkxs − 2x2
k + 2ykys − 2y2

k − 2z2
k,

c = x2
k + y2

k + z2
k − l2.

(78)

Dále vypočteme diskriminant z rovnice (80). Uvažujme pouze př́ıpady kdy je

D > 0.

t1,2 = −b±
√
D

2a , (79)

D = b2 − 4ac. (80)

Kromě př́ıpadu, kdy D = 0, źıskáme z rovnice (79) dva r̊uzné parametry t. Tyto

parametry t dále dosad́ıme do rovnic (74) a źıskáme dvě možné polohy závěsu

popsané souřadnicemi x, y, z. Vybereme ty, pro které plat́ı z > 0. Pro D = 0, je

př́ımka m tečnou, tud́ıž źıskáme pouze jeden výsledek.
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6.2 Ověřeńı rekonstruktoru stavu a Kalmanova filtru na

reálném modelu kyvadla

Pro znázorněńı výsledných hodnot popisuj́ıćıch pohyb závěsu kyvadla, které jsme

źıskali z dat z kamery, zde uvedeme několik graf̊u. Měřili jsme pohyb závěsu kyva-

dla při r̊uzných výchylkách úhl̊u α a β, definované v kapitole 2, které nepřesahuj́ı

0.262 radiánu.
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Obrázek 19: Zpracované výchylky α, β z kamerového senzoru při použit́ı
lineárńıho identického rekonstruktoru stavu(α - IR, β - IR).
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Obrázek 20: Zpracované výchylky α, β z kamerového senzoru při použit́ı
lineárńıho identického rekonstruktoru stavu(α - IR, β - IR).
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Obrázek 21: Zpracované výchylky α, β z kamerového senzoru při použit́ı
lineárńıho identického rekonstruktoru stavu(α - IR, β - IR).
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Obrázek 22: Zpracované výchylky α, β z kamerového senzoru při použit́ı
lineárńıho identického rekonstruktoru stavu(α - IR, β - IR).
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Obrázek 23: Zpracované výchylky α, β z kamerového senzoru při použit́ı Kalma-
nova filtru (α - KF, β - KF).
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Obrázek 24: Zpracované výchylky α, β z kamerového senzoru při použit́ı Kalma-
nova filtru (α - KF, β - KF).
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Obrázek 25: Zpracované výchylky α, β z kamerového senzoru při použit́ı Kalma-
nova filtru (α - KF, β - KF).
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Obrázek 26: Zpracované výchylky α, β z kamerového senzoru při použit́ı Kalma-
nova filtru (α - KF, β - KF).
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Větš́ı odchylky při vyšš́ıch amplitudách mohou být zp̊usobeny nelinearitou systé-

mu. Při použit́ı lineárńıho identického rekonstruktoru stavu a Kalmanova filtru

byly odchylky lépe redukovány pomoćı Kalmanova filtru, kde jsme volili kova-

riančńı matice viz. kapitola 4 oproti rekonstruktoru stavu, kde jsme volili vlastńı

č́ısla viz. kapitola 3.

Pro identický rekonstruktor stavu jsme volili vlastńı č́ısla. Jelikož jsme do modelu

dosazovali matice K a F pro spojitý model (viz. kapitola 3) a následně provedli

diskretizaci, volili jsme záporná vlastńı č́ısla, aby byla splněna podmı́nka pro

stabilitu. Volba byla provedena intuitivně. Při volbě těchto vlastńıch č́ısel jsme

zjistili, že pro relativně malá vlastńı č́ısla (např́ıklad v intervalu [−1,−5]), má re-

konstruovaný stav hladš́ı pr̊uběh. Náš simulovaný model kyvadla však neodpov́ıdá

reálnému modelu tohoto kyvadla, proto se nám rekonstruovaný stav pro menš́ı

vlastńı č́ısla neshodoval ve fázi oproti p̊uvodńım hodnotám. Z tohoto d̊uvodu jsme

volili větš́ı vlastńı č́ısla (v intervalu [−15,−20]). Pro hladš́ı pr̊uběh rekonstruo-

vaného stavu pomoćı identického rekonstruktoru stavu bychom museli zvolit lepš́ı

kombinaci vlastńıch č́ısel pro dané podmı́nky.

V Kalmanovo filtru jsme volili hodnoty matic Q a R (viz. kapitola 4). Matice

Q představuje volbu mı́ry nejistoty, tud́ıž č́ım vyšš́ı hodnoty jsme zvolili, t́ım

přesněji rekonstrukce stavu sledovala p̊uvodńı hodnoty. Pro efektivněǰśı filtraci

šumu jsme volili matici R, která představuje mı́ru nepřesnosti měřeńı. Zde nám

nastal stejný problém jako u identického rekonstruktoru stavu. Simulovaný model

kyvadla neodpov́ıdá reálnému modelu tohoto kyvadla, proto pokud jsme pro ma-

tici R zvolili př́ılǐs velké hodnoty, rekonstruovaný stav se nám neshodoval ve fázi

oproti p̊uvodńım hodnotám. Pro hladš́ı pr̊uběh rekonstruovaného stavu pomoćı

Kalmanova filtru bychom museli zvolit lepš́ı kombinaci hodnot v matićıch Q a R

pro dané podmı́nky.
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7 Závěr

Ćılem této práce bylo seznámeńı se s principy odhadu pohybového stavu ob-

jektu na základě vizuálńı informace z digitálńı kamery. V prvńı části práce jsme

se zabývali modelováńım matematického modelu sférického kyvadla, který byl

následně sestaven v MATLABU. Poté jsme tento model použili pro generováńı

vstupu do algoritmů odhadu polohy, rychlosti a zrychleńı pohybuj́ıćıho se objektu.

Seznámili jsme se s lineárńım identickým rekonstruktorem stavu, Kalmanovo fil-

trem. Tyto algoritmy jsme následně ověřili na odhadu pohybového stavu volně

kývaj́ıćıho se kyvadla pomoćı simulace.

V druhé části jsme naše źıskané poznatky a ověřené algoritmy aplikovali na reálný

model kyvadla, který jsme sledovali pomoćı kamerového senzoru. Při porovnáńı

výstup̊u rekonstruktoru stavu a Kalmanova filtru ze simulace a z dat z kame-

rového senzoru, se výstupy lǐśı ve vyšš́ıch amplitudách. Tento rozd́ıl může být

zp̊usoben nelinearitou systému, jelikož jsme náš model, ze kterého jsme vycházeli

linearizovali v okoĺı rovnovážného bodu.

Jako př́ıslušná zdokonaleńı vyvinutého senzoru by bylo možné použ́ıt kameru

s vyšš́ım rozlǐseńım, avšak námi použitá kamera s pr̊uměrným rozlǐseńım posky-

tovala velice přesné hodnoty výstup̊u.

59



SEZNAM OBRÁZKŮ
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8 Schéma zapojeńı v Simulinku (Diskrétńı verze). . . . . . . . . . . 27
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13 Vykresleńı výstupu modelu a Kalmanova filtru.(B́ılý šum s rozpty-
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počátečńı rychlosti), perioda vzorkováńı T = 0.1. . . . . . . . . . 39
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16 Schéma rozš́ı̌reného Kalmanova filtru. . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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