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1 UvVOD

S nékterou z matematickych konstant se v Zivoté setkal snad kazdy clovék. Jiz na zakladni
Skole se vyznamné matematické konstanty objevuji vramci uciva matematiky. Jako
priklad Ize uvést pomér délky a priméru kruznice, tedy Ludolfovo Cislo — ¢islo 7. Tuto
matematickou konstantu muZeme bezpochyby povaZovat za obecné nejznaméjsi a

nejslavnéjsi. Dalsi vyznamnou konstantou, se kterou se mohou Zaci jiz na zakladni skole

setkat, je naptiklad \/5 ve vzorci pro vypocet Uhlopfricky Ctverce o strané a, tj. u = a.\/a.

Matematickych konstant je velké mnoistvi a nalezneme je ve vSech odvétvich
matematiky — v matematické analyze, algebre, statistice i dalSich. Pochopitelné neni
mozné vtéto diplomové praci popsat vSechny zndmé a pouZivané matematické
konstanty; bylo nutné provést urcity vybér a zaméfit se na ty nejznaméjsi a

nejvyznamnéjsi z hlediska déjin matematiky i béZzného Zivota. Jednotlivé kapitoly prace
jsou proto vénovany jiz zminéné hodnoté \/E(tj. Pythagorova konstanta) a dale

tzv. zlatému fezu (@), Eulerovu €islu (e) a &astedné i hodnoté In(2). Zamérné je

vynechano ¢islo 7, kterému byla vénovana cela ma bakalarska prace.

Cilem této prace bylo shrnout vlastnosti a historii vybranych matematickych konstant,
popsat jejich odvozeni a aproximaci v minulosti i souéasnosti, kdy mame k dispozici
matematicky software, a zaméfrit se na jejich uplatnéni v praxi a souvislost se Skolskou
matematikou. DalSim zamérem bylo stru¢né seznamit Ctenare s matematickym
softwarem Mathematica 8.0, vyuZit jej pfi vlastnim Cciselném urceni vybranych
matematickych konstant pomoci popsanych vzorcl a pripadné porovnat rychlost jejich
konvergence k dané hodnoté. Také vétsSina konstrukci provedenych v préci je plvodni.

Vytvoreny byly na zakladé literatury v programu dynamické geometrie GeoGebra 4.2.

Prace je rozdélena do tfi velkych celk(. Prvni z nich je vénovan Pythagorové konstantég,
protoZe se jedna o jednu z vyznamnych hodnot, se kterou se setkd snad opravdu kazdy.
V Uvodni casti jsou strucné shrnuty vlastnosti této konstanty a nasledné je popsana jeji

historie, vliv na matematiku i pribuzné obory a aproximace pouzivané od starovéku az po

novodobé vypocty. Jiz bylo feceno, ze \/E Uzce souvisi se Skolskou matematikou a proto
jsou v kapitole o této hodnoté popsany i Skolské souvislosti a nékteré ulohy, které mohou
resit Zaci vramci hodin matematiky na zakladnich nebo stfednich Skolach. Znacna cast
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kapitoly vénované Pythagorové konstanté se zabyva vlastnim ciselnym uréenim této
hodnoty pomoci programu Mathematica 8.0. U jednotlivych metod je nasledné

zhodnocena jejich efektivita. Zavér kapitoly je pak vénovan rekordlim ve vypoctu Ciselné

hodnoty \/5 a propojeni této konstanty s kazdodennim Zivotem.

Druhy celek této prace je vénovan tzv. zlatému fezu — Cislu ¢ . Jedna se o dalsi konstantu,

jejiz historie sahd az do starovéku. Prvni ¢ast kapitoly je vénovana urcité motivaci a

odvozeni této konstanty. Nasledné jsou zarazeny definice, které pfesné hodnotu Cisla ¢

vymezuji. Vedle téchto definic je zafazeno i nékolik geometrickych konstrukci zlatého
fezu, které jsou dany do souvislosti s konstrukci pétiuhelniku. Jedna se opét o konstrukéni
ulohu, kterou by mohli fesit zaci zakladnich nebo spiSe stfednich Skol. Nejsou opomenuty
ani vlastnosti zlatého rfezu a opét jsou v kapitole zarazeny vypocty pomoci matematického
softwaru Mathematica. Zavér kapitoly je pak vénovan vyskytu zlatého fezu v nasem okoli

a jeho vyuziti ve fotografické praxi.

Treti z celkl se vénuje Eulerové Cislu — Cislu e. V avodu kapitoly jsou opét popsany
historické souvislosti. Nasledné se prace zabyva mozZnymi definicemi Cisla e, vietné
nékterych dlkazl existence limit. Pomérné velky prostor je téZ vénovdn vlastnostem
Eulerova cisla, vramci kterych jsou provedeny dlkazy iracionality a transcendence.
V neposledni fadé jsou zarazeny dalSi zajimavé moznosti vyjadreni Cisla e, napriklad
pomoci fetézovych zlomk(, a ¢ast kapitoly se opét zabyvd vypoclty v programu
Mathematica a zhodnocenim jednotlivych metod. Zavér celého celku o Eulerové Cislu je

vénovan rekordim ve vypoctu Ciselné hodnoty Cisla e a zafazena je téz souvislost s dalsi

matematickou konstantou — hodnotou In(2).



2 PYTHAGOROVA KONSTANTA, v2

\/Eneboli Pythagorova konstanta je hodnota, ktera odpovida velikosti uhlopficky
jednotkového ctverce (obrazek 1) a Cini pfiblizné 1,414 . V2 1ze povazovat za jeden
z nejstarsich prikladd iracionalnich cisel a kvili iracionalité neni mozné tuto hodnotu
vyjadfit zlomkem - jako podil dvou celych ¢Cisel. [7] Pokud bychom se zabyvali
transcendenci Pythagorovy konstanty, zjistili bychom, Ze /2 neni transcendentnim
Cislem. Aby bylo d&islo transcendentni, musi spliovat podminku, Ze neni feSenim

algebraické rovnice x"+a,x"" +...+a, =0 sraciondlnimi koeficienty q,,qa,,...,a, . [25]

Vezmeme-li oviem napfiklad rovnici ve tvaru x> —2 =0, je jejim fe$enim pravé \/5

Obrazek 1 - UHLOPRICKA JEDNOTKOVEHO CTVERCE
Vratime-li se ktvrzeni, Ze \/5 predstavuje velikost uhlopficky jednotkového CcCtverce,
mulzZeme jeho platnost snadno dokazat pomoci Pythagorovy véty. Vychazime z béiné
uzivaného matematického wvyjadfeni, tj. ¢>=a*+b° , kde c pFedstavuje preponu
pravouhlého trojuhelnika a a,b jsou jeho odvésny. Uhlopfi¢ku jednotkového Etverce
si pro naSe potreby oznalime pismenem u. Plati tedy, Ze u=c a je ziejmé, ze a=>.
Vychdzime tedy z rovnice u”> =a” +a” a postupujeme ndsledovné:

2 2 2
u - =a +a

2 2
u-=2a
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Vime, Ze se jedna o jednotkovy Ctverec, plati tedy, Ze a=1. Tuto hodnotu dosadime a

dopocteme:

Dospéli jsme tedy k zavéru, Ze pro velikost Uhlopricky jednotkového Ctverce plati u = ﬁv
pfislusnych jednotkach délky. Nutno dale podotknout, Zze pokud bychom odmocnili obé
strany rovnice jesté pred dosazenim a =1, ziskali bychom obecné znamy vzorec u = a.ﬁ
pro vypocet velikosti Uhlopficky jakéhokoliv ctverce, ktery je vyucovan jiz na zakladnich

skolach.

2.1 BABYLONSKA MATEMATIKA A /2

Nejstarsi zminky o \/5 pochazeji asi z 18. nebo 17. stoleti pfed nasim letopoltem od
Babylonan(. [4] Babylonsky narod byl velmi vyspély a na svou dobu mél vysokou Uroven
matematickych znalosti, které byly vidy aplikovany na konkrétni ulohy. Babylonané uméli
pocitat obsahy rovinnych utvar(, ¢ehoZ vyuZivali k urcovani vymér pozemkd, zvladali
vypocitat prfesny objem krychle, kvadru, hranolu a valce. Objemy slozZitéjSich téles,
kterymi jsou naptiklad komoly kuzel nebo klin, ovSsem pocitali pouze pfriblizné.
V aritmetice uméli Babyloriané scitat konecné aritmetické a geometrické posloupnosti,
resili soustavy linearnich rovnic a zvladli vypocitat dokonce nékteré typy kvadratickych i
kubickych rovnic. VeSkeré své vypocty provadéli Babylonané v Sedesatkové soustavé a

poznatky zaznamenavali na hlinéné tabulky. [24]

Hlinéna tabulka se soucasnym oznacenim YBC7289 udavajici babylonskou hodnotu \/Ev
Sedesatkové soustavé pochazi z jiz zminéného 18. nebo 17. stoleti pfed nasim letopoctem

a dnes je soucasti sbirky Yaleovy univerzity v New Havenu. [4]

11



e [TTTTTITTITTTITONOI
1 2 3

Obrazek 2 - HLINENA TABULKA YBC7289
2.1.1 BABYLONSKY CISELNY SYSTEM

Pfi pohledu na tabulku YBC7289 (obrazek 2) je jasné, Ze pred samotnym urcenim

babylonské hodnoty 2 bylo nutné pochopit cely babylonsky Ciselny systém. Jiz bylo
feeno, Ze Babylonané vyuzivali pro své vypocty Sedesdtkovou soustavu. Zapisy pak

provadéli klinovym pismem.

oo
11’ Al T!’T TTJYT TT!’TT Tw

(K

Obrazek 3 - BABYLONSKY CISELNY SYSTEM
Na obrazku 3 je zachycen babylonsky Ciselny systém. Vidime zde rozdilny symbol pro
jednotky a desitky. Jejich kombinaci pak Babyloriané mohli ziskat jakoukoliv Cislici
vrozmezi 1 — 59. Pomoci téchto kombinaci pak mohli zapsat libovolnou hodnotu.
Konkrétni priklad zdpisu hodnoty pomoci babylonského Ciselného systému je uveden na
obrdzku 4. Aby bylo mozné zapis realizovat, je nutné v prvnim kroku prevést pozadovanou

hodnotu z desitkové do Sedesatkové soustavy.
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1534 = 25 . 60" + 34 - 60° = (( LAAAA ((( m

Obrazek 4 - PRIKLAD ZAPISU HODNOTY POMOCi BABYLONSKE SYMBOLIKY

2.1.2 BABYLONSKA HODNOTA v2
Vratime-li se khlinéné tabulce YBC7289 (obrazek 2), jsme jiz schopni diky predchozi

kapitole desifrovat jeji sdéleni.

49
,24;]51,10
Ysﬁs

Obrazek 5 - PREPIS TABULKY YBC7289

Tabulka uvadi babylonskou hodnotu ﬁ v Sedesatkové soustavé ve tvaru (1;24,51,10).
Tento zapis pro nas ovSsem neni nijak srozumitelny, musime tedy provést prevod

z Sedesatkové do desitkové soustavy:

1 24 51 10
V2~

et +—
60° 60" 60° 60°

\/5 z1+z+i+;
5 1200 21600

J2 =~ 1,41421296

Po prepoctu do desitkové soustavy zjistujeme, Ze babylonskd aproximace hodnoty ﬁ
byla velmi presna, protoze tuto hodnotu urcili spravné na pét desetinnych mist

(zvyraznény Cervenou barvou). [4]

Pfi urcovani hodnoty \/5 vychazeli Babyloiané pravdépodobné z posloupnosti

definované volbou pocatecni hodnoty a, a rekurentnim vztahem:

t

a,

a =—(a +£j pro kazdé t >0
[4]
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V pfipadé vypoctu limity této posloupnosti bychom zjistili, Ze je rovna pravé hodnoté \/5 ,

coz vyplyva z nasleduijicich tfi tvrzeni:

L Pro kazdé a, >0,a, #/2,je a,,, >~N2.Jelia, =2, je a,,, =~/2.
II. Je-lia, > V2, je V2 < a,,, <a,.Proto existuje limita posloupnosti
{a}", aje lima, 2V2.

ML Je-lia, >4/2, jea,, —2 <%(a, —x/z).Protoje lim a, <.

=00

[4]

Zavérem kapitoly o babylonské hodnoté JE je nutné podotknout, Ze babylonsti

matematici neméli k dispozici dnesSni matematicky aparat ani pocitaCovy software, ktery

by jim praci usnadnil. | pfes to vSak dosahli velmi presného uréeni hodnoty \/5

2.2 HINDSKA HODNOTA /2

Hindska hodnota ~/2 pochazi pfiblizné z obdobi kolem roku 800 pred nasim letopoCtem a
ve svém dile Sulbasutra ji popsal matematik Baudhayana. Nejednalo se ovSem o
matematika ve smyslu, jak ho chdpeme dnes. Baudhayana byl s nejvétsi
pravdépodobnosti védsky knéz a matematikou se zabyval pouze z dlvodu jejiho vyuZiti

pro nabozenské ucely. [22]
Hodnotu ~/2 definuje Baudhayana nasledovné:
Zvétsi jednotku délky o jeji tretinu, a tu o jeji Ctvrtinu bez Ctyfiatricetiny této Ctvrtiny.
[19]

Pokud budeme postupovat presné podle vySe uvedenych instrukci, mdzeme snadno urcit

Baudhayanovu hodnotu V2 (Cervené jsou zvyraznény spravné vypoctené cifry).
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3 12 408

Nl
408

J2 = 1,4142156862745098039

Vidime, Ze Budhayana urcil pomoci svého vzorce hodnotu \/5 spravné na pét
desetinnych mist a jedna se tedy o stejnou presnost, se kterou ji urcili babylonsti

matematici.

Pivod této aproximace hodnoty \/Ebychom hledali v hindské architekture. S nejvétsi
pravdépodobnosti byla totiZ objevena pfi zaméru hindskych architektl postavit ¢tvercovy
oltar, ktery by byl stejny jako jiz jeden postaveny, ale mél by dvojnasobny obsah. Planem
bylo nejprve vyrobit dvé stejné ctvercové desky, které meély stejné rozméry jako jiz
postaveny oltar, a naslednym tfezanim jedné z nich a prikldadanim odrezkl k druhé ziskat

oltar s pozadovanou velikosti — plochou. [22]

Obrazek 6 - KONSTRUKCE CTVERCOVEHO OLTARE S DVOJNASOBNOU VELIKOST{
Na obrazku 6 vidime, jakym zpUsobem hindsti architekti postupovali. Nejprve rozdélili
jeden ze Ctvercl na tretiny a dvé z nich prilozZili k druhému ¢tverci (modry a Zluty pruh).
Zbyvajici ¢ast rozdélili opét na tfetiny a jednu (zeleny Ctverec) pfiloZili do vzniklého
prostoru k vrcholu celého ctverce. Obé zbyvajici tfetiny rozdélili na Ctvrtiny a prilozili je
k nové vzniklému, vétSimu ctverci (Cervené prouzky). Tim byly pouzity vSechny casti

pavodniho cCtverce, ale utvar, ktery vznikl, neni Uplny c¢tverec — chybi doplnit maly
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Ctverecek do pravého horniho rohu. Budhayana se touto problematikou zabyval a snazil
se najit zpUsob, jak ziskat ze Ctverce takové casti, které by po priloZeni utvorily cely

Ctverec o dvojnasobném obsahu. Pravé pfi reSeni tohoto problému objevil hindskou
aproximaci hodnoty \/5 [22]

2.2.1 KONSTRUKCE CTVERCE S DVOJNASOBNYM OBSAHEM
Hindsky problém se stavbou oltare je vlastné obdoba dnes jiz velmi zndmé konstrukéni
ulohy, jejimz udkolem je sestrojit k zadanému ¢&tverci Ctverec s dvojndsobnym obsahem.

Konstrukci samotnou lze provést nékolika zplsoby, dva znich jsou zachyceny na
obrazku 7.
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Obrazek 7 - KONSTRUKCE CTVERCE O DVOJNASOBNEM OBSAHU

Vidime, Ze délka strany Ctverce s dvojndsobnym obsahem je rovna velikosti Uhlopficky
pGvodniho Ctverce. Jiz dfive bylo feceno, Ze velikost Uhlopficky Ctverce vypocitame
pomoci vzorce u :a.\/z. Hodnota \/5 tedy pfimo zasahuje do velikosti obsahu vétsiho

Ctverce, coz byl davod, kvali kterému hindskym architektim vznikl pfi stavbé oltare
neuplny ctverec s chybéjicim rohem.

Pokud bychom chtéli ovéfit tvrzeni, Ze délka strany ctverce s dvojnasobnym obsahem je

vrsv

rovna velikosti Uhlopficky ¢tverce puvodniho, vyjdeme z obecného vzorce pro vypocet
obsahu ¢tverce, S =a.a=a”. Podle Pythagorovy véty plati pro Ghlopficku v takovém

¢tverci, ze u> =a” +a* =2a”. Dosadime-li Ghlopfi¢ku u za stranu do vzorce pro vypocet
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obsahu ¢tverce, ziskdme vztah S =u.u =u”> =2a”. Vidime, ie dosazenim Ghlopficky u
Ctverce o strané a jsme ziskali Ctverec s dvojnasobnym obsahem, coZ koresponduje

s konstrukcemi na obrazku 7.

2.3 2 VE STAROVEKEM RECKU

Matematika, fyzika a dal$i védy se v Recku zaéinaji rozvijet kolem roku 800 pied nasim
letopoctem. [24] Z tohoto obdobi zname celou fadu vyznamnych filosofli a matematikd,
ktefi polozili zaklady matematiky coby moderni védy. NejstarSim takovym znamym
filosofem je zakladatel tzv. Milétské $koly, Thales z Milétu. Zil pravdépodobné v obdobi
625 — 545 pred nasim letopoctem a byl mimo jiné také velmi zdatnym obchodnikem a
astronomem. V matematice se zabyval fadou problémd, ale jeho nejznaméjSim odkazem
je pravdépodobné tzv. Thaletova véta, resp. Thaletova kruznice. Na jeho dilo navazali
Anaximandros a Anaximédes. Z dalSich vyznamnych matematikd tohoto obdobi bychom
mohli jmenovat naptiklad Pythagora ze Samu (pravdépodobné 570 — 500 pifed nasSim
letopoctem) a jeho Pythagorovu vétu popisujici vztah odvésen a prepony v pravouhlém
trojuhelniku, Zenona z Eley (490 — 430 pred nasim letopoctem) zabyvajiciho se otdzkou
nekonecna, nebo Eukleida (asi 325 — 260 pt. n. |.), ktery sepsal rozsahlé dilo Stoicheia

(Cesky Zaklady) zabyvajici se geometrii. [16]

2.3.1 OBJEV NESOUMERITELNOSTI A V2

O recké matematice nelze fici, Ze by se intenzivné zabyvala hledanim presné ciselné
hodnoty \/5, nicméné i pres to tato konstanta vyrazné ovlivnila celou feckou

matematiku. \/5 je totiZ Uzce spjata s problematikou nesouméfritelnosti, kvali které doslo
k celkovému prechodu od aritmetiky ke geometrii v fecké matematice. Tento odklon se

oznacuje jako ,prvni krize matematiky”.

Matematici ve starovékém Recku pracovali pfi vypoctech pouze s kladnymi raciondlnimi
Cisly, které bylo mozné zndzornovat jako délky usecek. Dale pak méli predstavu, Ze kazdé
dvé takové usecky jsou souméritelné — Ize pro né nalézt urcitou spolec¢nou miru, tj. treti
usecku, kterou lze beze zbytku nanést na obé dané uUsecky. Situace je zobrazena na

obrazku 8. [16]
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usecka a usecka b usecka d

Gttt GGt +

Obrazek 8 - SPOLECNA MIRA
Na obrazku 8 jsou vyobrazeny Usecky a,ba jejich spolecna mira, tj. Usecka d . Pokud
budeme stejnymi pismeny oznacovat nazev i velikost useCek a,b a pismeny p (resp. q)

oznacime pocet UseCek d ,naskladanych” do usecky a (resp. b), je zfejmé, Ze plati:

a=pd
b=gqgd

Z toho lze vyvodit:

a
b q. '

pd_p
q

kdy v konkrétnim pfipadé na obrazku 8 je p=5 a g=3. ,Useek d “, tedy spole¢nych
mér dvou danych Usecek, miZeme sestrojit nekoneéné mnoho. Pokud totiz maji dvé

usecky a,b spole¢nou miru d, pak je jejich spole¢nou mirou také kazda usecka dana

. d e e .
predpisem d, =—, kde ne N. Pokud bychom v krajnim pfipadé zvolili za jednotku délky
n

velikost Usecky b, pak by pro velikost usecky a platilo:

b="L

a= —
q

a
b’ '
kde ¢&isla p,ge N. Pravé diky tomuto poznatku vime, 7e Rekové znali pouze kladna

raciondlni ¢isla. [16]

V praci bylo ovSem jiz dfive uvedeno, Ze \/Eje Cislo iracionalni a pravé iracionalita této
hodnoty je Uzce spjata s problematikou nesoumeéftitelnosti. Na tento problém narazili
Pythagorejci, ktefi pfi svém bdadani objevili dvojice uUsecek, které nemély Zadnou

spolec¢nou miru — byly nesouméritelné. Jednalo se napftiklad o stranu a Uhlopficku ctverce
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nebo uhlopficku a stranu pravidelného pétiuhelniku. Tento objev znamenal pro recké
matematiky zhrouceni plvodnich pythagorejskych predstav o vzajemném vztahu Cisel a

geometrickych veli¢in. [16]

My se nyni zaméfime na nesouméfitelnost strany a Uuhlopficky ctverce. Tuto
nesoumeéritelnost dokdzal udajné jako prvni pythagorejec Hippasus z Metapontu. Povésti
vypravi, Zze byl pozdéji svrien z lodé do more a utopen. Ovsem rlzné verze se rozchazeji
vtom, zda to bylo kvili utajeni tohoto objevu nebo kvili tomu, Ze tento objev
nesouméritelnosti vyzradil. Zvolme si nyni ¢tverec ABCD se stranou a a Uhlopfickou u

(obrazek 9).

¢!

Obrézek 9 - CTVEREC ABCD
Pfedpokladejme, Ze strana a a uhlopficka u jsou souméfritelné usecky. Dale zvolme za

jednotku délky jejich nejvétsi spoleCnou miru. Musi tedy platit, Ze Cisla a=|AB| =|BC| a
u =|AC|jsou pfirozena a nesoudélna. Pro trojuhelnik ABC plati na zakladé Pythagorovy

véty, e u’ =a’ +a’, co? Ize upravit na rovnost u> =2a>. Vime, Ze kaidé &islo délitelné
dvéma je sudé a tudiz z této rovnosti vyplyvd, Ze musi byt nutné i &islo > sudé. Déle plati,
Zze vysledek soucinu dvou sudych cisel je opét Cislo sudé. Vzhledem ktomu, Ze pro
hodnotu u” plati > =u.u, musi byt nutné i ¢&islo u sudé. Pokud nyni zvolime

u =2k, kde ke N, a dosadime, ziskdme nasledujici vztah:

(2k)’ =24’
4k* =24*  /:2
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Cislo a® musi byt tedy nutné sudé a analogicky jako vy3e; ¢islo aje také sudé. To je oviem
spor s pozadavkem na nesoudélnost &isel a a u. Usetky a a u, tj. strana a Ghlopficka

¢tverce ABCD, nemaji spoleCnou miru — jsou nesouméritelné. [16]

Pro nas samoziejmé neni vySe uvedeny zavér zadnym prekvapenim a na otazku, zda jsou
nebo nejsou strana a Uhlopfricka ¢tverce souméritelné, bychom dokazali odpovédét takika
okamzité. OvSsem dnes jiZz zname cely obor redlnych Cisel, nejsou pro nds prekvapenim
Cisla iracionalni a mame urcitou predstavu o Ciselné hodnoté \/5 Pro matematiky ve
starovékém Recku musel byt ovéem tento objev $okujici, zvlasté pokud si uvédomime, Ze

se pfi vypoctech pohybovali pouze na oboru Q.

2.3.2 METODA NEKONECNEHO SESTUPU V DUKAZU NESOUMERITELNOSTI

V predchazejici kapitole jsme se seznamili s problematikou nesouméfritelnosti a provedli
jsme dlkaz, ktery potvrzuje nesouméfitelnost strany a uUhlopticky ctverce. Nyni
provedeme duikaz tohoto tvrzeni pomoci metody nekonecného sestupu. Predpokladejme,
Ze strana a a uhlopficka u Ctverce ABCD jsou souméfitelné usecky. Libovolnou
spole¢nou miru téchto uUsecek volime za jednotku délky. Plati tedy, Ze a, ue N. Na
zakladé Pythagorovy véty pak pro trojuhelnik ABC plati, Ze u® =2a>, z €eho? vyplyva, Ze
Cislo u je sudé. Nyni sestrojime vysku na stranu b trojuhelnika ABC, tzn. na Uhlopfticku u
¢tverce ABCD (obrazek 10). Tato vyska rozdéluje trojuhelnik ABC na dva rovhoramenné,

pravouhlé trojuhelniky o stejném obsahu - ABS, BSC.

(L

Obrazek 10 - METODA NEKONECNEHO SESTUPU VE CTVERCI
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Délky prepony a kterékoliv odvésny kteréhokoliv z téchto trojuhelnik(i jsou opét pfirozena
&isla. Vezmeme-li napfiklad trojihelnik ABS , pak a=|AB| a |AS|=|BS] :% , coz

nepredstavuje zadny problém, protoze u je sudé Cislo. Analogicky pak postupujeme dale
a nalézame trojuhelniky SS,S,, S,5,B a postupné dalsi. Délky stran vSech takto
nalezenych trojuhelnik( jsou vidy hodnoty z oboru pfirozenych ¢isel. Mohli bychom tedy
takto postupovat, palit trojuhelniky, do nekone¢na a vidy bychom ziskali nové
trojuhelniky, jejichz délky stran budou pfirozena cisla. To vSak neni mozné, protoZze pro
jakékoliv ¢islo ne N plati, Ze jeho zmenSovanim ndm muZe vzniknout nejvyse n—1
pfirozenych Cisel. Jedna se o Cisla n—1, n—2, ..., 2, 1. TudiZ jsme znovu ukazali, Ze strana

Ctverce a a uhlopficka u jsou nesouméritelné Usecky. [16]

2.3.3 PRVNI KRIZE MATEMATIKY A JEJi DUSLEDKY

Po objevu existence nesouméritelnosti doslo k Uplnému zhrouceni aritmetického pojeti
matematiky, se kterym pfisla pythagorejskd skola. Ukdzalo se totiz, Ze k vybudovani
geometrie nestaci pouze prirozena Cisla a jejich pomeéry. V praci jiz bylo receno, Ze tato
situace se oznacuje jako ,prvni krize matematiky”. Krize z dlvodu, Ze sobjevem
nesoumeéritelnosti doslo opravdu k celkovému otresu zaklad( tehdejsi matematiky a

matematici se museli s timto problémem vyporadat. [3]

Redeni nadli fecti matematici v pfechodu od aritmetického ke geometrickému pojeti
matematiky a vznikem tzv. fecké geometrické algebry. Zakladni aritmetické matematické
veli¢iny, pfirozena Cisla, nahradily geometrické veli¢iny — délky, obsahy, objemy. S témito
veli¢inami pak rfecti matematici pracovali stejné jako dfive s veli¢inami aritmetickymi. Bylo
zfejmé, Ze scitani bylo mozné pouze pro veliciny stejného rozméru, tzn. délky s délkami,
obsahy s obsahy a objemy s objemy. Pfi ndsobeni vznikl sou¢inem dvou délek obsah,
soucinem obsahu s délkou objem...atp. Pochopitelné bychom mohli i dale rozebirat celou
feckou geometrickou algebru. To vsSak neni predmétem této prace. Proto posledni
poznamkou k rfecké geometrické algebfe je, Ze souhrn vSech pravidel pro operace

s geometrickymi velicinami se oznacuje jako zakon homogenity. [3]

NezZ ovsem definitivné opustime ,,prvni krizi matematiky” a feckou matematiku, podivame

se na jeden z disledkd této krize, ktery Uzce souvisi i se $kolskou matematikou. Zaci na
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zakladnich a stfednich Skolach mohou mit za ukol konstrukci nékteré z druhych odmocnin.

At uZ se jednd o hodnotu JE nebo jinou - \/g,x/g,\/g,...Obdobn{/m problémem se zabyval
i recky matematik Theodoros zKyrény v5. stol. prfed naSim letopoctem. Jednim

z dlsledkd ,,prvni krize matematiky” totiz bylo, Ze se zacaly zkoumat iracionality a pravé
Theodoros z Kyrény udajné dokazal iracionalitu cisel typu \/;, kde ne N, a to az po

hodnotu \/ﬁ . Jejich konstrukci provadeél dle obrazku 11 a stejné by postupovali i Zaci na

Skolach pfi feseni zadaného ukolu. [16]

Obrazek 11 - KONSTRUKCE ODMOCNIN

Vyhodou geometrické konstrukce odmocnin oproti jejich ¢iselnému uréovani je, ze je
mUZeme sestrojovat ,presné”. Pokud bychom napfiklad pfesné chtéli urcit soucet 2+x/§,
nejsme schopni Ciselné tento problém vyresit. \/Eje Cislo iracionalni a ma nekonecny

neperiodicky desetinny rozvoj. Jazykem rfeckym matematikd bychom rekli, Ze Cislo \/Eje

nesouméritelné s Cislem 2. Geometrickou konstrukci je ovsem reSeni snadné. [18]

~—4--

Obrazek 12 - SOUCET 2 + V2
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Vedle uvedeného objevu Theodora z Kyrény se iracionalitami zabyvali také Archytas (Zijici
pravdépodobné v rozmezi 428 — 365 pf. n. |.), ktery ukazal, Ze kazdd hodnota/n(n+1)

pro ne N je iraciondlni, a Theaitétos (pravdépodobné 414 — 369 pf. n. |.), ktery proved|

klasifikaci iracionalit. [16]

2.4 NOVODOBE VZORCE A VYPOCTY

Ciselnou hodnotou\/a nebo pfipadné jejim zndzornénim se samoziejmé nezabyvali pouze
v ddvné minulosti, ale zkoumali ji i matematici novovéku. Jednim z nich byl napfiklad Isaac

Newton.

Sir Isaac Newton Zil vletech 1643 — 1727 a jedna se o vyznamného anglického fyzika,
matematika, astronoma, alchymistu a teologa. Jeho Zivot Ize rozdélit do tii zcela odliSnych
obdobi. Prvnim z nich je nepfili§ Stastné détstvi. Isaac Newton se narodil do pomérné
bohaté farmarské rodiny, ale nikdy nepoznal svého otce, protoze zemftel v fijnu roku
1642. Druhé, velmi produktivni obdobi Newtonova Zivota lze vymezit roky
1669 — 1687, kdy plsobil jako lukasiansky profesor matematiky na univerzité
v Cambridge. Tretim obdobi Newtonova Zivota bylo jeho plsobeni na vysoce placené

pozici vladniho ufednika s malym zajmem o matematicky vyzkum. [22]

Z hlediska aproximace cisla \/E nalezl Newton nékolik rekurentné zadanych posloupnosti,

které k této hodnoté pomérné rychle konverguji. Prvni z nich je ve tvaru:

x, =1, xk=£+L prok =1
2 x

Limita této rekurentné zadané posloupnosti je \/5 , V.dneSnim zapisu }im X, = V2.
——

Dalsim rekurentnim vztahem, ktery Newton objevil, Ize ziskat pfevracenou hodnotu Cisla

J2 , tedy hodnotu ——, kdy plati:

Np

N | =

Yo =

3
, Ve =Y (E— y,flj prok >1
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% . 1 . (e
Pro limitu posloupnosti {yk}kzo plati llmyk :E. Platnost tohoto i predchazejiciho

tvrzeni si ovéfime pozdéji pomoci matematického softwaru Mathematica. Nyni se

zamérime na dalsi mozné aproximace Cisla \/5 . [11]
Vedle uvedenych posloupnosti objevil Isaac Newton také dvé zajimavé rady, které opét

1
rychle konverguji k hodnotam \/5 a — . Tvar maji nasledujici:

V2

nl
2
1+Z )( n}=1+l—i+£—+ =2

,1122" 2n—1 2 24 246
= (=1)" (2

1+Z( 2) n =1—l+£—1.3.5+—_._=i
n=1 2'1 n 2 2.4 2.4.6 \/5

Diky objeviim Isaaca Newtona dnes mame nékolik mozZnosti, jak vyjadfit hodnotu JE,

pripadné hodnotu prevracenou. Nez postoupime k dalsi kapitole a demonstraci rychlosti

konvergence jednotlivych aproximaci Cisla \/E, podivdme se jeSté na nékolik dalSich

zajimavych vyjadreni této hodnoty.

Nasledujici vyjadieni vyuzivaji principu nekone¢ného soucinu a jeho konvergence. Pokud

si stru¢né pripomeneme matematickou teorii, mame-li nekonecnou posloupnost

a,,a,,a,,..., pak nekoneény soucin zapisujeme ve tvaru Han:al.az.aS.... Tento

n=1

nekonelny soulin je pak roven limité &aste¢nych soutind g, .q,.a, .. kde n roste

n’

k nekonecnu. Pokud tato limita existuje a je nenulova, hovofime o konvergenci soucinu a

jeho hodnota je rovna hodnoté limity. V opacném pfripadeé je soucin divergentni. [5]

Pokud se vratime k aproximaci hodnoty \/E, mame k dispozici dva nekonecné souciny,

které opét konverguji k hodnotdm \/5 a stejné jako vySe uvedené rady objevené

1
\/E ’

Newtonem. Jsou v nasledujicim tvaru:
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Posledni vyjadreni, které vtéto kapitole zminime, vyuzivd tetézového zlomku pro

priblizovani se k hodnoté 1++/2 , kdy plati:
2b——— =142

2+...

Tento vztah Uzce souvisi s tzv. Pellovou posloupnosti. Jedna se o posloupnost, jejimz

autorem je anglicky matematik John Pell a ma tvar:

a,=0, a, =1, a,=2a,  +a,_, pron=2,

P ” . a . . . .y
kdy pomoci limity zapiseme lim—* =1++/2, coZ je stejnd hodnota, kterou ziskdme
n—soo an

pomoci vySe uvedeného fetézového zlomku. [11]

2.5 VYPOCET CiSELNE HODNOTY v2 V PROGRAMU MATHEMATICA

V této kapitole se budeme zabyvat uréenim Ciselné hodnoty x/apomoci programu

Mathematica 8.0 s vyuzitim predchazejicich posloupnosti a fad. Demonstrujeme rychlost

konvergence jednotlivych aproximaci cisla ﬁa mUlzeme tak provést i urcité srovnani

jednotlivych vztah(. Pfed samotnym urcovanim je vidy zafazen nezbytny uvod, v rdmci
kterého budou shrnuty a vysvétleny prikazy, které budou pfi hledani hodnoty dcisla JE
vyuzivany.

V dvodu této kapitoly je také nutné pfipomenout, Ze v pfipadé potfeby prfesné hodnoty

&isla +/2 nemusime postupovat tak, jak bude provadéno dale. Pro bézné potreby by nam

pravdépodobné stacila hodnota, kterou nam vypocita kazdy kalkuldtor. Jedna se o
hodnotu \/Ezl,414213562. Pokud bychom potfebovali hodnotu V25 vyssi presnosti,

mulZeme pak pfimo vyuZzit matematického softwaru Mathematica. Pro vypocet
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odmocniny bychom vyuzili ptikaz Sqrt[vyraz], ktery nadm urcuje druhou odmocninu
daného vyrazu. Dale bychom vyuzili prikazu N[vyraz, pocet Cislic], pomoci kterého bychom
ziskali Ciselné vyjadreni pozadované odmocniny. Nutno zde upozornit, Zze ,pocet Cislic”

nepredstavuje v prikazu pocet desetinnych mist, ale celkovy pocet Ccislic pred i za

. 1
desetinnou ¢arkou. Pokud bychom tedy chtéli urcit ¢iselné hodnoty vyrazu \/5 a ﬁ na

50 desetinnych mist, bude situace vypadat nasledovné:
In[5]:= N[Sqrt[2], 51]
Out[5]= 1.41421356237309504880168872420969807856967187537695
Inf6]:= N[1/8Sqrt[2], 51]

Out[6]= 0.707106781186547524400844362104849039284835937688474

Obrazek 13 - URCEN{ CISELNYCH HODNOT V2 A % NA 50 DESETINNYCH MiST

Hodnoty uvedené na obrazku 13 se nam budou hodit pro pozdéjsi srovnani efektivity

1 o .
vypoctu hodnoty \/5 (pFip. ﬁ) rlznymi zpGsoby.

2.5.1 NEWTONOVY POSLOUPNOSTI A RADY

Jiz bylo uvedeno, Ze Isaac Newton objevil celkem Ctyfi postupy, pomoci kterych Ize urcit

1
hodnotu Ccisla x/z(resp. — ). Efektivitu, tj. rychlost konvergence, téchto postupl nyni

Np

otestujeme pomoci programu Matematica.

Pfi praci s rekurentné zadanymi posloupnostmi vyuZijeme prikaz RecurrenceTable, ktery
vypocte jednotlivé cleny posloupnosti a vypiSe je. Zhlediska sloZitosti a rdznych
modifikaci pfikazu; konkrétni syntaxi je mozné dohledat pfimo v programu v
,Documentation Center”. Pro Ciselné vyjadreni je vyuzity ptikaz N[vyraz, pocet Cislic] a pro
celkovou prehlednost ptikaz TableForm|[list], ktery jednotlivé ¢leny posloupnosti vypise
do radkd pod sebe. Pro vétsi prehlednost bylo pfi vypocétech v programu Mathematica
zachovano stejné znaceni jako je v plvodnich posloupnostech. Nyni tedy urcime ¢leny

posloupnosti, ktera je ve tvaru:

X =1, x,=——+— prok =1
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Tato posloupnost by méla konvergovat k hodnoté \/5 Nyni vypocteme prvnich pét clent

této posloupnosti s presnosti na 30 desetinnych mist (obrazek 14).

In[1]:= TableForm [
N[RecurrenceTable[{x[k] == (x[k-11/2) + (1/x[k-1]), x[0] == 1}, x, {k, 1, 5}], 31]]

Out[1]//TableForm=
1.500000000000000000000000000000

.416666666666666666666666666667
.414215686274509803921568627451
.414213562374689910626295578890
.414213562373095048801689623503

= e e

Obrazek 14 - VYPOCET HODNOTY vZ POMOCi NEWTONOVY POSLOUPNOSTI

Pokud se podivame na vypoctené hodnoty, zjisStujeme, Ze u prvniho ¢lenu posloupnosti
neziskdme ani jedno spravné vypoctené desetinné misto. Nasledné se ovSem presnost

zvySuje a vezmeme-li €¢len x,a zvyraznime Cervené spravné vypoctené cifry, zjiStujeme, Ze

hodnota Cisla \/Eje spravné urcena na 23 desetinnych mist:

xs =1,414213562373095048801689623502

Pokud bychom pokracovali dale, pfesnost by se stale zvySovala a jen u ¢lenu x, by doslo

ke zpresnéni o 24 spravné urcenych desetinnych mist.

Nyni budeme pracovat s druhou z Newtonovych posloupnosti, ktera je ve tvaru:

3
Yo =75 ykzyk_l(——y,f_lj prok =1

1
2 2

L1 ve . Y , vy wl o
Tato posloupnost konverguje k hodnoté ﬁ Opét si vypocteme prvnich pét clenu této

posloupnosti s presnosti na 30 desetinnych mist (obrazek 15) a porovname se skutec¢nou

hodnotou vyrazu

L
ﬁ .
In[3]:= TableForm [
N[RecurrenceTable[{y[k] = y[k-1]*(3/2 - (y[k-1])"2), y[0] ==1/2}, y, {k, 1, 5}], 31]]

Out[3]//TableForm=
0.6250000000000000000000000000000
0.6933593750000000000000000000000

.7067084684967994689941406250000

.7071064446959070755117306765932

.7071067811863073359254359312377

o O O

Obrazek 15 - VYPOCET HODNOTY % POMOCi NEWTONOVY POSLOUPNOSTI
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Y . .1 .. . i
Je zfejmé, Ze tato posloupnost konverguje k hodnoté — pomaleji, nez predchazejici

N

posloupnost k \/5 AZ Clen y, je vypoclteny spravné alesport na dvé desetinnd mista.

Vezmeme-li ¢len y a stejné jako dfive zvyraznime spravné vypoctené cifry, ziskdvame

. r ., Ly . ,
hodnotu vyrazu — uréenou spravné na 12 desetinnych mist:

Np

vs =0,7071067811863073359254359312377

Pokud bychom se opét zabyvali clenem y,, pfesnost by se zvétsila o dalSich 12 spravné
vypoctenych desetinnych mist. Pokud bychom tedy chtéli presné urcit hodnotu Cisla \/5 ,
pravdépodobné bychom volili prvni z uvedenych posloupnosti — rychlost konvergence je

zde vyssi a navic ziskavame primo Ciselnou hodnotuﬁ .

Nyni se budeme zabyvat konvergentnimi radami, které Newton objevil. Pti praci s fadami

v programu Mathematica vyuzijeme prikazu Sum[f, {i, ima.}], ktery ndm vypocita hodnotu

max

f . Pro zadani kombinacniho ¢isla je nutné pouzit ptikaz Binomial[m, n], ktery v feci
i=1

m
matematiky predstavuje kombinacni éislo( J Pokud budeme pracovat s prvni
n

o _1 n-1 2
z Newtonovych fad ve tvaru 1+z2(—) " :1+1—L+£—+...:x/§, tak
=2 (2n-1){ n 2 24 246

pfepis v programu Mathematica pro prvnich pét ¢lenl by vypadal nasledovné:

In[2]:=
l+Sum[(((-1)*(n-1))/((2*(2n)) *(2n-1))) *xBinomial[2n, n], {n, 1, 5}]

Obrazek 16 - NEWTONOVA KONVERGUJICi RADA V PROGRAMU MATHEMATICA
Nyni budeme postupné provadét scitani uréitého poctu ¢lenl. Pocet sectenych clenl je

oznacen k a Cervené jsou zvyraznény spravné vypoctené cifry Cisla V2

k=1: L5

k=5: 1,42578125

k=20: 1,4126671859885391...
k=100: 1,4140730477177160388524...

k=1000: 1,4142091037366392678565547026...
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Vidime, Ze rychlost konvergence k hodnoté \/5 neni prilis vysoka a i pri se¢teni 1000 ¢lent
této rady ziskame spravné vypoctena pouze Ctyri desetinna mista, coz je horsi presnost

nez se kterou pracovali napfiklad Babylonané.

Rychlost konvergence k prevracené hodnoté \/5 u druhé z Newtonovych fad je oviem

y = (-1)"(2 , 3.
jesté nizsi. Rada 1+z( 2) " :1—1+2—£+—...:L ma pro soucet prvnich
"\n 2 24 246 2

n=1

péti ¢len v programu Mathematica tvar:

In[5]:=
1+Sum[(((-1)*n)/ (2~ (2n))) *Binomial[2n, n], {n, 1, 5}]

Obrazek 17 - DRUHA NEWTONOVA KONVERGUJICi RADA V PROGRAMU MATHEMATICA

Opét provedeme scitani urcitého poctu ¢lenli a budeme si jako drive zapisovat vysledky:

k=1: 0,5
k=10: 0,793064117431640625
k=100: 0,73521076336348623054...

k =1000: 0,71602405744124679429339...
k=10000:  0,709927623321604622450752526...

e “l e el . o
Vidime, Ze i pfi secteni 10 000 clen( ziskdvame hodnotu vyrazu — spravné urcenou

N

pouze na dvé desetinna mista. Pokud bychom tedy zhodnotili vSechny uvedené postupy,

které nam Newton dal k dispozici, pro presné Ciselné uréeni hodnoty \/5 je z nich nejlepsi
vyuzit prvni zuvedenych posloupnosti, protoze ma pomérné vysokou rychlost

konvergence.

2.5.2 VYPOCET POMOCIi NEKONECNYCH SOUCINU

V predchazejici kapitole jsme zhodnotili efektivitu Newtonovych vzorcd pfi hledani ¢iselné
hodnoty ¢isla \/5 pomoci matematického softwaru Mathematica. Obdobné nyni

otestujeme i dalSi vyrazy aproximujici hodnotu \/5 - nekonec¢né soucliny uvedené

v kapitole 2.4.
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Pokud pracujeme s nekonecnymi souciny v programu Mathematica, vyuzivame pfrikazu

Product[f, {i, ima/]. Jedna se tedy o podobnou syntaxi jako pfi praci s fadami. Zde nam

Imax

pfikaz pfedstavuje operaci Hf.
i=1

Budeme-li pracovat s prvnim z dfive uvedenych nekonecnych soucin( ve tvaru:

LR GRS

pak pro soucin prvnich ¢tyr CinitelG vypada zapis v programu Mathematica nasledovné:
In[17):= Product[l + (((-1)*(n+1))/(2n-1)), {n, 1, 4}]

Obrazek 18 - NEKONECNY SOUCIN KONVERGUJICi K HODNOTE V2 V PROGRAMU MATHEMATICA

Pokud pocet Cinitelll v sou¢inu oznacime k a spravné vypoctené cifry zvyraznime cerveng,

ziskavame nasledujici vysledky:

k=10: 1,396696183...

k=100: 1,41244695130...

k =1000: 1,4140367967774...
k=10000:  1,414195884814101...
k=100000: 1,41421179460724698...

Vidime, Ze rychlost konvergence tohoto soucinu neni nijak vysokd a pro spravné urceni

hodnoty \/5 na pét desetinnych mist musime mit k dispozici 100 000 cinitel. Obdobnou, i

kdyz trochu vyssi, rychlost konvergence ma druhy z uvedenych nekonecnych soucin,

1
ktery konverguje k hodnoté — a ma tvar:

Np

ﬁ[l_ ! }22&@ L
il 4(2n-1) 2°6.610.10'14.147 2
Zapis v programu Mathematica pro soucin prvnich ¢tyr CinitelG pak vypada nasledovné:
In[47]:= Product [1-(1/ (4% (2n-1)*2)), {n, 1, 4}]
Obrazek 19 - NEKONECNY SOUCIN KONVERGUJICI K HODNOTE izv PROGRAMU MATHEMATICA

&
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Provedeme vypoCty a stejné jako dfive vypiSeme vysledky se zvyraznénim spravné

vypoctenych Cislic vyrazu

1.
Nk

k=1: 0,75
k=10: 0,71153...
k=100: 0,7075488...

k=1000: 0,707150976...
k=10000:  0,70711120061...
k=100000: 0,7071072231284...

Zhodnotime-li vysledky, zjistujeme, Ze uZz pro k =1ziskdvdme jedno spravné vypoctené
desetinné misto. Rychlost konvergence je poté vyssi nez u predchazejiciho nekonecného

soucinu, ale pro hodnotu k =100000 ziskdvdme opét pouze pét spravné urcenych

desetinnych mist pfevracené hodnoty Cisla V2.

2.5.3 VYUZITi RETEZOVEHO ZLOMKU

Retézové zlomky mohou byt vhodnym prostfedkem pro aproximaci iracionalnich cisel.

S fetézovym zlomkem konvergujicim k hodnoté 1+x/§ jsme se jiz setkali. Nez vsak
budeme zkoumat rychlost konvergence k této hodnoté, podivame se na moznosti, které

nam dava software Mathematica pfi rozkladu jakéhokoliv Cisla na retézovy zlomek.

Pokud bychom hledali retézovy zlomek pomoci softwaru Mathematica, vyuzijeme pfikazu

ContinuedFraction[vyraz, pocet ¢lend]. Pokud bychom hledali fetézovy zlomek pro cislo
\/5 , mohla by situace vypadat nasledovné:
In[6]:= ContinuedFraction[Sqrt[2], 4]
outlel= {1, 2, 2, 2}
Obrazek 20 - HLEDANi RETEZOVEHO ZLOMKU PRO CiSLO V2

Nyni musime vysledek, ktery ndm program poskytnul, spravné interpretovat. Vime, Ze

kazdy retézovy zlomek ma tvar:

a,+.. [15]
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A pravé za Cleny qa,,q,,a,,...dosazujeme postupné hodnoty, které nam vypocetl program

Mathematica. Retézovy zlomek pro &islo \/5 by pak vypadal nasledovné:

1+;1z\/§
24—
24—
2

Pro ciselnou hodnotu tohoto zlomku by pak platilo, Ze \/Ezl,416. Ziskali jsme tedy

aproximaci Cisla \/5 se dvéma spravné vypoctenymi desetinnymi misty.

Pokud se vratime k retézovému zlomku z kapitoly 2.4, ma platit:

! —1+2

2
2+71
24—

24...

Platnost si mlZeme ovéfit pomoci vySe uvedené prikazu v programu Mathematica

(obrazek 21).
In[1]:= ContinuedFraction[l + Sqrt[2], 4]

out[l]= {2, 2, 2, 2}
Obrazek 21 - OVEREN{ RETEZOVE ZLOMKU PRO VYRAZ 1 + /2

Nyni si uréime Ciselnou hodnotu vyrazu a porovndme ji s vysledky, které ndm poskytnou

fetézové zlomky. Plati, Ze 1++/2 =2,4142135623730950488016887...

2+ 11 =2,416 2+ 11 =2,41421568...
2+ i 2+ i

2 24—

1

2+
1
2+ I
2+—
2
2+ 11 =2,41421356242...
2+
1
2+
1
2+
1
2+
1
2+
1
2+
1
2+
1
2+
1
2+
1
2+
1
2+ i
2+—



Vidime, Ze hodnota retézového zlomku se postupné blizi k ¢iselné hodnoté vyrazu 1+\/§.
V pfipadé ¢ty ¢lend posloupnosti a,,a,,a,,a, jsme urcili hodnotu spravné na dvé

desetinnd mista. Zdvojnasobeni poctu ¢lenl posloupnosti pak vidy pfiblizné

predstavovalo zdvojnasobeni poctu spravné vypoctenych desetinnych mist.

2.6 NEKOLIK DUKAZU IRACIONALITY v2
O iracionalité isla v2 jsme se jiz nékolikrat presvédcili a nékteré z moznych dlkazl byly i
provedeny — napfiklad v kapitole 2.3. V této kapitole se zaméfime na nékolik dalSich

moznych dikazl, pomoci kterych Ize ukazat, Ze se J2 opravdu fadi mezi €isla iracionalni.
2.6.1 DUKAZ POMOCi NEJMENSIHO CELEHO CiSLA
Pfedpokladejme, Ze \/Ee Q. Potom existuje takové kladné Cislo se€ Z, pro které plati, ze

i Cislo s\/E je kladné celé cislo. Volme toto kladné Cislo s nejmensi mozné. ProtoZe plati

1< 2, musi téz platit, Zzel < \/5 Pokud tedy vezmeme néjaké Cislo ¢ = s.(\/i—l) , pak musi

byt opét kladnym celym ¢islem. Tedy i hodnota t\/a = s.(ﬁ—l).ﬁ = 2s—s\/§ je celym
Cislem a je zfejmé, Ze pro hodnoty s,¢ plati £ <s. To je ovSem spor s predpokladem, Ze

s€ 7 je nejmensi mozné kladné Cislo. [11]

2.6.2 ANALYTICKY DUKAZ

Pred dlikazem samotnym musime nejprve dokazat nasledujici lemma.

Lemma: Necht o€ R"a p,, p,, Pysees Pys 4is Go» G35+ 4, € N. Necht pro vsechna

ne N:|0{qn—pn

#0, limp, =limg, = a 1im|a’qn—pn =0. Potom je

o iracionalni cCislo.

Dukaz: Pfedpokladejme, Ze :%, kdea,be N*. Pro dostatecné velké n pak plati:

0<|ag, - p,

1
<_
b

Provedeme Upravy: aq 1
<|—=t-p,|<—=

b b

O<|aqn —-bp,|<1
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Hodnota ag, —bp, by méla byt pfirozenym cislem, coz oviem neni mozné. Cislo je tedy
iracionalni. Nyni pomoci tohoto dokazaného lemmatu a matematické indukce ukazeme,

Zeicislo \/Eje iracionalni. [10]

Necht p, =g, =1a pro viechna ne Nplati, e p,,,=p.+2q. a q,,,=2p,q,- Potom pro

vSechna ne N plati vztah:

0<N2g,-p,

<—4
p
Aplikujeme matematickou indukci a upravime vyraz pro n=1:

0< ‘\/E% — P

1
<_
2
Jestlize je vyraz splnén pro hodnotu n =1, musi byt pravdivy i pro hodnotu n+1:

> 1
<

2%

2

0<N2(2p,q,)~(p}+24?)

0< \/Eqn—pn

<

2%

0 < \/Eqnﬂ - pn+1

1
< —
2%
Pokud na posledni radek aplikujeme dokazané lemma, vyplyva z néj, ze \/Eje iracionalni
Cislo. [10]
2.6.3 GEOMETRICKY DUKAZ
Pfedpoklddejme platnost tvrzeni \/_:%, kdy a,be Z, piicem? plati, e D(a,b)=1.

Potom jsme schopni sestrojit rovnoramenny pravouhly trojuhelnik s odvésnami o velikosti
b a preponou o délce a (obrazek 22). [17] MoZnost této konstrukce si miZzeme ovérit

pomoci Pythagorovy véty a vyjadienim prepony tohoto trojuhelnika:

a? = b? +b? :2b2:>a:b\/§:>%:\/§
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b

b b—(a—b) Q@ a—b R

Obrézek 22 - GEOMETRICKY DUKAZ IRACIONALITY CiSLA v2
Pokud v sestrojeném trojuhelniku nyni naneseme velikost odvésny b na pfeponu a, jak je
provedeno na obrazku 22, ziskame bod P, ktery ndm preponu rozdéluje na useky o
velikostech b,a—b . Je zfejmé, Ze hodnota a—be Z . Nyni v bodé P sestrojime kolmici na
pfeponu a a prusecik této kolmice s odvésnou b oznac¢ime Q. Je evidentni, Ze body P,R
jsou osové soumeérné podle osy prochazejici bodem Q a protilehlym vrcholem
trojuhelniku. Musi tedy platit |QR|=a—b (v obrazku 22 modre) a pro velikosti stran
mensiho pravouhlého trojuhelniku (v obrazku 22 cervené) plati, Ze obé odvésny maji

délku a—b a pfepona b—(a—b)=2b—a.|zde musi platit, Ze 2b—ae Z. [17]

Vyjdeme-li nyni z podobnosti trojuhelnik, musi pro poméry stran platit:

_a _ (2b—a)
2 (@)

Je evidentni, Ze (Citatel i jmenovatel druhého zlomku jsou mensi cisla, coZz je spor

. v s y . . a ooy L.
s pfredpokladem, protoZze Cisla a,b méla byt nesoudélnd a zlomek 3 mél jiz byt
v zakladnim tvaru. To znamena, ze Cislo \/5 nemuze byt racionalni. [17]

Vyse provedeny dikaz je typickym prikladem propojeni dvou oblasti matematiky. Na
jedné strané mame Cisté Ciselny teoreticky problém a na strané druhé mame geometrické

feSeni pomoci podobnosti trojuhelnikd. VyreSenim geometrického problému pak
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ziskdvame i feSeni problému plvodniho. Tato metoda je casto vyuzZivana i v dalSich

odvétvich matematiky a lze ji Casto provadét i mezi vécmi zdanlivé nesouvisejicimi. [17]

2.7 REKORDY VE VYPOCTECH CISELNE HODNOTY 2

Z hlediska ,zavodu” ve zpfesfiovani hodnot iracionalnich Cisel a ,loveni” dalSich spravné
vypoctenych desetinnych mist je urcité nejznaméjsi Cislo , které dnes zndme na vice nez
13.10"* desetinnych mist. [29] Stejné tak se néktefi matematici a informatici zabyvali i
zpresnovanim hodnoty Cisla \/5 Samoziejmé vypocty dnes jiz nikdo neprovadi rucné a
vyuZziva se, zpravidla speciadlné upravenad, vypocetni technika. Drzitel aktualniho rekordu a
jeho predchldce, pocet vypoctenych desetinnych mist (v desitkové soustavé), vypocetni

¢as a pouzité pristroje nasleduji v tabulce nize.

Tabulka 1 - REKORDY VE VYPOCTU SPRAVNE VYPOCTENYCH DESETINNYCH MiST CiSLA V2

DRZITEL 5 . L . L
DATUM POCET DES. MiST | VYPOCETNI CAS POCITAC
REKORDU

"Nagisa"

2 X Intel Xeon X5482 @ 3.2 GHz
64 GB DDR2 FB-DIMM @ 800 MHz
64 GB SSD (Boot) + 2 TB (Data)

9. 2. vypocet: 110 hod. 8 x 2 TB (Swap)
Alexander Yee | 2 000 000 000 050
2012 ovéreni: 119 hod. s
Hina
Intel Core i7 2600K @ 4.4 GHz
16 GB DDR3 @ 1333 MHz
1.5 TB (Boot)
5x1TB+5x2TB (Swap)
22.3. vypotet: 193 hod. Corei7975 @ 4 GHz-12 GB
Shigeru Kondo | 1 000 000 000 000 8x1TBHDs
2010 ovéreni: 98 hod. 2 x Xeon W5590 - 144 GB
16 x 2 TB HDs

2.8 VYUZITi V2 V BEZNEM ZIVOTE

Zavérem kapitoly o \/5 se zaméfime na vyuZiti této hodnoty v bézném Zivoté. Jiz bylo
zminéno a ukazano, Ze tato hodnota ma své misto ve skolské matematice, napfriklad pfi
vypoctu velikosti Uhlopfricky ¢tverce. Nékdo by ovsem mohl namitnout, Ze se o ,béiny
Zivot” nejedna. ,S Cislem \/5” se vSak denné setkdva snad kazdy clovék pfi praci

s jakymkoliv tisténym dokumentem. Poméry velikosti stran u bézné pouzivanych formatd
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74 mm

148 mm

apiru jsou totiz prave 1:\/5. Tento pomér je ¢asto oznacovani jako ,brana harmonie” a
papiru j p p J J ”

Uzce souvisi se zlatym fezem, kterému je vénovana nasledujici kapitola.

Zamérime-li se na velikosti list( papirli a poméry délek jejich stran, standardné vyuzivame
Fady A, B a C. Rada A je definovéna zékladnim formatem A a plochou o velikosti 1 m’a
pomérem velikosti stran pravé 1:x/§. Délky stran se pak zaokrouhluji na celé milimetry.
Daldi formaty (A1, Ay, As, As,...) ziskdme vidy ptlenim delsi strany. Rada B je definovana
zakladnim formatem By a délkou kratSi strany papiru 1 m. Pomér velikosti stran je pak
opét 1:\/5 , Cili format By ma plochu o velikosti 1,4142 m% Délky stran se opét
zaokrouhluji na celé milimetry. Rada C je pak ddna geometrickymi prdméry pfisludnych
formatl z fad A a B. Jednotlivé formaty z fad A a B a jejich velikosti v milimetrech jsou

uvedeny na obrdzku 23. [6]

52 mm 105 mm 62 mm 125 mm
210 mm } 420 mm ! 250 mm } 500 mm
841 mm 1000 mm
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Obrazek 23 - VELIKOSTI STANDARDNICH FORMATU PAPIRU RAD A, B
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3 ZLATY REZ, ¢

Zlaty fez, nékdy téZ bozsky pomér, znaCime feckym pismenem ¢, které zaved| poCatkem
20. stoleti americky matematik Mark Barr, a jednd se o jednu zvyznamnych a
pozoruhodnych matematickych konstant, kterd vyrazné presahuje hranice matematiky.
Jeji existence je znama velmi dlouhou dobu - Gdajné ji vyuzivali jiz Egyptané pfi stavbé
pyramid. Nejstarsi pisemna zminka o zlatém fezu pak pochdzi od Eukleida (asi 325 — 260
pf. n. l.), ktery ve svém dile Zaklady poZaduje rozdéleni dané usecky na dvé nestejné casti
takovym zplsobem, aby cCtverec sestrojeny nad vétSi z ¢asti mél stejny obsah jako
pravouhelnik, jehoZ jedna strana ma délku mensi z ¢asti a druhd ma délku celé usecky.
Redenim této Ulohy je rozdéleni dané Usecky pravé v poméru zlatého fezu. Pokud
bychom chtéli uvést konkrétni priklad vyskytu zlatého fezu, mohli bychom napfiklad
v architektufe zminit pldorys apsidy katedraly sv. Vita v Praze, kterd ma tvar poloviny

pravidelného desetithelniku. [13], [14]

Dalsim dokladem o vyznamnosti této konstanty muize byt citat z 1. dilu sebranych spis(

némeckého astronoma Johannese Keplera (1571 — 1630):

,Geometrie md dva poklady. Jeden z nich je Pythagorova véta a druhy zlaty fez. Prvni mad

cenu zlata, druhy pfipomind spise drahocenny kamen.“
[13]

Smutnym faktem ovSem je, Ze zatimco Pythagorova véta je nedilnou soucasti matematiky
na zakladnich i stfednich Skolach, zlaty fez je pro zaky a moina i nékteré ucitele
neznamym pojmem. A to i pres to, Ze se vedle matematiky a vySe zminéné architektury

objevuje napfiklad i v chemii, botanice, zoologii nebo krystalografii. [13]

Pokud bychom chtéli pred samotnou definici demonstrovat zlaty rfez na konkrétnim

prikladu, mohli bychom vychazet z otazky:
LJakym zplsobem byste rozdélili usecku na dvé cdsti, aby to lahodilo vasim ocim?*

Pravdépodobné by nastaly dvé (resp. tfi) situace, které jsou zndzornény cervené na

obrazku 24.
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Obrazek 24 - RUZNA ROZDELENi USECKY NA DVE CASTI
Nékteri lidé by umistili bod do stfedu a rozdélili tak usecku na dvé stejné casti. Nékdo jiny
by naopak umistil bod pfriblizné do prvni nebo treti ¢tvrtiny usecky. Spravna odpovéd na
uvedenou otazku pochopitelné neexistuje - jedna se o subjektivni citéni. Nicméné
umisténi délictho bodu blize krajnim bodim usecky odpovidad predstavé o ,krdsnu”,
kterou méli starovéci Rekové, a estetici v této souvislosti hovoti o principu ,dynamické

symetrie”. [11]

Vezméme si nyni tfeti z pfipadl umistnéni bodu, tj. bod ve treti ctvrtiné usecky.
V pfipadé, Ze by nastala situace znazornéna na obrazku 25, kdy kratsi ze vzdalenosti

umisténého bodu a krajniho bodu uUsecky by byla v=1 a delsi u =1,618..., hovofime o

rozdéleni Usecky v poméru zlatého fezu. [11]

+
Q
+

uw=1,618... v=1

Obrazek 25 - ROZDELENi USECKY V POMERU ZLATEHO REZU

Davod pravé takového rozdéleni je nasledujici. Vezmeme-li délku u, pak velikost celé

usecky nam predstavuje soucet u +v. Pro Casti Usecky u,v pak plati:

u v
u+v u
v . u .
Polozime-li ¢ =—, pozorujeme:
v
u u+v v
v u u Q

Re3enim kvadratické rovnice ve tvaru ¢ —@—1=0 pak ziskdme hodnotu zlatého fezu:

1++/5

ST 1,6180339887...

[11]
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3.1 DEFINICE ZLATEHO REZU

O bodu C rfekneme, Ze déli danou usecku AB v poméru zlatého fezu, pokud pro délky

uvazovanych Usecek plati vztah:

’

|AB|:|AC|=|AC|:|CB

tedy pomeér délek celé Usecky jeji delsi ¢asti je roven poméru délek jeji delsi a kratsi ¢asti.

[24]

|AB| = a

Obrazek 26 - DEFINICE ZLATEHO REZU

Pokud si oznacime velikosti stejné jako na obrazku 26, tzn. |AB|=a, AC|=x, ziskame

Umeéru ve tvaru:
a:x=x:(a—x)

Vyjadiime-li si tuto Uméru pomoci zlomk( a provedeme nékolik Uprav, ziskame

kvadratickou rovnici s parametrem a:

;:(a—x) /.x(a—x)
ala—x)=x"

2 2
|x +ax—a =O|

Pokud tuto rovnice vyresime, ziskdme reSeni ve tvaru:

_ —at+a® +4d* _—ax 5a°

f2 = 2 T

—1%4/5
xl’z :TG
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. ;o . - 5 . , , . .
Je evidentni, Ze kofen x, = a je kladny, zatimco x, = a zaporny. Hodnotu

y . - . . Y v 1 y
@ pak predstavuje prevracena hodnota kladného feSeni, tedy ¢ =—, coz bylo
X

predvedeno jiz v uvodu kapitoly. Pfi uvazovani jednotkové délky a =1 pak ziskavame
hodnotu, kterou jsme jiz vypocetli dfive, tedy:

1 2 2 —1-4/5 2(—1—\/5)

O T e S 4

1+\/§

2

Q= =1,618

3.2 CISELNE VLASTNOSTI ZLATEHO REZU

Je zfejmé, Ze zlaty fez neni mozné vyjadfit jako podil dvou celych Cisel, tudiz se jedna o
Cislo iracionalni. Tento fakt Ize okamzité urcit pfi pohledu na vysledny zlomek, ve kterém
se vyskytuje \/g Pokud bychom se i presto pokusili uréit hodnotu ciselnych vyraza ve

vysledcich; hodnota kladného kofene x, vpfipadé volby a=1 je rovna

x, =0,618033988749895... a hodnota ¢@=1,61803398874989... Zpovahy zlomku

Q=— , ktery urcuje zlaty rez, se ¢asto hovoti o zlatém fezu dokonce jako o

x, 0,61803...
Cisle ,nejiraciondlnéjsSim”, protoze se svym zlomkem nejvice odliSuje od ostatnich

iracionalnich cisel. [24]

Pokud bychom zkoumali transcendenci zlatého fezu, je na zakladé dfive uvedeného
odvozeni evidentni, Ze se o transcendentni ¢islo nejedna. Jiz v Uvodu této kapitoly byla

uvedena kvadratickd rovnice ¢° —p—1=0, jejimZ fedenim je pravé hodnota ¢, zlaty Fez.

3.3 GEOMETRICKE KONSTRUKCE ZLATEHO REZU
V predchazejici kapitole jsme se zabyvali odvozenim a vymezenim zlatého rezu, véetné

priblizného urcéeni ciselné hodnoty ¢ . Pochopitelné v minulosti neméli matematici

k dispozici dneSni matematicky aparat a vétsina reSeni se provadéla pouze geometricky,

pomoci konstrukce. V této kapitole provedeme nékteré mozné konstrukce zlatého rezu,
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které téZz Uzce souvisi s bézné vyucovanymi konstrukcemi na zakladnich a stfednich

Skolach. Konkrétné muizeme zminit napriklad konstrukci pravidelného pétithelniku.

3.3.1 KONSTRUKCE USECKY DELKY ¢
Pfi konstrukci usecky o velikosti ¢ (obrazek 27) postupujeme v nékolika krocich. Nejprve
sestrojime UseCku o jednotkové délce AB a jeji stfed S . Nasledné vzty¢ime kolmici

vbodé Ba na ni sestrojime bod C, pro ktery plati |AB|=|BC|=1. Poté sestrojime

kruznici k(S;

SC|). V prlseciku kruznice k s polopfimkou AB vznikne bod D, pro ktery

. 1+/5
plati |AD|= ¢ = - [13]
2
JPians TS
- s \"\
/ ~
/ \\
/ ~
ra Y
I N\
r AY
’ \
7 A"
.-'; 1 \‘
7 A

/ A

) \
1 1 \
—_ ! _ \
2 ‘,’ 2 '

A S B D

J.——\frj ]r
AD| = p =~ ;

!

i

Obrazek 27 - KONSTRUKCE USECKY O VELIKOSTI ¢

3.3.2 KONSTRUKCE PRAVIDELNEHO PETIUHELNIKU

Vyse uvedena konstrukce Usecky o velikosti ¢ by mohla byt znama i Zakiim na zakladnich

a stfednich Skoldch, protoze se jedna o zaCatek konstrukce pravidelného pétituhelniku pfi

znalosti velikosti jeho strany. Do souvislosti nam dava tyto konstrukce nasledujici véta:

Véta: Strana a, pravidelného pétidhelniku je vétSim dilem uhlopficky u tohoto

pétiuhelniku rozdélené zlatym Fezem, tj. a; :u=(u—as):as. [13]

Dukaz: Pfi dikazu vyuZijeme podobnosti dvou trojuhelnikl - ABC, BFC, kde trojuhelnik

ABC je casti pravidelného pétidhelniku ABCDE a bod F je bodem uhlopficky
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u=AC, pro ktery plati a; = AB = AF . Situace je zndzornéna na obrazku 28. Bod

S zde predstavuje stied kruznice opsané pétithelniku ABCDE .

Obrazek 28 - DUKAZ VETY O UHLOPRICCE PETIUHELNIKU

Jelikoz plati |A{ABC|=2|ACABS|=2%(180°—3650 j=108° a trojuhelnik ABC je
rovnoramenny, plati pro velikosti uhl{ |&BAC|:|ACBCA|:36° . Vzhledem

k postupu konstrukce je trojuhelnik ABF rovnoramenny a pro jeho vnitini uhly

plati, Ze |&ABF|=|ACBFA|=%(180°—36°)=72°. Déle tedy musi platit, Ze

|ACFBC|:%(180°—72°):36°. To ovsem znamena, Ze £FBC = £BCF a rovnéz

trojuhelnik BCF je rovnoramenny. Trojuhelniky ABC a BCF jsou podobné na
zékladé véty uu a proto plati: AB: AC =CF : BC, tj. a;:u=(u—as):as, &im? jsme

vétu dokazali. [13]

Pokud bychom na zakladé vySe dokazané véty chtéli provést konstrukci pravidelného

pétithelniku ABCDE pfFi znalosti velikosti jeho strany AB, staCi pouze sestrojit usecku

u = ¢.AB dle obrazku 27 a nasledné sestrojit trojuhelnik ABC, kde|AB|=|BC|a u=|AC

7

jako na obrazku 28. Zbyvajici vrcholy D, E tohoto pravidelného pétithelniku leZi na

kruznici opsané trojuhelniku ABC (pétiuhelnik je sestrojen na obrazku 28). [13]
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3.3.3 KONSTRUKCE ZLATEHO REZU V PRAVOUHLEM TROJUHELNIKU
Konstrukce zlatého fezu v pravouhlém trojuhelniku je zaloZena na uziti Pythagorovy véty.

Postupujeme opét v nékolika krocich. Nejprve sestrojime pravouhly trojuhelnik ABC's

y y . . c " . . ..
preponou ba odvésnami o velikostech ¢ a 3 V dalsim kroku sestrojime kruznici se

. " c o s y .
sttedem ve vrcholu C a polomérem P V priseciku s pfeponou b vznikne bod D .

Oznacime |AD|=x a sestrojime kruznici se stfedem vbodé A a polomérem x .

V praseciku s odvésnou c sestrojime bod E . Nasledné plati, ze M :M.
|BE| |AE]|

Obrazek 29 - ZLATY REZ V PRAVOUHLEM TROJUHELNIKU

3.3.4 ZLATY OBDELNiK A LOGARITMICKA SPIRALA

Zlaty obdélnik a logaritmicka spirala jsou dvé zajimavosti spojené s konstrukci zlatého
fezu. Zlaty obdélnik je takovy obdélnik, ktery ma pomér délky k jeho Sifce roven zlatému
fezu. Dalsi zajimavosti je, Ze pokud od tohoto obdélniku oddélime ctverec, ziskame mensi
obdélnik, ktery je opét zlaty (obrazek 30). Navic pomér rozmérd plvodniho a nové
vzniklého obdélniku je opét roven zlatému fezu. Pokud bychom nasledné od nové
ziskanych obdélnik(i oddélovali ¢tverce stejné jako v prvnim pripadé, ziskavali bychom
dalS$i malé zlaté obdélniky, jejichz rozméry oproti plvodnimu obdélniku budou @krat

mensi. VSechny takto vzniklé obdélniky jsou si navzajem podobné. [24]

Logaritmickou spiralu pak ziskame jako spojnici vrcholl rotujiciho ¢tverce oddélovaného

od zlatého obdélnika, které déli jeho delsi stranu ve zlatém fezu (obrazek 30).
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Logaritmickou kFivku Ize popsat pomoci polarnich soufadnic rovnici r =a.e””, kde pe R,

a>0, b>0.[24]

Obrazek 30 - ZLATY OBDELNiIK A LOGARITMICKA SPIRALA

3.4 FIBONACCIHO POSLOUPNOST A HODNOTA ¢

Se zlatym Fezem a hodnotou disla ¢ velmi Uzce souvisi tzv. Fibonacciho posloupnost,
jejimz autorem je italsky matematik Leonardo Pisano Fibonacci (Zil pravdépodobné
v letech 1170 - 1250). | pfes to, Zze se Fibonacci narodil v Italii, byl vzdélavany v severni
Africe, kde jeho otec zastaval pozici diplomata. Fibonacci se zabyval studiem matematiky
a hodné cestoval se svym otcem. Diky tomu mohl pozndvat vyhody a nevyhody jinych
matematickych systému pouZivanych v zemich, které navstivili. V roce 1200 se Fibonacci

vraci do Pisy a publikuje fadu vyznamnych dél. [22]
Fibonacciho posloupnost je definovana nasledovné:
=0, fi=L f=f_+f_ pron=2

Pro ¢leny posloupnosti plati, ze f, =0, f, = f, =1 a nasledné je kazdy dalsi clen roven
souc¢tu dvou d&lend predchozich. Cleny posloupnosti 0,1,1,2,3,5,8,13,21,... obvykle
oznacujeme jako Fibonacciho cisla. Pokud bychom nyni brali dvojice po sobé nasledujicich
¢lenl Fibonacciho posloupnosti a urcovali jejich pomér, zjistili bychom, Ze se postupné

f

blizime k hodnoté zlatého fezu. Pro Fibonacciho &isla totiz plati, Ze lim =%~ = ¢ . Platnost
n—oo

n

tohoto tvrzeni a rychlost konvergence si pozdéji ovéfime v programu Mathematica. [11]
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3.4.1 KONVERGENTNI RADA VYUZiVAJici FIBONACCIHO CiSEL
PFimou souvislost mezi Fibonacciho posloupnosti a zlatym fezem jsme si jiz ukazali. Uréeni
poméru dvou po sobé jdoucich Fibonacciho cisel ovsem neni jediny zpUsob, jak lze

aproximovat hodnotu @ svyuZitim této posloupnosti. DalSim zplUsobem mizZe byt
nekonecna rada konvergujici k hodnoté 4—¢, u které se Fibonacciho ¢isla vyskytuji ve

jmenovatelich zlomk@. Rada ma tvar:

[11]

3.5 DALSI ZPUSOBY APROXIMACE HODNOTY ¢

Jiz jsme se seznamili s nékolika moZnosti, jak aproximovat hodnotu ¢ a nasledné urcit jeji

pribliznou Ciselnou hodnotu. V této kapitole budou shrnuty dalsi zpisoby, pomoci kterych
je mozné hodnotu zlatého fezu urcit. Vybrané formule pak budou zkoumany pomoci

programu Mathematica.

3.5.1 VYUZITI GONIOMETRICKYCH FUNKCI
Urceni hodnoty zlatého fezu pomoci goniometrickych funkci Uzce souvisi s euklidovskou
konstrukci pravidelného pétidhelniku, ktery mame vepsat zadané kruznici. Vzorce

vyuzivaji funkci sinus a kosinus:

T T
=2 — 3_@=2sin| =
[ cos(sj J3-o s1n(5j

[11]

3.5.2 NEKONECNA ODMOCNINA

Zajimavé vyjadreni zlatého fezu je pomoci druhé odmocniny ve tvaru:

¢=\/1+\/1+\/ﬁ

Pfidavanim dalSich ¢len( pak dochazi ke zpresriovani hodnoty ¢ . [11]
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3.5.3 HODNOTA In(¢)

Jiz jsme se setkali s pfipady, kdy hodnota ¢ nebyla samostatnym ¢lenem na jedné strané

rovnosti. DalSim takovym prfipadem je niZze uvedena fada, ktera konverguje dokonce

25

k hodnoté Tln((p). Je zfejmé, Ze tato fada nebude idedlnim prostfedkem pro ziskani

Ciselné hodnoty zlatého rezu. Vyuziti by ovsem mohla najit ve chvili, kdy by bylo trfeba

v rdmci néjakého vypoctu znat Ciselnou hodnotu vyrazu ln(¢) a samotna hodnota ¢ by

nas primo nezajimala. Plati:

£IH(¢):(1—1—14-1)4-(l—l—l-i-l)-i-(i—i—i-i-ij-i-
2 2 3 4 6 7 8 9, \11 12 13 14

[11]

3.5.4 ROGERSOVY - RAMANUJANOVY RETEZOVE ZLOMKY

Posledni existujici formule obsahujici hodnotu ¢ , které si uvedeme, jsou Ctyfi
Rogersovy — Ramanujanovy fetézové zlomky. Leonard James Rogers (1862 — 1933) byl
vyznamny britsky matematik, ktery jako prvni, vroce 1894, objevil a dokazal
tzv. Rogersovy — Ramanujanovy identity vztahujici se k zakladnim hypergeometrickym
fadam. Nezdavisle na ném byly znovu objeveny kolem roku 1913 indickym matematikem
Srinivasou Ramanujanem (1887 — 1920). Ten je vSak uvadél bez dlkazu. Pozdéji zacali
Rogers s Ramanujanem spolupracovat a v roce 1919 zverejnili novy dikaz téchto identit.

[9], [11]

S problematikou vySe uvedenych identit Uzce souvisi Rogersovy — Ramanujanovy fetézové

zlomky, pomoci kterych lze urcit ¢iselnou hodnotu ¢ . Maji nasledujici tvary:

2z -2 2z 2745
=z 1
I o P —, I —e[ ﬁj=1+ <,
“a-¢ 1+—° B¢ T
6_6” —675
I+— 1+
e 875
1+ 1+
1+... 1+..
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1.

kde:

a’=i((¢—1)ﬁ)§, po—P

1+3a-1’

=L (o), PO

C1+3Yx-1

[11]

3.6 VYPOCET HODNOTY ZLATEHO REZU V PROGRAMU MATHEMATICA

Vtéto kapitole se budeme vénovat vypoctim hodnoty zlatého Fezu v programu

Mathematica 8.0 s vyuzitim dfive uvedenych vztahid. V Uvodu si hodnotu ¢ vypocteme

pomoci vzorce z definice a nasledné budeme zkoumat efektivitu a rychlost konvergence

vybranych formuli. Dale se pokusime nalézt jednodussi fetézovy zlomek pro aproximaci

hodnoty ¢ neZz objevili Rogers sRamanujanem a téZz zhodnotime rychlost jeho

konvergence. V pripadé nutnosti bude, jako jiZz dfive, zarazeno obecné vysvétleni prikazl

pouzitych pfi vypoctu.

vy ey I , 1+
Pfi vypoctu hodnoty zlatého fezu na 50 desetinnych mist ze vzorce ¢ =

vysledek:

Inj20]:= N[ (1 +Sqrt[5]) /2, 51]

ziskavame

Out[20]= 1.61803398874989484820458683436563811772030917980576

Obrazek 31 - HODNOTA ZLATEHO REZU NA 50 DESETINNYCH MiST

3.6.1 VYUZITi FIBONACCIHO CISEL K URCENI CISELNE HODNOTY ¢

Souvislost Fibonacciho posloupnosti, resp. Fibonacciho Cisel, se zlatym fezem byla jiz

vysvétlena dfive. Nyni platnost téchto vztah( ovéfime. Pokud chceme v programu
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Mathematica urcit n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti, tj. Fibonacciho €islo f,, vyuZijeme

prikazu Fibonacci[n].

V kapitole 3.4 bylo receno, Ze pokud uré¢ime pomér dvou po sobé nasledujicich

Fibonacciho Cisel, ziskdme jistou aproximaci zlatého fezu. Obecné pak plati, zZe

limM = @ . Toto tvrzeni lze snadno ovéfit pomoci pfikazu Limit[vyraz, limita ]:

n—oo
n

In[1]:= Limit [Fibonacci[n + 1] /Fibonacci[n], n » Infinity]

Out[1]= E (1 +ﬁ)
2

Obrazek 32 - LIMITA UDAVAJICI HODNOTU ZLATEHO REZU POMOCI FIBONACCIHO CiSEL
Vidime, Ze limita je shodna s definici zlatého tezu (obrazek 32), tudiz jsme potvrdili
platnost tvrzeni. Nyni se budeme zabyvat rychlosti konvergence a urcovani pomeér(

vybranych dvou po sobé nasledujicich Fibonacciho Cisel. Pro prehlednost budeme opét

Cerveneé zvyraznovat spravné vypoctené cifry:

Lo
fi
£:1,6_6

4

&=1,617647...

9

T _ 1 6180339631667...

19

Ju =1,6180339887498947364...

39

f

Zhodnotme vysledky: pro podil == mame vypocétenou spravné pouze cifru na pozici
1

jednotek. Ovsem ¢im vyssi Fibonacciho Cisla ndsledné bereme, tim presnéjsi ziskavame

S

39

vysledky. Pro podil ziskdvame hodnotu ¢ spravné vypoctenou jiz na

15 desetinnych mist. Jedna se tedy o metodu, kdy lze pomoci jednoduché operace ziskat
presny vysledek. Otazkou ovSem zlstava, kolik ¢asu by bylo tfeba vynaloZit k ru¢nimu

urceni téchto velkych Fibonacciho Cisel, protoZe napfiklad f,, =102334155.
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Dale se budeme zabyvat konvergentni fadou ve tvaru 4—(p=z , ktera téz k urceni

1
n=0 fzn

hodnoty zlatého fezu vyuziva Fibonacciho Cisel. Pro usnadnéni prace upravime tuto radu

k
natvarg = 4—2% a pro jednotliva k ziskavame tyto vysledky:
n=0 on
k=2 1,66
k=5 1,618033988749989...
k=6 1,61803398874989484820458683833...

Vidime, Ze rychlost konvergence k hodnoté ¢ je vysoka a pokud bychom pokracovali

dale, pro k=10 bychom ziskali hodnotu zlatého fezu jiz s presnosti presahujici 420

spravné vypoctenych desetinnych mist.

3.6.2 VYPOCTENIi NEKONECNE ODMOCNINY

Jedna ze zminénych aproximaci hodnoty ¢ byla ve tvaru (p:\/1+\/1+\/1+\/1+\/1+... .

Vypocet v programu Mathematica je zde jednoduchy — opakované pouzijeme prikaz Sqrt.

Pti volbé rlizného poctu ¢lent dochazime k nasledujicim vysledkim:

\/1+\/1+\/1+\/1+ﬁ =1.61184...
1+\/1+\/1+\/1+\/1+\/1+\/1+\/1+\/1+ﬁ =1.618016...

I+\[ 1+ 1+ 1+ 1+ 1+\/1+\/1+\/1+\/1+\/1+\/I+\/1+\/1+ﬁ =1,6180339395...

Pfesnost a rychlost konvergence neni nijak vysoka, nicméné lIze fici, Ze se jedna o postup,
ktery by Sel ,pfi praci odzadu” provadét pomérné rychle i ru¢né s pomoci béziného

kalkulatoru.
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3.6.3 HLEDANI JEDNODUCHEHO RETEZOVEHO ZLOMKU

V kapitole 3.5.4 jsme uvedli fetézové zlomky obsahujici hodnotu zlatého fezu, které
objevili Rogers s Ramanujanem. JiZ pfi prvnim pohledu je jasné, Ze tyto zlomky jsou pro
ruéni vypocet prinejmensim nepraktické. Pokusime se nyni pomoci programu
Mathematica najit jednodussi retézovy zlomek aproximujici hodnotu ¢ . K dispozici mame

prikaz ContinuedFraction[vyraz, pocet Clend], se kterym jsme se jiz setkali. Za ,,vyraz” nyni

dosadime hodnotu ¢ = 1+£/§ a nechame si urcit zlomek na pét ¢lent (obrazek 33).

In[12]:= ContinuedFraction[ (1 + Sqrt[5]) /2, 5]

oufiz= {1, 1, 1, 1, 1}

Obrézek 33 - HLEDANi JEDNODUCHEHO RETEZOVEHO ZLOMKU APROXIMUJICi HODNOTU ¢

Hledany retézovy zlomek je tedy ve tvaru:

I+
1+L

1+1
1

Pokud bychom nasledné provadéli zpresnovani, zvysovani poctu clend, zjistili bychom, zZe
rychlost konvergence je nizkd — srovnatelna srychlosti vypoctu pomoci nekonecné

odmocniny v predchozi kapitole.

3.7 ZLATY REZ KOLEM NAS

Obecné jsme se jiz o vyskytu zlatého fezu kolem nds zminili — najdeme ho v pfirodé,
architekture nebo uméni. Se zlatym fezem se vSak setkdvame mnohem castéji, aniz
bychom si to uvédomovali. Pfijde ndam totiZ pfirozeny. Proto je tato kapitola vénovana

konkrétnim ptiklad(im a ptipadné vyuziti zlatého fezu. [14]

3.7.1 ZLATY REZ V PRIRODE A VESMIRU

Pokud bychom se rozhlédli kolem sebe a zaméfili se na hledani zlatého fezu, zjistili
bychom, Ze se nachazi takrka vsude. Schranky morskych korysu, rostliny, Zivocichové,
lidskd tvar nebo treba prstence planet — zde viude je mozné nalézt zlaty fez (obrazek 34).

Samoziejmé priroda si ,neuvédomuje” tento pomér, nicméné se jim , fidi“. [14]
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Obrazek 34 - ZLATY REZ V PRIRODE A VE VESMIRU

3.7.2 KOMPOZICNI PRAVIDLO FOTOGRAFOVANI

Vyznamnou roli hraje zlaty fez pfi fotografovani — mluvime o tzv. pravidle tfetin.
Pravidlem tretin rozumime hrubé priblizeni ke zlatému fezu v obdélniku. Pro redlnou
fotografii nema presné Ciselné vyjadfeni hodnoty ¢ vyznam a ani pomér stran fotografii
necti zlaty obdélnik. V praxi pti fotografovani se proto vyuZziva aproximace pomoci jedné

tretiny, kterd je dostacujici (obrazek 35). [23]

143 113 13

113

143

173

Obrézek 35 — APROXIMACE ZLATEHO REZU PRI FOTOGRAFOVANI
Pro poftizovani fotografii pak prisecik tretin predstavuje misto, do kterého je tfeba umistit
prvky mimoradného vyznamu. Pokud ma fotografie jeden objekt, pak je mozné jej umistit
do libovolného pruseciku. V pfipadé dvou objektl se doporucuje umistit je na Uhlopricku.
Z hlediska estetiky zde pak pochopitelné hraji roli dalsi faktory a nelze fotografovani

vnimat pouze jako umistovani bodu na ,,soufadnice”. [23]
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4 EULEROVO CiSLO, e
Eulerovo Cislo, Cislo e, ma pfibliznou hodnotu 2,718 a bylo pojmenovdno na pocest
vyznamného Svycarského matematika a fyzika Leonharda Eulera (1707 — 1783). Z hlediska

historie se jedna o pomérné ,, mladou” konstantu. Zatimco Cislem 7 nebo hodnotou \/E

se zabyvali filosofové a matematici jiz v ddvném starovéku, plvod Cisla e saha pfiblizné

, L, 1Y . (.
do 16. stoleti, kde se objevuje vyraz (1+—J ve vztahu pro slozené urokovani. Dnes se
n

jednad o duleZitou konstantu svelkym vyznamem nejen pro matematiku, ale i dalsi

pfirodni védy, napfiklad astronomii nebo fyziku. [26]

NeZ se budeme déle podrobnéji zabyvat Cislem e, zminime nékolik informaci o Zivoté
Leonharda Eulera. Leonhard Paul Euler se narodil vdubnu roku 1707 ve Svycarském
meésté Basilej a zemrel v zari 1783 v Rusku — v Petrohradu. | pres to, Ze zprvu na chudé
Skole v Basileji nestudoval matematiku, diky svému hlubokému zajmu o tento obor, ktery
v ném pravdépodobné probudil jeho otec, je dnes povaZovan za jednoho z nejlepsich
matematikd vibec a jeho pfinos védé byl obrovsky. V matematické analyze zaved! fadu
novy pojm0 a symboll, provedl mnoho objevl vramci diferencidlniho a integralniho
poctu a je povaziovdn za zakladatele teorie grafi. Ve fyzice se pak zabyval napftiklad

mechanikou nebo optikou. [22]

4.1 DEFINICE CISLA e
Eulerovo (Cislo je mozné definovat nékolika zplsoby a kazdy z nich ma své vyhody a
nevyhody. V této kapitole se budeme zabyvat tfemi nejcastéjsimi definicemi této

hodnoty. Je zfejmé, Ze vSechny uvedené definice jsou vzajemné ekvivalentni.

4.1.1 LIMITNI DEFINICE

Pokud zavadime Eulerovo Cislo prostifednictvim limit, mame nasledujici dvé mozZnosti:

n—oo n x—0

n 1
ezlim(l+lJ e=1lim(1+ x)x

(28], [11]
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Z vyse uvedenych zplsob(l se pravdépodobné Castéji setkdme s limitou posloupnosti ve

tvaru e = hm(1+—j , ktery koresponduje i s vyrazem pro sloZzené urokovani z 16. stoleti.

n—o0 n

Pokud bychom chtéli ukazat existenci této limity, vychazeli bychom z poznatk( o chovani

monotonni posloupnosti a tzv. AG-nerovnosti:

oo

n=1"

Véta: Necht je dana neklesajici posloupnost {an} kde ne N, a, e R. Je-li tato

posloupnost shora omezen3, existuje a€ R tak, ze:

lima, =a. [26]

n—oo

Lemma (AG — nerovnost): Necht je ne N a necht jsou x,, kde k =1,2,...,n, nezdpornd

realna Cisla. Potom plati:

n
X +x,+..+x
XX, Xy X, S( ! 2n ”j ,

pfiCemzZ rovnost nastava pravé tehdy, kdyz x, =x, =...=x, . [26]

Diky vySe uvedené vété a lemmatu (jejich dikazy lze najit napf. v [28]) mUzeme vyslovit

nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni: Polozme:

n n+l
a, =(1+1J , b, =(l+lj n=12,..
n n

Pak je posloupnost {a,} " rostouci a posloupnost {b,} " klesajici.

n=1

Dlikaz: Dle definice je posloupnost {a,}  rostouci pravé tehdy, kdyZ pro kazdé n je

oo
n=

a,<a,, . Dikaz provedeme na zakladé AG-nerovnosti, kterou aplikujeme na

- vi o re 1 i -
soucin n Ciniteld | 1+— | a 1. Ziskdme zapis ve tvaru:

n
1 n

xx,..x,,, = 1+—

n
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Dale pak:

n+l1 n+l1 n+l1

)
n|1+—|+1
Xxtx,+ot+x,, n _ 14 1

n+l
1y 1 )
Na zakladé AG-nerovnosti plati £1+—) S[1+( 1)] , ovsem podminka pro rovnost
n n+

neni splnéna a pro kazdé ne N ziskdvdme ostrou nerovnost ve tvaru:

n n+l
an=(1+l) <(1+ ! J =a,,,
n n+l1

Posloupnost {a,}  je tedy rostouci. Pokud nyni poloZime x, =x,=..=x, =1+

1
n+l’

2
1
=|1+ . Pak plati:
X, [ (n+1)j ak plati

n+2
1
XXy X, = (1+ n+1j

a
2
n+2 (n+2
X +..+Xx nn+1+(n+1j
1 n+l — — Mn+1 .
n+l1 n+l1
Upravime:
3 2
Mn+1:(n+1) +(n+1)3+(n+1)+1:1+ 1, 1 ., 1 <
(n+1) n+l (n+1) (n+1)
<I+ ! + ! -+ ! ..t ! —+... :1+l
n+l (n+1)" (n+1) (n+1) n
4
V
sy . 1
geometricka fada s kvocientem ——
n+l
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n+2 n+l
Z uvedenych vztah( a AG-nerovnosti tedy vyplyva, Ze (1+LJ S(1+1J , pficemz
n+ n

podminka nerovnosti neni opét splnéna a pro kazdé ne N plati:

n+2 n+l
bn+1:(1+ L J <(1+lj =b,
n+1 n

Posloupnost {b,} " je tedy klesajici. Tim je diikaz hotov. [26]

n n+l
Je evidentni, ze pro kazdé ne N plati a":(H—lj <(1+lj =b, a ddle, Ze
n n

a,<b <b =4 . Posloupnost a, je tedy rostouci a shora omezena. lJiz vime, Ze

posloupnost s témito vlastnostmi ma konecnou limitu:

lima, = lim(l+lj =e.
" [26]

4.1.2 NEKONECNA RADA KONVERGUJICI K CISLU e

Nekonecna konvergentni fada, pomoci které lze definovat Cislo ¢, je ve tvaru:

Vidime, Ze fada vyuziva k vypoctu Eulerova Cisla hodnotu k!. Rychlost konvergence si

ovérime pozdéji.

4.1.3 DEFINICE POMOCI URCITEHO INTEGRALU
Dalsi zpUsob, kterym Ize definovat Eulerovo ¢islo, je vypocet urcitého integrdlu a ndsledné

vyreseni rovnice, kde Cislo e predstavuje jediny kladny kofen. [11] Rovnice ma tvar:

du=1

—_—
< | =

Je nutné podotknout, Ze se nam zde ukazuje souvislost mezi Cislem e a logaritmem, kdy

Ize zapisovat:

du=1

ln(x)zj-

< |-
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4.2 VLASTNOSTI CISLA e
Jiz zname nékolik zpUsobd, jak definovat Cislo e a uréit jeho hodnotu. Nyni se budeme

zabyvat nékterymi vlastnostmi této konstanty.

4.2.1 ZAKLAD PRIROZENEHO LOGARITMU

Jednou z dUlezitych vlastnosti Eulerova Cisla je, Ze se jedna o zdklad pfirozeného

logaritmu. Jedn4 se tedy o logaritmus log, (x), ktery m4 svij specificky zapis In(x). Plati

tedy:
In(x)=y & el=x

Na tuto vlastnost jsme narazili jiz dfive u definice Cisla e pomoci urcitého integralu, kde

platil vztah In(x)=1, tedy e' =x. [7]

4.2.2 DUKAZ IRACIONALITY CiSLA e
Dalsi z vlastnosti Eulerova Cisla je, Ze se jedna o Cislo iraciondlni. Ddkaz( iracionality

existuje nékolik. Pravdépodobné nejzndméjsi je Fourierdv dlkaz sporem, ktery je

o

proveden nize. Pfi dUkazu se vychazi ze vztahu e = —-
n=0 M-

a

Pfedpoklddejme nyni, Ze Cislo e je racionalni a Ize ho vyjadfit jako podil e:Z, kde

. " , , o ST . . L oa
a,be N a jsou nesoudélna. Pomoci b nyni vytvofime racionalni aproximaci podilu —, kdy

uvazujeme racionalni Cislo ziskané jako b -ty ¢astecny soucet nekonecné fady definujici

Cislo e, tedy:

b
Ly , 1 L . .. (L
Z toho vyplyva, Ze rozdil a_ E —|mu5| byt kladny. Nyni vyraz vynasobime hodnotou b!,
n=0 n.

diky ¢emuz se nam vykrati oba jmenovatelé zlomku, vyuZijeme predpokladu, Ze e=— a

SR

po Upravach ziskdme kladné celé Cislo.
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SRS

n:On'

S
VR
S|
|

=
i} >
[}

s |-
N
[l
>

_b{ 1 1 j
'(b+1)! (b+2)! b+3

1 1

b1 (b+1)(b42) (b+1)(b+2)(b+3)+

ProtozZe plati, Ze b>1, Ize toto kladné celé Cislo ohranicit shora geometrickou fadou ve

tvaru:

1 1 1 I 1 1
+ + +..<—t—=S+—=+..=1
b+1 (b+1)(b+2) (b+1)(b+2)(b+3) 2 22 2

Tim jsme ovSem sestrojili celé Cislo, které by mélo byt z intervalu (0,1) :

n=0 N

O<b'(ﬁ—zb: 1]

co? je spor. Cislo e musi byt nutné iracionalni. [12]

4.2.3 DUKAZ TRANSCENDENCE CiSLA e
Prvni diikaz transcendence Cisla e publikoval v roce 1873 francouzsky matematik Charles

Hermite (1822 - 1901). Zaroven ve své prdaci uvedl raciondlni aproximace pro

eae:

58291 2158452
21444 21444

[27]

Dukaz transcendence Cisla e neni trividlni zdleZitost. Je tfeba postupovat v nékolika
krocich a vramci ,pfipravné faze” pred dikazem samotnym se musi dokazat nékolik
lemmat. Dlkaz je proveden dale dle [20]. DulezZitou soucasti dikazu je polynom

definovany pro libovolné dCislo  pfirozené Cislo n a prvocislo p ,

kdy p>n:
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Polynom f je stupné (n+1)p—1. Nyni musime dokdzat dvé potirebné vlastnosti

polynomu f vbodech 0,1,2,...,n.

Lemma 1: Pro derivace polynomu f v bodé 0 plati:

=

£(0) je celé &islo pro kazdé re N,
2. f7(0) neni délitelné prvotislem p,

3. f"(0) je délitelné prvotislem p pro kazdé re N \{p—1}.
Dikaz 1: | pfipad: r>(n+1) p—1

Jelikoz je polynom f stupné (n+1)p—1, jsou viechny jeho r -té derivace
identicky rovny 0. Pro kazdé takové r je &islo £ (0)=0, tedy celé a délitelné

prvocislem p.
II. pfipad: r<(p—1)

Jedno ztvrzeni o polynomech nam tika, Zze pokud je Cislo @ k-nasobny koren
polynomu ¢(x) pro né&jaké ke N, pak ma derivace ¢(x)¢&islo & za svij (k—1)
nasobny kofen. ProtoZe O je p—1nasobnym kofenem polynomu f, je 0 téz
kofenem vsech jeho derivaci f(i) proi=0,1,...,p—2. Proto opét pro takové r

plati, ze £ (0)=0.

Pro zbyvajici pfipady se r-ta derivace polynomu f vypocte pomoci Newtonova

vzorce pro vypocet derivace soucinu dvou funkci:

" (r x"! = p\
fm(X)zZ(kj{ j ([(x—1)(x—2)...(x—n)] )( |

k=0 (P_l)!

(k)
p—1
Pro nase potreby oznacime A :( a ] .
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lll. pfipad: r=p—1

Dosadme do dfive uvedené rovnosti x=0. Pro tento pfipad je vyraz A nenulovy pouze

pro scitaci index k = p—1. Pro takové k pak plati, ze A=1. Ziskame rovnost ve tvaru:
FUN0)=[(=1)(=2)-(=n)]" =(-1)" (n))" e Z
Pozadavek p > n pak zaruduje, ze p nedéli £ (0).

IV. pfipad: p—1<r<(n+1)p—1

Pokud dosadime hodnotu 0 do vztahu na predchazejici strané, opét bude pro scitaci index

platit k= p—1 a A=1jako v pfedchézejicim p¥ipadé. Polynom h(x):

h(x):z [(x—l)(x—2)...()6—11)][7
je pro r> p—1lalespon jednou derivovan. Z tvaru definice h’(x):

’

h’(x) = p[(x—l)(x—2)...()6—11):|p_1 [(x—l)(x—Z)...(x—n)]

je evidentni, Ze h(x)lze vyjadfit jako pg(x), kde g(x) je polynom s celo&iselnymi
koeficienty. Takovy polynom pak ma vSechny své derivace v celociselnych bodech
celodiselné. Proto tedy je (h(x))(r_pﬂ) v bodé 0 nasobkem prvocisla p. Cim# je diikaz

hotov pro vSechny pfipady.
lemma2:  Prokaidé je{l,2,...n} a re N, je f" () délitelné prvotislem p.

Duikaz 2: Fixujme j.Polynom f je potom moZiné zapsat ve tvaru:

eZ

f(x)= (B,(x=J)" +B,,(x=j)"+.) ,kde B,.B

T
Protoze je Cislo j p -ndsobnym kofenem polynomu f(x), plati:

f(’)(j):O pro r=0,1,..., p—1
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Pro r = p pak dostaneme:

1
(p-1)!

f(")(j)= Br'=Br(r-1)..p,

coZ znameng, Ze je toto Cislo délitelné prvocislem p.

Lemma 3: Necht g je libovolny polynom stupné s. PoloZme:

F(x):= q(x)+q’(x)+...+q(s) (x)

Pak:
Ie""q(t)dl =—F(x)+¢'F(0)
0
Dukaz 3: Aplikujeme metodu per partes:

X

Jelq(e)dr=[~e"'q (1) ]! + e 'q (1) dr = ' (0) ~q(x)+ [e~'q (1)

0
a nasledné indukci na stupen polynomu g¢.

Véta: Cislo e je transcendentni.

Duikaz: Provedeme dikaz sporem. Predpokladejme pro spor, Ze existuji takova cela cisla

y " _
Co>CpsnnCy , L€ cytcie+...+ce" =0, kde ¢, 0.

Aplikujeme tvrzeni lemmatu 3 na zavedeny polynom f(x), kde za x postupné
dosazujeme j=0,1,...,n. Po vynasobeni koeficientem ¢; a seCtenim s ohledem na
vyse uvedeny predpoklad ziskavame:

n j n

» B )

ZCj'[e" f(r)dt ——chF(])
j=0 0 Jj=0
Na zakladé lemmat 1 a 2 je prava strana rovnosti celé Cislo, které je modulo p

rovno ¢,F (0) pro kazdé p>n. Pokud zvolime prvoiislo p>c,#0, pakdle

lemmatu 1 prava strana rovnosti 20 mod p . Ztoho dlvodu je prava strana celé
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nenulové Cislo. Spor ndasledné ziskdme z levé strany rovnosti takovym zpulsobem,

Ze ji vhodnou volbou prvocisla p > ¢, dokaZzeme udélat v absolutni hodnoté mensi

nez % Odhadujeme:

n

<(n+1)n max
j=0,...,n

j;ej_’f(t)dt

Jj=0

Nyni si musime uvédomit, Ze n je pevné — jednd se o fad Cisla e, o kterém pro

spor predpokldddme, Ze je algebraické. Jelikoz

n+l\?
lim (n )

o= (p=1)1

7

. . v . ” 1
je mozné pro dostatecné velké prvocislo p odhadnout levou stranu zlomkem 5

Dokazali jsme tedy, Ze Cislo e je transcendentni.

4.3 DALSI MOZNOSTI VYJADRENI CISLA e
Seznamili jsme se s vlastnostmi a nékterymi moznostmi aproximace Cisla e. NeZ budeme
jednotlivé postupy zkoumat pomoci matematického softwaru, zminime jesté nékolik

dalSich moznosti, jak vyjadfit tuto konstantu.

4.3.1 VYJADRENI EULEROVA CiSLA POMOCI NEKONECNEHO SOUCINU
Jednou z moznosti vyjadreni Cisla e je pomoci nekoneéného soucinu konvergujiciho k

hodnoté této konstanty. MlUzZeme se setkat se dvéma takovymi souciny. Pomoci jednoho

. oy , o . . e
z nich mUzZeme ziskat pfimo hodnotu Cisla e, u druhého hodnotu E:

1 1 1
ijz (_j4 (10.12.14.16}8
3) \57) (9111315 )

() (12esy.

/——\\

0=

— | o

[11]
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4.3.2 RETEZOVE ZLOMKY CISLA e
Pokud budeme chtit vyjadfit Eulerovo Cislo pomoci fetézovych zlomk(, a pfipadné urcit
¢iselnou hodnotu této konstanty, mame opét nékolik moZnosti. Retézovy zlomek

samotného Cisla e vypada ndasledovné:

e=2+ !
1
I+
1
2+
1
I+
1
1+
1
4+
1
1+
1
1+ I
6+—
I+..
Elegantnéjsi tvar maji zlomky vyjadrujici hodnoty e—1 a 2
e_
e—1=1+ 23 LR 12
24+ ————— e=2 2+ —m——
4 3
3+75 3+74
4+ — 4+——
S5+... S5+...

Jejich jedinou nevyhodou ovSem je, Ze neziskdme samotnou hodnotu cisla ¢ a bylo by

nasledné tfeba provadét dalsi upravy. [11]

4.3.3 SOUVISLOST S MACLAURINOVOU RADOU

Vezméme Maclaurinovu fadu ve tvaru:

1 1 1 11, 7 5 2447 , 959
—(14+x)r=l——x+—x"——x"+ X' = X+
e 2 24 16 5760 2304

Diky této fadé muzeme lépe nahlédnout do limitni definice Cisla e. Soucasné tak ziskdme

dalsi vyjadreni této hodnoty, kterd mohou byt napftiklad ve tvaru:

1
1 (1+X)X —e +£ .
lim-———=——e¢ lim 2 2__,
x—0 X 2 x—0 X 24

[11]
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4.4 VYPOCET CISELNE HODNOTY CiSLA e V PROGRAMU MATHEMATICA

Pokud bychom potfebovali rychle urcit hodnotu Cisla e na velky pocet desetinnych mist,
muUzZeme k tomu vyuZit program Mathematica. Tento matematicky software v sobé ma jiz
algoritmus vypoctu naprogramovany. Nutné podotknout, Ze na rozdil od bézného znaceni
Eulerova ¢isla, vyuzivd program Mathematica pro oznaceni symbol E. Pokud bychom tedy
chtéli vypocitat Cislo e s presnosti na 70 desetinnych mist, postupovali bychom

nasledovné:

In[i]:= N[E, 71]

Out[1]= 2.7182818284590452353602874713526624977572470936999595749669676277240766

Obrazek 36 - HODNOTA EULEROVA CiSLA VYPOCTENA NA 70 DESETINNYCH MiST

Nesmime zapomenout na syntaxi pfikazu N, ktera je popsana v kapitole 2.5.

4.4.1 PRESNOST HERMITOVY APROXIMACE
Pfi dlikazu transcendence v kapitole 4.2.3 jsme narazili na aproximaci Cisla e, kterou

291
vyuzil francouzsky matematik Charles Hermite. Ten tvrdil, ze e = &

21444

In[2]:= N[58291 /21444, 31]

Out[2]= 2.718289498227942548032083566499

Obrazek 37 - PRESNOST HERMITOVY APROXIMACE

Pokud porovname hodnoty Cisla e z obrazk( 36 a 37, zjistujeme, Ze Hermite mohl touto
aproximaci spravné urcit pét desetinnych mist Eulerova Cisla, coZ je urcité pro béziné

potfeby dostacujici.

4.4.2 RYCHLOST KONVERGENCE NEKONECNE RADY

Nyni se budeme zabyvat rychlosti konvergentni fady z definice Eulerova Cisla. Pro

oo

o . . y 1 Y el
pfipomenuti, jedna se o fadu ve tvaru e= E rt Pokud provedeme oznaceni E — a
k=0 K+ k=0 K€+

budeme urcovat pfislusné soucty, ziskdvame pro jednotlivd n nasledujici vysledky

(Cervené jsou vyznaceny spravné vypoctené cifry):
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n=5: 2.7166

n=6: 2.718055
n=10: 2.7182818011...
n=20: 2,7182818284590452353397...

Vidime, Ze postupné se pfiblizujeme k hodnoté Cisla e a napfiklad pro hodnotu n =20

ziskdvame 19 spravné vypoctenych desetinnych mist této konstanty.

4.4.3 NEKONECNY SOUCIN PRO HODNOTU CiSLA e

V kapitole 4.3.1 byly uvedeny dva nekonecné souciny, pomoci kterych Ize urcit ¢iselnou

Y e - . . Y. iy
hodnotu cisla e (resp. 5). Zamérfime-li se pouze na nekonecny soucin konvergujici

1 1 1

- . . 2 (4) (6.8)+(10.12.14.16 8

k hodnoté Cisla ¢ a vezmeme aproximaci tvaru e=x—.|—| | —| .|—— | ,
13 5.7 9.11.13.15

ziskdme nasledujici vysledek:

Inf21]:= N[(2/1) » ((4/3)7(1/2)) % (((6%8)/ (5%7))*(1/4)) % ((10%12%14%16) / (9+11%13+15))*(1/8), 31]

Out[21]= 2.604729295113756961271021945304

Obrazek 38 - VYUZITi NEKONECNEHO SOUCINU K APROXIMACI EULEROVA CiSLA
Zjistujeme, Ze pri tak nizkém poctu Ciniteld, ktery jsme poutzili, ziskdvame spravné
vypoctenou pouze Cislici na pozici jednotek. Samoziejmé se zvysujicim se poctem CinitelQ

by se zvySovala presnost, ale zaroven by se tézZ zvySovala naro¢nost vypoctu.

4.4.4 VYPOCET POMOCI RETEZOVYCH ZLOMKU
V praci bylo uvedeno nékolik fetézovych zlomk(, pomoci kterych lze aproximovat

hodnotu Cisla e. Prvni z uvedenych fetézovych zlomk( nam poskytne vysledek:

2+ =2,7182795...
I+

2+
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Hodnotu Cisla e jsme tedy spravné urcili na Ctyfi desetinna mista. Pokud bychom vyuzili

dalsich drive uvedenych zlomkd, musime si nejprve vypocitat hodnoty pro porovnani.

Plati, Ze e—1=1,718281828459045... a 12:1,392211191177332814.... Retézové
e_
zlomky nam pak poskytuji vysledky:
2 1
1+—3:1,71698... 1+—2:1,39189...
2+ ——— R
4 3
3+75 3+—4
4+~ 4+—
5 5

Lze fici, Ze rychlost konvergence téchto dvou retézovych zlomk( k hodnoté Cisla e je
srovnatelnd a ne pfilis vysoka. Jedna se ovSem o pomérné jednoduchy vypocet, ktery

bychom mohli realizovat i ru¢né s pomoci kalkulatoru.

4.5 VZTAH EULEROVA CiSLA A KONSTANTY In(2)

Eulerovo cislo Uzce souvisi s dalsi matematickou konstantou — s Cislem ln(2). Pokud

bychom chtéli definovat tuto konstantu a urcit jeji Ciselnou hodnotu, vypadal by zapis

nasledovné:

1 1 n
In(2)=|—dt=1
n(2) o 1+1 "me;n+k

=0,6931471805...

[11]

Pokud bychom se zaméfili na limitni vyjadreni Cisla 1n(2), mohli bychom vypozorovat

jejich podobnost s limitami urcujici Cislo e:

Na zdkladé souctl Maclaurinovy fady pro funkci 1n(1+x) vypoctenych v bodech x=1 a

1
x=== pak miZeme ziskat pro vyjadieni hodnoty &isla In(2) je3té vztah:

~ - (_l)k—l ~ - 1
1n(2)_; PRy -
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4.6 REKORDY VE VYPOCTECH EULEROVA CISLA

Zavérem kapitoly o Eulerové Cisle uvedeme tabulku s prehledem rekord( ve vypoctech

hodnoty dCisla e za poslednich pét let, véetné poctu spravné vypoctenych desetinnych

mist této konstanty. V tabulce je také nazorné vidét, Ze v dnesni , dobé pocitacd” neni

problém ,,cokoliv” vypocitat — vSe je pouze otazkou vypocetniho ¢asu.

Tabulka 2 - REKORDY VE VYPOCTU CiSLA e

DATUM DRZITEL REKORDU | POCET DES. MiST VYPOCETNI CAS
vypocet: 15 dni
24.6.2015 Matthew Hebert 1 400 000 000 000
ovéreni: 22 dni
vypocet: 224 hod.
5.7.2010 Shigeru Kondo 1 000 000 000 000
ovéreni: 219 hod.
vypocet + ovéreni:
20.2.2010 Alexander Yee 500 000 000 000
307 hod.
7.2.2010 Alexander Yee 100 000 000 000 vypocet: 57,8 hod.
vypocet + ovéreni:
3.6.2009 A. Yee & R. Chan 31 026 000 000

6 hod. 38 min.
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5 ZAVER
V préci jsme se postupné seznamili s Cisly \/E, Q,ea ln(2), jejich moznymi vyjadienimi,
vyznacnymi vlastnostmi a souvislostmi s béZznym Zivotem a matematikou vyucovanou na

zakladnich a stfednich skoldch. Je evidentni, Ze ne s kazdou konstantou se bézné setkame.

Na jedné strané zde mame Pythagorovu konstantu nebo zlaty fez, se kterymi se v néjaké

podobé setkavame takrka denné. U hodnoty \/5 se navic jednd i konstantu, kterou se

zaci musi naucit v ramci vzoreckl pro reseni prikladd v hodinach matematiky. Na strané

druhé stoji Eulerovo Cislo a pfipadné i hodnota ln(2). Pro matematiku se obecné jedna o

velmi vyznamné hodnoty, zvlasté Cislo e. BéZné se s nimi Clovék viak v podstaté nesetka.

Zjistili jsme, Ze ne kazda konstanta ma tak dlouhou a bohatou historii. Zatimco iracionalita

Cisla \/5 trapila architekty a stavitele jiz ve starovéku, s hodnotou Cisla e se setkavame az
na prelomu stfedovéku a novovéku v ramci financnictvi. | pres to vsak nelze fici, Ze by
néjaka z konstant byla ,ménécenna“. Objev kazdé z konstant urcitym zplGsobem ovlivnil a
obohatil matematiku. Mdzeme si napfiklad vzpomenout na ,prvni krizi matematiky”,
kterou zp(sobila jiz zminénd iracionalita Pythagorovy konstanty. Reéti matematici se sice
odklonili od aritmetického pojeti matematiky, ale diky tomu vybudovali cely systém recké
geometrické algebry a zacali se zabyvat studiem iracionalit. Stejné tak bychom mohli

hovofit o vlivu dalSich konstant.

Dnes jiz zname velké mnoZstvi matematickych konstant, které leckdy usnadnuji nebo
dokonce umoznuji realizaci Casto obtiznych matematickych vypoctd. Stacdi si otevrit
publikaci [11] a nahlédnout do prehledu konstant v obsahu knihy. | pfes to vSak nelze
tvrdit, Ze bychom vSechny matematické konstanty jiz znali. Asi ani neni mozné, abychom
nékdy vSechny znali. V této praci jsme se presveédcili, Ze matematické konstanty jsou ¢asto
iraciondlni a nékdy i dokonce transcendentni Cisla. A pfi faktu, Ze iracionalnich cisel je
nekone¢né mnoho, je tézké si predstavit, Ze clovék vSechny dullezité matematické
konstanty jiz objevil. Samoziejmé se dnes uz pravdépodobné nesetkdme s problémem, Ze
by ndm nesel ,dostavit domek” kvili iracionalité nékteré hodnoty. Radu vypoctd za nés
realizuji pocitace a navic, pfi zaokrouhleni napfiklad na pét desetinnych mist se jiz jedna o
tak malinkou chybu, kterd se pfi jakékoliv stavbé ztrati. Nejpravdépodobnéjsi moznost

objeveni nebo zavedeni nové konstanty je dle mého nazoru pravé pfi presnych
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pocitatovych vypoctech a ptipadné dikazech. Nase moderni spole¢nost ma potfebu
matematizovat svét — popsat ho a vysvétlit vSechny vztahy v ptirodé. Tento proces je
pochopitelné velmi slozity, stadi si vzpomenout na matematizaci pfi feSeni slovnich uloh, a
nékdy je mozné ,néco” vysvétlit jen diky zavedeni urcitych konstant nebo ,,umélych”

vztah(, na zakladé kterych je mozné vybudovat naslednou teorii.

Samoziejmé by se i vtéto diplomové praci dalo pokracovat, popisovat a hledat dalsi
konstanty. Prace by ovSsem nabyla velmi velkého rozsahu a nikdy urcité neni mozné
v ramci jedné publikace popsat do detailu UpIné vSsechny matematické konstanty se vSemi
jejich vlastnostmi. A jak jiz bylo fe¢eno v Uvodu — cilem této prace bylo zaméfit se na ty

nejznameéjsi, nejslavnéjsi a nejvyznamnéjsi a pfiblizit je ctenari.
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RESUME

This thesis deals with selected mathematical constants. Especially Pythagoras’
constant — the square root of 2, Golden mean, Euler’s number and In(2). The study
examines the history of these mathematical constants, their properties (for example
irrationality or transcendentality) and their influence on mathematics. Part of this thesis is
devoted to the mathematical computation in Mathematica 8.0. Other chapters are
focused on links with mathematics in schools. Part of this thesis is also devoted to finding

practical uses mathematical constants in everyday life.
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