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Uvop

Uvop

Tato prdce spojuje dvé jinak samostatna témata, kruhovou inverzi a studium rovinnych
kfivek. Kruhova inverze je rovinné zobrazeni, které zobrazuje kruhové krivky (primky,
kruznice) opét na kruhové krivky. Této vlastnosti je vyuZito pfi vySetfovani rovinnych kfivek

- regularnich kuzelosecek.

V prvni kapitole je z historického hlediska uveden pojem kruhové inverze a rozdilny
pohled a pristup na toto zobrazeni v pribéhu vékl. Déle je zde definovana kruhova inverze
véetné nékolika vét, které jsou i dokazany. Kapitola se také vénuje vlastnostem kruhové
inverze, jakym je napf. involuce. Zavér kapitoly patfi aplikaci kruhové inverze
v konstrukénich dlohach. Uveden je zde jeden pfiklad z Apolloniovych Uloh, coZ jsou ulohy,
ve kterych mame tfem zadanym objektlm z vybéru bod, pfimka, kruznice sestrojit kruznici,
kterd se dotykd vSech trech zadanych objektl. Druhym typem duloh, kdy vyuzivdme
kruhovou inverzi, jsou zadani v omezené ndakresné, kde kruhova inverze stoji jako

alternativa ke stejnolehlosti a mocnosti bodu ke kruznici.

Druhd kapitola se vénuje nejprve historickému pohledu na kuZelosecky starovékymi
Reky aZ po pojeti kuZeloselek jakoZto soucast analytické geometrie. Dale je zavedena
definice kuzelosecek jako rovinnych fezl na kulové plose, mnoZin bod( danych vlastnosti
a vlastnosti geometrickych. Tuto kapitolu uzaviraji spolecné vlastnosti elipsy, hyperboly a

paraboly.

V posledni kapitole se nachazi samotné téma této diplomové prace KuZelosecky
v kruhové inverzi. RozliSovany jsou zde jednotlivé druhy reguldrnich kuzelosecek (elipsa,
hyperbola, parabola), ale i centrum kruhové inverze. Pfi zvétSovani poloméru kruznice
kruhové inverze nds zajima nejen vznikla krivka, ale také pocet dotyku s inverzni kfivkou,
pocet prisecikl a zda kfivka nebude prochazet néjakymi vyznamnymi body. VSechny tyto
poznatky jsou rozdéleny na jednotlivé pripady a vzniklé kfivky souhrnné sepsany do
tabulky. Zavér kapitoly se zaobira nejen ndzvy obrazli kuzelosecek, ale i tim kdo je objevil,
jaké jsou jejich rovnice a pouziti v realném svété.

v vev

Tézistém této prace je vytvoreni interaktivnich dynamickych figur, které jsou vytvoreny
pomoci programu Geogebra a nachazeji se jako volné pfilohy na CD. Pfi vytvareni obrazu

kuzelosecek v kruhové inverzi se nemusime spoléhat jen na statickou podobu téchto kfivek
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ve formé obrazkl (viz. 3. kapitola), ale mizeme shlédnout dynamické interaktivni figury,

které za sebou zanechdvaji stopu obrazu.
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1 KRUHOVA INVERZE

1.1 HISTORIE KRUHOVE INVERZE

Prvnim, kdo uvaZzoval o kruhové inverzi byl fecky geometr, matematik a astronom
Apollonios z Pergy (asi 262 pf. n. . — 190 pt. n. |.), ktery se timto pojmem zabyval ve svém
pojednani Rovinnd mista'. Jak ukazuje Pappos (290 — 350 n.l.), Apollonios zde
pravdépodobné jako prvni definoval geometrickou transformaci — homotetii a inverzi, kdyz
prevadél rovinna mista opét na rovinna mista. Z Apolloniovych Gvah vychazel Descartes a

Fermat pfi vytvareni analytické geometrie.

Obrazek 1: Apollonios z Pergy
Po Apolloniovych Uvahach nastupuje dlouhé obdobi, kdy byla kruhova inverze v ramci
matematiky fadu let opomijena. BliZe se ji vénoval az Svycarsky geometr Jakob Steiner (18.

3.1796 — 1. 4. 1863), jenz v roce 1824 uvedl kruhovou inverzi v plné obecnosti.

Jeho pojednani vénované inverzni geometrii vSak nebyla publikovana a nasla se az v jeho

pozlstalosti.

! Pojednani sestdvalo ze dvou knih, autor v nich provedl klasifikaci geometrickych mist, specialni pozornost
pritom vénoval ,,rovinnym mistdm®*, tj. pfimkam a kruznicim.
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Obrazek 2: Jacob Steiner Obrazek 3: August Ferdinand Mobius

Dalsim, kdo prispél k rozvoji kruhové inverze byl belgicky matematik Adolphe Quetelet
(22. 2. 1796 — 17. 2. 1874) jenz roku 1827 odvodil analytické vyjadreni kruhové inverze.
Italsky matematik Giusto Bellavitis (22. 11. 1803 — 6. 11. 1880) sepsal roku 1836 patrné
prvni systematickou studii o kruhové inverzi nazvanou Teorie inverznich utvari a jeji vyuZiti
v elementdrni geometrii. V této studii zformuloval definici inverze a vylozil jeji zakladni
vlastnosti. Pozdéji pojem inverze zobecnil do trojrozmérného prostoru. Skotsky fyzik
William Thomson (26. 6. 1824 —17.12. 1907), zndmy spiSe pod jménem lord Kelvin, v letech
1845 - 1847 v ramci studia elektrostatiky hovofil o transformaci s reciprokymi privodici a

své fyzikalni Gvahy rozsifil na geometricky prostor.

Studium kruhové inverze zavrsil az némecky matematik a astronom August Ferdinand
Mébius (17. 11. 1790 — 26. 9. 1868), ktery v roce 1855 ve své praci® proved| zobecnéni
inverze. Pomoci Cisté geometrickych prostfedkd stanovil zdklady obecné bodové
transformace roviny, ktera kruznice opét zobrazuje na kruZnice a poloZil tak zaklady

kruhové transformace.

Na Mobiovy vysledky dédle navazal némecky matematik a fyzik Carl Friedrich Gauss (30.
4. 1777 - 23. 2. 1855), ktery odvodil analytické vyjadreni kruhovych transformaci
v komplexni roviné. To, Ze kazda kruhovd transformace je slozenim kruhové inverze
v Mobiové roviné a libovolného pohybu, ukdzal az britsky matematik Arthur Cayley (16. 8.

1821 -26. 1. 1895).

* Die Theorie der Kreisverwandtschaft in rein geometrischer Darstellung.
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Zobecnéni teorie kruhovych transformaci do trojrozmérného prostoru predstavoval
teorém francouzského matematika Josepha Liouvillea (24. 3. 1809 — 8. 9. 1882) - Liouvilletv

teorém>.
1.2 DEFINICE KRUHOVE INVERZE

Definice 1.2.1

K euklidovské roviné [E, pfiddme jeden prvek — tzv. nevlastni bod (zna¢ime P, popf. jen
), je prvkem kazdé pFimky a lezi vné kazdé kruznice roviny E,. MnozZina M, = E, U {P,}
se nazyva Mobiova rovina. Bodlim roviny [, fikame body vlastni. Pfimky roviny doplnéné

o bod nevlastni se nazyvaji rozsifrené primky.

O jiné definici kruhové inverze uvazuje (Sedivy, 1987), ktery povaZuje za zndmé znalosti
rovnosti a operace scitani a nasobeni komplexnich &isel. Dadle potom pojem komplexné
sdruzeného Cisla k Cislu z, ktery znaci Z. Definice kruhové inverze v jeho podani, pak vypada

nasledovné.
Definice 1.2.2: Necht z, z, € E,, z # z, a necht |z — z,| = r, potom zobrazeni : E, — E,,

ve kterém

§(z) =zp +

0

nazyvame kruhova inverze. Bod zynazyvame stfedem, Cislo r polomérem a kruznici (z,, )

urcujici kruznici kruhové inverze.

Sedivy kruhovou inverzi jednoduse zapisuje ve tvaru (z,, ). Z definice 1.2.2 déle vyplyva,
ze kruhova inverze neni jednoznacné zobrazeni roviny na sebe, protoze pro z = z,

zobrazeni & neni definovdno, takze stfed kruhové inverze v zobrazeni & nema obraz.

* Teorém byl publikovan v jednom z dodatkl patého vydani Mongeovy knihy Application de Idnalyse d la
géométrie.
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Véta 1.2.3: Kruhova inverze (z,, ) je involutorni zobrazeni.

Dikaz: Necht z # z, je libovolné komplexni Cislo, potom pro jeho obraz podle definice 1.2.2

plati:
r2
§(2) =20+ —
0
Oznaéme
r2
Z = ZO +
7z — ZO
potom
r? r?
Z = o =
() ZO+Z— ) ZO+Z N 72 _,
(R —— 0
. r? L r2(z — zp)
~ %o 20(Z—25) + 12— 20(Z—25) %o r2 N
Z — ZO
tedy
FF@) =z.

Timto jsme dokazali vétu 1.2.3 a i to, Ze body z a §(2) jsou navzajem inverzni.
Véta 1.2.4: V kruhové inverzi (z,, 1) lezi obraz §(z) bodu z na polopfimce z,z.

Dikaz: Necht z = x + iy, zy, = x, + iy,, potom

2

Fz) =z +

0
mulzeme prepsat do tvaru

T'Z

(x —x0)% + (y — y0)?

§2) =z +

(z — 7).

VySe uvedena rovnice je parametrickym vyjadienim primky uréené body (komplexnimi Cisli)

Z,, Z. ProtoZe je parametr této rovnice vzdy kladny, tak §(z) leZi na polopfimce z,z.
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Definice 1.2.5: Pfimky a kruznice oznaCujeme spolecnym ndazvem kruhové kFivky.

Déle uvedeme nékterd zakladni fakta platici o kruhovych kfivkach v roviné M,. Necht p, q

jsou kruhové krivky, potom:
* pjerozsifend pfimka, pravé kdyz P,, € p, v opacném pripadé jde o kruznici;
* jsou-lip, q rozsifené pfimky, potom se vidy protinaji alespon v jednom bodé;
* p,q sevidy protinaji nejvySe ve dvou bodech;
* libovolné tfi body jednoznaéné uréuji kruhovou krivku.

K poslednimu bodu definice 1.2.5 je jeSté nutné dopsat pozndmku. Je-li jeden z bodU A,
B, C nevlastni, potom je danou kruhovou kfivkou rozsifena pfimka. V opacném pripadé
musime jesté rozliSovat, zda jsou body A, B, C kolinedrni. Potom je kruhovou kfivkou opét
rozsifena primka, anebo nekolinedrni — potom je dana kruhova kfivka kruznici opsanou

AABC.

Pro vyuziti kruhové inverze v konstrukéni geometrii uvedeme definici kruhové inverze,
ktera je rovnocenna s definici 1.2.2, pfiéemz v ni nejvice vynikne geometrickd stranka

tohoto zobrazeni.

Nejdfive upravime rovnici

§(z) =zy +

0

do tvaru

[¥(2) — 20](Z=2p) = r2.
Potom je zfejmé, Zze komplexni Cisla §(z) — z,, z — z, maji stejnou amplitudu a amplitudy

komplexnich ¢isel §(z) — z,, Z — z, se lisi jen znaménkem. Proto mGZeme rovnici

[F(2) — zl(Z=7Z,) = r?

prepsat ve tvaru

[§(2) — 2z0](Z=72zp) = |F(2) — 20| " |1Z= 25| = r2,

Rovnost této rovnice je zfejmad, protoze komplexni ¢isla nasobime v goniometrickém

tvaru.
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Vime, Ze pro komplexni ¢isla
a = |a|(cos ¢, + isin ¢,),
b = |b|(cos ¢, + isin ¢,)
plati
a.b = |a| - [b| - [cos(¢; + @) + isin(p; + @,)].
V nasem pripadé je ¢; + ¢, = 0,aprotoa-b = |a| - |b|.

Definice 1.2.6: Necht je ddna kruZnice w se stfedem S a polomérem r. UvaZujme zobrazeni

INV (w) v Mobioveé roviné M, = E, U {P,}, které je urteno nasledujicim pfedpisem:
i.  Obrazem bodu S je nevlastni bod P,,.
ii. Obrazem nevlastniho bodu P, je bod S.
iii. ObrazemboduX # S, P, je bod X' takovy, e X' €— SX a soudasné
|SX'| - |SX]| = r2.
Zobrazeni INV (w) se nazyva kruhova inverze (inverze podle kruznice), kruznice w se

nazyva zakladni kruznice inverze, bod S nazyvame stred kruhové inverze a kladné ¢&islo 72

je koeficient kruhové inverze.

Z rovnosti |SX'| - |SX| = r? vyplivd konstrukce obrazu X' daného vzoru X. Necht
kruhova inverze je dana urcujici kruznici w(S,r), potom konstrukce obrazu bodu, ktery

muze byt vnéjsi nebo vnitfni bod kruznice w, resp. bodem kruznice w, je takova:

a) Necht bod X je vnéjsi bod kruznice w (Obrazek 4). Tak nad primérem SX
sestrojime Thaletovu kruznici k a bodem M = k N w vedeme kolmici g na SX,
tak g N SX = X'. Pravdivost konstrukce vyplyva z Euklidovy véty o odvésné

v pravouhlém trojuhelniku SMX.

b) Necht Y # S je vnitfni bod kruznice w (Obrazek 4). Staci, kdyz bodem Y
sestrojime kolmici g na SY, potom tec¢na t ke kruznici w sestrojena v bodé T =
g N w protina polopfimku SY v bodé Y'. Oduvodnéni této konstrukce je stejné

jako v ¢asti za a).

c) NechtZ € w, potom podle |SX'| - |SX| = r? plati
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1S7'| - 15Z] = 2

Cili |SZ'| = r. Protoze Z' patfi polopfimce Sz, tak Z = Z', tak vSechny body Z

kruznice w jsou samodruzné.

Obrazek 4

Konstrukci bodu Y’ bychom nemuseli opisovat tak, jako jsme uvadéli v b), protoze

kruhova inverze je podle véty 1.2.3 involutorni zobrazeni.

10
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1.3 VLASTNOSTI KRUHOVE INVERZE

U uvadénych vét v této ¢asti kapitoly pfedpokladame, Ze kruhova inverze je ddna urcujici
kruznici w(S,r). Pfedevsim si vSimneme, Ze obrazy vnéjsich (vnitfnich) bodid kruznice w
jsou vnitfni (vnéjsi) body kruznice w. Uvedena vlastnost vyplyva z konstrukce bodu, ktery

je obrazem daného vzoru.
Véta 1.3.1: Necht v kruhové inverzi jsou body X # S a X' navzdjem inverzni a r(izné.
Necht A, B jsou praseéiky pfimky XX’ s uréujici kruZnici w, potom pro dvojpomér

navzajem rGznych bodd 4, B, X, X' v napsaném potadi plati:

S(ABXX') = —1.

Diikaz (Obrazek 5): Dvojpomér 6 (ABXX') mlZeme upravit na tvar
§(ABXX'") = A(ABX): A(ABX"),

kde A(ABX), resp. A(ABX") jsou délici poméry bodl A4, B, X, resp. A, B, X' v napsaném
poradi ([4], str. 228).

[}

Obrazek 5

11
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Na pfimce AB zvolime soufadnicovou soustavu s poc¢atkem v bodé S a necht bod X ma
soufadnici u, kterou zapiseme X[u], déle necht X'[u], B[r], A[—7], potom

!

u+r u+r
AABX) = ——,  A(ABX) = ———;

kde r # u, co vyplyva z pfedpokladu A # B. Potomjealeir # u' ataké u # u'.
Na zakladé predchdazejicich informaci dostavame

, W oudr u4r w4+ ru'—ru—r?
S(ABXX') = A(ABX): A(ABX") = —: =

—r u—-1r w-ru+ru-—r2

ru —ru
—— =1
ru' —ru

Po prepsani dostdvdme rovnici, kterou jsme se na zacatku snazili dokazat:

S(ABXX') = —1.

V tomto dikazu jsme pouZili rovnost uu’ = r?, kterd vyplyva z definice kruhové inverze.

Véta 1.3.2: Necht v kruhové inverzi jsou A’, B obrazy bodU A, B, pficemz S nendéleZi pfimce

AB, potom |« SAB| = |« SB'A’|.
Dukaz (Obrazek 6): Z predpokladu vyplyva
|SA| - |SA"| =712, |SB| - |SB'| = r?
proto
|SA| - |SA'| = |SB| - |SB’|
|SA| : |SB| = |SB'| : |SA'|.
Déle plati |« ASB| = |« B'SA’|, proto A SAB~A SB'A’ (podle véty (sus)) ([4], str. 229).

Z podobnosti trojuhelnikd vyplyva tvrzeni této véty.

12
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Obrazek 6

Véta 1.3.3: Obrazem kazdého bodu X # S pfimky p obsahujici stfed inverze S je bod na

pfimce p, t.j. pfimka obsahujici stfed inverze je samodruzna jako celek, ne bodové.

Véta 1.3.4: Necht v kruhové inverzi obrazy ¢tyf navzdjem rGznych bodl 4, B, C, D pfimky p
prochazejici sttedem inverze body A’, B', C', D', pfi¢emZ ani jeden bod 4, B, C, D se nerovna

bodu S, potom 6 (ABCD) = 6(A'B'C'D").

13



1 KRUHOVA INVERZE

Véta 1.3.5 (Obrazek 7): Obrazem pFimky p, ktera neprochazi sttedem S kruhové inverze je

kruznice p’ prochézejici sttedem S kruhové inverze — kromé bodu S.

Obrazek 7

Dikaz (Obréazek 7): Necht P je pata kolmice sestrojena bodem S na p¥imku p, P’ je obraz

v kruhové inverzi. Necht L € p je libovolny bod, potom podle véty 1.3.2 plati
|« SPL| = |« S'LP'|.

ProtoZe | S'LP’'| je pravy, podle Thaletovy véty véechny body L' patfi kruZnici sestrojené

nad primérem SP, kromé bodu S.

Zobrazeni, ve kterém obrazem primky neni vidy pfimka, nazyvdme nelinedrni, a proto

vzhledem k vété 1.3.5 kruhovou inverzi zafazujeme mezi nelinedrni zobrazeni ([4], str. 230).

Véta 1.3.6: Obrazem kruZnice k prochdzejici sttedem S kruhové inverze, kromé jejiho bodu

S, je pfimka k', kterd neprochazi sttedem kruhové inverze.

Véta 1.3.7: Obrazem kruznice k neprochazejici sttedem S kruhové inverze je kruznice k'

neprochazejici sttedem S kruhové inverze.

14
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Na zavér kapitoly 1.3 shrneme nékteré dulezité poznatky a véty, které se objevuji v této

kapitole. Tyto poznatky pro nas budou diléi v dalSich ¢astech této diplomové prace.

* PFimka p, ktera prochazi stfedem kruhové inverze S, se zobrazi na pfimku p’ = p.

* Pfimka p, ktera neprochazi stredem kruhové inverze S, se zobrazi na kruznici

p' prochazejici stftedem kruhové inverze S.

* KruZnice k, kterd prochazi sttedem kruhové inverze S, se zobrazi na pfimku k', kterd

neprochazi sttedem kruhové inverze S.

* KruZnice k, kterd neprochazi sttedem kruhové inverze S, se zobrazi na kruZnici k',

ktera neprochazi sttredem kruhové inverze S.
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1 KRUHOVA INVERZE

1.4 APLIKACE KRUHOVE INVERZE

1.4.1 APOLLONIOVY ULOHY

Apolloniova uloha zaujima mezi vSemi planimetrickymi tlohami zvlasté vyznamné misto
nejenom proto, Ze jeji feSeni vyzaduje znalosti vrcholnych vztahl a vlastnosti, ale i proto,
Je pfi jejim fedeni bylo objeveno mnoho novych geometrickych poznatkd. Recky
matematik, fyzik a astronom Apollonios z Pergy (asi 262 pf. n. I. — 190 pf. n. I.) proslul
studiem kuzelosecek jako rovinnych fezl kuzelové plochy, zaved| ndzvy elipsa, hyperbola a
parabola. Dobfe znam je i diky své knize "O dotycich". Jednalo se o dvousvazkovou praci,
kterd se bohuzel nedochovala. NemGzeme tudiz s urcitosti fici, jakym zptisobem Apollonios
Ulohu fesil. Podle francouzského matematika Vieta podal Apollonios obecné rfeseni dilataci
(pomér prirastku délky usecky k pavodni délce usecky), jak to Viet uvedl ve svém dile

L»Apollonius Gallus...".

Definice 1.4.1.1: Necht jsou dany tfi rlzné prvky (kruznice, ptfimky, body). Sestrojte

kruznici, kterd se dotyka zadanych kruZnic nebo pfimek a prochdzi zadanymi body.

Z vyse uvedené definice se da odvodit jeji mozny pocet variant. Hleddme vidy skupiny
tfi objektl ze tfech druhl (bod(, pfimek, kruznic), pfiCemzZz poradi danych objektl neni
podstatné. Tvofime tedy kombinace s opakovanim treti tridy:

am=ce) = (" +l’§_ h= (g) — 10.

Celkem mlzZeme najit 10 typu Apolloniovych uloh, pficemz obecna uloha ma nejvyse 8
feSeni. Je samoziejmé, zZe kazdd z uloh zahrnuje opét zvlastni pfipady (podulohy), které
mohou mit specifické zplUsoby reseni. Specidlnimi pfipady Apolloniovych uloh jsou Pappovy
ulohy.

Definice 1.4.1.2: Necht jsou dany tfi rizné prvky (kruznice, pfimky, body), z nichZ alespon
jeden je kruhova kfivka a alespon jeden je bod, pficemz tento bod lezi na dané kruhové

kfivce. Sestrojte kruZnici, ktera se dotyka zadané kruhové kfivky v daném bodé a dale se

dotyka dalsi kruhové kfivky nebo prochazi dalSim zadanym bodem.
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1 KRUHOVA INVERZE

Priklad 1.4.1

Je dana pfimka p, bod B a kruzZnice k;, ktera lezi v jedné poloroviné uréené pfimkou p tak,
Ze B je vnéjsim bodem kruZnice k. Sestrojte kruznici k, kterd prochdzi bodem B a dotyka

se piimky p a kruznice k,.*
Rozbor:

Jednd se o Apolloniovu tlohu typu Bpk (bod, pfimka, kruZnice). Ulohu Feime s vyuZitim
kruhové inverze. Sestrojime pfimku p, bod B a kruZnici k; podle vychoziho zadani ulohy.
Zakladni kruznici w kruhové inverze zvolime se stfedem v bodé B a libovolnym polomérem
r, tak aby w L k;. Potom se v kruhové inverzi pfimka p zobrazi do kruznice p’, kruznice k,
do kruznice k,' a hledand kruznice, protoZe ma prochazet stfedem inverze, do pfimky k'.
Pfimka k', vzhledem k poZadovanym vlastnostem kruZnice k, je spoleénou te¢nou kruznic
p', k,'. Timto se plvodni Gloha zménila na feseni tlohy: K dvéma danym kruznicim sestrojte
spole¢nou teénu. Pokud k pfimce k' sestrojime inverzni tvar, kterym je kruZnice k,

dostavame kruZznici s hledanymi vlastnostmi.
Popis konstrukce:
1) B, p, k; - podle zadani
2) w; w(B,r) - libovolna velikost r, tak aby w L k;
3) Inv (w): p pfimka — p’ kruZnice, k, kruznice - k;' kruznice
4) k; spoleéné tecny kruznic p’, k"

5) Inv (w): k' pfimka = k kruZnice

4 (ptelozeno z [4], str. 239 - 240)
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1 KRUHOVA INVERZE

p

Obrazek 8

Diskuse:

Uloha ma &tyfi feeni, co? vyplyva z bodu 4 zapisu konstrukce a rozboru - pfimka p nemd s
kruznici k; Zadny spole¢ny bod, tudiz i kruznice p’ a k;' nemaji zadny spole¢ny bod -

takovymto kruznicim lze sestrojit ¢tyfi spoleéné tecny.
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1 KRUHOVA INVERZE

1.4.2 ULOHY S OMEZENOU NAKRESNOU

V predchozim prikladu jsme predpokladali, Ze ndkresna, na které provadime konstrukce
je neomezenad. Je-li vSak ndkresna omezend — coz samoziejmé ve skutecnosti je (papir,
tabule, ...), musime v nékterych pripadech urcité konstrukce prizplUsobit konkrétni situaci.
V Ulohdch na omezené ndkresné vyuzivdme stejnolehlosti, podobnosti, mocnosti bodu ke
kruznici a kruhové inverze. Na ndsledujicim prikladu si ukdaZzeme, jak pomoci kruhové

inverze fesit takovéto ulohy.
Priklad 1.4.2

Je dana kruznice k, jejiz stfed je nepfistupny. V daném pristupném bodé T sestrojte tecnu

kruznice k.’
Rozbor:

V kruhové inverzi se sttedem T pfejde zadand kruznice k na pfimku k', bod T na nevlastni
bod oo a te¢na t prochazejici sttedem inverze T je samodruzng, tj. t'=t. Kruhové kfivky k a
t se dotykaji v bodé T, a proto pfimky k' a t’ jsou rovnobéiné. Pfimka t'=t tedy prochéazi

bodem T a je rovnobézna s pfimkou t'.
Popis konstrukce:
1) k; k(S,r) - podle zadani

2) w; (T, r) - libovolnd

velikost r
3) Inv(w);k kruznice -
k' pfimka

4) t5t' 1k At'NT

Diskuse:

Tato Uloha ma pravé 1 feseni.

Obrazek 9

> ([16], str.6)
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2 KUZELOSECKY

2 KUZELOSECKY

2.1 HISTORICKY UVOD

Mezi prvni starovéké autory, ktefi se zabyvali pojmem kuZelosecka, patfil fecky
matematik a geometr Meneachmus (asi 380 pf. n. | — 320 pf. n . I). Ten se snazil vyresit
jeden ze tfi starovékych antickych konstrukénich problém, ktery vede na pojem
kuZzelosecka, tzv. Délsky problém. Meneachmos si byl pfi jeho rfeSeni védom, Ze kazid3
kuzelosetka je prlnikem néjaké kuzelové plochy. Nazvy, které v dnesni dobé pro
kuZzelosecky uzivdme, zavedl pocatkem 2 st. pf. n. I. Apolonios z Pergy. Ten ve svém
osmisvazkovém dile KuZelosecky podal nové definice a zménil dosavadni pohled na tyto
rovinné krivky. Kuzel definoval jako téleso, které vznikne pohybem bodu pfimky po kruZnici,
kdyz je tato pfimka v jiném bodé upevnéna. Kuzelosecky pak definoval pomoci ezl kuzelu

rovinou, ale také je chdpal jako geometrické misto bodu urcitych vlastnosti.

Dalsim, kdo se zaslouZil o rozkvét teorie kuzelosecek, byl némecky matematik, astrolog
a astronom Johannes Kepler (1571 — 1630). Ten, mj. také nékolik let plsobil v Praze, na
zakladé svych pozorovani objevil, Ze se planety pohybuji po eliptickych drahdch, které maiji
jedno ohnisko ve stfedu Slunce. Keplerovy myslenky byly pozdéji v 17. stoleti potvrzeny
anglickym matematikem a fyzikem Isaacem Newtonem (4. 1. 1643 — 31. 3. 1728). Uzitim
Newtonova gravitaéniho zakona se da dokdzat, Ze i druZice Zemé se pohybuji po

kuZeloseckdach, v tomto pfipadé je jednim ohniskem Zemé.

Obrazek 10: René Descartes

O pohled na kuzelosecky jako soucast analytické geometrie se zaslouZil francouzsky
filozof, matematik a fyzik René Descartes (31. 3. 1596 — 11. 2. 1650), ktery ve svém spisu

Géometrie uvadi nékteré rovnice druhého stupné, jez povazuje za rovnice kuzelosecek.
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2 KUZELOSECKY

2.2 KUZELOSECKY JAKO REZY NA KUZELOVE PLOSE

Nazev kuzelosecka, jak je uvedeno v kapitole 2.1, napovid3, Ze tyto kfivky je mozné ziskat

jako rovinné rezy kuzelové plochy. Nejprve definujme pojem rotacni kuzelové plochy.

Definice 2.2.1: Necht je v euklidovském prostoru [E; dan pevny bod V, pevna pfimka o
prochazejici bodem V a Uhel @ = £(0,a), kde a # 0,a £ o je libovolna pfimka prochézejici
bodem V. Rotacni kuZelovou plochou x(V, 0, @) rozumime mnoZinu viech pfimek (tzv.
povrchovych pfimek), které sviraji s pfimkou o (osou kuzelové plochy) uhel o velikosti a.

Bod V se nazyva vrchol kuzelové plochy.
RozliSujme nasledujici dva pripady:
1) rovina o je vrcholova (V € o),
2) rovina g neni vrcholova (V € o).

V prvnim pfipadé dostaneme rfezem kuZelosecku, ktera se nazyva singularni, v druhém,
ktera se nazyva reguldrni. Oznacime-li § = 2(o0, g), potom v zavislosti na velikostech uhld

a a f nastava nasledujici pfipad.
Neni-li rovina o vrcholova (V € o), potom pro prisec¢nou kfivku k plati:
* [ > a < kjeelipsa (pficemZ pro f = %je k kruznice)

* [ =a < kje parabola

* B < a < kjehyperbola.

Obrazek 11: elipsa, parabola, hyperbola
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2 KUZELOSECKY

Véta 2.2.2: Rezem na rotaéni kuZelové plo3e rovinou, ktera neni vrcholova je kuzelose&ka,
jejimiz ohnisky jsou dotykové body kulovych ploch, které Ize vepsat do kuZelové plochy tak,
Ze se dotykaji roviny rezu. Jestlize rovina protind vSechny povrchové pfrimky kuzelové
plochy, je fezem elipsa (je-li rovina navic kolma k ose plochy, potom je fezem kruznice
jakoZzto specidlni pripad elipsy — dotykové body vepsanych kulovych ploch potom splyvaiji).
Je-li rovina fezu rovnobézna praveé s jednou povrchovou primkou plochy, je fezem parabola
(do kuzelové plochy Ize vepsat jedinou kulovou plochu spliujici dané podminky). Je-li rovina
fezu rovnobézna se dvéma povrchovymi pfimkami plochy, je fezem hyperbola a ony

povrchové primky udavaji sméry asymptot.

Pro lepsi predstavivost poznatk(, které jsme uvedli v pfedchozi vété, pouzijeme obrazku

nize, kde jsou jednotlivé fezy na rotacni kuzelové plosSe lépe vidét.

hyperbola

Obrazek 12
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2 KUZELOSECKY

2.3 REGULARNI KUZELOSECKY JAKO MNOZINY BODU DANYCH VLASTNOSTI

Prozatim jsme se zabyvali kuzelose¢kami jako rovinnymi kfivkami, které vzniknou rezem
rotacnich kuzelovych ploch rovinami, které neprochazi jejich vrcholem. Nyni definujeme
kuzelosecky jako mnoziny bod( s jistymi vlastnostmi. Jako jednoduchy pfriklad, ktery je ndm
jiz zndm, mlzeme uvést definici kruznice jako mnozinu vSech bodl v roviné, které maji
stejnou vzdalenost od pevné zvoleného bodu. Podobné definujeme i ostatni reguldarni
kuzelosecky. K tomu poznamenejme, Ze vSechny jsou definovdny pomoci pojmu
vzddlenosti, takZe skutecnost, Ze maji rovnice s kvadratickymi ¢leny je vlastné ddna uz tim,

Ze vzddlenost se v roviné pocitd pomoci vzorce obsahujici druhé mocniny.

V ndsledujicim textu se zaméfime na zakladni geometrické vlastnosti reguldrnich
kuzelosecek. Podrobné si, ale nebudeme odvozovat rizné vzorce a rovnice specifické pro
dany typ kuZelosecky, resp. jeji specidlni geometrické polohy. Tyto polohy Ize odvodit

z algebraickych rovnic.
2.3.1 ELIpsA

Definice 2.3.1.1: MnozZinu vSech bodu v roviné [E,, které maji od dvou rlznych pevné

zvolenych bod( F;, F, konstantni soucet vzdalenosti 2a, nazyvame elipsa;

t.

k., ={X € E,: |XF,| + |XF,| = 2a = konst.,0 < |F,F,| < 2aj}.

Dané pevné body F;, F, se nazyvaji ohniska®, spojnicim XF, a XF, fikdme pravodice.
Stred S usecky F; F, je tzv. stfed elipsy. Vzdalenost ohnisek od stfedu se nazyva linearni

vystiednost (excentricita) a oznacuje se e
ISFII = ISF2| = e.

Pfimku AB nazyvame hlavni osa (tymZz nazvem oznacujeme i vzdalenost |AB|) a jeji
pruseciky s elipsou nazyvame hlavni vrcholy elipsy, oznacujeme A a B. Kolmice k hlavni
ose vedena stfedem se nazyva vedlejSi osa elipsy a jeji pruseciky s elipsou nazyvame
vedlejsi vrcholy elipsy, oznacujeme C a D. Konstanté a se fika velikost hlavni poloosy elipsy,

konstanté b velikost vedlejsi poloosy.

6 F — zkr. focus, z lat. ohnisko.
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Obrazek 13: Elipsa

Kdybychom v definici elipsy pripustili i moznost, Ze ohniska F;, F, splynou, potom by se

mezi elipsy zafadila i kruznice jakoZto specialni pfipad elipsy s nulovou vystfednosti.
2.3.2 HYPERBOLA

Definice 2.3.2.1: MnozZinu vSech bodu v roviné [E,, které maji od dvou rlznych pevné
zvolenych bodu F;, F, konstantni absolutni hodnotu rozdilu vzdalenosti 2a, nazyvame

hyperbola;

t.

kn ={X €E,: |IXF| — |XF,|| = 2a = konst.,0 < 2a < |F,F,|}.

Tak jako u elipsy oznacujeme dané pevné body F;, F, ohniska, spojnicim XF; a XF,
fikdme pravodice a stfed S Usecky F;F, je tzv. stfed hyperboly. Vzdalenost ohnisek od

stfedu se nazyva linedrni vystirednost (excentricita) a oznacuje se e
ISFII = ISle = e.

Pfimku AB nazyvame hlavni osa (tymZ nazvem oznacujeme i vzdalenost |AB]) a jeji
pruseciky s elipsou nazyvame vrcholy hyperboly, oznacujeme A a B. Kolmice k hlavni ose
vedena stfedem se nazyva vedlejsi osa hyperboly. Konstanté a se Fika velikost hlavni
poloosy hyperboly, konstanté b velikost vedlejsi poloosy hyperboly a konstanté e

excentricita (vystfednost) elipsy:

e? = a? + b2
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X,

Obrazek 14: Hyperbola
ProtoZe neexistuje bod, pro ktery by soucasné platilo |XF;| — |XF,| = 2a a |XF,| —
|XF,| = 2a, je zfejmé, ze hyperbola se sklada ze dvou ¢asti, jimz fikame vétve hyperboly a

které nemaji Zadny spolecny bod.
2.3.3 PARABOLA

Definice 2.3.3.1: MnoZinu vSech bodu v roviné E,, které maji od pevného bodu F a pevné

primky d, jenz timto bodem neprochazi, stejné vzdalenosti, nazyvame parabola;

.

k,={X €E,: |XF|=|X,d|, F¢d}

Pevny bod F se nazyva ohnisko a pevna pfimka d Fidici (direkéni) pfimka. Vzdalenost
ohniska od Fidici pfimky se znaci p a nazyva se parametr. Kolmici k fidici pfimce prochazejici

ohniskem F nazyvame osa paraboly, jeji prlsecik s parabolou vrchol paraboly V.
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Obrazek 15: Parabola
2.4 SPOLECNE VLASTNOSTI ELIPSY, HYPERBOLY A PARABOLY
Regularni kuZelosecky (elipsu, parabolu a hyperbolu) jsme v kapitole 2.2 definovali

pomoci fezu kuzelovou plochou a v kapitole 2.3 mnoZinové — bodovou definici. A ackoliv je

kazda z téchto kfivek zavedena rliznymi definicemi, Ize k nim uplatnit jednotny pfistup.

Necht jsou elipsa k,, resp. hyperbola k; v zédkladni poloze vzhledem k sourfadnému

systému, tj. jejich rovnice maji tvar

2 .2 2 .2
Xy | X3 N ISTURT Xy X3 ve a1y
o + i 1 (v pripadé elipsy), resp. 2T 1 (v pripadé hyperboly).

A d,

AN
&

Obrazek 16

Pro libovolny bod X = [x,, x,] € k, (resp. ky) plati, Ze jeho vzdélenost od ohniska F, je

XF| = a2 _la7 — e
2 a a '
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2 KUZELOSECKY

2
Bud' d, pfimka rovnobézina s vedlejsi osou ve vzdalenosti a:; direkéni pfimka ohniska F,.
Vzdalenost bodu X od direkéni pfimky d, je

2

la? — ex;
__x —_——
e 1

IX,d2| = -

e
Z vyse uvedeného vztahu plyne, Ze pro kazdy bod X elipsy, resp. hyperboly plati vztah
|XF,|: |X,d,| =e:a=¢&=konst.>0,

kde e je linedrni excentricita a a je hlavni poloosa. Cislo € se nazyva &iselnd excentricita

(vystfednost) elipsy (hyperboly), pficemz je zfejmé, Ze pro elipsu je € < 1 (nebot a > e)
a pro hyperbolu je € > 1 (nebot a < e). Vzhledem k definici paraboly je |XF| = |X, d|,
a proto pro kazdy bod X paraboly dostavame

|XF,|: |X,d,| =& =1([2], str. 90 - 91).

Véta 2.4.1: VSechny body X € E,, jejichz vzdalenost od pevné zvoleného bodu F a od

pevné zvolené pfimky d (F & d) jsou v konstantnim poméru
|XF|: |X,d]| =¢>0,

leZi na reguldrni kuzelosecce, jejimz ohniskem je bod F a jejiz direkéni pfimkou prislusnou

k ohnisku F je ptimka d. Navic plati:
* e<1ekijeelipsa
* &=1¢& kjeparabola

* £>1¢< kijehyperbola.

Obrazek 17

Jesté poznamenejme, Ze kdybychom uvaZovali kruznici, jako specidlni pfipad elipsy

(a = b, e = 0), potom by pro ni zfejmé platilo ¢ = 0.
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3 KUZELOSECKY V KRUHOVE INVERZI

3 KUZELOSECKY V KRUHOVE INVERZI

3.1 ELIPSA

[A] Oznacime-li kruhovou inverzi w, elipsu k, a jeji stfed S, ohniska, jak tomu byva
zvykem, oznacime F;, F,. Hlavni vrcholy elipsy A, B a vedlejsi C,D. Stfed kruhové
inverze w umistime do stfedu Kartézské soustavy souradnic (zaroven i do stfedu
elipsy S).

Pfi postupném zvétSovani poloméru kruhové inverze umisténé do stfedu elipsy vznikne

opét stejny obrazec, tj. Kartézsky oval. Jeho tvar se zasadné neméni a jediné, co se bude

vzdy lisit, je pocet dotykd s vétvemi elipsy, pocet prlsecikll a zda nam Kartézsky oval
nebude prochdazet néjakymi vyznamnymi body.

by

| ks

Obrazek 18: Stred kruhové inverze ve stredu elipsy
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3 KUZELOSECKY V KRUHOVE INVERZI

RozliSovat budeme nasledujici pfipady. Je-li:

* 0<r<|SF| - kifivka nema s elipsou zadné priseciky, body dotyku a ani

neprochazi zddnymi vyznamnymi body;

* r = |SF,;| - kfivka nema s elipsou zadné priseciky, body dotyku a ani neprochazi
zadnymi vyznamnymi body;

* r > |SF;|-videdlnim pfipadé zvolenim poloméru ma kfivka s elipsou dva body
dotyku (vnitini) a prochazi vedlejsimi vrcholy C, D;

e r =|SA| - kfivka ma s elipsou dva body dotyku (vnéjsi) a prochazi hlavnimi

vrcholy 4, B;

* 1 > |SA| - kfivka nema s elipsou zadné pruaseciky, body dotyku a ani neprochazi

zadnymi vyznamnymi body.
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3 KUZELOSECKY V KRUHOVE INVERZI

[B] Oznacime-li kruhovou inverzi w, elipsu k., a jeji stfed S, ohniska, jak tomu byva
zvykem, oznacime F;, F,. Hlavni vrcholy elipsy A, B a vedlejsi C,D. Stfed kruhové

inverze w je umistén v nékterém z ohnisek Fy, F, elipsy k.

PFi postupném zvétSovani poloméru kruhové inverze umisténém v jednom z ohnisek elipsy
vznikne opét stejny obrazec, tj. Pascalova zavitnice (limacon). Jeji tvar se zdsadné neméni
a jediné, co se bude vzdy lisit, je pocet dotykl s vétvemi elipsy, pocet prisecik(l a zda nam

Pascalova zavitnice nebude prochdazet néjakymi vyznamnymi body.

by

‘X

Obrazek 19: Stred kruhové inverze v jednom z ohnisek elipsy
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3 KUZELOSECKY V KRUHOVE INVERZI

RozliSovat budeme nasledujici pfipady. Je-li:

0 <r < |SF,| - kfivka ma s elipsou jeden bod dotyku (vnitfni) a prochazi jednim

z hlavnich vrcholl B (resp. A);
r = |SF,| - kfivka protina elipsu ve dvou bodech;

|F,F,| > r > |SF,| - kfivka protina elipsu ve dvou bodech; v idedlnim ptipadé
zvolenim poloméru kfivka prochazi obéma vedlejsSimi vrcholy C,D a protina

elipsu ve dvou bodech;
r = |F,F,| - kfivka protina elipsu ve dvou bodech;

|F,F,| <r < |AF,| - kfivka protina elipsu ve dvou bodech; v idealnim ptipadé

zvolenim poloméru kfivka prochazi ohniskem F; a protina elipsu ve dvou bodech;

r = |AF,| - kfivka ma s elipsou jeden bod dotyku (vnéjsi) a prochazi hlavnim

vrcholem 4;

r > |AF,| - kfivka nema s elipsou zadné priseciky, body dotyku a ani neprochazi

zadnymi vyznamnymi body.
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[C] Oznacime-li kruhovou inverzi w, elipsu k, a jeji stfed S, ohniska, jak tomu byva
zvykem, oznacime F;, F,. Hlavni vrcholy elipsy A, B a vedlejsi C,D. Stfed kruhové

inverze w je umistén v nékterém z hlavnich vrcholl A4, B (popf. vedlejsich C, D).

Pfi postupném zvétSovani poloméru kruhové inverze umisténém v jednom z hlavnich
vrcholU elipsy vznikne opét stejny obrazec, tj. Dioklova kisoida (nékdy téZ byvd nazyvana
brec¢tanovd krivka). Jeji tvar se zasadné neméni a jediné, co se bude vzdy lisit, je pocet
dotykd s vétvemi elipsy, pocet prlsecikli a zda nam Dioklova kisoida nebude prochazet

néjakymi vyznamnymi body.

‘x

Obrazek 20: Stied kruhové inverze v jednom z hlavnich vrcholt elipsy
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RozliSovat budeme nasledujici pfipady. Je-li:

0 < r < |BF,| - kfivka protina elipsu ve dvou bodech;
r = |BF,| - kfivka protina elipsu ve dvou bodech;

|BF,| < r < |BS| - kfivka protina elipsu ve dvou bodech; v ideadlnim pfipadé

zvolenim poloméru kfivka prochazi ohniskem F, a protina elipsu ve dvou bodech;
r = |BS| - kfivka protina elipsu ve dvou bodech;

|BS| < r < |BF;| - kfivka protina elipsu ve dvou bodech;

r = |BF; | - kfivka protina elipsu ve dvou bodech;

|AB| > r > |BF,| - kfivka protina elipsu ve dvou bodech; v idealnim ptipadé

zvolenim poloméru krivka prochazi ohniskem F; a protina elipsu ve dvou bodech;

r = |AB| - kfivka ma s elipsou jeden bod dotyku (vnéjsi) a prochazi hlavnim

vrcholem A (resp. B);

r > |AB] - kfivka nema s elipsou zadné praseciky, body dotyku a ani neprochazi

zadnymi vyznamnymi body.
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3.2 HYPERBOLA

[A] Oznacime-li kruhovou inverzi w, hyperbolu k; a jeji stfed S, ohniska, jak tomu byva
zvykem, oznacime Fj, F, a hlavni vrcholy hyperboly A, B. Stfed kruhové inverze w

umistime do stfedu Kartézské soustavy souradnic (zaroven i do stfedu hyperboly S).

Pfi postupném zvétSovani poloméru kruhové inverze umisténé do stfedu hyperboly
vznikne opét stejny obrazec, tj. Bernoulliho lemniskata. Jeji tvar se zdsadné neméni a
jediné, co se bude vidy lisit, je pocet dotykl s vétvemi hyperboly, pocet prisecikd a zda

nam Bernoulliho lemniskata nebude prochazet nékterymi vyznamnymi body.

Obrazek 21: Stred kruhové inverze ve stredu hyperboly
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RozliSovat budeme nasledujici pfipady. Je-li:

0 <r < |SA| - kfivka nema s hyperbolou Zadné pruseciky, body dotyku a ani

neprochazi zddnymi vyznamnymi body;
r = |SA| - kfivka prochazi hlavnimi vrcholy A, B a s hyperbolou ma vnitfni dotyk;

|SF;| > r > |SA| - kfivka protina vétve hyperboly ve ¢tyfech bodech; v idedlnim
pripadé zvolenim poloméru protind kfivka vétve hyperboly ve ¢tyfech bodech a

prochazi ohnisky F;, F,;
r = |SF,| - kfivka protina vétve hyperboly ve ¢tyfech bodech;

r > |SF,| - kfivka protina vétve hyperboly ve ¢tyfech bodech.
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[B] Oznacime-li kruhovou inverzi w, hyperbolu k; a jeji stfed S, ohniska, jak tomu byva
zvykem, oznacime Fj, F, a hlavni vrcholy hyperboly A, B. Stfed kruhové inverze w
umistime do ohniska F; (popt. F, ) hyperboly k; o soufadnicich [a\/f, O], tj. F; =
[a\/f, O].

Pfi postupném zvétSovani poloméru kruhové inverze umisténém v ohnisku hyperboly
vznikne opét stejny obrazec, tj. Pascalova zavitnice. Jeji tvar se zasadné neméni a jediné,
co se bude vzdy lisit, je pocet dotykd s vétvemi hyperboly, pocet prisecikl a zda nam

Pascalova zavitnice nebude prochdazet nékterymi vyznamnymi body.

Obrazek 22: Stred kruhové inverze v jednom z ohnisek hyperboly

36



3 KUZELOSECKY V KRUHOVE INVERZI

RozliSovat budeme nasledujici pfipady. Je-li:

0 < r < |BF,| - kfivka nemd s hyperbolou Zadné priseciky, body dotyku a ani

neprochazi zddnymi vyznamnymi body;
r = |BF,| - kfivka prochazi hlavnim B vrcholem a ma s hyperbolou vnitfni dotek;

|SF,| > r > |BF,| - protina vétve hyperboly ve dvou bodech; v idedlnim zvolenim
poloméru kfivka prochazi hlavnimi vrcholy A, B a protina vétve hyperboly ve dvou

bodech;
r = |SF,| - kfivka protina vétve hyperboly v Sesti bodech;
|AF,| > r > |SF,| - kfivka protina vétve hyperboly v Sesti bodech;

r = |AF,| - kfivka protind vétve hyperboly v Sesti bodech, prochazi hlavnim

vrcholem A a s vétvemi hyperboly ma jeden bod dotyku (vnitfni);

|F,F,| > r > |AF,| - kfivka protina vétve hyperboly v osmi bodech; v ideadlnim
zvolenim poloméru kfivka prochazi ohniskem F; a protina vétve hyperboly v osmi

bodech;
r = |F,F,| - kfivka protina vétve hyperboly v osmi bodech;

r > |F,F,| - kfivka protina vétve hyperboly v osmi bodech.
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[C] Oznacime-li kruhovou inverzi w, hyperbolu k; a jeji stfed S, ohniska, jak tomu byva
zvykem, oznacime Fj, F, a hlavni vrcholy hyperboly A, B. Stfed kruhové inverze w

umistime do hlavniho vrcholu hyperboly B (popf. A ).

Pfi postupném zvétSovani poloméru kruhové inverze umisténé do jednoho z hlavnich
vrcholl hyperboly vznikne opét stejny obrazec, tj. pfima strofoida. Jeji tvar se zasadné
neméni a jediné, co se bude vzdy lisit, je pocet dotykl s vétvemi hyperboly, pocet prisecik(

a zda ndm prima strofoida nebude prochdzet nékterymi vyznamnymi body.

) 4

‘x

Obrazek 23: Stied kruhové inverze v jednom z hlavnich vrcholl hyperboly
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RozliSovat budeme nasledujici pfipady. Je-li:

0 < r < |SB| - kfivka protind vétve hyperboly ve dvou bodech;
r = |SB| - kfivka protina vétve hyperboly ve dvou bodech;
|SB| < r < |AB| - k¥ivka protina vétve hyperboly ve dvou bodech;

r = |AB] - kfivka prochazi hlavnim vrcholem A a protina vétve hyperboly ve dvou

bodech;

|F,B| > r > |AB| - kfivka protina vétve hyperboly ve ¢tyfech bodech; v ideadlnim
zvolenim poloméru kfivka prochazi ohniskem F; a protina vétve hyperboly ve

¢tyfech bodech;

r > |F,B| - kfivka protina vétve hyperboly ve ¢tyfech bodech.
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[D] Oznadime-li nepravidelnou hyperbolu k;, s a = bv/3, kruhovou inverzi w a jeji stied
umistime do hlavniho vrcholu hyperboly B (popt. A ). Ohniska oznac¢ime dle zvyklosti

F, F,.

Pfi postupném zvétSovani poloméru kruhové inverze umisténé do jednoho z hlavnich
vrcholll hyperboly vznikne opét stejny obrazec, tj. Maclaurintliv trisektris. Jeho tvar se
zasadné neméni a jediné, co se bude vidy lisit, je pocet dotyk( s vétvemi hyperboly, pocet
prasecik a zda nam Maclaurin(iv trisektris nebude prochdzet nékterymi vyznamnymi

body.

Obrazek 24: Stied kruhové inverze v jednom z hlavnich vrcholl nepravidelné hyperboly
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RozliSovat budeme nasledujici pfipady. Je-li:

0 < r < |SB| - kfivka protina vétve hyperboly ve dvou bodech;
|AB| < r > |SB]| - k¥ivka protina vétve hyperboly ve dvou bodech;
r = |AB] - kfivka protinda vétve hyperboly ve dvou bodech;

|F,B| > r > |AB| - kfivka protina vétve hyperboly ve ¢tyfech bodech; v idedlnim
zvolenim poloméru kfivka prochazi ohniskem F; a protina vétve hyperboly ve

¢tyrech bodech;
r = |F,B| - kfivka protina vétve hyperboly ve ¢tyfech bodech;

r > |F,B| - kfivka protina vétve hyperboly ve ¢tyfech bodech.
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3.3 PARABOLA

[A] Oznalime-li kruhovou inverzi w, parabolu k,, a jeji vrchol V, pevny bod F nazveme
ohnisko. Ridici pfimka d je o pfedpisu d: x = 0 (tj. soub&?na s osou y), stfed kruZnice

kruhové inverze w je umistén do vrcholu V paraboly k.

PFi postupném zvétSovani poloméru kruhové inverze umisténé do vrcholu paraboly vznikne
opét stejny obrazec, tj. Dioklova kisoida. Jeji tvar se zasadné neméni a jediné, co se bude
vzdy lisit, je pocet dotyk( s vétvemi paraboly, pocet prisecikd a zda nam Dioklova kisoida

nebude prochdzet nékterymi vyznamnymi body.

by

Obrazek 25: Stred kruhové inverze ve vrcholu paraboly

RozliSovat budeme nasledujici pfipady. Je-li:

* 1 > 0 - kfivka protina parabolu ve dvou bodech.
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[B] Oznacime-li kruhovou inverzi w, parabolu k,, a jeji vrchol V, pevny bod F nazveme
ohnisko. Ridici pfimka d je o pfedpisu d: x = 0 (tj. soub&?na s osou y), stfed kruZnice

kruhové inverze w je umistén v ohnisku F paraboly k,,.

Pfi postupném zvétSovani poloméru kruhové inverze umisténém v ohnisku paraboly
vznikne opét stejny obrazec, tj. kardioida (neboli srdcovka). Jeji tvar se zasadné neméni a
jediné, co se bude vzdy lisit, je pocet dotyk(l s vétvemi paraboly, pocet prisecikd a zda ndm
kardioda nebude prochazet nékterymi vyznamnymi body.

[

d

Obrazek 26: Stred kruhové inverze v ohnisku paraboly

RozliSovat budeme nasledujici pfipady. Je-li:

* 0<r<|VF| - kifivka nema s parabolou Zadné pruseciky, body dotyku a ani

neprochazi zddnymi vyznamnymi body;
e r = |VF]| - kfivka prochazi vrcholem a ma s parabolou vnitfni dotyk;

e r > |VF| - kfivka protina parabolu ve dvou bodech.
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3.4 TABULKOVY PREHLED

Inverzni kfivka

Centrum inverze

Krivka

stfed elipsy Kartézsky oval
Elipsa ohnisko elipsy Pascalova zavitnice
hlavni vrchol Dioklova kisoida
stfed hyperboly Bernoulliho lemniskata
ohnisko hyperboly Pascalova zavitnice
Hyperbola
vrchol hyperboly prima strofoida
vrchol hyperboly s a = bv/3 MaclaurinQv trisektris
vrchol paraboly Dioklova kisoida
Parabola

ohnisko paraboly

kardioida

Tabulka 1: Pfehled kuzelosecek v kruhové inverzi
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3.5 ROVINNE KRIVKY A JEJICH HISTORIE

3.5.1 KARTEZSKY OVAL

Kartézsky oval (nékdy také kartézska kfivka nebo Descartiv oval) byl poprvé studovan
René Descartem (31. 3. 1596 — 11. 2. 1650) v roce 1637 poté i . Newtonem. Tato kfivka se

skldda ze dvou ovald, proto by se spiSe méla jmenovat kartézské ovaly.

Ay

‘X

Obrazek 27: Kartézsky oval
Definice 3.5.1.1: Geometrické misto bodu P, jehoZ vzdalenosti r; a , od dvou pevnych, ale

rdznych bod( F; a F, spliuji rovnost

kl'T'1+k2'T'2=1,

v niz k; a k, jsou konstanty (nikoli ob& kladné), pro které dale plati, e k% # k2, nazveme

kartézsky oval.

Je-li |k,| = |k,|, pak je kartézsky oval stfedovou kuZeloseckou; pfesnéji pro k, -k, > 0

je kartézsky oval elipsou a pro k; - k, < 0 hyperbolou.
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3.5.2 PASCALOVA ZAVITNICE

Definice 3.5.2.1: Kotali-li se tvoFici kruznice k o poloméru r* svym vnéj§im obvodem po
vné;jsim obvodu kruznice [ o poloméru r!, opisuje tvofici bod 4, leZici ve vzdalenosti d, kde

d > r¥, od stfedu tvofici kruznice k, vytvaii tak prodlouzenou epicykloidu.

Umistime-li prodlouzenou epicykloidu do pravouhlé soufadnicové soustavy, vznikne

nasledujici parametricka rovnice:

Iy ok
rt+r
x=(rl+rk)cost—d-cos<—k-t>
r

-
rt+r
y=(rl+rk)sint—d-sin<—k-t>,
r

kde ¥ je polomér tvorici kruznice k, ! polomér pevné kruznice [, t velikost Uhlu otoceni

a d > r¥ vzdalenost tvoriciho bodu A od stfedu tvofici kruznice k.

Pascalova zavitnice (nebo limacon) je specidlnim pfipadem prodlouzené epicykloidy pro
rt =r¥aprod > r¥, kde d je vzdalenost tvoticiho bodu od stfedu tvofici kruznice k, r! je

polomér pevné kruznice [, ¥ polomér tvofici kruznice k.

Ay

‘X

Obrazek 28: Pascalova zavitnice
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Rovnice Pascalovy zavitnice je v pravouhlych soufadnicich po transformaci pocatku do

tvoficiho bodu o soufadnicich [d, 0] ve tvaru:

(x% +y? 4+ 2dx)? = (r)?2 - (x% + y?),

rovnice Pascalovy zavitnice ma v polarnich soutadnicich tvar:

r=rk+2d-cosa

a parametrické rovnice jsou ve tvaru:

x = 2r¥-cost —d - cos 2t,

y = 2rk-sint — d - sin 2t.

Pascalova zavitnice je ¢asto nazyvana také jako Pascaltv limacon (nebo jen jako limacon)
- tento nazev pochazi z latinského slova limax znamenajici zdvit. Za objevitele této kfivky se
povaiuje Etienne Pascal (2. 5. 1588 — 24. 9. 1651), ktery sv(j vyzkum publikoval v
Underweysung der Messung v roce 1525. Ackoliv je tato kfivka pojmenovana podle Pascala,
tak jeji pojmenovani uzil roku 1650 azZ Gilles-Personn Roberval, jako pfiklad metod kresleni

tecen. Pascalova zdvitnice je také kfivkou, ktera muze byt uzita k reSeni problému trisekce

uhlu.
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3.5.3 DIOKLOVA KISOIDA

Tato kfivka vznika valivym pohybem vrcholu paraboly, kterd se odvaluje po shodné
parabole. Umistime-li Diklovu kisoidu do pravouhlé soustavy souradnic, dostaneme

nasledujici tvar:

a v poldrnich souradnicich tvaru

r=2a-tg a-sina.

Dioklova kisoida je kfivka 3. stupné (nékdy téz byva nazyvana brectanovad krivka), ktera
byla vynalezena a pojmenovana podle feckého matematika Diokla z Karistu (asi 240 pf. n.
|. — 180 pft. n. I.), ktery ji asi kolem roku 180 p¥. n. |. ziskal svym pokusem kopirovat kostku
geometrickymi metodami. Nazev kisoida "cissoid" se poprvé objevil v dile Gemina (asi 10

pf.n.l.—asi60n. ).

o

Obrazek 29: Dioklova kisoida

V 17. stoleti byla Dioklova kisoida objektem zkoumdani mnoha matematikd, ktefi na ni
zkouseli konstrukci te¢ny a vypocet objemu této krivky. V roce 1634 P. de Fermat a G. P. de

Roberval zkonstruovali te¢nu ke kisoidé.
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3.5.4 BERNOULLIHO LEMNISKATA

Definice 3.5.4.1: Geometrické misto bodu P, které se pohybuje takovym zpUsobem, Ze
soucin jeho vzdalenosti od dvou pevnych, ale riznych bodl S a T (pfitom predpokladame
body S a T o soufadnicich S = [—a,0] a T = [a, 0]) je roven a?, nazveme Bernoulliho

lemniskatou.

o

Obrazek 30: Bernoulliho lemniskata

V pravouhlych soufadnicich ma Bernoulliho lemniskata rovnici ve tvaru

(x2+y?)2=a% (x*—y?)

a v poldrnich souradnicich tvar:

r? = a? - cos(2a).

Tato poldarni kfivka, podobajici se symbolu nekonecna, je pojmenovana po Svycarském
matematikovi a fyzikovi Jakobu Bernoullim (6. 1. 1655 — 16. 8. 1705). Bernoulli publikoval
¢lanek v roce 1694 v Acta Eruditorum, ve kterém tuto kfivku nazyval lemniscus — stuzkovy
privések. Casto je proto tato kfivka nazyvana Bernoulliho lemniskata. Jakob Bernoulli si v tu
dobu nebyl védom, Ze vlastné popsal kfivku, ktera je specidlnim prikladem Cassiniova ovalu
objeveného v roce 1680. Roku 1750 Giovanni Fagnane (1715 — 1797) objevil obecné
vlastnosti lemniskaty a Eulerovo zkoumani délky oblouku této kfivky jej v roce 1751 vedlo

k pozdéjsi praci tykajici se eliptickych funkci.
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3.5.5 PRIMA STROFOIDA

Definice 3.5.5.1: Necht je dan svazek kruZznic o spole¢né tec¢né v ose x s bodem dotyku
v pocatku. Svazek kruznic protneme prdméry vedenymi bodem A = [a,0]. Pfimou

strofoidou nazyvame mnoZzinu vSech krajnich bodd praméra.

Ay

Lo

Obrazek 31: Pfima strofoida

PFima strofoida ma v pravouhlych soufadnicich rovnici:

, _x*-(a—x)
y =

a v poldrnich souradnicich rovnici

cos2a

r=a .
cosa

Strofoida se poprvé objevila v pracich Isaaca Barrowa (1630 - 1677) v roce 1670, i kdyz
Evangelista Torricelli (1608 - 1647) popisuje tuto krivku ve svych dopisech kolem roku 1645.
Az Giles-Personn Roberval (1602 - 1675) ji popsal jako geometrické misto ohnisek
kuzelosecek, obdrienych jako fezy na kuZeli rovinami, které maji spole¢nou tecnu
kuZzelosecky v jejim vrcholu. Nazev strofoida, znamenajici pds se zdkrutem, byl poprvé

predloZzen Montuccim v roce 1846.
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3.5.6 MACLAURINUV TRISEKTRIS

MaclaurinQv trisektris je kfivka, kterou poprvé studoval Colin Mclaurin (1698 - 1746)
v roce 1742. Cil jeho zkoumdni poskytl feseni jednoho z geometrickych problémi

starovéku, tedy trisekci Uhlu (schopnost rozdélit uhel na tti stejné casti).

by

’X

Obrazek 32: Maclauriniv trisektris

MaclaurinQv trisektris ma v pravouhlych souradnicich rovnici:

_ x*(x + 3a)
T a-—x

2

parametrické vyjadreni je nasleduijici:
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3.5.7 Karpiopa

Definice 3.5.7.1: Kotali-li se tvoFici kruznice k o poloméru ¥ svym vnéj§im obvodem po
obvodu pevné kruznice | o poloméru r! = r¥, opisuje tvotici bod kruznice k prostou

epicykloidu zvanou kardioda.

\jo

Obrazek 33: Kardioda

V pravouhlych soufadnicich ma kardioda rovnici ve tvaru:

(2 +y2 = ()22 =40")? - ((x =) +¥?),

pri¢emzZ pocatek O je ve stfedu pevné kruznice [ a osou x je prodlouZeni Usecky spojujici

pocatek s hrotem.

V polarnich soufadnicich ma kardioda rovnici tvaru:

r=2rk-(1-cosa),

kde a € R, pficemz pdl lezi na pevné kruznici a polarni osou je prodlouzeni Use¢ky

spojujici pdl a stfed pevné kruznice.

Parametrické rovnice kardiody jsou:

x =1¥-(2cost — cos2t),

y =r*-(2sint — sin 2t).
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Nazev kardioda (neboli srdcovka) byl poprvé pouzit Johannem Castillonem (1704 — 1791)
v jeho dile Philosophical Transactions of the Royal Society v roce 1741. Délka kardiody byla
poprvé vypoctena La Hirem v roce 1708, jenz je diky této skutecnosti nékdy povazovan za
jejiho objevitele. Kardioda mulze byt také povazovana za specialni pripad Pascalovy
zavitnice, z ¢ehoz plyne, Ze jeji studium a tedy i jeji objeveni saha daleko pred J. Castillona

Ci P. de La Hireho (1640 - 1718).
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ZAVER

ZAVER

V predlozené diplomové praci jsme se pokusili vyzdvihnout rovinné zobrazeni zvané
kruhova inverze spolu s geometrickym vyznamem kuZelosecek. Cilem prdace bylo ukazat jiné
vyuziti kruhové inverze, nez na jaké jsou studenti vysokych skol zvykli. Toto zobrazeni se
nejvice pouziva pfi konstrukénim feseni Apolloniovych uloh, nebo typu dloh s omezenou
nakresnou. Ackoliv jsme prvni dvé kapitoly postupovali od definic a zakladnich vlastnosti,

tak tyto poznatky pro nds byly v zavérecné ¢asti této prace diléi.

Pfi konstruovani kuzelosecek v kruhové inverzi pro nas bylo dualezité vyuziti
interaktivniho prostfedi Geogebry. Jind konstrukce nepfichdzela v Uvahu nebot obrazy
kuzelosecek v kruhové inverzi obsahuji predpisy vyssich rada a obcas i samotna Geogebra

ma problémy s jejich vykreslovanim.

V zavérecné kapitole této diplomové prace jsou uvedeny jen konkrétni pfiklady poloh
stfedl kruznic kruhové inverze w. Ve skutecnosti existuje nekone¢né mnozstvi poloh a
praci proto nelze néjakym zplisobem zobecnit. Vybrany jsou proto jen urcité polohy, které

jsou pro dané kuzelosecky vyznacné.

54



RESUME

RESUME

In this thesis, we have tried to highlight the planar display called circular inversion together
with the geometric meaning of conic sections. The aim of this thesis was to show different
uses of circular inversion than what the university students are used to. This display is most
often used in the construction solve of Apollonius’s exercises or types of exercises with
limited drawing pad. Although in the first two chapters are processed by definitions and

basic properties, these findings have for us in the final part of this work important.

When | was constructing conic sections in circular inversion for us it was important to
use interactive programme of Geogebra. Other construction didn't come into consideration
because the images of conics in a circular inversion contains regulations higher orders and

sometimes Geogebra has problems with their rendering.

In the final chapter of this thesis are just specific examples situations of middle of circles
of circular inversion w. In fact there are an infinite amount of situations and the position so
we can't this thesis somehow generalize. Chooses are therefore only certain positions that

are for the conic significant.
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