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PfedloZend bakalarska prace s ndzvem Geometricka zobrazeni v ulohach matematickych
olympidd si klade za cil predevsim sezndmit ¢tendare s geometrickymi zobrazenimi a jejich

vyskytem v Ulohach rGznych ro¢nik(i matematickych olympiad (MO).

MO je soutéZ, kde Zaci reSi ve vymezeném casovém limitu tematicky rGzné ulohy z
matematiky a geometrie. Déli se na dvé zakladni kategorie, které se jeSté naddle Cleni.
Kritériem pro rozliSovani téchto kategorii je vék resitelll. Mame matematické olympiady
pro zakladni Skoly (od patého do devatého rocniku) a pro Skoly stfedni, kterych se jiz
Ucastni zaci vSech ¢tyr ro¢nikd. U MO pro zakladni Skoly existuji dvé, resp. tfi (u devatych
tfid) kola. Ve stfedoskolskych MO znacime jednotlivé ro¢niky pomoci pocatecnich pismen
abecedy, kategorie A je pro nejstarsi Zaky (tfeti a Ctvrty rocnik), kategorii B a C se pak
Ucastni zaci druhych a prvnich roc¢nikl. VSechny tyto rocniky maji tfi, resp. ¢tyri (kategorie
A) kola. Toto déleni se samoziejmé odrazi na Urovni sloZitosti fFeSenych uloh. Geometricka
zobrazeni se vyskytuji v ulohach témér vsech kategorii a kol, vyjimku tvofi pouze kategorie
nizsSich roc¢nika zakladnich Skol, které zatim nemaji potfebné poznatky na feSeni takto

zamérenych uloh.

Do skupiny ¢tenaru, pro které je prace predevsim uréena, nadleZeji pedagogové, ktefi se
svymi zaky mohou vyuzivat pfiklady k procvi¢ovani vyuky geometrie. Zejména jsou sem
vSak fazeni samotni budouci resitelé MO. Pro né, vzhledem k podrobnému tesSeni
geometricky zamérenych uloh, miZe nasledujici text prace predstavovat vhodné podklady
pro pfipravu na jejich nadchazejici ucast v soutézi. Naleznou zde jak potrebné teoretické
zaklady, tak predevsim rlzné typy uloh, od jednodussich, pro kategorie zakladnich Skol, az
po ty z nejslozitéjsich. Jednim z cild je také to, aby se Zaci naucili rozpoznavat ulohy, ve
kterych mohou geometricka zobrazeni vyuzivat, jelikoz ne vidy lze z Ulohy na prvni pohled
urcit, Zze vysledku je moZné dosdhnout pres geometrickd zobrazeni, kterd ¢asto dany

problém mnohondsobné zjednodusi.

V préci je nejprve nutné pfiblizit tento pojem z teoretického hlediska, definovat, co to
zobrazeni vlastné je, vymezit jeho vlastnosti a predevsim to, jak se zobrazeni podle téchto
charakteristik rozdéluje na razné typy. Tento text musel byt pfizplsoben riznému véku

potenciadlnich ¢tenard, obsahuje tedy sloZitéjsi matematické definice, které jsou vsak
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zaroven vysvétleny pomérné snadno pochopitelnym zplsobem. To je obsahem pfiblizné
prvni tretiny prdce. Teprve po této teoretické casti lze pfistoupit k hlavni casti celé
bakalarské prdace, a to praktickému pocitani geometrickych uloh. Jak jiz bylo feceno vyse,
tato ¢ast obsahuje ulohy rizné slozitosti s jejich podrobnym feSenim.

Kazdy priklad je doplnén ndzornym obrazkem tvofenym v programu GeoGebra,

vystihujicim danou geometrickou transformaci, jelikoz u vétSiny zde feSenych uloh je

umeéni zndzornit si graficky dany problém nepostradatelné pro jeho spravné vyreseni.
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1 GEOMETRICKA ZOBRAZENI V ROVINE

Uvodni kapitola této prace je vénovana vymezeni pojm0 a vlastnosti tykajicich se
geometrickych zobrazeni. JelikoZ v Ulohach matematickych olympiad se u geometrickych
tloh na toto téma setkavdme predevsSim s ulohami ve dvoudimenziondlnim afinnim

prostoru, i tato kapitola popisuje vyhradné geometricka zobrazeni v roviné.

Vzhledem k tomu, Ze se jednd o latku bézné vyucovanou na zakladnich i stfednich Skolach,

bylo pfi vysvétlovani danych pojmu ¢erpdno predevsim z ucebnic a skript.

1.1 DEFINICE POJMU GEOMETRICKE ZOBRAZENI A JEHO VLASTNOSTI

Ze vieho nejdfive si vymezime samotny pojem ,zobrazeni“: Mdme libovolné mnoziny A,
B. Zobrazenim f nazveme predpis, jenz kazdému prvku a €A pfifazuje pravé jeden prvek b
€ B. Znacime f: A = B nebo také b = f (a). Vztah mezi prvky mnoZzin A a B mUZeme nazvat
téZz bindrni relaci, ktera predstavuje podmnoZinu vSech usporadanych dvojic danych

prvkd, tedy [a, b] €f. Prvek a nazyvame vzorem, prvek b pak jeho obrazem. [1]

Geometrické zobrazeni se znaéi pomoci velkych pismen abecedy, nejéastéji Z, dale
napriklad S, P, A ... Definujeme ho jako predpis, kdy kazdému libovolnému bodu roviny
(vzor) pfirazujeme pravé jeden bod (obraz) té samé roviny. Vzor znacime velkym
pismenem, napf. X ... jejich obrazy nasledné znadime X' ... Tento vztah zapisujeme

symbolicky riznymi zpUsoby, a to napfiklad:
Z:X=>X'

Z(X) = X'

pfip. [X, X'l €Z

Pokud plati, Ze Z(X) = X, tedy Ze obraz splyvd se svym vzorem, nazveme bod X

samodruznym bodem daného zobrazeni.

JestliZze hovorime o mnozZiné bodu, tedy o Utvaru U, tak jeho obrazem chapeme mnoZinu
bodG U’ (obraz utvaru U). Utvar nazveme jako samodruiny pokud plati Z(U) = U. Neplati
vSak, Ze samodruiny atvar musi byt utvarem samodruznych bodl. V pfipadé, Ze

samodruzny Utvar neni tvoren pouze samodruznymi body, nazyva se slabé samodruzny.
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Je-li tomu opacné a kazdy bod tohoto utvaru je samodruzny, nazveme jej silné

samodruznym.

Pokud jsou vSechny body jistého zobrazeni samodruzné, coz znamena, Ze kazdému bodu

X v ném pfifazujeme tentyz bod X, nazyvame toto zobrazeni identitou.

Jednotliva zobrazeni Ize skladat (obr. 1.1). V pfipadé, Zze mame zobrazeni Z; a Z; je jejich

sloZzenim (znaceni Z; - Z, ) mysleno zobrazeni:
ZX)=X" S (IXVNZ1(X) =X'AZ> (X') = X"].

Zjednodusené mlzeme zapsat jako Z = Z;-Z,, opacny vztah ale obecné neplati (skladani

zobrazeni neni komutativni), tedy Z;-Z,# Z,- Z;.

Z1 X
L2 Z
X
X X'
XII
7107 Z-1
Obrdzek 1.1: Skladani zobrazeni Obrdzek 1.2: Inverzni zobrazeni

V ptipadé, Ze je zobrazeni Z prosté (2 rlznym vzorlm nalezi 2 rizné obrazy), lze k nému

vytvofit inverzni zobrazeni Z ™ (obr. 1.2), kde plati, ze pokud Z (X) = X', tak Z*(X") = X.

[2], [3], [4]
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2 VYBRANE TYPY GEOMETRICKYCH ZOBRAZENI

V nasledujici kapitole budou definovdny a popsany vybrané typy geometrickych zobrazeni
v eukleidovském prostoru (afinni prostor, v jehoz zaméreni je definovan skaldrni soucin
vektorl), a to zobrazeni shodna a podobna. Kritériem jejich rozliSeni jsou vlastnosti, které
jsou v téchto zobrazenich zachovavany. DalSimi typy se zde zabyvat nebudeme, jelikozZ se
sloZitéjsi druhy zobrazeni v Ulohach matematickych olympiad (vzhledem k nizkému véku
jejich ucastnik() nevyskytuiji.

Definice u jednotlivych druhl jsou prevzaty ze skript Geometrie 1 — Zdklady geometrie
v roviné od autora doc. RNDr. Miroslava Lavicky, Ph.D. [2]

2.1 SHODNE ZOBRAZEN{ (SHODNOST, IZOMETRIE)

Zobrazeni oznacime jako shodné pravé tehdy, kdyZ obrazem kazdych dvou bod( X, Y dané
roviny jsou body X', Y', pro néZ plati: |XY| = |X'Y'|, coz znamena, Ze shodnost zachovava
vzddlenost dvou bodl (délku usecky), zachovdva také velikost Uhld a rovnobéZnost
pfimek. Z toho plyne i zachovavani obsahli a objem(. VSechna shodnd zobrazeni jsou

prosta.

RozliSujeme shodnost pfimou a nepfimou (obr. 2.1 a 2.2).

Obradzek 2.1: PFimd shodnost Obrazek 2.2: Nepiimd shodnost
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Pfima zachovava orientaci uhld. Do této skupiny spadaiji:

e identita

e stfedova soumérnost
e posunuti

e otoceni

Nepfima shodnost orientaci Uhll obraci. Sem nalezi:

e 0sova soumeérnost
e posunuta soumérnost

V nasledujicich podkapitolach se budeme zabyvat jednotlivymi typy shodnosti.
(3], [5],
2.1.1 IDENTITA

Definice 2.1.1: Identitou v roviné nazyvdme zobrazeni, které kaZdému bodu X prifazuje tyz

bod X.
Znacdime /.

Jak jiz bylo zminéno vyse, identita je takovy druh zobrazeni, kde je kazdy bod i kazdy utvar
v roviné samodruzny. Znamena to tedy, Ze se kazdy bod (Utvar) zobrazuje sam na sebe,

coz lze zapsat jako Z: X > X' =X (Z: U - U'=U). [2]

A=A' B=B'

c=C'

D=D'

Obrdzek 2.3: Identita
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2.1.2 STREDOVA SOUMERNOST

Definice 2.1.2: Geometrické zobrazeni v roviné, které pevnému bodu S pfifazuje tyZ bod S
a kaZzdému bodu X # S bod X' tak, Ze bod S je stfedem usecky XX', se nazyva stfedovd
soumérnost (soumérnost podle stredu). Bod S se nazyva stfed soumérnosti. Znacime S(S)

(popr. SS).

V tomto geometrickém zobrazeni je pevnému bodu S (stfed soumérnosti) pfifazen bod S’
u néhot plati, Ze S' = S. JiZz z ndzvu je patrné, Ze jde o soumérnost kolem tohoto stfedu.
Libovolnému bodu X # S ptifazuje bod X' a plati, Zze stfredem usecky XX' je pravé bod S,
ktery je zdroven jedinym samodruznym bodem tohoto zobrazeni. Body X, X' nazyvame
jako soumérné sdruzené podle S. Pfimka prochazejici stfedem je samodruzna a pfrimky,

které bodem S neprochazeji, jsou rovnobézné (obr. 2.4).

Stfedovd soumérnost je jednoznacné urcena pravé stfedem S, nebo dvéma

nesamodruznymi odpovidajicimi si body X, X".

Geometricky utvar U, nazveme stfedové soumérnym podle stfedu S pravé tehdy, plati-li:

U = U’, tedy pokud je utvar samodruzny ve stfredové soumérnosti.

Popisované zobrazeni mizeme téz chapat jako specialni pfipad otoceni o 180°, kde stfed

soumeérnosti je zaroven stifedem otoceni.

[2], [3], [5]

Obrdzek 2.4: Stredovd soumérnost
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2.1.3 POSUNUTI (TRANSLACE)

Definice 2.1.3: Geometrické zobrazeni v roviné, které kazdému bodu X pfifazuje bod X' # X
tak, Ze pro kaZdou dalsi dvojici odpovidajicich si bod( Y, Y' plati, Ze usecky XY' a YX' maji
spolecny stred, se nazyva posunuti (translace). Smér, ktery je urcen odpovidajicimi body
XX' se nazyvd smér posunuti, velikost usecky XX' velikost posunuti a poradi bodi X, X'

smysl posunuti. Znacime T (XX') (popr. T (X = X') nebo Txx ).

PFi translaci plati, Ze bodu X je pfifazen bod X', pficemz XX’ = E, kde AB je orientovana
usecka, kterd jednoznacné urcuje smér posunuti, jeho velikost a smysl (ten by se dal
popsat jako orientace vektoru urcitého sméru). Tento vztah uréuje, Ze pfipadny uUtvar
ABX'X je rovnobéznik. Posunuti je tedy uréeno 2 odpovidajicimi si body a orientovanou

useckou.

Pokud je usecka nulové velikosti, posunuti se stava identitou, jelikoz se kazdy bod zobrazi
sam na sebe. V opacném pripadé, tedy ma-li usecka nenulovou velikost, se zde nenachazi
zadny samodruzny bod. Samodruzné pfimky ale nalézt lze a jsou to pfimky rovnobéziné se

smérem posunuti. PFimkam jiného sméru odpovidaji pfimky s nimi rovnobézné.

Inverzni zobrazeni je uréeno stejnou velikosti a smérem, mda vsak opacny smysl.

Zapisujeme: T (X' > X).

Posunuti lze urcit také sloZzenim 2 osovych soumérnosti, jeZ maji rovnobézné osy. Tento
vztah definuji vice v jedné z dalSich podkapitol, kterd bude pojednavat pravé o osové

soumernosti.

[2], [3]

Obrdzek 2.5: Posunuti

10
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2.1.4 OTOCENI (ROTACE)

Definice 2.1.4: Geometrické zobrazeni v roviné, které pevnému bodu S pfifazuje tyZ bod S
a kaZzdému bodu X # S bod X' tak. Ze XS = X'S a 4 X'SX = ¢, kde @ je dany orientovany
uhel, se nazyvd otoceni (rotace) kolem bodu S o orientovany uhel . Bod S se nazyvad stred
otoceni, uhel @ se nazyva uhel otoceni a orientace thlu ¢ uddvd smysl otoceni. Znacime R

(S, @) (popf. Rs, ).

Bod S predstavuje stifed otoceni a ¢ je Uhel otoceni (orientovany Uhel). K jednoznacnosti
rotace je kromé téchto dvou prvkd nutné znat jesté smysl otoceni. Ten muize byt kladny
(orientace proti sméru hodinovych rudicek), nebo zaporny (orientace po sméru
hodinovych rucicek). Bodu S v tomto zobrazeni pfifazujeme tyz bod, tedy S'=S. V pfipadé,
Zze Uhel otoceni ¢ # 2km je S jedinym samodruznym bodem a otoceni se nazyva
neidentické. Libovolnému bodu X, kde X # S odpovida bod X'. Mezi iseckami SX a SX' plati
vztah |SX| = |SX'|. Tato vzdalenost je polomér kruZnice se stfredem S, na které leZi pravé
body X a X'. Usecku SX lze oznatit jako pocateéni rameno a usecku SX' jako koncové
rameno konstantniho orientovaného Uhlu otoceni ¢ = AXSX'. Koncové rameno tedy

dostaneme otocenim Usecky SX o uhel ¢.

Pokud se uhel ¢ = krmt, pficemz k je sudé, nastava identita (obraz je posunut po kruznici o
k-nasobky 360°) a vSechny body a pfimky jsou samodruzné. Je-li k liché, jedna se o

stfedovou soumérnost a samodruzné jsou vSechny pfimky prochazejici bodem S.

Inverzni zobrazeni se (stejné jako posunuti) liSi smyslem otoceni, ktery je opacny. Stred a
velikost Uhlu z(stava stejnd jako u puvodniho zobrazeni. Znacime R (S, -¢). Rotaci Ize
rozloZit na 2 osové soumeérnosti, ve kterych jsou jejich osy k sobé rliznobézné. Vice tuto

situaci popisi v podkapitole zabyvajici se osovou soumeérnosti.

[2], [3], [5]

11
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Obrdzek 2.6: Otoceni

2.1.5 OSOVA SOUMERNOST

Definice 2.1.5: Geometrické zobrazeni v roviné, které kazdému bodu A € o, kde o je pevné
zvolend primka, pfifazuje tyZ bod A a kazdému bodu X & o prifazuje bod X' tak, Ze primka
o je osou usecky XX', se nazyvd osovd soumérnost (soumérnost podle osy). Pfimka o se

nazyvd osa soumérnosti. Zna¢ime O (o) (popf. Op).

Osovd soumérnost se na rozdil od vSech predchozich druhd shodnych zobrazeni radi
k nepfimym shodnostem, coZ znamend, Ze obrazy orientovanych uhli maji opacnou
orientaci neZ jejich vzory. Prvkem, ktery tuto soumérnost jednoznacné uréuje je osa o,
dalsim muze pripadné byt i dvojice navzajem si odpovidajicich nesamodruznych bodd. To
jsou vSechny body nenalezZejici ose 0. Naopak bod, nachazejici se na ose je samodruzny,
tedy zobrazi se sdm na sebe (X = X') Z toho plyne, Ze je osa soumérnosti samodruznou
pfimkou (je to dokonce pfimka samodruznych bod(). Pfimka, na niz lezi bod X a zaroven i
jeho obraz X' (a zaroven X, X' £0) je kolma k ose o a vzdalenost obou bodu k ose je stejna.
Také plati, Ze dvé navzdjem rlznobéiné odpovidajici si prfimky se protnou pravé v ose
soumérnosti, kde se nachazi jejich jediny spoleény bod. Toto zobrazeni spadd mezi tzv.
involutorni zobrazeni, tedy takova, ktera jsou inverzni sama k sobé, coZz mizZeme popsat
jako (X')' = X, nebo 0! = 0. Tedy pokud slozime 2 osové soumérnosti (se stejnymi osami),

miZeme dostat identitu, kterou Ize popsat vztahem 0. 0= 0L 0=1.

(2], [3], [3]

12
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Obrazek 2.7: Osova soumeérnost

Sklddanim osovych soumérnosti (nejvyse tfi) lze vytvofit jakékoliv shodné zobrazeni

V roviné.

Pokud sklddame 2 osové soumérnosti, mohou nastat 3 pfipady vzajemné polohy jejich os

soumérnosti. Tyto osy si oznacime 0; a 0, (samotné zobrazeni oznacime O; a O,).

1. 0; = 0,: osy jsou totoiné, tedy splyvaji. Pokud nastava tato situace, tak plati, ze
jsou totozind i zobrazeni O; a O, a slozenim téchto zobrazeni vznikd identita.
Zapisujeme: O;-0,=0;-0;=1.

2. o7 |l 0, : osy jsou vzadjemné rovnobéiné rlzné a sloZzenim vznikd posunuti.
Zapisujeme: O; - 0, = T. Smysl translace je urcen potfadim os a jeji velikost (tedy
vzdalenost mezi vzorem a obrazem) odpovida dvojnasobku vzdalenosti mezi 04, 0.
Jak vyplyva z vlastnosti osové soumérnosti, smér posunuti je na tyto osy kolmy.

3. o014 0,: osy jsou rliznobézné. V tomto pripadé mohou nastat jesté 2 rizné situace.
Pokud je Uhel mezi primkami tvoficimi osy soumérnosti rlizny od 90°, dochazi k
rotaci. Uhel mezi témito osami urcuje velikost Uhlu otoceni v rotaci, ten je totiz
roven dvojnasobku velikosti Uhlu, ktery sviraji o0; a 0,. Smysl rotace je ddan
poradim téchto os a stfedem otoceni je jejich vzajemny pruisecik.

Ve specialnim pripadé, kdyZ jsou na sebe osy soumérnosti kolmé, z éehoz plyne, Ze
velikost Uhlu sloZzeného zobrazeni je 180° dochdzi k stfedové soumérnosti
(specialni pripad rotace). Stfedem otoceni je opét prlsecik jednotlivych os.
Zapisujeme: O1 - O, =R, pfip. 0;- 0, =S.
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Pti skladani 3 osovych soumérnosti mize dojit k 4 rznym pfipadim vzdjemné polohy

jednotlivych os ( 03, 05, 03). Dané soumérnosti znacime O3, O, a Os.

1. 0; =0, =03:vSechny osy jsou totozné. Zapisujeme: 0;-0,-03=0;7-0;-0;=1-0;=
= 0;. U tohoto prikladu Ize vychdzet z pfedchoziho prvniho prikladu, kde je dano,
Ze slozenim dvou shodnych osovych soumérnosti vznika identita. Z toho pfimo
vyplyva, Ze sloZenim identity a totoZzné osové soumérnosti vznikne opét osova
soumeérnost.

2. 0; N o, N 03 = {S}: tento zdpis udava, Ze osy jsou vzajemné rdznobéiné a maji
prasecik v jediném bodé, oznaceném S. Zapisujeme: O; - 0, - O3 = 07 - (0, - 03) =
= 0;-R(S, 2¢) = (0;-04) -0'3=1-0'3= 0'3. Skladani si rozloZime na ¢asti, ve kterych
budeme vyuZivat poznatky ze sklddani 2 osovych soumérnosti. Z ¢asti O; - (0, - O3)
vime, Ze prianikem o, a 03 je jisty bod S a Uhel mezi témito osami je ¢. SloZzenim 2
rGznobéznych osovych soumérnosti (O, - O3) vznikd rotace R se stfedem {S} a
velikosti 2¢. DalSim krok: O;- R(S, 2¢) si mGzeme upravit na R = O; - O3, jelikoz
rotaci lze rozloZit na 2 osové soumérnosti. O'; bereme jako obecnou osovou
soumérnost a opét plati, Ze prlnikem o; a 0'; (obecnd osa) je {S} a uhel mezi nimi
se rovna ¢. Dalsi postup je jiz celkem jasny. SloZzenim (O; - O;) vznikne identita,
jejimz sloZzenim s osovou soumérnosti O'; vznikd osova soumérnost O's.

3. o071l 02|l 03: osy vSech tfi osovych soumérnosti jsou rovnobéiné. Jejich slozeni
zapisujeme: 01 ° 02 ° 03 = 01 ° (OZ ° 03) = Ol - T = (01 ° 01) ° 0’3 =1/- 0'3 = 0'3.
Postupujeme jako v predchozim ptipadé. V ¢asti O; - (O, - O3) vime, Ze osa 0, je
rovnobéina s osou o03. Jiz bylo feéeno, Ze sloZzenim dvou osovych soumérnosti
majicich tyto osy vznikd posunuti, které Ize nasledné rozlozit zpétné na 2 osové
soumérnosti (T = 0; - 03, 0 O'; plati totéz, jako v pripadé rotace). Jedna jejich osa
je zvolena libovolné (musi byt kolma k sméru translace) a druha je potom jiz
uréena jednoznacné (zna¢ime o; || 0'3). Tim se dostavame k casti (0O; - O;) - 03 =
=] - 0O's = 0'3, kterd je stejnd jako u skladani 3 osovych soumérnosti
s riznobéznymi osami a dostavame se ke stejnému vysledku.

4. 0,N 03={M} A M €& o0;: u tohoto pripadu jsou nejméné 2 osy rliznobézkami a treti
z os zaroven neprochazi jejich prlsecikem, coz znamend, Ze uvedeny predpis je
pouhy pfriklad, jelikoz nemusime jednoznacné urcit dané osy. Zapisujeme:
01:0; - 03 = Op - (02 - 03) = 01 - RIM, 2¢) = (01 - O%) - O3 = 5(5) - O'3 =
=0'7-(0",-03) = 0'; - T. Toto vysledné zobrazeni se nazyva posunuta soumérnost
(také posunuté zrcadleni), znacené PS (o, E), pripadné PS, 75 patfici stejné jako
osova soumeérnost mezi nepfimé shodnosti.

Z uvedenych pfipadd tedy vidime, Ze pfi skladani 3 osovych soumérnosti dostaneme
v jednom z pfipadd novou nepfimou shodnost, a to posunutou soumérnost, tvorenou

osovou soumérnosti a posunutim.

Tedy pfi sklddani sudého poctu nepfimych shodnosti vznikne pfima shodnost a pfi

skladani jejich lichého poctu vznikne shodnost nepfima.

(2]
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2.2 PODOBNA ZOBRAZEN{

Podobna zobrazeni se od téch shodnych lisi v tom, Ze nezachovavaji délku usecky, ale
zobrazuji jeji k-ndsobek, kde plati, Ze k > 0 a nazyva se koeficient podobnosti. Tento vztah
mUlzZeme zapsat jako | X'Y'| = k-|XY|. Pokud plati, Ze k # 1, hovofime o vlastni podobnosti.
Situaci, kde plati kK = 1 nazveme nevlastni podobnost a jedna se o shodné zobrazeni
(specidlni pfipad podobnosti). V pfipadé tvorby inverzniho zobrazeni je koeficient k™. Dale
jsou zachovany velikosti UhlG, rovnobéZnost pfimek a poméry objeml a obsahu. |
u podobnosti plati stejné jako u shodnych zobrazeni déleni na pfimou a nepfimou
podobnost. Princip tohoto ¢lenéni se od shodnosti nijak nelisi. Jedna se o zobrazeni

prosté.
Do této skupiny nalezeji:

e stejnolehlost
e o0sova afinita
e stfedova kolineace
e kruhova inverze
Poslednimi dvéma zobrazenimi se vSak v této ¢asti zabyvat nebudu, jelikoz ulohy na tato

zobrazeni se v matematickych olympiadach nevyskytuiji.

[2]
2.2.1 STEJNOLEHLOST (HOMOTETIE)

Definice 2.2.1: Geometrické zobrazeni v roviné, které pevnému bodu S prifazuje tyZ bod S
a kazdému bodu X # S bod X' tak, Ze plati (X'XS) = k, kde « # 0, 1 je pevné zvolené redlné
Cislo, se nazyvd stejnolehlost (homotetie). Bod S se nazyvad stied stejnolehlosti, Cislo k

koeficient stejnolehlosti. Znacime H (S, k) (popr. Hs, ).

K jednoznac¢nému urceni tohoto zobrazeni je vidy nutné znat stfed stejnolehlosti S.
Nadale musime znat alespon koeficient k (délici pomér), nebo dvojici odpovidajicich si
bodl X, X', které nesmi splyvat se stfedem S. Vzhledem k tomu, Ze bod S leZi na pfimce,
ktera spojuje bod X a jeho obraz X' a mezi témito body plati vztah: |SX'| = |k| - |SX|, je
zobrazeni bodu X' (pfipadné jiného objektu) zavislé na tom, zda je koeficient kladny nebo
zaporny. V pripadé, Ze je k > 0, lezi obraz X' na polopfimce SX. Pokud je k < 0, nalezi X'

opacné polopfimce, nez bod X, s po¢atecnim bodem polopfimek S. V situaci, kdy se k = -1

15



2 VYBRANE TYPY GEOMETRICKYCH ZOBRAZEN{

hovofime o stfedové soumérnosti. Kdybychom si pfedem v definici neurcili podminku, Ze
k # 0, 1, mohly by nastat nasledujici situace: Pro k = 1 dochazi k identickému zobrazeni,
kde je kazdy bod samodruzny. Pro k = 0 se kazdy bod stejnolehlosti zobrazi do stfedu S.
Z téchto vSech poznatkd vyplyvda, Ze zobrazena usecka je tedy k-nasobkem puvodni
usecky. Pfi splnéni podminky x # 1, ma zobrazeni jediny samodruzny bod, a to stfed
stejnolehlosti. V tomto zobrazeni existuje nekonecné mnoho samodruznych pfimek — jsou
to vSechny pfimky prochdazejici sttedem stejnolehlosti. Pfimky, které nespliuji tuto

podminku samodruzné nejsou.
Inverzni zobrazeni ma va&i pavodni stejnolehlosti pfevraceny koeficient H(S, k7).

Orientace uhll je zachovana, mohli bychom proto stejnolehlost oznacit jako pfima

podobnost.

Obrdzek 2.8: Stejnolehlost s k <0

Trochu odlisnd je stejnolehlost kruznic, kde obrazem kruznice k se stfedem O a
polomérem r, zapsano k (O; r) je kruZznice k' se sttedem O'a polomérem r’, pro ktery plati,
Ze r' = |k|-r. Zapisujeme k' (O'; |k|-r). Stejnolehlost u dvou kruznic existuje vzdy. Pokud
mame kruznice k; a k,, pro jejichz poloméry plati, Ze r; # r,, nalezneme pravé dvé
stejnolehlosti. V pfipadé, Ze se poloméry rovnaji, stejnolehlost je pouze jedna a nachazi se

presné mezi obéma stredy kruznic, je tedy stfedovou soumérnosti. Vychazime ze vztahu
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ry = |k|r;, tedy |k| = :—j pfipadné «k = —:—i. Pokud plati, Ze k > 0, stfed stejnolehlosti lezi

vné bodl O; a 0,. V opacném pfipadé, tedy kdyZz k < 0, nachazi se stfed stejnolehlosti
mezi body O; a O, (tyto zavéry vyplyvaji z charakteristik déliciho poméru, popsaného [2],
str.61). Dostavame tedy 2 stfedy stejnolehlosti. Prvni bod (oznadime E) nazveme vnéjsi
stfed stejnolehlosti a druhy (oznac¢ime /) vnitini stfed stejnolehlosti. Pokud se 2 kruZznice

vzajemné dotykaji, je jednim ze stifed( stejnolehlosti vidy bod dotyku.

Obrdzek 2.9: Priklad stejnolehlosti kruZnic
(2], [3], [5],

2.2.2 0OSOVA AFINITA

Definice 2.2.2: Geometrické zobrazeni v roviné, pro néZ plati, Ze zobrazuje prfimku na
pfimku, bod a jeho obraz lezi na pfimce daného sméru s a body odpovidajici samy sobé
leZi na dané primce o, se nazyvd osova afinita. Smér v roviné s se nazyvda smér afinity,
primka o se nazyvd osa dfinity.

Osova afinita je znacena A (o, s, k), kde o je osa afinity, s ozna¢ujeme jako smér afinity,
pricemz plati, Ze kazda primka, ktera prochazi dvéma odpovidajicimi si body (tedy vzorem
a jeho obrazem, napt. X a X') nalezi tomuto sméru. Posledni prvek, oznaceny k, nazyvame

charakteristikou afinity. Je to konstantni Cislo, udavajici délici pomér (X' X X,), kde X a X'
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jsou 2 vzajemné rzné odpovidajici si body (mohou byt libovolné — k na volbé téchto bodl
nijak nezavisi) a Xp predstavuje prisecik osy o a pfimky uréené body X X'. Pfimky, které
odpovidaji sméru afinity jsou samodruzné a jediné samodruiné body tohoto zobrazeni
jsou body osy. Osova afinita zachovdva rovnobéinost, a pokud je pfimka rliznobéina

s osou, protind se s odpovidajici pfimkou v jediném bodé na ose.

Osova afinita ma inverzni zobrazeni, znatené A, které se od zobrazeni A li& svou
charakteristikou, ktera se rovna k™. Z tohoto vztahu si Ize odvodit, e pokud k = -1, jedna
se 0 zobrazeni samo k sobé inverzni (involuci). V pfipadé pravouhlé afinity se jedna

0 0sovou soumeérnost.

Toto zobrazeni nelze jednoznacné oznacit za pfimé ¢&i nepfimé. Zalezi na jeho
charakteristice. Pokud je k > 0, zachovava se orientace uhll. V opacném pfipadé, kdy

plati, Ze k < 0 je orientace opacna.

Uvedené vztahy a charakteristiky vSak plati pouze u osovych afinit, které nejsou elacemi.
Elace je jednim z typl osové afinity, jenz nastava v pripadé, Zze je smér rovnobézny s osou.
Dalsimi dvéma typy, které, stejné jako elaci, uréujeme podle polohy sméru afinity k jeji

ose, jsou kosouhla afinita (smér je kosy k ose) a pravouhla afinita (smér kolmy k ose).

(2]

Obradzek 2.10: Pravouhld osova dfinita
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3  RESENE PRIKLADY
V této kapitole budeme podrobné fesit vybrané priklady z rocenek matematickych
olympidd, a to jak pro zékladni, tak i pro stfedni $koly. Ulohy jsou vybrany ty, které souvisi
s tématem bakaldrské priace a k vysledku se tedy dospéje pomoci geometrickych
zobrazeni. Kazdy priklad je nadepsan tak, aby bylo mozné jednoznacné urdit, z kterého
ro¢niku a typu matematické olympiddy je prevzat. K lepsi ndzornosti jsou jednotlivé ulohy
doplnény obrazky.

1. V pravidelném devitithelniku ABCDEFGHI oznacme K, L, M pruseciky dvojic

pfimek AD a CG, BF a CG, AD a BF. Najdéte 18 rtiznych trojuhelnikii podobnych
s trojuhelnikem KLM, jejichz vSsechny vrcholy jsou vrcholy daného devitithelniku.

(37. ro¢nik matematické olympiady na stiednich §kolach, C-1-6) [6]

Obradzek 3.1: Devitiuhelnik ABCDEFGHI

s priseciky vybranych primek.

Reseni: Abychom mohli ziskat trojuhelniky podobné s trojuhelnikem KLM, musime zjistit
jeho jednotlivé uhly, tedy AKLM, LMK, £MKL. Jejich velikost ziskame pomoci véty
o obvodovém a stfedovém uhlu. Ta Fikd, Ze velikost stfedového Uhlu je rovna
dvojnasobku pfislusného obvodového Uhlu. Pokud tedy mame napf. £4ASC, kde S je stfed
kruZnice opsané danému devitiuhelniku, pak plati vztah |4£ASC| = 2 - |4 AFC|(obvodovy

Uhel je urcen libovolné, musi pouze prochdzet stejnymi krajnimi body).
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Vime, Ze stfedovy Uhel kruznice k, odpovidajici jedné strané devitidhelniku ma velikost
40° (%Oo), diky ¢emuz snadno zjistime, Ze |4BSG| = 160°, a tedy |4BFG| = 80°. Ddle
vypocteme stejnym zplsobem |AFGC| = 60°(jelikoZ |4£FSC| = 120°). Soucet viech uhli
v trojuhelniku dava celkem 180°, proto snadno dopocteme, Ze |4FLG| = 40°. Z obrazku
je jasné, ze uhly FLG a KLM jsou vrcholové, jejich velikosti jsou si tedy rovny a plati:
|AKLM| = 40°. Stejnym zpUsobem si vypolteme zbylé 2 uhly trojuhelnika. Zvolime si
stfedovy uhel ASC, kde |£ASC| = 80°, z ¢ehoi plyne, Ze |4ADC| = 40°. Z |4GSD| =
120°ur¢ime |4GCD| = 60°. Zbyly Uhel opét ur¢éime jednoduchym dopoctem do 180° a z
vrcholovych vlastnosti Ghld CKD a MKL uréime, 7e |#MKL| = 80°. Uhel KML u? opét
pouze dopocteme do celkového souctu 180°v trojuhelniku, a zjistime tedy, Zze |ZKML| =
60°. Vnitini dhly trojuhelnika jsou tedy 40°, 60° a 80°. Nyni potfebujeme nalézt
trojuhelnik, jehoz vnitini Ghly maji stejnou velikost a jsou zaroven obvodovymi uUhly

devitiuhelniku.

Vime, Ze velikost obvodového uhlu kruznice k, ktery odpovida jedné strané devitithelniku
je 20°. Jelikoz chceme uhly v trojuhelniku velikosti 40°, 60° a 80°, rozdélime kruZnici k na 3
oblouky. Ty odpovidaji dvéma, tfem a étyfem stranam devitidhelniku. Trojuhelnik pfi
splnéni této podminky muze byt zvolen naprosto libovolné. Muizeme si tedy urcit
naptiklad trojuhelnik /BE. Pokud pouZijeme geometrické zobrazeni rotaci, kde si za stfed
otoceni S zvolime stfed kruznice k a Uhel otoceni je roven celym nasobkim 40° (dojde k
otoceni pravé o 1 stranu devitiuhelniku), dostaneme dalSich 8 trojuhelnik(i shodnych s
IBE, a mame tedy 9 trojuhelnikd podobnych trojuhelniku KLM (obr.3.2). Zbylych 9 ziskame
vybérem trojuhelniku IBF a jeho otocenim o celoliselné nasobky 40°, stejné jako u

trojuhelniku IBE (obr. 3.3). Celkem tedy dostaneme 18 trojuhelnik(i podobnych s KLM.
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Obrdzek 3.2: Trojuhelnik IBE a jeho prvni 3 zobrazeni.

Obrazek 3.3: Trojuhelnik IBF a jeho prvni 3 zobrazeni.
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2. Petra ma rovnostranny trojuhelnik ABC. Nejdfiv trojuhelnik prehnula tak, aby
bod A splynul s bodem C. Potom vznikly utvar prehnula tak, ze bod B splynul
s bodem C. Tento utvar poté obkreslila na papir a zjistila, Zze jeho obsah je 12
cm’. Uréete obsah piivodniho trojuhelniku.

(62. ro¢nik matematické olympiady pro zakladni skoly, Z7-11-2) [7]

Reseni: Pri Fedeni tohoto ptikladu vyuZijeme osovou soumérnost. Pokud v rovnostranném
trojuhelniku chceme, aby se nam jeden bod zobrazil na druhy (Cili splynul s nim), staci
najit stfed strany, na které se oba tyto body nachazeji. V prvnim ptipadé tedy nalezneme
stted uUsecky AC. Pojmenujeme jej napfiklad D. Timto bodem povedeme pfFimku
prochdzejici zaroven i protéjSim vrcholem trojuhelnika. Sestrojenou pfimku, kterd
predstavuje osu soumérnosti, si oznacime o0; a s jeji pomoci zobrazime bod A do bodu C,
tedy C = A’ (obr. 3.4). Tim vytvorime trojuhelnik DBC (plvodni trojuhelnik preloZzime podle

této osy), ktery ma presné polovicni obsah pocatecniho trojuhelniku ABC.

CA

Obrdzek 3.4: Zobrazeni bodu A

V dal$im kroku mame u nové vzniklého trojuhelnika zobrazit bod B na bod C. Opét nejprve
nalezneme stred Usecky, tentokrat ale pracujeme s Useckou BC. Jeji stied pojmenujeme
naptiklad E a vedeme jim primku do bodu A (nélezejicimu plivodnimu trojuhelniku). Timto
zpUsobem vytvofime druhou osu soumérnosti, tu oznacme o0,. Po zobrazeni bodu B do C

(C = B') a prehnuti trojuhelniku DBC podle nové vytvorené osy ziskdme novy Utvar, a to
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¢tyfuhelnik, jehoz vrcholy jsou body E, C, D a nové vytvoreny vrchol, ktery vznikl jako

prasecik o; a 05, nazveme jej tedy O (obr.3.5).

CA'B'

Obradzek 3.5: Nové vznikly ctyruhelnik DOEC

Vime, e Gtvar DOEC ma obsah 12 cm?. Vzhledem k tomu, Ze bychom chtéli zjistit obsah
celého trojuhelnika ABC, musime si nejprve urcit, jaky podil na plvodnim obsahu ma nové
vytvoreny ctyruhelnik. Uréime si tedy jesté stied strany AB, pojmenujeme jej F a
sestrojime primku prochazejici body F a C. Vzhledem k tomu, Ze trojuhelnik ABC je
rovnostranny, osy jeho stran tvori zaroven i osy soumérnosti tohoto trojuhelnika a déli jej
na 3 shodné ¢asti — tedy 3 shodné ctyruhelniky DOFA, EOFB a DOEC. Z jejich vzajemné
shodnosti jasné plyne, Ze jejich obsahy jsou totozné, tedy kazdy z nich ma obsah 12 cm?.
Celkovy obsah trojuhelniku ABC je roven souctu obsahu ¢tyruhelnik(, z nichz se sklada,

coz lze zapsat:

SABC =3- 12, tedy SABC = 36cm2
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3. Je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC se zakladnou AB dlouhou 10 cm a rameny
dlouhymi 20 cm. Bod S je stredem zakladny AB. Rozdélte trojuhelnik ABC ctyrmi
pfimkami prochazejicimi bodem S na pét ¢asti se stejnym obsahem. Zjistéte, jak
dlouhé usecky vytnou tyto pfimky na ramenech trojthelniku ABC.

(61. ro¢nik matematické olympiady pro zakladni Skoly, Z8-1-2) [7]

Redeni: Vzhledem k tomu, Ze je trojuhelnik ABC rovnoramenny a bod S rozdéluje jeho
zakladnu na 2 poloviny, déli osa (pojmenujeme ji naptiklad o), ktera prochazi body S a C,
tento trojuhelnik na 2 shodné poloviny (obr. 3.6). Lze také fici, Ze je trojuhelnik ABC osové
soumérny podle osy o. V tomto pfipadé plati, Ze i pfimky, kterymi mame trojuhelnik ABC
rozdélit na pét obsahové shodnych ¢asti, jsou osové soumérné podle o. Priseciky téchto
pfimek se stranou AC si ozna¢ime X a Y. Tim vytvofime dvé dvojice osové soumérnych
trojuhelnikd a u vrcholu C nam vznikne jeden osové soumérny ctyfahelnik. Tyto nové
vzniklé trojuhelniky maji tedy znaceni ASX, XSY a YSC (z néhoZ vznikne v osové

soumérnosti jiz zminény Ctyruhelnik).

Obradzek 3.6: Trojuhelnik ABC
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Jak plyne ze zadani obsahy prvnich dvou trojuhelnikd a dvojnasobek obsahu posledniho

trojuhelnika by mély byt shodné. Ze vzorce na vypocet obsahu trojuhelniku, ktery zni:

Ve
2

S =

vime, Ze k tomu abychom mohli zajistit stejny obsah poZadovanych utvar(

musime znat jednu ze stran trojuhelnika a jeho pfisluSnou vysku. Jelikoz mame za ukol
zjistit délky jednotlivych nové vytvorenych Usecek nalezejicich ramentm trojuhelnika ABC,
budeme pracovat s vyskami, pfisluSnymi témto Useckdm. Vzhledem k témto
skute¢nostem dospéjeme k tomu, Ze vyska, vychazejici ze spole¢ného vrcholu S je u vSech
tfi trojuhelnik(l stejna. Z vySe uvedeného vztahu pro obsah je tedy jasné, Ze aby platila
rovnost obsahU Utvarl, musi platit i rovnost nasledujici: |AX| = |XY| = 2|YC|. Zaroven je
jasna platnost vztahu |AC| = |AX| + |XY| + |YC| = 20cm. Z prvni uvedené rovnosti
vyplyva, Ze 5|YC| = 20cm, tedy |YC| = 4cm. Poté, co ziskané vysledky dosadime do
pavodniho vztahu, dojdeme k zavéru, Zze |AX| = |XY| = 8cm. Vzhledem k soumérnosti
dostaneme stejny vysledek i v druhé poloviné trojuhelniku ABC. Na kazdém zramen
trojuhelniku existuje dvojice uUsecek dlouhych 8 cm a jedna dlouhd 4 cm s jednim

koncovym bodem splyvajicim s vrcholem trojahelniku C. (obr. 3.7).

A S B

Obrazek 3.7: Trojuhelnik ABC s péti ¢dstmi o

stejném obsahu
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4. Mame obdélnik ABCD (viz obr. 3.8). Délky stran AB a BC jsou v poméru 7:5.
Uvniti obdélniku ABCD leii body X a Y tak, Ze trojuhelniky ABX a CDY jsou
pravouhlé rovnoramenné s pravymi uhly ve vrcholech X a Y. Plocha spole¢na
obéma trojuhelnikiim je vybarvena Sedé a tvofi ¢tverec o obsahu 72 cm? Uréete
délky stran AB a BC.

(61. ro¢nik matematické olympiady pro zakladni skoly, Z9-111-3) [7]

Obrdzek 3.8: Obdélnik ABCD

Redeni: Zadany priklad Ize fesit vice zplisoby, my si zde uvedeme ten, kde si k Uspé$nému
vyfeSeni dopomUlzeme translaci. Jako prvni vypocteme délku uhlopficky u Sedého ctverce,

¢imzZ zjistime vzajemnou vzddalenost bodd X a Y. Jelikoz zndme jeho obsah S, mGzeme

k vypoltu vyuiit vztahS = %uz. Postupné si vyjadfime u: u? =2-S=>u=+2-S. Po

dosazeni &isel dostaneme u = V2 - 72 = V144 = 12(cm).

Jeden ze zadanych rovnoramennych trojuhelnik(, trojuhelnik CDY posuneme tak, aby se
bod Y zobrazil do bodu X. Jak je vidét z obrdzku, velikost posunuti je délka usecky XY, coz
je zaroven Uhlopficka u. Predchozim vypocétem jsme urcili, Ze velikost této Uhlopficky je 12
cm. Dostaneme tedy vztah X = Y'. Body D a C se zobrazi jako D' a C' (obr. 3.9). Jak vime ze
zadani, oba plvodni trojuhelniky ABX i CDY jsou pravouhlé a rovnoramenné, pfi posunuti
se zadna z téchto vlastnosti neméni. Jelikoz se oba trojuhelniky, tedy ABX a C'D'Y’ dotykaji
vrcholy, ve kterych maji pravé uhly a zaroven jsou shodnych rozmér( se vzajemné

rovnobéznymi zakladnami, dojdeme k zavéru, Ze Utvar ABC'D" musi byt ¢tverec (obr. 3.10).
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D' c'
[ ) [ ]
D C
X=Y'
Y
A B
Obrdzek 3.9: Zobrazeni bodu CDY
D' c
D N i C
~ N \)\(:Y , s
Y
A B

Obrdzek 3.10: Ctverec ABC'D'

V zadani je uvedeno, Ze usecka AB predstavuje 7 dil(i (pomér stran AB:BC je 7:5). V tom
pfipadé, vzhledem k vlastnostem ctverce, predstavuje 7 dila i usecka BC'. Rozdil mezi
useckami BC a BC' je tedy presné 2 dily, zaroven vime, Ze tento rozdil je roven Uhlopficce
u, jejiz velikost je 12 cm. Snadno jiZz tedy dopocteme délku jednoho dilu, ktera je 6 cm.
Jakmile jsme zjistili toto, neni jiz problém urcit délku stran AB a BC. Strana AB se spocte

vztahem |AB| = 7 - 6 = 42(cm)a u strany BC plati vztah |BC| = 5+ 6 = 30(cm).
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5. Vné daného trojuhelniku ABC jsou sestrojeny ctverce ACDE, BCGF. Dokaite, Ze
|AG| = |BD|. Dale ukaite, Ze stfedy obou ¢tvercd spolu se stiedy tisecek AB a
DG jsou vrcholy ¢tverce (obr.3.11).

(60. rocnik matematické olympiady pro stiedni skoly, B-11-3) [8]

vevs

Redeni: Zadany piiklad ma opét vice moinych zplisobd Fedeni. Zde se budeme zabyvat
tim, které k dokazani pozadovanych vlastnosti vyuziva rotace. Vime, Ze uhly BCG a ACD
jsou pravé. Pokud provedeme rotaci bodu B kolem vrcholu C pravé o 90°, zobrazi se ndm
tento bod do bodu G (tedy G = B’). Pokud to samé provedeme i pro bod D, tak zjistime, Ze
ten se nam v rotaci o uhel 90° zobrazi do bodu A (A = D). V tom pfipadé je obrazem
UseCky BD Usetka GA. Z toho plyne, Ze |AG| = |BD| (rotace, jako shodné zobrazeni
zachovdava délku usecek) a jelikoz jsme provedli otoceni o 90° jsou na sebe tyto Usecky

kolmé (obr. 3.12).

Obrdzek 3.12: Rotace bodi B,D a usecky BD
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Druhou ¢ast zadani dokdzeme tak, Ze si nejprve s pomoci jiz zadanych Utvard vytvorime
Ctyruhelnik ABGD. Na jednotlivych stranach nové vzniklého ¢tyrahelniku nalezneme jejich
stfedy a nazveme je po fadé K, L, M, N. Vzhledem k tomu, Ze Usecky BG a AD jsou zaroven
i uhloptickami ¢tvercll BCGF a ACDE, lezi body L a N ve stfedech téchto ¢tvercll. Pokud z
téchto bodU vytvofime Usecky KL a MN vytvofime tak zaroven stiedni pricky trojuhelnikd

AGB a AGD. Vzhledem k vlastnostem strednich pficek vime, Ze |KL| = %|AG| = |MN|a

mezi témito tfemi pfimkami plati vztah rovnobézinostiKL || AG || MN. Zaroven pfimky KN
a LM jsou stfednimi prickami trojuhelnik(i BDA a BDG. Proto plati stejny vztah jako v
pfedchozim ptipadé, tedy |KN| = %|BD| = |LM|a KN || BD || LM (obr. 3.13). Z téchto
vlastnosti vidime, Ze KLMN je rovnobéznik. JelikoZ se ndm v predchozim odstavci povedlo
dokazat, Zze|AG| = |BD|, a Ze jsou tyto dvé pfimky navic kolmé (AG L BD), dosli jsme k
zavéru, ze rovnobéinik KLMN je ¢tverec (jsou na sebe kolmé podstavy trojuhelnikt, proto
jsou kolmé i jejich stfedni pri¢ky). Tim jsme dokazali i druhé tvrzeni a Ulohu muizeme

povaZzovat za splnénou.

Obrdzek 3.13: Ctverec KLMN
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6. V libovolném trojuhelniku ABC oznacme O stfed kruZnice vepsané, P stied
kruZnice pfipsané ke strané BC a D prusecik osy uhlu CAB se stranou BC. Dokaite,

. , 2 1 1
Zeplati—=—4+—.
|AD|  |A0| = |AP|

(KruZnici pfipsanou ke strané BC rozumime takovou kruZnici, ktera se dotyka
jednak strany BC, jednak obou polopfimek opacnych k polopfimkam BA a CA.)

(59. ro¢nik matematické olympiady pro stiedni Skoly, A-111-4) [8]

Obrdzek 3.14: Trojuhelnik ABC s obéma zadanymi kruZnicemi

Reseni: Jak vime z teoretické ¢asti prace, kazdé dvé kruznice jsou stejnolehlé. Jednim
z moznych zplsob( dokazani poZzadovaného vztahu je tedy vyuZiti stejnolehlosti kruznice
vepsané trojuhelniku ABC a kruZnice pfipsané strané BC. Z obrazku 3.14 mzZeme vidét, ze
vnitfnim stfedem stejnolehlosti je bod D. Ten zjistime tak, Ze si na mensi z kruznic zvolime
bod X; a zkonstruujeme pfimku protinajici tento bod a zaroven stfed kruznice O. S touto
pfimkou vedeme rovnobézku prochdzejici sttedem P u vétsSi z kruznic. Prlsecik
rovnobézky a druhé kruznice, nachazejici se ve stejné poloroviné vymezené pfimkou >
0;0, nazveme X,, prusecik v opacné poloroviné X',. V misté, kde se pfimka spojujici body
X; a X5 protne s pfimkou prochazejici obéma stfedy kruznice, vznikne vnitini stfed
stejnolehlosti, tedy bod D. Vnéjsi stfed stejnolehlosti vznikne jako prasecik pfimky <>

X:X5 s primkou spojujici stfedy kruznic. V naSem pfipadé se tento stfed nachazi v bodé A
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(obr. 3.15). Existuji tedy 2 stejnolehlosti, které se od sebe lisi pouze znaménkem

koeficientu stejnolehlosti a zobrazuji bod O na bod P.

Obrdzek 3.15: Stejnolehlost kruZnic

Téz mlzeme fici, Ze obrazem kruZnice vepsané se stifedem O je ve stejnolehlosti kruznice

pfipsana strané BC, se stfredem P. Z tohoto vzdjemného vztahu vyplyva, Ze mezi poméry

vzddlenosti stfedi obou kruznic od vnitfniho stfedu stejnolehlosti a jejich vzdalenosti od

vnéjsiho stfedu stejnolehlosti je rovnost. Zapisujeme:

. , . |AP|-|AD| _ |AP| .
prepsat nasledovné: ———— = —. Provedeme Upravu:
|AD|-]40| ~ |40|

|AP| |AD| __|AP|

|AD|—|A0| |AD|—|A0| ~ |A0O|

|AP| - |AO| — |AD]| - |AO| = |AP| - (|AD| — |AO|)
|AP| - |AO| — |AD]| - |AO| = |AP| - |AD| — |AP]| - |AO|
2 - |AP| - |AO| = |AP| - |AD| + |AD| - |AO|

2 - |AO| - |AP| = |AD| - (|AP] + |AO))

IDP| _ |AP|
|DO|

~—. Tento vztah muiZeme
|AO|

Vysledny vztah jest¢ vydélime nenulovym soucinem |AP| - |AO| - |AD|a vyjde nam:

2 1
|AD| ~ |A0| = |AP|

+—, coz je presné vyraz, ktery jsme chtéli dokézat. Tim je tloha splnéna.
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7. Do rovnostranného trojuhelniku ABC je vepsan pravidelny Sestiuhelnik KLMNOP
tak, Ze body K, M, O leii po fadé ve stfedech stran AB, BC a AC. Vypoctéte obsah
Sestithelniku KLMNOP, jestlize obsah trojihelniku ABC je 60 cm’.

(59. ro¢nik matematické olympiady pro zakladni skoly, Z9-111-4) [7]

Reseni: Nejprve do zadaného trojuhelniku ABC vepideme pomoci os Ghli pravidelny

Sestithelnik (obr. 3.16).

Obrdzek 3.16: Vepsdni pravidelného Sestiuhelniku

Z vytvoreného obrazku a predevsim z vlastnosti vytvorenych objekti (rovnostrannost,
pravidelnost) vime, Ze osy UhlG trojuhelnika jsou zaroven osy soumérnosti. Oba Utvary
jsou v tom pripadé osové soumérné podle tfi os soumérnosti. Nasledné feseni je tedy
i Sestiuhelniku se nachazi v jednom spole¢ném bodé, oznaceném T. Osy soumérnosti jsou
totiz navic i téZnicemi obou utvar(. Zaroven déli trojuhelnik ABC na Sest shodnych
pravouhlych trojuhelnik(l. Kazdy z nich je useckami, tvoricimi strany Sestihelniku
rozdélen na dva dalsi trojuhelniky. Celkem tedy mame Sest shodnych trojuhelnik(
z Sestithelniku KLMNOP a ze zbylé Casti trojuhelnika ABC jsme dostali opét Sest shodnych
trojuhelnikd.

JelikoZz zname obsah celého trojuhelniku ABC a chceme vypocitat obsah Sestithelniku

KLMNOP, potiebujeme zjistit, v jakém poméru jsou k sobé nové vytvorené mensi
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trojuhelniky nalezejici Sestithelniku a zbytku pUvodniho trojuhelnika. Pro snadnéjsi
urcovani a lepsi prehlednost si zvolime konkrétni dvojici trojuhelnikd, a to napfiklad PKT a
AKP. Vzhledem k tomu, Ze usecka AM tvofici jednu ze stran obou trojuhelnikd je téznici,
v trojuhelniku v poméru 2:1, pficemz dva dily v nasem pripadé nalezeji Usecce AT a jeden
dil UseCce TM. Mezi jejich velikostmi je tedy vztah |AT|=2-|TM|. Z pravidelnosti
Sestiuhelniku KLMINOP vyplyva |PT| = |TM| (vSechny trojuhelniky maji stejnou délku
ramen). Pokud tento poznatek spojime i s pfedchozim vztahem |AT| = 2 - |[TM|, dojdeme
k zavéru, Ze plati rovnost: |AP| = |PT|. K vypoctu obsahu trojuhelniku potfebujeme znat
jednu ze stran a vysku k této strané. V trojuhelnicich PKT a AKP jsme zjistili stejnou
velikost stran AP a PT a jak je vidét z obrazku, pfislusné vysky k témto stranam jsou

shodné, proto se oba trojuhelniky shoduji i v obsahu.

Vzhledem k tomu, Ze se Sestithelnik KLMNOP sklada z Sesti téchto trojuhelnikd a zbytek
trojuhelniku ABC taktéz, je celkova plocha trojuhelniku ABC slozena z jejich souctu, tedy
z 12 trojuhelnik(i. Ze zadani vime, e téchto 12 trojuhelnikii ma celkovy obsah 60 cm?

(= obsah trojuhelniku ABC). Jednoduchym podilem si zjistime obsah jedné casti, a ten pak
vynasobime poctem trojuhelnik( v Sestidhelniku. Zapisujeme: S =%-6 = 30(cm?).
Pfipadné bychom si mohli fici, Ze obsah Sestiuhelnika KLMNOP je k obsahu trojuhelnika

ABC v poméru 6:12 = 1:2, proto celkovy obsah vydélime dvéma a vyjde ndm stejny

vysledek, tedy 30 cm’.

8. Uhlopticka konvexniho ¢étyruhelniku pGli Gseéku spojujici stiedy dvou
protilehlych stran tohoto ctyruhelniku. Dokazte, ze tato uhlopricka déli
ctyruhelnik na dvé stejné velké casti.

(50. ro¢nik matematické olympiady pro zakladni Skoly, Z9-1-2) [7]

Redeni: Pfi feSeni této Ulohy si vypom(Zzeme obrazkem. Nejprve si sestrojime konvexni
¢tyruhelnik (Ctyruhelnik, jehoz kazidy dhel je mensi nez 180°) spolu s jednou jeho
Uhlopfickou a uUseckou spojujici stfedy protilehlych stran, presné jak je v zadani.
Pojmenujme ho napfiklad ABCD. Nasledné tento ctyruhelnik zobrazime ve stredové

soumérnosti, podle stfedu S, coZ je pravé prlsecik Uhlopficky a usecky spojujici stfedy
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protilehlych stran (obr. 3.17). Pro vétsi prehlednost jsme zobrazeny ¢tyruhelnik A'B'C'D’

barevné odlisili.

Obrdzek 3.17: Zobrazeni ve stredové soumérnosti

Vzhledem k vlastnostem stfedové soumérnosti ndm bude stacdit, kdyz budeme pracovat
pouze s jednou polovinou obou obrazcl, rozdélenych pravé podle uhlopticky tedy

s trojuhelniky ACD a C'A'B’, jelikoz dohromady nam ddvaji cely plvodni obrazec (obr.3.18).

CI
Obradzek 3.18: Dva prekryvajici se trojuhelniky
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Casti, které se prekryvaji, maji stejny obsah, v daldim postupu je tedy nemusime brat
v Uvahu. Po jejich vynechani ndm zbyvaiji ¢tyfi mensi trojuhelniky, které jsme si oznacili J, j
z plvodniho ctyruhelniku ABCD, a K, k z ¢tyruhelniku A'B'C'D', a predstavuji zobrazeni
dvou mensich trojuhelnik( z opacné poloroviny ¢tyfuhelniku ABCD vymezené Ghlopri¢kou
C'C. Pokud tedy dokazeme, Ze obsah trojuhelnikll J + j = K + k, dokdZzeme tim zaroven i to,
Ze Uhlopfricka déli ¢tyfuhelnik na dvé stejné ¢asti. K tomuto didkazu vyuZijeme shodnost
trojuhelnikd podle véty sus. Jak plyne ze zadani, Uhlopficka se protina s useckou (v nasem
pfipadé pojmenovanou EF) spojujici stfedy protilehlych stran. Vime tedy, Ze bod E plli
usecku C'B’, a proto plati |C'E| = |EB’|. To samé plati pro Use¢ku AD, tedy |AE| = |ED|.
Z vlastnosti vrcholovych Ghld plyne, Ze v trojuhelnicich K a j jsou Uhly u vrcholu E shodné.
Tim jsme dokdzali shodnost dvou stran a Uhlu ve dvou trojuhelnicich a tedy platnost
vztahu K = j + x, kde jsme si jako x oznacili doplfikovy trojuhelnik (viz obr.3.18), ktery
v souctu s trojuhelnikem j svou jednou stranou pokryje celou délku usecky EB' a diky tomu
plati vySe uvedena rovnost. Stejny vztah bychom mohli dokazat i pomoci dalsi stfedové
soumérnosti, tentokrdt podle bodu E, v niZ je trojuhelnik j + x obrazem trojuhelniku K a
tudiZ jsou shodné. Ze stejného dlvodu plati rovnost J = k + x. Tyto trojuhelniky jsou
stredové soumérné podle prlseciku Usecek DC a B'A'. Pokud si oba ziskané vztahy

prevedeme do soustavy dvou rovnic, ziskdme vztah:
K=j+x

J=k+x

Zde po odecteni x dostaneme:

K—]=j—k

Odtud je jiz jasné patrny vysledek K + k = ] + j, cozZ je vztah, jehoZ platnost jsme chtéli
dokazat, a proto mlZeme s jistotou fici, Ze uhlopficka déli zadany ctyruhelnik na dvé

stejné casti.
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9. Necht M je libovolny vniténi bod pfepony AB pravouhlého trojihelniku ABC.
Oznacme S, S1, S2 stiedy kruZnic opsanych po fadé trojuhelnikim ABC, AMC,
BMC. Dokazte, Ze body M, C, S1, S2 a S leZi na téZe kruznici.

(56. rocnik matematické olympiady pro stiedni Skoly, A-111-3) [8]

Reseni: Nejprve si sestrojime trojuhelnik ABC se viemi uvedenymi body podle zaddani

(obr.3.19)

Obradzek 3.19: Zadany trojuhelnik s body M, S, S1 a 52

Jednou z moznosti feSeni této ulohy je vyuziti rotace a zdroven stejnolehlosti, pricemz
dojde k zobrazeni bodl A, B a M. VyuZijeme tedy sloZzené podobné zobrazeni. Ze vieho
nejdrive provedeme rotaci o 90°. Vzorem je trojuhelnik ABC spolu se svymi dvéma
vnitfnimi trojuhelniky AMC a BCM. Stfedem otaceni jsme zvolili bod C, ten tedy zlstal
totozny se svym vzorem (je samodruzny), body A, B, M se zobrazily do bodl A’, B, M’
(obr.3.20). Takto vytvorené trojuhelniky zobrazime ve stejnolehlosti, jejiz stfed je opét

v bodé C. Jelikoz bychom chtéli, aby se bod A' zobrazil do bodu B, zvolime koeficient

. . . . |BC . v y y
stejnolehlosti rovny poméru ﬁ, kde jeho kladnost zajisStuje to, Ze obraz bude lezet ve

stejné poloroviné od stfedu stejnolehlosti, jako jeho vzor. Bod A’ se nam tedy zobrazil do
bodu B a body M' a B' se zobrazily do bodli M'" a B". Bod C se opét nezménil (obr.3.21) a

mezi pavodni pfeponou AB a novou preponou B'B" vznikl pravy uhel (Uhel ABB").
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Obrazek 3.20: Zobrazeni v rotaci

Obradzek 3.21: Zobrazeni ve stejnolehlosti

Z usecky BC se stala vyska pravé na preponu nové vzniklého pravouhlého trojuhelniku

ABB". Bod M lezi na jedné jeho odvésné, a to na AB. Bod M" lezi na jeho druhé odvésné
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BB". Obé pouZitd zobrazeni zachovavaiji velikost uhld. Uhly AMC a BM"C jsou tedy shodné
a podle tohoto vztahu mezi nimi vidime, Ze kruznice, kterou opiSeme trojuhelniku BMC je
zaroven i kruznici opsanou trojuhelniku BM'"C. Stejny vztah mlzeme odvodit i podle
pravych dhld MCM'" a MBM". Provedené zobrazeni prevadi trojuhelnik AMC na
trojuhelnik BM'"'C a kruznice opsana trojuhelniku AMC ma stfed v bodé S;. Tento stfed se
zobrazi na bod S,, coZ je podle zaddni stfed kruznice opsané trojuhelniku BMC a zaroven
je tedy také stfedem kruznice opsané trojuhelniku BM"C. Vzhledem k tomu, Ze pfi prvnim
zobrazeni — rotaci jsme cely trojuhelnik AMC otaceli o 90°, doslo k otoéeni o stejny Uhel i
u bodu S; a udhel S;CS, je tedy pravy. Pfimka spojujici S; a S, je osou Usecky CM a uhel
S:MS, ma taktéz hodnotu 90°. DalSim pravym Uhlem je i uhel S;5S,, a to z toho ddvodu, Ze
jeho ramena — polopfimky SS; a SS, lezi na osdch odvésen AC a BC a tyto odvésny jsou na

sebe kolmé.

Z téchto poznatki o pravych uhlech plyne, Ze body C, M, S leZi na Thaletové kruznici, jejiz
stfed se nachazi na ose spojnice S;S,, tudiZ vSech pét bodu leZi na jedné kruznici pfesné

tak, jak jsme méli zjistit (obr. 3.22).

Obrdzek 3.22: Zndzornéni bod( na kruznici

38



3 RESENE PRIKLADY

10. Rovnostranny trojuhelnik ABC o délce strany 4 cm oto¢ime kolem jeho pruseciku
vySek o0 90°, dostaneme tak trojuhelnik A'B'C'. Urcete obsah prliniku trojihelniku
ABCa A'B'C..

(38. rocnik matematické olympiady na stfednich skolach, C-1-2) [9]

Reseni: Prisecik vysek, ktery byl stredem otaceni trojuhelniku ABC si ozna¢ime V. Dalsi
dllezité body, jako jsou prisecik primek AB a C'A’ oznacime M, prusecik ptimek BC a A'B’
oznacime N a pismenem L oznacime prlsecik pfimky AB s pfimkou A'B'. K vyfeseni ulohy
vyuzijeme sloZzené zobrazeni, ve kterém sklddame rotaci o 90° (jak je v zaddni) s osovou
soumérnosti, ke které si nejprve sestrojime osu uUsecky A'B". Oznacme ji napfriklad o, a
poté zobrazime trojuhelnik A'B'C' v soumérnosti pravé podle této osy. Jelikoz je diky
rovnostrannosti zadaného i zobrazeného trojuhelnika osa o zaroven i vySkou na stranu
A'B' a prochazi prasecikem vysek V (je to zaroven i stfed otaceni) zobrazi se bod V sdm na
sebe a je tedy samodruzny. Bod C' se zobrazi taktéz sdm na sebe, jelikoz ndlezi ose o. To
ve vysledku celého sloZzeného zobrazeni znamena, Ze se bod C zobrazil na C’, bod A se
zobrazil na bod B' a obrazem bodu B je bod A’ (obr. 3.23). Jak je z toho samého obrazku
patrné, k vypoctu obsahu prekryvajicich se ¢asti trojuhelnikli ABC a A'B'C' nam postaci,

kdyz od obsahu puvodniho trojuhelniku odecteme vybarvené ¢asti.

A'B"

Obradzek 3.23: SloZené zobrazeni trojuhelnika ABC

Pokud si predstavime trojuhelnik AVB, zjistime, Ze se ndm zobrazil na trojuhelnik B'VA'

(A"VB'"), coz znamend, Ze sloZzené zobrazeni je osovou soumérnosti podle primky
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prochdzejici body L a V. Bod L je tedy také samodruzny. A body M a N se podle této osy
zobrazi vzajemné na sebe (M'= N a N' = M). Ndasledné zjistime rozméry vybarvenych ¢asti.
Pokud si urime, ze |LB| =x, a to je zéroven rovno |A'L| (rovnost plyne z osové
soumérnosti) snadno jiz dopocitame |NL|a |BN|. Vime totiz, Ze vnitini uhel u vrcholu B je
60° (v rovnostranném trojuhelniku ABC jsou vSechny tfi vnitfni uhly shodné, tedy 60°).
Uhel BLN je pravy, co? plyne z otoéeni trojuhelnika o 90°. Velikost strany NL tedy

spoteme pomoci téchto poznatklli pres tangens uhlu 60°. Z vlastnosti pravouhlého

trojuhelnika vime, Ze tan(60°) = INL S jelikoz tan(60°) = /3, tak |[NL| = xv/3 = |ML|.

X

Dlvodem této rovnosti je zobrazeni bodu M na N a naopak. Ten samy vztah zajistuje i

rovnost |BN| = |[MA'|. K vypoétu zvolime opét goniometrickou funkci, v nasem pFipadé
sin(60°) = ﬁ, po Upravé nam vyjde, Ze |[BN| = 23\_3/5 = 2x (obr. 3.24).

Obrdzek 3.24: Strany trojuhelniku BLN

Pokud provedeme otoceni o 120° kolem vrcholu V, tak se bod A zobrazi na bod B a bod B
na bod C. Zaroven se bod C' otoci do bodu A'a bod A’ do bodu B'a bod M se opét zobrazi

na N. Plati tedy, Ze i |AM| = 2x.
Ze zadani vime, Ze |AB| = 4, také zdroven vime, Zze |AB| = |AM|+ |ML|+ |LB| po
dosazeni nami zjisténych hodnot dostaneme rovnici: 4 = 2x + xv/3 + x. Upravime:

4 =x(3++3)a vyjadiime si x: x = zlomek rozsifime, abychom se zbavili

4
3+vV3 ’
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12-4vV3 _ 2(3—V3)
6 3

odmocniny ve jmenovateli: x = . Nyni provedeme vypocet obsahu

a;“, vzhledem k tomu, Ze je pravouhly, tak

trojuhelniku BLN. Vzorec pro obsah je S =

jako vysku dosadime stranu kolmou na stranu oznacenou jako a. Z vypocitanych hodnot

2(3-V3) V32(3-v3) 1_
3 3 2

pro jednotlivé strany tohoto trojuhelnika dostaneme vztah: Sg;y =

4v3(9-6V3+3) _ 18V3-36+6V3 _ 2(4V3-6) _ 8V3-12

. Tim jsme ziskali obsah jednoho ze tfi
18 9 3 3

vyznacenych malych trojuhelnikd. Abychom ziskali obsah vSech, vyndsobime vysledek

tfemi (trojuhelniky jsou shodné). Obsah vybarvené ¢asti je tedy roven 83 — 12.

Nyni zjistime obsah plvodniho trojuhelniku ABC. Vyska v rovnostranném trojuhelniku je

. . a?+/3 ,
rovna a - sin(60°), vzorec pro obsah je tedy roven: Sygc = — strana a = 4, po dosazeni

tedy plati: 164—\/5 = 44/3. Nakonec odetteme obsah vybarvenych trojdhelnikt od obsahu

trojuhelniku ABC. Vysledek, ktery ndm vyjde, je vysledkem celé ulohy: Sypc — 3Sgny =

4y/3 — (8vY3 — 12) = 4(3 —V/3).

11. Je dan kosoctverec ABCD s uhlem velikosti 60° pfi vrcholu C a se stfedem S.

vvev

DsC.
(40. rocnik matematické olympiady na zakladnich skolach, Z8-11-3) [10]

Obrazek 3.25: Zadany kosoctverec ABCD s trojuhelnikem
BT;T,
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Reseni: Jeden z moZnych zpisobi Feseni si k dosaZeni vysledku dopomaha vyuzitim
stejnolehlosti.

Patu téZnice (bod, kde se téZnice dotyka své pfrislusné strany) na stranu AS v trojuhelniku

ASD pojmenujeme X. V druhém trojuhelniku — DSC patu téZnice na stranu SC nazveme Z.

vvvvv

Usecku XZ zobrazime ve stejnolehlosti se stfedem stejnolehlosti v bodé D a koeficientem

2 . . . , Py o
> vzhledem ke zvolenym hodnotdm se nam zobrazi do Usecky T;T, (tyto body se totiz

v vev

Z vlastnosti stejnolehlosti (zachovani uhll) jsme zjistili, Ze uUsecka T;T, je rovnobéina
iy . . . . < s iy . 2
s UseCkou XZ. Z této stejnolehlosti zaroven plyne, Ze délka usecky T;T- je rovna 3 délky

usecky XZ.

Obrdzek 3.26: Oznaceni zbylych bod( v kosoctverci ABCD
JelikoZ je zadany utvar kosoctverec a jeho uhlopficky jsou na sebe kolmé, jsou na sebe
kolmé i usecky T;T, a BY. Z tohoto vztahu je jasné, Ze Usecka BY je vysSkou pfislusnou
strané T;T, v trojuhelniku BT;T,. K vypoctu obsahu trojuhelniku BT;T, nam tedy staci znat

délku Useéek BY a T;T,, jakozto vysky a jeji prislusné strany.

Délku T;T, zjistime pravé pomoci zobrazeni Usecky XZ ve stejnolehlosti na tuto Usecku.

Use&ka XZ leZi na uhlopfti¢ce AC. Bod X leZi v poloviné Usecky AS (jeliko? teény vedou ze
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stfedu strany k prislusSnému bodu) a bod Z se nachazi v poloviné usecky SC. Z téchto
poznatkd vidime, Ze |XZ| = |AS|(pfipadné |XZ| = |SC|), tedy |XZ| = % |AC|. To, Ze mezi
témito hodnotami plati rovnost je dano také tim, Zze uhlopfi¢ky kosoctverce se protinaji
pfesné ve své poloviné, a proto napfiklad |AS| = %|AC|. Jak jiz bylo rfeceno vyse, délka
T:T, je rovna §|XZ|. Jak plyne z predchozich vztahd, tuto rovnost Ize prepsat jako

|T,T,| = §|AS|. Potrebujeme tedy vypocitat délku usecky AS. Délku strany kosoctverce

poloZzime rovnou a. Z poloviny kosoctverce ABCD si vytvofime rovnostranny trojuhelnik

ABD.

To, ze velikost Uhlopfi¢ky BD je rovna strané a zjistime diky tomu, Zze |£BCD| = 60° a
jelikoz ABCD je kosoctverec, plati |BC| = |CD|, coz lze povaiovat za ramena
rovnoramenného trojuhelniku. Na oba uhly u zakladny BD zbyva 120° a pomér jejich
velikosti je 1:1. Na kazdy uhel tedy pripada velikost 60°. Z toho plyne, Ze trojuhelnik BCD
je rovnostranny, tedy |BC| = |CD| = |BD| = a. Pfi pohledu na trojuhelnik ABD (obr.

3.26) vidime, Ze UsecCka AS predstavuje vysku rovnostranného trojuhelniku ABD. Vyska

. . o y : , y 3
rovnostranného trojuhelnika je rovna hodnoté a - sin(60°), plati tedy, ze |AS| = \/2—_ -a

Jak je uvedeno vyse, |T T, | = §|AS|. Po dosazeni pravé ziskaného vysledku dostaneme:

V3 V3
r—a= —"a
2 3

2
ITiT2| =3
Z vlastnosti téznic (a predevSim pouzité stejnolehlosti) vime, Ze bod Y lezi ve % délky
usecky DS. Pokud bychom si uhlopficku BD rozdélili na Sestiny, tak |YS| = % , jelikoz

Py . . . vowl s . 3 Y .
usecka BS je polovinou uhlopficky, jeji velikost je rovna P Z téchto poznatkd snadno

spocitame, ze |BY| = 2 |BD|. Jelikoz délka BD = a, plati: |BY| =

wIinN

" a.

Nyni mame vse potfebné pro vypocteni obsahu S trojuhelniku T;T,B:

V3 2
S _|T{T,B|-|BY| - a'z'a 2V3-a>2 1 a*’3
TaT2B — 2 a 2 -9 2 9

Vysledna hodnota je zaroven i pozadovanym vysledkem a uloha je timto vyreSena.

43



ZAVER

ZAVER
Jak jiz bylo fe¢eno v Uvodu, hlavnim cilem prace bylo seznamit ¢tenare s ulohami MO

zabyvajicimi se geometrickymi zobrazenimi, a také s témito zobrazenimi samotnymi.

Koncept celého dila by mohl byt pomysiné rozdélen na dva hlavni oddily, a to teoreticky a
prakticky. Teoretickd ¢ast se sklddd ze dvou kapitol. Ve treti a zaroven posledni kapitole

jsme se vénovali feSeni vybranych uloh MO.

V prvni kratsi kapitole bylo ¢tenafi stru¢né pfedstaveno zobrazeni, jeho znaceni, zapis, a
predevsim to, co by si pod timto pojmem mél predstavit. Tyto poznatky byly dale
aplikovany pfi charakteristice zobrazeni geometrickych, kde byly jiz ponékud vice

rozvijeny. Sezndmili jsme se zde napfiklad s pojmem samodruznost, ¢i inverzni zobrazeni.

V nasledujici kapitole byla geometrickd zobrazeni rozdélena podle svych vlastnosti do
dvou hlavnich skupin. V kazdé této skupiné jsme vyjmenovali jiz jejich jednotlivé druhy.
Kazdy tento typ byl uveden prevzatou definici, kterou vice popisoval a rozvijel nasledujici
text, v némz byly krom jiného dale obsazeny informace o provazanosti jednotlivych typu
zobrazeni, jejich znaceni, nebo zachovavané vlastnosti. Pro Uplnost prace bylo dileZité
kazdy typ doplnit obrazkem, ktery vyobrazuje pravé charakteristiky popisované v textu,
coz je klicové pro jejich snadnéjsi pochopeni. Ke konci kapitoly byl také, v rdmci osové
soumeérnosti, uveden oddil zabyvajici se skladanim tohoto zobrazeni, z néhoz Ize vytvofit i

ostatni popisované druhy zobrazeni.

Ve treti kapitole jsme se dostali k praktické ¢&asti bakalarské prace. V tomto
nejrozsahlejSim oddilu se nachazeji resené priklady, vyuZivajici k dosazeni vysledk(
geometrickych zobrazeni. Vyskytuji se zde ulohy z riznych ro¢nikli MO a vybrany byly tak,
aby byly zahrnuty vSechny kategorie (z hlediska véku fresitelll), ve kterych se mohou
vyskytovat Ulohy feSené za pomoci geometrickych zobrazeni. Tim se zaroven dokazalo, Ze
tento zpUsob feseni se mlze vyuzit bez ohledu na Uroven sloZitosti jednotlivych udloh. U
zadani kazdého pftikladu byl uveden typ MO, kategorie, rocnik a Cislo prikladu v daném
ro€niku, coz usnadiuje dohledani prikladu v daném zdroji a ¢tenaf tak mohl jednoduse
porovnavat mezi origindlnim feSenim a zde uvedenym detailnim feSenim. Zaroven byl
kazdy pfriklad doplnén minimalné jednim obrazkem, coz napomaha lepsSimu porozuméni

prikladu a minimalizuje se mozZnost jeho nespravného pochopeni.
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ZAVER

Prace by diky vSiem uvedenym prvkiim, které obsahuje, méla byt srozumitelna pro
geometrickych vztazich a vypoctech. Pro zaky zakladnich Skol by s pomoci zde uvedenych
feSeni nemél byt problém dospét k vysledku u dloh jim odpovidajici kategorie. Lze tvrdit,
Ze zaci stfednich Skol (predevsim wvysSich rocnikll) by méli byt schopni, s vyuZitim
teoretické Casti a podrobné komentovanych feseni Uloh MO, pochopit a vyresit veskeré

priklady zde obsazené.

Je znamo, Ze geometrie rozviji predstavivost zak( a studentl a je nepostradatelnou
disciplinou i v dalSich ptibuznych oborech. BohuZel ¢asto nepatfi mezi oblibené pfedméty
vyucované na Skoldch, pravé diky své ndrocnosti na obrazotvornost, jelikoz nestaci pouze
se naucit nazpamét urcité mnozstvi vzorcl a vztah(. Je nutné umét tyto vztahy spravné
pouzit, nebo napfiklad dokdazat zjednodusit pfilis slozité ulohy, k ¢emuz ¢asto dopomahaiji
pravé geometrickda zobrazeni. Tato prace tedy mlze dopomoci rozvijet fantazii zaka v

oblasti geometrie a ukdzat jim nové moznosti feSeni danych typ( uloh.
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RESUME

The main target of this thesis is geometric projection and its occurrence in mathematical
olympiads. Therefore the major part of the thesis forms solutions of selected

mathematical tasks, which are chosen from mathematical olympiads collections.

The first chapter is an introduction into the issue of geometric projection. It describes its

basic characteristic.

The second chapter describes basic types of geometric projections contained in
mathematical olympiads tasks. The various types of projections are described by taken

definition and also completed with attached pictures.

The third chapter deals with solutions of selected tasks, which could be solved by using of
geometric projection. There is a given assignment, category, class, source and custom
solution commented in details and everything is clearly described also by using pictures,

which facilitates the understanding of selected tasks.
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Ptilohou bakalarské prace je pfiloZzené CD.



