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Uvod
Matematika se sklada z mnoha disciplin, jejiz nedilnou soucasti je i algebra. Tato prace
popisuje nejriznéjsi elimina¢ni metody, mezi néZ patii upravy soustav rovnic. Povazujeme

Soustavy rovnic ¢asto popisuji nejruznéjSi matematické problémy, a proto Si
myslime, ze patii k zakladim nékteré upravy znat a dokézat je pouzit. At uz se jedna o
metodu substitu¢ni ¢i metodu scitaci. Nekteré soustavy rovnic jsou velice slozité a jen
s technikami, které se u¢i na zakladnich a stfednich $kolach, bychom pfi jejich feSeni
nemuseli uspét. Tato prace rozsifuje pohled na jiné druhy elimina¢nich metod, podle
kterych mizeme postupovat.

Pro svoji bakalafskou préaci jsem si vybral téma Eliminacni metody — historicky
kontext, abych rozsitil svoje védomosti o dalsi dovednosti pfi Gpravach rovnic a chtél jsem
nahlédnout do historie této problematiky.

V prvni ¢asti prace se budeme snazit ukazat jednoduché Gpravy pfti feseni soustavy
rovnic, abychom c¢tenate seznamili Stim, ¢emu se budeme vénovat na nasledujicich
stranach.

Dalsi kapitoly budeme ftadit chronologicky od nejstarSich znamych metod
objevenych v 17. stoleti az k principiim 18. stoleti. Ukdzeme postup Pierra de Fermata ¢i
Isaaca Newtona, ktefi soustavy rovnic vysSich stupiii pfevedli na rovnici s niZ§im
stupném, kde kazdy vyuzival trochu jiného postupu. Dale se zminime, jak eliminoval
neznamou z rovnic Johannes Hudde, aby naSel nejvétsiho spolecného délitele. Ukazeme
techniky Gottfrieda Wilhelma Leibnize a v 18. stoleti se zamé&fim na Leonharda Eulera a
Etienna Bézouta, ktefi pfevadéli soustavy rovnic vyssich stupiii na soustavy linearnich
rovnic. Zaveérem se budeme snazit porovnat metody nékterych z nich na ptikladech.

Zdroje, které pouzivame K psani prace, jsou psané latinsky, rusky, francouzsky ¢i
anglicky a znaceni v nich jsou casto pltivodni a je slozité jim porozumét a spravné je
pochopit. Nejvice pramend miizeme nalézt v internetovych zdrojich, ale bohuzel malo
Vv ¢eském jazyce.

Elimina¢ni metody jsou zna¢né rozsahlym tématem a bohuzel nemizeme celou
historii od 17. stoleti aZz po soucasnost do bakalafské prace zafadit z divodu jejiho
omezeni. Budeme popisovat jen jiz zminéné obdobi a pro dalsi postupy nasledujicich

stoleti neni prostor.



1. Uvodni prikladova &ast
Na zacatku si ukdzeme na jednoduchych ptikladech riizné eliminacni postupy, které jsou
dnes znamé a pouzivané.
Priklad €. 1.1: Najdéte feSeni soustavy dvou rovnic druhého stupné o jedné neznamé X.
Dx?+6x+5=0
2)x*+7x+10=0

ReSeni:

Pomoci séitaci metody:

Jedna se o jednoduchou soustavu dvou kvadratickych rovnic, které mizeme fesit kazdou
zvlast’ vyjadienim kotenil ptislusné rovnice. Mlizeme je pocitat pomoci uziti diskriminantu
nebo uzitim Vietovych vzorcti. Nasledné bychom provedli prinik mnozin feSeni obou
rovnic a zjistili bychom, jestli tato soustava dvou rovnic ma feSeni. Pouzijeme vSak scitaci
metodu na eliminaci kvadratického ¢lenu. Vynasobime druhou rovnici (— 1) a dostaneme.
Dx?+6x+5=0
2)—x2-7x—-10=0
Pak secteme prvni rovnici s druhou.
3)—=x—=5=0
Snadno uz spo¢teme X (x = —5). Dosadime do zadanych rovnic a zjistime, Zze (x = —5) je
skute¢né feSenim obou rovnic. Tim provadime i zkousku, jestli jde o spravnost vysledki.
DL, =(-5)?2?+6.(-5)+5=0=P;
2)L, =(-5)?%+7.(-5+10=0="P,
DL =P
2)L, =P,
Soustava dvou rovnic o jedné neznamé ma jedno feseni (x = —5).
V tomto ptikladu jsme vyuZili s€itaci metodu, kterou miizeme vyhodné zapsat maticove.

Pomoci matic:

ZapiSeme matici soustavy obsahujici koeficienty na levych stranich.

(1 6 5 )
1 7 10
Pomoci jednotlivych povolenych fadkovych Gprav dostaneme odstupfiovanou matici.
(1 6 5 )
0 -1 -5



Na prvni pohled se ndm matice pfiliS nezménila. Ale zmizel nam kvadraticky Cclen.
Dostavame soustavu dvou rovnic.
Dx?+6x+5=0

2)—x—=5=0
Z druhé rovnice vyjadiime x (x = —5), které dosadime do rovnice druhé a dostaneme.
0=0

Reseni je spravné a souhlasi i s tim, €0 jsme vypo¢itali prvnim zptisobem.
Priklad ¢. 1.2: Najdéte feSeni soustavy dvou rovnic druhého stupné o jedné neznamé X.
1)4x?+3x+3=5—x
2)x>+16x—8=0

Reseni:

Pomoci séitaci metody:

Jednd se o soustavu dvou kvadratickych rovnic, které miZzeme feSit kazdou zvlast
vyjadienim kofent piislusné rovnice jako v piedchozim ptikladu. Znovu vSak vyuZijeme
metodu sc¢itaci, kdy eliminujeme kvadraticky ¢len. V prvni rovnici udélame jednoduchou
upravu a pievedeme vSe z pravé strany na stranu levou.

1) 4x? +4x — 2 =0 (X)

2)x*+16x —8=0(0)
Vynasobime druhou rovnici (— 4).

D4x2+4x—-2=0

2)—4x*—64x+32=0

Secteme prvni rovnici s druhou a dostaneme.

—60x+30=0
Nyni dopoéteme neznamou X (x = %) Dosazenim do obou rovnic ((X), (0)) ovéfime, zda

feSeni soustavy dvou rovnic o jedné neznamé je spravné. Tim provadime i zkousSku.

1)L1=4_<(%)2)+3.(%>+3¢5—%=P1

2

2)L2=(1> +16.(1)—8¢0=P2

2 2
11 9
1)L1=7¢§=P1
1
2)L2=Z¢0=P2



L, # P
2)L, # P,

Tato soustava dvou rovnic o jedné neznamé nema feseni.

Pomoci matice:

Jako u metody scitaci upravime prvni rovnici, abychom m¢li na pravé strané nulu.
D4x>+4x—-2=0
2)x*+16x—-8=0
ZapiSeme matici soustavy obsahujici koeficienty na levych stranéch.
(4 4 —2)
1 16 -8
Pomoci jednotlivych povolenych fadkovych uprav dostaneme odstupiiovanou matici.
(4 4 —2)
0 —-60 30
Eliminoval se nam kvadraticky ¢len ve druhém ftadku. Dostavame velice podobnou
soustavu dvou rovnic, jako v ptikladu ¢. 1.
D4x2+4x—-2=0
2)—60x+30=0
Vyjadiime neznamou X z druhé rovnice (x = —;) Mizeme dosadit do prvni rovnice a

dostaneme.
1+0
Pomoci matice jsme potvrdili, Ze tato soustava nema fesent.

Na piikladech dvou rovnic o jedné nezndmé jsme si ukazali jednoduché principy
eliminace. Vyuzili jsme metodu scitaci, kde jsme jednotlivé rovnice upravili do
pfisluSnych tvarfi, aby doSlo k eliminaci kvadratického c¢lenu a nalezeni feSeni pro
neznamou X. Déle pomoci zkousky, respektive dosazeni, jsme rozhodli, zda soustava dvou
rovnic o jedné neznamé ma feseni &i nikoliv. Reseni jsme ukézali i s vyuZitim matic.

Nasledujici dva piiklady se budou tykat soustavy dvou rovnic o dvou neznamych.
Piiklad ¢&. 1.3: Najdéte feSeni soustavy dvou rovnic o dvou neznamych x a y.

1) 8x2 + 2y%2 =9 ()
2)y=2x+3 (V)




ReSeni:
Jedna se o dvé rovnice, kde prvni ma dva cleny kvadratické¢ a druhd dva ¢leny linearni.
V tomto piikladu se nabizi pouzit metodu substitu¢ni a ne scitaci. Ve druhé rovnici jiz
mame vyjadifenou neznamou y. Mizeme dosadit do rovnice prvni a dostaneme.
8x%+2.(2x+3)*=9
Postupné rovnici upravime na kvadratickou rovnici.
16x2 +24x+9=0

Rovnici jsme fesili pomoci vzorecku s vyuzitim diskriminantu.* Ten vysel nulovy (D =
2 .. . e rov v r . r r 3 14
0).” Dostali jsme jedno dvojnasobné feSeni rovnice o neznamé X (x = _Z)' Dale

postupujeme tak, Ze dosadime X do druhé rovnice (V) a spocitame y.

2 (o3
y_ " 4

y , 3 PR . o
Vypocteme nezndmou Yy (y = E)' Pro kontrolu, jestli méme oba dva kofeny spravné,

dosadime do obou rovnic ((<), (V)). Tim provadime i zkousku.
3\° 3\
DL, = 8.(—1) +2.<§> =9=p,

1) 1=9=9=P1
3
Z)LZ_E E:PZ
DL =P
2)L, =P,

Rovnosti u obou rovnic mame stejné, takZe vysledky jsou spravné. MiZeme fici, Ze
. ro ;o R 3 3 v
soustava dvou rovnic o dvou neznamych mé jedno feSeni —2 5] Kdyz vezmeme

geometricky vyznam této ulohy, tak se jednd o vzdjemnou polohu kuZelosecky (elipsy) a
pfimky. JelikoZ ndm vyslo jedno feSeni, oba dva ttvary maji jeden spole¢ny bod dotyku a

zéroveil mizeme tvrdit, Ze piimka (y = 2x + 3) je te€nou elipsy (8x2 + 2y? = 9).

-b++/b2-4ac

o ), kde vyraz pod odmocninou se nazyva

diskriminantu (D). Pismena a, b, ¢ jsou koeficienty piisluiné kvadratické rovnice (ax® + bx + ¢ = 0).
? Diskriminant mize vyjit bud’ zaporny, kladny nebo bude roven nule. Pro kladny diskriminant bude mit dvé
fesSeni, pro nulovy ma jedno feSeni, a pro diskriminant zdporny nema reSeni Zadné.

1 . ’ . ~ wr r
Kvadratickd rovnice se fes$i pomoci vzorce (X, =



Piiklad ¢. 1.4: Najdéte feseni soustavy dvou rovnic o dvou neznamych x a y.
1)2x24+ 7y +10x -2y —5=0
2)—x+6y=-12+2x

ReSeni:
Jedna se o velice podobnou soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, jako v pfedchozim
ptikladu. Nez za¢neme s vyuzitim elimina¢nich metod, upravime druhou rovnici.
1)2x2+7y2+10x—2y—5=0
2) 6y —3x =—12
Druhou rovnici vydélime ¢islem tfi a vyjadiime nezndmou X.
1)2x2+7y?+10x — 2y —5=0
2)x =4+ 2y
Dosadime do prvni rovnice. Znovu vyuzivaime metodu substitucni.
2.(4+2y)2+7y*+10.(4+2y) —2y—-5=0
Rovnici upravime a dostdvame.
15y2 4+ 50y +67 = 0

Jedna se o kvadratickou rovnici s neznamou Y, kterou vyieSime pomoci diskriminantu. Ten
vysel zaporny (D = —1520). Zavérem miiZzeme fici, Ze tato soustava dvou rovnic o dvou
neznidmych X a y nem4 feseni v R2. V tomto piikladu se jedna opét o kuZelosecku (elipsu) a
primku. Vzajemna poloha téchto geometrickych utvarii neobsahuje zadny spolecny bod,
jedna se o vngjsi ptimku. Tyto dva piiklady byly feSeny metodou substitu¢ni, coz obnasi
vyjadfeni jedné nezndmé z jedné rovnice a dosazeni do rovnice druhé. Timto jsme vzdy
eliminovali jednu nezndmou a tu druhou jsme nasledné vypocitali. V tomto piipadé jsme
vyuZili znalosti po¢itani kvadratickych rovnic.

Na téchto jednoduchych ptikladech jsme si ukézali, jak eliminovat neznamé

pomoci substitucni ¢i s¢itaci metody. V dalsi Casti této prace se budeme vénovat mnohem

vvvvvv



2. Elimina¢ni metody objevené v Evropé v 17. stoleti

Pocatky studia elimina¢nich metod sahaji do 17. stoleti. Principy eliminace se jako prvni
zabyval Pierre de Fermat. Na jeho praci navazali v tomto stoleti dalsi matematici, jako
Isaac Newton, Johannes Hudde ¢i Gottfried Wilhelm Leibniz.
2.1 Pierre de Fermat (1601 - 1665)
Tento vyznamny francouzsky matematik studoval prava, kterd dokoncil maturitou v roce
1631. Ze zacatku se snazil pusobit v oblasti prava a politiky, od ¢ehoZ postupné ustoupil a
zacal se pln¢ vénovat matematice. Je povazovan za zakladatele teorie Cisel, zajimal se o
geometrii a také o eliminacni postupy pfi Gpravach rovnic, které popsal ve své praci Novus
secundarum et ulterioris radicum in analyticis usus. Jeho snaha se upfela k nalezeni
vydavatele, ktery by byl ochoten jeho praci publikovat. V tomto usili mu mimo jiné
pomahali Pierre de Carcavy nebo Blaise Pascal, ktefi disponovali vhodnymi konexemi.
Ani stouto pomoci se mu nepodafilo dilo vydat, a proto jeho prace nikdy oficialné
nevysla. Casti nékterych jeho dé&l byly zvefejiiovany diky jeho piatelam, kterym posilal
kratké dopisy ¢i staté. VétSina téchto praci byla vydana az po jeho smrti, naptiklad v roce
1679 Varia opera. Vsechna jeho dila ¢i poznamky muzeme souhrnné najit pod nazvem
Euvres de Fermat. Jedna se o soubor péti knih, kde Novus secundarum et ulterioris
radicum in analyticis usus zaujima své misto V prvni knize a pozdéji se tak mohla stat
velice dilezitou a vyznamnou pro algebru a analytickou geometrii. Konkrétné v ni
najdeme prvni znamou metodu eliminace, kde dochazi k vylouceni neznamé ze dvou
rovnic vyssiho stupné a kterou pravdépodobné rozpracoval jiz v roce 1638.

Nez pristoupime K teoriim, je tieba ukazat na motiva¢nim piikladu vyuziti technik
vypoctu dvou rovnic o dvou neznamych podle Fermata.

Piiklad ¢. 2.1: Najdéte feseni soustavy dvou rovnic o dvou neznamych.

D x?+5xy+2y>—8x—2y+2=0
2)2x%— 4xy —3y*+7x—-3y—2=0
Upravime levou stranu rovnic, kde nejdiive piSeme ¢leny s neznamou Y, pak S neznamou X.
D2y +GBx—2)y+x*2—8x+2=0
2)—3y?+(—4x—-3)y+2x*+7x—2=0
V dalsi kroku nechdme vSechny ¢leny s nezndmou Yy na levé strané a ostatni pfevedeme na
pravou stranu.
1)2y2+ (Gx—2)y=—x?>+8x—2
2)—3y?—(4x + 3)y=—-2x*—-7x+2



Nyni miizeme levou stranu vydélit stranou pravou, abychom nemé¢li minus ve jmenovateli,

vytkneme ho pted zlomek a tim se ndm zméni znaménka v Citateli.

—2y% — (5x — 2
1) e —( )y:1
x2—8x+2
5 3y? + (4x +3)y
) 2x2+7x—2

Na pravych stranach mame cislo jedna a vychazime z principu, ze kdyz se pravé strany

rovnic rovnaji, budou se rovnat i strany levé. Obé rovnice dame do rovnosti a havic
, P . , 1 o v . I e . e
vynasobenim obou rovnic vyrazem (;) muizeme mocniny u nezndmé Y V Citateli snizit.

Dostavame.
-2y —(5x—2) 3y+(4x+3)
x2—8x+2  2x2+7x-—2

Pomoci uprav ziskdme linearni rovnici v tomto tvaru.

( -2 3 ) _ 4x + 3 N 5x -2
x2—8x+2 2x2+7x-2)7  2x2+7x—2 x2—8x+2
Ptistoupime k upravam téchto zlomkul, abychom dostali na levé strané jen neznamou Y.
Nejdiive pfevedeme vyrazy na obou stranach na spole¢ného jmenovatele.
—2(2x* +7x —2) — 3(x* — 8x + 2)
(x? —8x+2)(2x2 +7x —2)
_ (4x +3)(x* —8x +2) + (5x — 2)(2x* + 7x — 2)
- (2x2 4+ 7x — 2)(x2 — 8x + 2)

Vyd¢lime celou rovnici vyrazem na levé strané a dostaneme.

(4x +3)(x?> —8x +2) + (5x — 2)(2x% + 7x — 2)
(2x2 +7x —2)(x?> —8x + 2)
—22x%>+7x —2) —3(x? —8x + 2)

(x> —8x+2)2x?>+7x — 2)

y:

Je zfejmé, e se nam zkrati vyrazy ((2x2+ 7x —2).(x? —8x + 2)). Po nasledném
roznasobeni a Upravach dostaneme vyjadienou neznamou y.

14x3 + 2x% — 40x + 10
—7x%2+10x — 2

Nyni jiz mizeme dosadit do jedné z rovnic a spocitat neznamou X a nasledné i y. Tato

y:

soustava dvou rovnice o dvou neznamych ma celkem Ctyii feSeni: [2; — 5], a zaokrouhlené
[0,26; — 0,01], [1,43; 1,03] a [- 3,41; 3,27]. Pro kontrolu udélame zkousku pro feSeni [2;
—5]. Dosadime do obou rovnic v zadani.
1)L, =2%+452.(-5)+2.(-5)*-82—-2.(-5)+2=0=P;
2)L, =2.22— 42.(-5)—3.(-5)2+72-3.(-5)—-2=0=P,



Po jednoduchych upravach dostaneme.
HL=0=0=P,
2)L,=0=0=P,

DL =P

2)L2:P2

Reseni [2; — 5] je spravné.

Na tomto ptrikladu jsme si ukazali, jak se da feSit soustava dvou rovnic o dvou
neznamych pomoci technik, se kterymi jako prvni piisel Pierre de Fermat. Zatim jsme
ukazali jen prakticky ptiklad, ze které¢ho vyplyva ziejmy postup. Nasledné¢ se budeme
vénovat teoretickym zakladim, jak obecné postupovat pti jednotlivych prikladech.

Mame v soustavé dvou rovnic dvé neznamé y a X, kde na vylouceni neznamé y
ukézeme stejny postup, ktery byl pouzit u ptikladu €. 2.1. Rovnice obsahuji nezndmou y a
neznamou X, kde a;, bj jsou polynomy v neznamé X.

Day™+ay™ 1 +a,y™" %2+ +a,=0
2) bgy™ + byy" 1+ byt 4+ -+ b, =0
Cleny bez neznamé y prevedeme na pravou stranu a vydé&lime levou stranu pravou a
dostaneme tvar.

oy +ay"  +ay™ i+t apmy )

D

am

boy"™ + biy" + by "+ o+ by
b, B

Na pravé strané¢ mame jednotky a tim miZzeme rovnice srovnat.

1

2)

apy™ + ay™  +ay™ 4 4 Ay _ boy™ 4+ byy™ 1 4+ byy™ 4 4 by gy
am bn

Neznama y je na pravé i na levé strang. V Citateli miizeme Yy snizit o jeden stupen. Pokud
rovnice obsahuje neznamou Y nejvyse ve druhé mocning, tak tento postup provadime jen
jednou, protoze vsak rovnice jiz zadnou neznamou Y po Gpraveé nebude obsahovat, budeme
ji mit timto vyjadfenou. V ptipad€, Ze rovnice bude obsahovat nezndmou Yy ve vysSich
stupnich, musime postup opakovat. Misto neznamé y muizeme stejnym zpusobem
eliminovat neznamou X.

Pojd'me se jesté podivat na originalni vysvétleni tohoto problému, ktery popsal
Pierre de Fermat ve svém dile Novus secundarum et ulterioris radicum in analyticis usus.
Krasné rozepisuje cely problém postupné az k eliminaci nezndmé. VSe doklada i svym
komentatrem.

10



Na zacatku se zmifluje o redukci vysSich kofend k prvnim, coZz znamend dostat

Z nelinearnich ¢lentt nezndmé v prvni mocning.
D x3+y3=a3(a)
2) bx + y* +cy =d?* (0)
Déle provedl jen elementarni upravy, ve kterych Cleny obsahujici y pievedl na pravou
stranu a zbyvajici ponechal nebo pievedl na stranu levou. Musime tento krok chapat jako
originalu.
Dx3+y3=ad

1) x% —ad = —y3

1) a3 —x3 = y3
A druhé rovnice ma tvar.

2) bx + y* + cy = d?

2)bx —d? =—y%—cy

2Y)d?*—bx =y*+cy
Fermat uvadi poméry k rovnicim: a3 — x3 k y3 a d? — bx k y? + cy. Ve popisuje véetné
zdiivodnéni pfevedenim téchto pomérl na rovnici.

aly? —x3y? + acy — x3cy = d?y3 — bxy?
Pro nase ucely a pro lepsi pochopeni pfevedeme na tvar, ktery ovSem v jeho pisemnostech
nenajdeme. Jen ho uvadime pro Vétsi prehled.
(@® = x)? + cy) = (d* — bx)y?
V nasledujicim kroku zkratil y, ¢imz dostaneme rovnici niz§iho stupné.
3) aly —x3y + a3c — x3¢c = d?y? — bxy?
Znovu prevedeme na tvar, ktery neni roznasobeny.
(a® —x¥)(y +c) = (d% — bx).y?
Déle rovnici upravuje, aby ¢leny obsahujici y a jeji mocniny byly na strané pravé a
konstantni ¢leny na strané levé.
3Y) adc — x3c = d?y? — bxy? — a3y + x3y

Pak ptipomind rovnici ¢islo 2) a to v upraveném tvaru.

2)d? —bx=y*+cy
Opakoval tpravu, pti které pievedl rovnice na poméry za pouZiti rovnic 3) a 2°).

3" (a3c — x3¢) k (d?y? — bxy? — a3y + x3y)
2Y) (d? — bx) k (v? + cy)
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Nasledné¢ pise o vydé€leni neznamé y. Uvadi tvar pred zkracenim.
adcy? + adcty — x3cy? — x3c?y
= d*y? — d?bxy? — d?a®y + d*x3y — bxd?y? + b%x%y? + ba3xy
— bx*y
Pro nasi lepsi piehlednost ji uvedeme i v jiném tvaru.
(a3c — x3¢).(y? + cy) = (d?y? — bxy? — a3y + x3y).(d? — bx)
Pak znovu zkratil y.
4)adcy + a3c? — x3cy — x3¢?
= d*y — d?bxy — d?a® + d?x3® — bxd?y + b%*x%y + ba3x — bx*
Jako predtim napiSeme jiny tvar.
(a3c —x3¢).(y + ¢) = (d*y — bxy — a® + x3).(d? — bx)
Dale se upravuje rovnice tak, Ze na stran¢ levé mame Cleny bez y a na pravé strané Cleny
SYy.
4Y) adc? — x3¢? 4+ d%a® — d?x® — ba®x + bx*
=d*y — d?bxy — bxd?y + b%x?y — a3cy + x3cy
Nyni uz je y linearni, to znamend, Ze muzeme neznamou Yy vyjadfit jako podil dvou
mnohoclend.
a3c? —x3c¢? + d%a® — d?x3 — ba3x + bx*

d*y — d?bxy — bxd?y + b?x%?y — a3cy + x3cy

=y ()
Pfipomina rovnici Cislo 2).
2) bx — d? = —y? — ¢y (o)

Slovné popisuje, ze lze vyuzit rovnici (<) a rovnici ¢islo 4), ktera je linearni a vytvofit tim
dalsi linedrni rovnici v y. KdyZ méame dvé rovnice linearni, miizeme komparacni metodou
ziskat rovnici pouze vYy. Rovnéz uvadi, ze je mozné zlomek () dosadit do uvedenych
rovnic na zacatku ((A), (0)). Tim ziskdme rovnice pouze v neznamé X. Ke shodnému
vysledku jsme dospéli 1 v ukdzkovém piikladu. Zavérem uvadi, ze postup lze vyuzit pro
vice nez dvé rovnice v soustave.

K této ¢asti své prace pfidava dodatek, ktery poslal jiz zminénému Carcavymu
v dopise z 20. 8. 1650. Odstraituje v ném odmocniny z rovnic podle pfedchoziho postupu,

vSe uvadi na prikladu.

Vbx? — x3 +/x% + axyc3x2 —x* +Jex —x2 = d
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Pak méni ptiklad a ukazuje na ném cely postup.

i/ax2 —x3+x3+b2x=c
Tento vyraz upravuje na jiny tvar. Pfidavame jeden krok navic v podob¢ vynasobeni (— 1).
Y ey R ey
¢ — Vx3 + b2x = Yax? — x3
V dal$im postupu si jeden vyraz oznaci jinak, a to pismenem Y a predpokladd, ze dospéje

k vysledku.

Vx3 +b2x =y (0)
A dosadi do rovnice.
c—y=+ax?—x3
Umocni na tieti a dostane.
(c—y)® =ax?—x3
A zéavorku nésledné upravi na tvar.
1) c® +3cy? —3c?y —y3 = ax? — x3
Vrati se k pfedchozimu ptedpokladu (¢) a také ho umocni na teti.
2)y3 =x3+b%x
Tyto dvé rovnice déale upravuje, aby na levé strané byly ¢leny s nezndmou X a na strané
druhé s neznamou y.
1) —ax? +x3+ ¢3 = —3cy? + 3¢’y + y3
1ax? —x3 — ¢® = 3cy? — 3c?y —y3
2) —x3 = b%x = —y3
2Yx3 + b*x =y3
JelikoZz jsou u neznamé y vyS$§i mocniny, navrhuje opakovat postup, aby se snizily
mocniny, jako tomu bylo u rovnic bez odmocnin.

Na dal$ich strankach se jiz zminuje pouze slovné, jak postupovat pro odmocniny
vys$sich stupnti. Neuvadi uz dalsi ptiklady k tomuto problému. Pouze poukazuje na dva
problémy o poc¢tu neznamych v rovnicich, kde bud’ pocet nezndmych je nizsi anebo vyssi
nez pocet rovnic.

Prace Fermata byly velice pfinosné pro rozvoj matematiky. Navazali na n¢j dalsi
matematici, jako byl naptiklad Isaac Newton ¢i James J. Sylvester. Na zavér pripojujeme
jednu stranku z prace Fermata Novus secundarum et ulterioris radicum in analyticis usus,

kde ukazuje prave jiz zminény postup.
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NOVUS SECUNDARUM

ULTERIORIS ORDINIS RADICUM

IN ANALYTICIS USUS.

Reductio secandarum et ulterioris ordinis radicum ad primas, quze
maximi est in Algebraicis momenti, unicam pro fundamento agnoscit
duplicate ®qualitatis analogiam, eamque, quoties opus fuerit, iteran-
dam progressus ipse quastionis ostendit.

Proponatur

A cubus + Ecubo  w®quari  Zsolido;
1tem ,
BinA + Equad.+DinE @quari N quad.

Ut secunda radix devolvatur ad primam, hac sunto preecepta :
Quecumque a secunda radice adficientur homogenea in unam wequa-
tionis partem transeunto : ut, in superiori exemplo, quum
Ac.+FEe. @xquetur Zs.,
ergo
Zs.— Ac. @quabitur Ec.
Similiter, quum
BinA+Eq. +DinE  @®quetur Ng.,
ergo
Ng.—BinA  @equabitur Eg.+ DinE,

In utraque igitur ®equatione homogenea abs E (sive abs secunda ra-
dice) adfecta unam aquationis partem constituunt; si igitur duplicata
Obrazek 1: Ukazka prvni stranky z prace Pierra de Fermata

(Zdroj: Euvres de Fermat, Book I. Dostupné z:

http://science.larouchepac.com/fermat/Oeuvres_de Fermat%?201.pdf)
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2.2 Johannes Hudde (1628 — 1704)

Tento holandsky matematik, ale také politik se narodil v Amsterdamu 23. dubna 1628, kde
v letech 1672 — 1703 byl také starostou. Mimo jiné byl guvernérem holandské
Vychodoindické spolecnosti.

Pfi studiu prav na Univerzité¢ v Leidenu se Hudde zacal vénovat matematice vlivem
svého ucitele Franse van Schootena. Byl ¢lenem jeho vznikajici vyzkumné Skoly
v Leidenu, kde se spole¢né s dalsimi spoluzaky van Heuraetem ¢i Huygensem podileli na
rozvoji geometrie v 17. stoleti. V tomto obdobi van Schooten spolu se svymi zaky vydavaji
znamé dilo Reného Descartesa La Geometrie z roku 1649, které ptelozili do latiny. V
ramci tohoto dila ptidavali postupné svoje vlastni prace a Hudde nebyl vyjimkou.
V jednom z nékolika vydani La Geometrie se objevuji jeho myslenky v souvislosti s teorii
rovnic, se stanovenim te¢en nebo problém s nalezenim maxim a minim.

Ve své praci tykajici se maxim a minim tvrdi, ze pokud rovnice méa dvojnasobny
kofen, miizeme ji vynasobit aritmetickou posloupnosti. Nalezena rovnice, ktera je dana
souctem téchto ¢asti musi mit kofeny stejné jako pivodni rovnice. Vezmeme libovolny
mnohoclen.

f(x) = agx® + a;xt + ayx? + -+ ax™
a dale libovolnou aritmetickou posloupnost ve tvaru: p, p+k, p+2k, p+3k, .... Jejimiz Cleny
postupné nasobime koeficienty polynomu f (X), dostaneme novy polynom.
f*(x)=payx’+ (+kaxt+ (p+2k)a,x? + - (p + nk)a,x"
=pf(x) + kxf'(x)

Dale tika, ze pokud je Xo kofen f (x) = 0, tak je xo také kotfenem rovnice f*(x) = 0. Ve
zvlastnim piipadé, kdy p = 0, k = 1 je f*(x) = xf"(x), kde f'(x) je derivace. Tento vztah
pouzival k nalezeni maxim a minim.

Johannes Hudde vedl diskuze s Isaacem Newtonem ¢i Gottfriedem Wilhelmem
Leibnizem. Oba dva ho pak zminovali ve svych pracich. Od roku 1663 se uz matematikou
tolik nezabyva, ale obohacuje svét o dalsi pfispévky. Mezi n€¢ mizeme zafadit stavbu
dalekohledt, mikroskopii a nesmime zapomenout na jeho studii rent v Holandsku. Jak uz
bylo feCeno, vénuje se i politice a stfida ruzné posty na méstské radé v Amsterdamu.
Johannes Hudde zemfel v roce 1704.

Pojd’'me pfiblizit jeho praci v teorii eliminace. Jsou mu pfipisovany rizné metody,
jak postupovat pfi Gpravé rovnic. Jednou z nich je porovnani nejvySsich mocnin nezndmé
podobng, jako jsme se S tim setkali u Newtona. Dale mu je pfipisovana metoda postupné

eliminace nejvyssi mocniny neznamé veli¢iny, ktera vedla na uziti Eukleidova algoritmu
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pro vypocet nejvétsiho spolecného délitele dvou polynomt. Jelikoz se Hudde zabyval
v oblasti matematiky geometrii, je mozné, ze jeho metoda eliminace byla inspirovana
pravidelnymi mnohothelniky. Konkrétné se jedna o délku strany pravidelného
desetiuhelniku vepsaného do kruznice o poloméru jedna, kterou lze vyjadfit rovnici ve
ctvrtém a Sestém stupni.
x*—4x?—x+2=0
x6—6x*+9x2—x—-2=0
Naslednou sérii eliminaci a vylou€eni nejvys$i mocniny nezndmé X lze ziskat rovnici
mensiho stupné a to piesnéji druhého.
x24+x—-1=0
Z té se zjisti kofeny rovnice, tj. délka strany pravidelného deseti-tthelniku.

Eliminace rovnic podle Johannese Huddeho slouzi k nalezeni nejvétsiho
spole¢ného délitele dvou, ale i vice rovnic nebo kvantit. Na piikladech pievzatych z jeho
prace si ukdzeme postup eliminace nezndmych z rovnic, které vyuzil k nalezeni nejvétsiho
spole¢ného délitele.

Piiklad ¢. 2.8: Naleznéte nejvétsiho spolecného délitele ze soustavy dvou rovnic o ¢tyfech

neznamych a, b, c, d.
1) d3c — acd? + a’bc — abcd = 0
2) d*c — b%cd? + a’b?c — a%cd* =0
Obé rovnice obsahuji nezndmou € V prvni mocnin€, a proto obé dvé touto mocninou
vydélime.
1) d®—ad*+a*h—abd =0
2) d* — b?d* + a*b? —a*d* =0
Dale se snazi najit takovou neznamou, ktera je obsazena v obou rovnicich, tedy a, b nebo
d. Voli neznamou d a upravuje rovnice tak, aby byly zapsany od nejvétSiho stupné
vzhledem k d.
1) d3®—ad?—abd +a’h =0
2)d* —b?%d? —a*d* + a*bh* =0
Z prvni rovnice vyjadiime d ve tieti mocniné a z druhé vyjadiime d ve ¢tvrté mocning.
1) d® = ad? + abd — a®b
2) d* = b?%d? + a*d? — a®b?
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Prvni rovnici vynasobi neznamou d.
1) d* = ad® + abd? — a*bd
2) d* = b?d? + a*d?* — a*b?
Po vyjadfeni rovnic je miizeme navzajem srovnat.
3) ad® + abd? — a*bd = b?d? + a*d? — a?b?
Za d® dosadime vyraz vyjadfeny v prvni rovnici.
3) a(ad? + abd — a?b) + abd? — a’bd = b*d? + a*d?* — a’b?
Upravime.
3) a?d? + a?bd — a3b + abd? — a’bd = b?d? + a*d? — a®b?
Vysledna rovnice ma nasledujici tvar.
3) a’b? — a3b + abd? — b?d* =0
Vyjadiime si neznamou d ve druhé mocning.
a®b — a?b?
ab — b?

Nyni si §ikovn& za hodnotu d? zvolil dosazeni a? (d* = a?). Nikoli do vyjadfeného vyrazu,

2=

ale do prvni rovnice.

1) d®—ad*+a’*bh—abd =0

1) a*d —a® + a’b —abd = 0
Pak dosazuje za d hodnotu a (d = a).

Da®—a®+a’b—a’h=0
1)0=0

Vse se vyrusilo a v disledku tohoto zjisténi byli obé rovnice délitelné vyrazem d — a. Jako
poznamku bychom uvedli, e vyrazy d? = a? respektive d = a nemusime dosazovat jen do
prvni rovnice, ale i do druhé ¢i do rovnice tfeti, kterou jsme upravovali. Vzdy se nam vse
vyru$i. Vyraz d — a plati jen pro rovnice bez neznamé c. Proto nejvétsim spole¢nym
délitelem je c.(d — a).

To bylo ukdzano pro neznamou v pismenu d. Nyni vzal v potaz neznamou a.
Postupoval obdobné, jako v pfedchozim pfipadé, jen s tou vyjimkou, ze vyjadiil neznamou
a ve druhé mocning z obou rovnic.

1)d®—ad*+a*h—abd =0
2) d* — b?d? + a’b? —a*d* =0
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ad? + abd — d3
b
bZdZ _ d4
bZ _ dZ

1) a?=

2)a% =

Ted’ bychom ob¢ rovnice porovnali.
ad? + abd — d3 _ b2d? — d*

3) b b? —d?

Upravime.
3") (ad? + abd — d3)(b? — d?) = (b%d?> —d")b
3") ab?d? + ab3d — b%d® — ad* — abd® + d°> = b3d? — d*b
Znovu pouzil vyraz a® = d2 Dosadil ho do prvni vyjadfené rovnice. MiiZe se viak dosadit i

do rovnice druhé nebo do nové tifeti rovnice.

. dz_ad2+abd—d3
)dt = b
A znovuitvara=d.
" dz_d3+bd2—d3
)dt = b

Po tpravé rovnice ndm vSechny ¢leny opét zmizi.
1)0=0
Nejvétsim spolecnym délitelem je c.(d — a).
Nyni uvazuje rovnice k neznamé b. Z prvni rovnice vyjadiuje b a z druhé druhou mocninu
pismena b.
1) d®—ad*+a*h—abd =0
2) d* — b?d* + a’b? —a*d* =0

1b_d3—ad2
) " ad — a?

" d* + a?d?
2) b* = PR

Hudde obé rovnice navzajem srovna, ale zjiSt'uje, ze se vysledky nevyrusi, protoze neni
neznama b mimo jiné ve stejné mocniné. Pokud bychom vSak prvni rovnici vynasobili
neznamou b, dostaneme na levé stran€ neznamou ve druhé mocniné. Nasledné srovnani uz
muzeme udélat bez problémd.

bd?® — abd? B d* + a?d?

37 ad —a? ~ d? —a?

Rovnici upravime.
3™) (bd? — abd?)(d? — a?) = (d* + a?d*)(ad — a?)
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Roznasobime a postupujeme, jako v piedchozich piipadech, budeme dosazovat a* = d?,
posléze a = d. Dostaneme.
3 a’bh —a®bh —a°b+a’bh=a®—a®+a®—a®
30=0

Vyraz se vynuluje a tim dostaneme stejného nejvétsiho spoleéného délitele. Jak jsme
uvedli, tak Johannes Hudde ve své praci tvrdi, Ze se Cleny nevyrusi. Timto zpisobem by to
bylo mozné.

Zaveérem uz jenom vyvozuje disledky pro vzajemné vztahy mezi vSemi neznamymi
a, b, cd.

Piiklad ¢&. 2.9: Naleznéte nejvEtsiho spolecného délitele ze soustavy dvou rovnic o dvou

neznamych.

1) 12a* + 11a?x? + x* — 4ax® — 20a3x =0

2) 12a%x? — 3ax® + 24a* — 16a3x + x* =0
Nelze vyd¢lit zadnou neznamou a tim zjednodusit obé rovnice. Jako nezndmou bere X.
Z prvni rovnice vyjadii x* a z druhé rovnice (— x%).

1) x* = 4ax® — 11a%x? + 20a3x — 12a*

2) —x* = =3ax® + 12a%x? — 16a3x + 24a*

Rovnice secteme.
ax® + a’x* + 4a3x + 12a* =0
Mizeme vydé€lit nezndmou a. A zaroven si vyjadiit neznamou X ve teti mocning.
x3 = —ax? — 4a*x — 12a3 (x)
Tento vyraz dosadil do prvni rovnice.
1) 12a* + 11a?x? + x(—ax? — 4a*x — 12a3) — 4a(—ax? — 4a*x — 12a®) — 20a3x
=0
A upravime.
1) —4x3 + 11a%x? — 16a3x + 60a* = 0
Rovnice obsahuje porad X°, a tak znovu za n&j dosadime vyjadiené x°.
1) —a(—ax? — 4a?x — 12a3) + 11a?x? — 16a3x + 60a* = 0
Po tipravé dostaneme.
1) a*x? —adx+6a*=0
Dale z této rovnice vyvodil vyraz x? = ax — 6a?, ktery dosadime do rovnice ().
x.x% = —ax? — 4a*x — 12a3

x(ax — 6a?) = —a(ax — 6a?) — 4a’x — 1243
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Upravime.
ax? = a’x — 6a3
Znovu se dosadi vyraz za X,
1) a(ax — 6a?) = a’x — 6a®
Znovu upravime.
1) a’x — 6a® = a’x — 6a3
1)0=0

Rovnice se nam celd vyruila a tim miZeme fici, Ze x? — ax + 6a? je nejvétsi spolecny
délitel obou polynomil odpovidajicich danym rovnicim.

Eliminaci soustavy dvou rovnic o dvou neznamych ¢i vice nezndmych jsme si
ukdzali, jak nalézt nejvétSiho spolecného délitele. Ve svém textu Johannes Hudde dale
pouziva metodu eliminace pfi hledani polynomd, na néz Ize dany polynom rozlozit.

Priklad €. 2.10: Najdéte polynom, ktery se objevi v rozkladu dan¢ho polynomu na soucin.

3
x5—4x4+4x3+§x2—7x—3=0($)

Predpoklada, ze jednim z ¢initeld v rozkladu polynomi na levé strané je polynom stupné
druhého ato x? + yx — 2 = 0, v némz se miize vyjadiit x°. Pak tvar dosazuje postupné do

zadané rovnice (%) do té doby, dokud neni neznama X v prvni mocning.
3
x(—yx +2)% —4(—yx + 2)? + 4x(—yx + 2) + > (—yx+2)—7x—-3=0
Po dosazeni provedeme tpravu rovnice.
3
y2x3 — 4yx? + 4x — 4y?x? + 16yx — 16 — 4yx? +8x—§yx+3 —7x—3=0
29
y?x3 — 4y%x? — 8yx? + —yx+ 5x—16=0
Znovu dosadime vyraz yx — 2 za X%
29
yix(—yx +2) — 4y?(—yx + 2) — 8y(—yx + 2) + —yx+ 5x —16=0
A upravime.
29
y2(—yx? + 2x) + 4y3x — 8y? + 8y%x — 16y + — X+ 5x—16 =0
3,2 2 2 2 29
—y3x% + 2y%x + 4y3x — 8y% + 8y x—16y+7yx+5x—16=0
29
—y3x% + 4y3x + 10y%x + —yx + 5x —8y? — 16y — 16 = 0

2
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Rovnice stale obsahuje X%, a proto se znovu dosazuje porad ten stejny vyraz.
29
—y3(—yx + 2) + 4y3x + 10y%x + —yx+ 5x —8y?—16y—16 =0
Provedeme upravy.
29
ytx — 2y3 + 4y3x + 10y%x + — 5x —8y?—16y —16 =0
Rovnice neobsahuje uz nezndmou X ve druhé mocning. Dale provedl jednoduchou Gpravu.
29
(y* + 4y3 +10yz+7y+5)x—2y3 —8y?—16y—16=0

Vytvoii si nové dvé rovnice. Koeficient u linearniho ¢lenu polozi nule, stejné jako

koeficient u absolutniho ¢lenu.
29
3)y4+4y3+10y2+7y+5 =0

4) =2y —8y2—16y —16 =0

Druhou rovnici vydéli ¢islem (- 2).

4 3 2 @ —
)y *+4y° +10y° + 2y+5—0

4)y3+4y2+8y+8=0
Pomoci stejné metody jako v ptikladech €. 2.8 a €. 2.9 hleda nejvétsiho spole¢ného
délitele. Nachazi y + 2 = 0. Timto dosazenim se ndm ob¢ dve rovnice vynuluji a opravdu
se jedna o nejvétsiho spoleéného délitele rovnic 3) a 4). My chceme ale najit polynom,
ktery je danym polynomem délitelny, respektive ten, ktery se objevi v rozkladu daného
polynomu na soudin polynomii. Dosazenim y = —2 do vyrazu x*2+yx—2=0

dostaneme x2 — 2x — 2 = 0, coZ je nas hledany polynom.
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22 I6HANNIS HODDENII ZFI3T. 2
‘1 per illas jam explicatz. Si enim pro unaquaque diverf{a quan-
titate irrationali duntaxat diverfam literain concipias aut ponas;
evadent hax curg illis leé exdem. Atque idcirco ha:c_?cr!:m in
t2 Regula : quefue quantitas aqué multarum dimenfionum ‘in diverfis
terminis non exiffit ; & hxcin 7™: quadue quantitas in aliquo teymine
talem dimenfionsum numerum habet, qualem in nullo alio ; itemue quid
it quantitas alia irrationalis, nulld explicatione indigent. .
Et Corollarii loco hic annotari poflet ; hanc 8vam Regulam
ctiam comprehendere Redu&@ionem ommis xquationis, qua pro-
duci poteft ex multiplicatione duarum aliarum , quarum una eft
rasionalis , hoc eft, in quanullum eft fignam radicale , & alterairra-
” -tionalis. .
. Quiaverd hxc 5 & 8v2Regula prax{upponunt inventionem
commuanis duarum zquationum diviforis, adjungam hic , quo
ego utor, : '

Adodurs, inwveniends maximums, diarum (vel plurium)  frve
agmationums five quansiaturms s Aviforems communems.

Proponatur, exempli causa, inveniendus maximus communis
divifor duarum fequentium zquationum vel quantitatum, (confi-
dero enim quantitates haud fecus atque xquationes, fupponendo
fc:illas 20 o : cum fuppofitio hxc, adinveniendum earum com-
munem diviforem , nullum errorem inferre poffit.) _

A3 st dd—§— 2 g b abcdoo o, & d*c—bbcdd—}—4 2 abb—caaddooo-

. Primo itaque inquiro , num aliqua litera vel numerus reperiatur,
cujus ope finguli utriufque zquationis termini dividi queant. Hoc
enim {1 contingat , oportet prius ejufimodidivifionem inftituere,
ut hic per literam ¢, fiuntgue

d3—msddf a2l abd 20 O 3 8 d*=mmbbdd—}=aabb—aradd 20 o.
Deinde ad libituin fumatur aliqua litera , qua inutraque harum
zquationum reperiatur; ut d, 4, vel b. Atque confiderando ipfam,
puta d, tanquam incognitam quantitatem , redigatur utraque in
ordinem , habebiturgque

172 Equatio - 29 Equatio
drd—add=——*abd—-*aalxo. A+ ¥ bbdd *Ff-nabboe.
—
Porrd valor ipfius d 3, per 1mam xquationem inyventus » {fubfti-

tuatur

Obrazek 2: Ukazka z prace Johannese Huddeho
(Zdroj: JOHANNES, Hudde. De reductione aequationum. Dostupné z:
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k57489c.r=De%20reductione%20aequationum)



2.3 Sir Isaac Newton (1643 - 1727)

Tento anglicky fyzik, astronom a teolog se zabyval také matematikou a piispél svymi
myslenkami k jejimu rozvoji. Je povazovan za jednu z nejvétSich osobnosti své doby a asi
neni zadného ¢lovéka, ktery by ho neznal. Je znamy pro své velké objevy hlavné v oblasti
fyziky. Své myslenky uplatnil v optice, kde objevil slozeni bilého svétla. V mechanice jsou
znamy tfi pohybové zakony a dale je autorem gravitacniho zakona. K tomu se podle
povesti vaze piibeh o tom, jak na néj spadlo jablko ze stromu, pod kterym zrovna sed¢l.
se mimo jiné o binomickou vétu a zabyvani se integralnim a diferencialnim poctem.
V letech 1673 — 1683 ptednasel algebru a teorii rovnic. V této dobé své myslenky ziejmé
ptenesl i na papir a sepsal vyznamnou praci v oblasti algebry. Nese nazev Arithmetica
universalis sive de compositione et resolutione arithmetica liber (Obecna aritmetika neboli
kniha o aritmetické syntéze a analyze). Vydana je az o par let pozdéji a to v roce 1707.
V neposledni fadé bychom chtéli zminit dilo Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica neboli Matematické principy prirodni filozofie, které je povazovano za jedno
z nejvyznamnéjSich dél v historii védy.

Ted se uz zamétime na jeho tvorbu v oblasti teorie eliminace. Pro tento ucel se
musime odkazat na praci Arithmetica universalis sive de compositione et resolutione
arithmetica liber (Obecna aritmetika neboli kniha o aritmetické syntéze a analyze), kde se
Vv jedné Casti vénuje algebraickym rovnicim. SnaZi se nachazet feSeni vSech linedrnich a
kvadratickych déliteld polynomli a samoziejmé, co nejvice zjednoduSovat rovnice a
eliminovat nezndmé. V jeho ptfipadé se jedna o redukci neboli eliminaci soustavy dvou
rovnic o jedné neznamé, soustava obsahuje nezndmé ve stupni dva, tfi nebo Ctyfi. Ve
skutecnosti je tato prace velice podobnd praci Pierra de Fermata, ale misto eliminace
konstantnich ¢lend, odstrafiuje vy$§i mocniny neznamé, diky cemuz dostane rovnici
niz§itho stupné. Zkoumal podminku, kterou musi spliiovat koeficienty polynomi, aby
pfislusnd soustava rovnic meéla feSeni. Dnes toto vyjadieni nazyvame rezultantem
(eliminant)®. Ale v &em se lisil Fermat ve svych myslenkach oproti Newtonovi? Bylo to ve
zpusobu provedeni eliminace ¢lent. Na rozdil od eliminace konstantnich ¢lenti odstranoval
nejvyss$i mocniny neznamé. Vysledkem bylo sniZzovani stupné rovnice. Touto metodou se
zabyval Leonhard Euler v 18. stoleti. Newton se svym vrstevnikem Gottfriedem

Wilhelmem Leibnizem povazoval za dilezité vysvétlovat proces odstranovani rovnic

% Jedna se o polynom v jedné neznamé, ten polozime nule a vypogitime hodnoty pro tuhle neznamou.

23



S vysSimi stupni z divodu prace s linearnimi rovnicemi. Jiz bylo zminéno slovicko
rezultant, z n¢hoz vyvodil Isaac Newton jistou tabulku rezultantd pro dvé libovolné
rovnice, kde jedna je nejvySe Ctvrtého stupné a dale udava pravidlo, jak eliminovat
neznamou X ze dvou rovnic, které¢ jsou stupné dva az Ctyfi, jako neznamou volil X.

Pojd'me se podivat na postup feSeni soustav rovnic podle Isaaca Newtona v jeho
dile. Prace obsahuje ¢tyfi odstavce, v kterych popisuje eliminaci neznamych z rovnic.

Prvni odstavec nese nazev: ,, O upravach dvou nebo vétsiho poctu rovnic na jednu
rovnici s cilem eliminovat neznamé veliciny. “ Tato ¢ast informuje o rovnicich, které budou
obsahovat, co nejmensi pocet neznamych veli¢in. Dale udava, ze pokud je pocet rovnic
vetsi nez dva, napiiklad tfi a ma n€kolik nezndmych, musi se rovnice navzajem porovnat,
viz ptiklad ¢. 2.2. Tim dostane nové rovnice, kde je jedna z nezndmych vyloucena.

Pro lepsi pochopeni ukdzeme vSe na piikladu tfech linearnich rovnic o tiech
neznamych.

Piiklad €. 2.2: Ze soustavy tii rovnic o tfech neznamych X, y, z, eliminujte neznamé X, .

D3x+y+2z=0
2)2x+y—z—1=0
3)—x—-y+2z+6=0
Abychom dodrzeli, co jsem uvedl teoreticky, musime postupné porovnavat navzajem dve
rovnice. Ve vSech tfech rovnicich vyjadiime nezndmou y.
Dy=-2z—-3x
2)y=z—-2x+1
3)y=2z—x+6
Nyni miZzeme spojit do jedné dvé libovolné rovnice. Konkrétn€ v tomto piikladu prvni
s druhou a druhou s tfeti rovnici.
4)yz—-2x+1=-2z—-3x
5)z—2x+1=2z—x+6
Naésledné jen rovnice upravime.
4)3z+x+1=0
5)—z—-x-5=0
Dostali jsme dvé rovnice o dvou neznamych a podafilo se nam eliminovat nezndmou Y.
Dale budeme postupovat stejn¢. Vyjadrili bychom si z obou rovnic neznamou X a také je
dali spolu do rovnosti. Zistane nam jedna rovnice o jedné neznamé z, Z niZ je ziejmé, Ze

rovnice neobsahujici X a Yy, Ize urcit z = 2. Dosazenim za z V rovnici neobsahujici y
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dostaneme x = — 7 a kone¢né dosazenim za X a z V n¢které z danych rovnic ziskame y = 17.
Jakmile tedy umime ze soustavy rovnic vyloucit nékteré neznamé, umime zpravidla urcit
feSeni dané soustavy.

V Newtonové¢ praci je postup piiblizen na piikladu dvou linedrnich rovnic o dvou
neznamych. Tvrdi, Ze z kazdé rovnice mizeme vyloucit jednu neznamou. Kdyz bude pocet
rovnic stejny jako pocet nezndmych veli¢in, mize na konci zbyt jen jedna rovnice o jedné
neznamé veli¢ing, ale také nemusi. Mame dvé€ rovnice o dvou neznamych X, V.

x+3y=2(3)

3x +9y =6 (3B)
Po jednoduché upravé je ziejmé, ze dostaneme v rovnici rovnost o nula neznamych.

Ox+0y=20
Tvrdi, Ze kdyz se vyskytne o jednu neznamou vice nez je pocet rovnic, ve vysledku
muzeme, ale také nemusime dostat jednu rovnici o dvou nezndmych, plati podobn¢ jako
Vv ptfedchozim tvrzeni.
2x+5y—z=3(H)
3x — 10y + 2z = 1 (1)
Po upraveni rovnic a jejich secteni, dostaneme jednu rovnici o jedné nezndmé X.
7x =17

Nasledné bychom spocitali feSeni této soustavy. Zavérem této prvni ¢asti tedy zmifluje, Ze
muze nastat situace, kdy pomoci dvou rovnic lze vyloucit najednou vice nez jednu
neznamou veli¢inu, jak jsme si ukazali v piikladech ((38), (1)). Podle nazoru Newtona
takové pfipady pak naznacuji, Ze otazka v daném problému je Spatné sestavena nebo
postup vypoctu je chybny ¢i neSikovny.

V dalSich tfech odstavcich se zabyva dil¢im problémem eliminace jedné neznamé
veli¢iny ze dvou nelinearnich rovnic. Druhy odstavec se jmenuje: ,, Eliminace neznamé
veliciny srovnanim jejich hodnot. V této kapitole predstavuje soubor pravidel platici pro
eliminovanou veli¢inu, které jsou stupné¢ vétsi nez jedna v obou rovnicich. Tyto nasledujici
pravidla popisuji, jak spravné postupovat pii Upraveé rovnic. Eliminace pomoci srovnani
jejich hodnot jsme jiz ukazali v ptikladu ¢. 2.2. Newton postupy ukazuje na ptikladech
nelinearnich rovnic o dvou a tfech neznamych. Na konci prvniho odstavce upozorfiuje na
fakt, ze k dosazeni stejného vysledku, mizeme vyjaddiené hodnoty neznamych veli¢in od
sebe odecist a zbytek polozit nule.

Ptedposledni odstavec mé nazev: ,, Eliminace neznamé veliciny dosazenim jejich
hodnot.“ Zde se jen kratce zminuje o postup, ktery muizeme pouzit, kdyz stupen
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eliminované neznamé je v jedné rovnici roven jedné. Potom z takové rovnice doporucuje
Newton hodnotu eliminované nezndmé vyjadiit a nasledné ji dosadit do rovnice druhé.
Priklad ¢. 2.3: Ze soustavy dvou rovnic o dvou neznamych X, y eliminujte nezndmou X.

1) 2y?x+3y—2x+3=0

2)x2+3xy—y*+2=0
Prvni rovnice je pouze linearni v neznamé X, proto lze vyjadrit X Z prvni rovnice a dosadit
do rovnice druhé.
-3y —3\° -3y —3
(2;—2) +3(2y2]—2>y_y2+2 =0
Tim jsme vyloucili nezndmou X ze soustavy a ndsledné¢ bychom ob& dvé nezndmé
dopocitali.

V poslednim odstavci, ktery nese pojmenovani: ,, Eliminace neznameé veliciny, ktera
vystupuje Vv kazdé rovnici v nékolika stupnich, se zabyva nejobecnéjSimi piipady, které
mohou nastat. Newton tvrdi, ze by se méla v soustavé rovnic najit nejvy$si mocnina u
nezndmé eliminované veliiny a tu nésledné vyjadfit. Dale se vyrazy porovnaji a tim
dostavame novou rovnici, kde stupen eliminované neznamé je mensi. Kdyz tento postup
budeme opakovat, tak se nakonec nezndma z rovnic vylouci. Co kdyZ rovnice nemaji
stejnou mocninu u neznamé, kterou chceme eliminovat? Pak se musi rovnice s niz§im
stupném vynasobit vhodnou mocninou eliminované nezndmé a dostaneme rovnice ve
tvaru, kde mame stejnou nejvyssi mocninu eliminované veli¢iny. Dale jiz postupujeme
stejné, jak bylo uvedeno. Vedle této metody navrhuje jednu mnohem kratsi, ale jen
Vv pfipad€, pokud se jedna o rovnice, kde je eliminovand nezndmé zastoupena ve druhé
mocnin¢. Nasledné najde kofeny rovnic v zavislosti na zbyvajicich veli¢inach a tyto
vzajemné porovna. Ukazme si tyto postupy na dvou piikladech.

Priklad ¢. 2.4: Ze soustavy dvou rovnic o dvou neznamych X, y eliminujte nezndmou X.
Dx?+2y2=3x+4
2)2x*+2-3xy=0

Pokud budeme postupovat podle Newtona, tak z obou rovnic vyjadiime eliminovanou

neznamou veli¢inu v nejvyssi mocning. Pro nas neznamou bude X.
Dx?2=-2y2+3x+4

—2 + 3xy
2)x? = ——=
) x >
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Nyni provadime eliminaci porovnanim, kde ob&¢ dvé rovnice obsahuji na levé strané
neznamou X ve stejné mocning.

—2y*+3x+4 = ﬂ
Snizila se mocnina u eliminované nezndmé X.
—4y? + 6x+ 8= -2+ 3xy

6x — 3xy = 4y? — 10

x(6 —3y) = 4y? —10
e 4y? — 10

6 — 3y

V dal$im kroku provadime eliminaci dosazenim, protoze mame vyjadienou neznamou X.

Dosadime do jedné ze zadanych rovnic, konkrétné¢ my do rovnice prvni.

4y? —10\" 4y2 — 10
(W) Ty =3 )t

Po naslednych Gpravach rovnice dostaneme kone¢ny tvar.

34y* —36y3 — 116y% + 54y + 136 = 0
Pokud bychom chtéli pokracovat v feSeni soustavy, tak bychom nyni spo¢itali hodnoty pro
neznamou Y a nasledné je dosadili do rovnice s vyjadienym X. Celkem rovnice ma Ctyfi
feSeni, kde dvé z toho odpovidaji redlnym kofentim.
Priklad ¢. 2.5: Eliminujte neznamou X ze soustavy dvou rovnic o dvou neznamych.

1)x?=3x—-2y

2)x — 5y =y?
Znovu je neznamou pro nas X, kterou eliminujeme. Nyni ji nemame ve stejné mocning, a
proto ji musime upravit podle postupu, ktery byl zminény. Druhou rovnici vynasobime
neznamou X, abychom dostali x v obou rovnicich ve stejné mocning.

1) x?2=3x—-2y

2) x? — 5xy = y%x
Nyni bychom postupovali stejné, jako v predchozim piikladu. Soustava dvou rovnic o
dvou nezndmych ma Ctyii redlna feseni.
Tento zptlisob, jak Newton uvadi je znan¢€ Unavny, pokud nejsou rovnice ve

stejnych stupnich. Pro uleh¢eni nékterych piikladd predlozil ¢tyfi pravidla pro eliminaci
neznamé X, které se skladaji ze soustavy dvou rovnic, v niz eliminujeme X z této soustavy,

coz povede na rovnici ve tvaru, kterd s nimi souvisi.
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Prvni pravidlo:

Dax?+bx+c=0
2) fx?+gx+h=0
(ah — bg — 2cf)ah + (bh — cg)bf + (ag® + cf*)c =0 (R)

Druhé pravidlo:

Dax®+bx*+cx+d=0
2)fx*+gx+h=0
(ah — bg — 2¢f)ah?® + (bh — cg — 2df)bfh + (ch — dg)(ag? + cf?)
+ (Bagh + bg? +df?)df =0 (3)
Treti pravidlo:
Dax*+bx3+cx?*+dx+e=0
2)fx*+gx+h=0
(ah — bg — 2¢f)ah® + (bh — cg — 2df)bfh?
+ (ch? —dgh + eg? — 2efh)(ag? + cf?) + (3agh + bg? + df?)dfh
+ (2ah? + 3bgh — dfg + ef?)ef? + (—bg — 2ah)efg? = 0
Ctvrté pravidlo:

Dax3+bx?+cx+d=0
2) fx3+gx*+hx+k=0
(ah — bg — 2¢f)(adh? — achk) + (ak + bh — cg — 2df)bdfh
+ (—ak + bh + 2cg + 3df)a*k?
+ (cdh — d?g — c?k + 2bdk)(ag? + cf?)
+ (Bagh + bg? + df? — 3afk)d*f + (—3ak — bh + cg + df)bcfk
+ (bk — 2dg)b*fk + (=b*k — 3adh — cdf)agk = 0
Tato pravidla usnadiiuji praci, pokud je soustava dvou rovnic v takovém tvaru.
Ukazme si tato pravidla na ptikladech.
Piiklad ¢. 2.6: Ze soustavy dvou rovnic o dvou neznamych eliminujte neznamou X.
Dx?2—3x—4+2y>=0
2)2x?=3xy+2=0

Soustava je ekvivalentni se soustavou v piikladu ¢. 2.4, abychom porovnali spravnost

vysledku. Podle tvaru pozname, ze pouzijeme prvni pravidlo. Nejdiive si vypiSeme

koeficienty a, b, c, f, g, h, abychom védéli, co dosadit.
a=1,b=-3,c=—-4+2y%f=2,9g=-3y,h=2

Dosadime koeficienty do rovnice.
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[1.2 = (=3.(=3y)) —2.(=4 + 2y?).2]. 1.2 + [-3.2 = ((—4 + 2y?).(-3y))]. (-3).2
+ [1.(=3y)? + (=4 + 2y?).22].(—4+ 2y*) =0
Rovnici upravime a dostaneme vysledny tvar.
(2—9y+16—8y2).2+ (=6 — 12y + 6y3).(—6) + (9y? — 16 + 8y?)(—4 + 2y?)
=0
34y* —36y3 — 116y% + 54y + 136 = 0
Ziskali jsme totoznou rovnici jako v piikladu ¢. 2.4.
Piiklad ¢&. 2.7: Ze soustavy dvou rovnic o dvou neznamych eliminujte neznamou X.
Dx®—3x2+2y=0

2)x?—y?x—5y =0
Pouzijeme druhé pravidlo a jako v pfedchozim ptikladu si nejdiive vypiseme jednotlivé
koeficienty a, b, ¢, d, f, g, h.
a=1b=-3,c=0,d=2y,f=1,9 =-y%h=-5y
Dosadime koeficienty do rovnice (3).
[1.(=5y) = (=3.(=y?»)) — 2.0.1]. 1. (=5y)?

+ [-3.(=5y) — 0. (—y?) — 2.2y.1].(=3).1.(=5y)

+[0.(=5y) — 2y. (=y*)].[1. (=y*)* + 0.17]

+ [3.1. (=y?).(=5y) + (=3).(—y»)? + 2y.1%].2y.1 =0

(—5y — 3y?).25y% + (15y — 4y).15y + 2y3. y* + (15y% — 3y* + 2y).2y = 0
—125y3 — 75y* + 225y% — 60y% + 2y7 + 30y* — 6y° + 4y%2 =0

2y7 — 6y5 — 45y* — 125y3 + 169y%2 = 0
Dostavame vyslednou rovnici, kterd je v sedmém stupni v neznamé y. V tomto piipadé by
se hodila spiSe eliminace neznamé y z dané soustavy, nebot’ prvni rovnice soustavy je vy
pouze linearni a druha rovnice je kvadratickd, takZe by postacila eliminace dosazenim a
tim by mohla byt eliminace mnohem jednodussi.

Miizeme tedy fici, ze Newtonova pravidla zrychluji praci pti vypoctech. Jedna se
pouze o univerzalni vyrazy, které mizeme pouzit jen v okamziku, kdy médme zadanou
soustavu dvou rovnic druhého stupné¢ v eliminované neznamé (prvni pravidlo), dvou rovnic
druhého stupné v eliminované neznamé (druhé pravidlo), dvou rovnic, z nichz jedna je
tietiho a druha druhého stupné v eliminované neznamé (tteti pravidlo) nebo soustavu dvou
rovnic, pficemZ jedna je ¢tvrtého a druhd druhého stupné v eliminované neznamé (Ctvrté

pravidlo). Jsou-li rovnice v soustavé tietiho stupné v eliminované neznamé, postupujeme
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podobn¢ jako v ptikladech €. 2.4 a ¢. 2.5. V prabéhu vypoctu se obvykle dospé€je k nekteré
ze soustav, pro kterou uz ma Newton pravidlo.

Zavérem poznamenava, ze tyto postupy jsou navrhované pro eliminaci jedné
neznamé ze dvou rovnic a piidava, ze pokud mame nékolik neznamych v nékolika

rovnicich, musime Upravy provést postupné.
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2.4 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716)

Vyznamny némecky filozof, teolog, matematik, ale také politicky poradce 17. stoleti Se
narodil v roce 1646 v Némecku. Byl vrstevnikem Isaaca Newtona, se kterym vedl souboje
Vv oblasti diferencialniho a integralniho poctu.

V roce 1661 nastoupil na univerzitu v Lipsku jako student prav, kterou Gspés$né
dokon¢il po péti letech. Chtél pokracovat dal a dosahnout doktorského titulu, ale bylo mu
to zamitnuto z divodu jeho nizkého véku. Ziskal jej az na univerzité v Altdorfu. Pti svém
studiu byl ovlivitovan filozofy, jako byli Aristoteles ¢i Francis Bacon. Po studiu se né&jakou
dobu vénoval pravu, politice, ale také zvefejnoval své filozofické myslenky. Na prelomu
let 1675/1676 polozil zaklady diferencialniho poc¢tu a integralniho kalkulu a zabyval se
také mechanikou ¢i dynamikou.

Leibniz v oblasti matematiky své poznamky moc nepublikoval, ty se zacaly
objevovat vetejné az Vv pozdé€jsich letech. Mezi nimi se objevily takové myslenky, které
muzeme spojovat Se zaklady teorie determinanti. Jeho prace, kterymi se vénoval v
matematice, miZeme rozdélit do ti okruht.

1) Teorie nehomogennich linearnich rovnic
2) Rezultant dvou polynomti jedné neurcité
3) Eliminace jedné spole¢né neznamé z algebraickych rovnic o dvou a vice proménnych.
V rukopisu De Tollendis incognitis neboli O odstranéni neznamé se jedna z metod zabyva
pravé eliminaci jedné spole¢né neznamé. Tato Cast se datuje k obdobi mezi lety 1679 —
1681. Leibniz zapsal soustavu dvou rovnic o jedné neznamé x takto.*
Da+bx+cx?+dx3+ext*+--=0
Dl+mx+nx?+px3+qgx*+--=0
Samoziejmé se snazi o eliminace jediné nezndmé X. Danou soustavu rovnic nevyiesil, jen
pro uvedeny problém uvedl metodu, jak postupovat. Obé rovnice postupné nasobi
mocninami x, X%, x> a dostavé soustavu.
(A)0=a+bx +cx? + dx3 + ex*
(A)O= +ax + bx? + cx® + dx* + ex®
(A)0 = +ax? + bx3 + cx* + dx® + ex®
(A)0 = +ax3 + bx* + cx® + dx® + ex”

* Dalsi postup odpovida eliminaci neznamé X ze soustavy dvou rovnic &tvrtého stupng.
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(A) 0 =1+ mx + nx? + px3 + qx*

(A)O= +Ix+mx? +nx3 + px* + gx°
(A)0 = +1x% + mx3 + nx* + px® + qx°
(A)0 = +1x3 + mx* + nx® + px® + qx’

Pro lepsi piehlednost uvadi rovnice ve tvaru, kde stejné mocniny nezndmé X jsou
napsany pod sebou. K rovnicim déale nepodavéa zadna dalsi vysvétleni, jak je feSit. Tuto
metodu neustalého nasobeni mocninami neznamé X uveiejnil az v roce 1840 James Joseph
Sylvester. Jedna se o tzv. dialytickou metodu, Kterou v tom samém roce publikoval pod
nazvem A method of Determining by Mere Inspection the Derivations from Two Equations
of any Degree, v ¢asopise Philosophical. Ale ani on neuvedl pravidlo eliminace véetné
zduvodnéni tohoto postupu. To provedl az Friedrich Julia Richelot v roce 1845. Sylvester
podaval jen navod, podle kterého se dalo pocitat. Popisoval, jak spravné koeficienty
usporadat do odpovidajiciho determinantu. Toto oznaceni pouzil az o rok pozdé&ji ve své
praci It Examples of the dialytic method of elimination as applied to ternary systems of
equations, kde navazal na svoji praci z roku 1840. Zde vyiesil soustavu tfi rovnic o vice
neznamych.

Vratime-li se k soustavé dvou rovnic, které jsou obé dvé ¢tvrtého stupné, z nichz
chceme X eliminovat, musime V soustavé (A) povazovat mocniny neznamé X za nové
neznamé. Tuto mySlenku mél uz Leibniz v roce 1678. Determinant takto vzniklé soustavy

linedrnich rovnic miiZzeme zapsat ve tvaru.

a b ¢ d e .
a b ¢ d e
a b ¢ d e
a b c d e
Il m n p q .
Il m n p q .
Il m n p q .
I m n p ¢q

Je to tzv. Sylvesteriiv determinant, a tedy rezultant polynomi. Pokud je roven nule, maji
rovnice 1), 2) spole¢né feseni.

Dalsi metodu, kterou ve svych poznamkach Gottfried Wilhelm Leibniz pouzil,
pfipomina Bézoutiiv postup zroku 1764. Jednd se o mySlenku nasobeni pomocnym
polynomem. Leibniz uvadi obecny ptiklad, kde vlevé casti jsou Leibnizovy zapisy,
Vv pravé Casti je dneSni zdpis. Leibniz pouzival dvojity index a uvaZzoval ho jako

proménnou. Tam, kde dnes napiSeme a43, by Leibniz napsal jen 43.
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Priklad ¢. 2.11: Upravte nasledujici soustavu dvou kvadratickych rovnic na linearni
rovnice.

D10+ 11x+12x2 =0 | 1) ay+ayx+apx* =0

2)20+21x +22x2 =0 | 2)ayy + ayx + a;px? =0
Kvadratické rovnice nasledné vynasobil dvéma polynomy ve tvarech 30 + 31x a 40 + 41x a
secCetl je. Podminka pro to, aby se v rovnici takto ziskané vyloucily ¢leny obsahujici x,
vede k nasledujici homogenni soustavé Ctyf linearnich rovnic o Ctyfech neznamych 30
(as0), 31 (as1), 40 (auo), 41 (a41).

1)10.30+ 2040+ 0=0 | 1) a19-A39 + Az0-A40 + 0 =10
2)11.30 + 21.40 + (10.31 + 20.41)

0 | 2) aq1.a30 + Az1. Q49 + (A10.A31 + A30.A41) = 0

3) 12.30 + 22.40 + (11.31 + 21.41)

0 | 3) a13.a30 + App. A4 + (A11.A31 + A1.041) =0

4)0+O+1231+224‘1=O | 4‘)O+O+a12.a31+a22.a41=0
Aby méla soustava linedrnich rovnic netrividlni feSeni, musi byt determinant matice této
soustavy roven nule.

a0 0 ay,o O
11 Q0 Q21 Qzof _ 0
A1 Q11 Gy dpq

0 a 0 ay

Leibniz nikdy nenapsal, pro¢ voli pomocny polynom. Vé&dél, ze musi rovnici i-tého a
druhou f-tého stupné nasobit pomocnymi polynomy f — 1-niho stupné a druhou polynomem
I — 1-niho stupné tak, aby ziskal dostate¢ny pocet rovnic pro pomocné veli¢iny (koeficienty
pomocnych polynomii. Dale ve stejné praci uvedl také pravidlo, jakého stupné ma byt
pomocny polynom.

Leibnizovy metody jsou dulezit¢é a velice uzite¢né, nebot problém eliminace
neznam¢é ze soustavy dvou rovnic vy$§iho stupné v eliminované nezndmé prevadi na
vypocet determinantu matice soustavy linearnich rovnic. Problémy tohoto typu mohl fesit
jiz od zminéného roku 1678.

Na nasledujici soustavé dvou rovnic tietiho stupné ukazeme dalsi Leibniziv postup

eliminace, ktery odpovida jedné z Eulerovych metod.
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Priklad €. 2.12: Eliminujte neznamou X ze soustavy dvou kubickych rovnic.

1) 10x3 + 11x% + 12x + 13 =0 | ayox® + a;x2 + ajx +a;3 = 0
2)20x3 +21x2 +22x +23 =0 | ayox® + Ay x? + agoX + Az = 0
Nejdiive eliminuje nezndmou X ve tieti mocniné tim, ze prvni rovnici vynasobi 10 (ajo) a
druhou vynasobi (— 20) (— azo) a sete je navzajem.
3) —11.20x? — 12.20x — 13.20 + 10.21x? + 10.22x + 10.23
=0 | —ay ay0%? — ayy.Az0X — Aysz. Aog + A1g. Az1 X2 + Agg. ApyX
+ aq9.023 =0
Jedna se o soucet dvou kvadratickych rovnici, které mizeme rozdélit.
~11.20x2 = 12.20x — 1320 = 0 | = ay1. 30X — Ayz. ApoX — Gy3. a2 = O
10.21x%2 4+ 10.22x + 1023 =0 | ayq.ap;x% + Qyg. AgpX + Ayq.az3 = 0
Koeficienty kvadratické rovnice pieznacil, takze misto 10.21 — 11.20 pise ((10 (asp)), 10.22
—12.20 oznadil (11 (as1)) @ 10.23 — 13.20 ur¢il jako (12 (asp)).
4) (10)x2 + (1Dx+ (12) =0 | asox? + ag;x +ag, =0
Druhou kvadratickou rovnici ziskd tim, ze absolutnim ¢lenem v prvni rovnici vynasobi
rovnici druhou a poté i absolutnim ¢lenem ve druhé rovnici ndsobi prvni rovnici a odecte
je. Absolutni ¢leny se vyrusi a vysledna rovnice je nasobkem X. Kracenim se ziska druha

rovnice druhého stupné.

5) 10.23x% +11.23x + 12.23 — 20.13x% — 21.13x — 22.13
=0 Aq0. Ap3X2 + Aq1.Ap3X + Q1. Ap3 — Apg. A13X2 — Apq. (13X
- azz.alg = 0

Opét se jedna o soucet dvou kvadratickych rovnic, které mizeme napsat jako dvé rovnice.
1023x2 +11.23x +12.23 =0 | alo.a23x2 + aq1.0y3X + aAqp.0923
—2013x2 —2113x —22.13 =0 | - azo.a13x2 — A1.A913X — Upp.093 = 0

Jako v piedchozim postupu si preznacil jednotlivé koeficienty. Misto 10.23 — 20.13 pise
(20 (ag0)), dale 11.23 —21.13 znaci jako (21 (ae1)) a 12.23 — 22.13 zapisuje jako (22 (ag2)).
4) (20)x2 + 2Dx+(22) =0 | agox®+ agx + ag; =0
Postup vylouceni ¢lenu nejvyssiho stupné a absolutniho ¢lenu by znovu opakoval pro dvé
rovnice ve dvou neznamych, dokud nedostane linedrni rovnici a nasledné 1 rovnici

neobsahujici nezndmou X.
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Leibnizova dalsi metoda eliminace saha do obdobi mezi lety 1693/1694, kde v jeho
rukopisech mlizeme najit tzv. teorii explikacii (teorie odvijeni). Uvazuje daleko obecné&jsi
ptipad polynomi riznych stupiili, z nichz druhy ma vyssi stupen.

1) 10x™ + 11x™ L4+ . =0 | a;ox™ +ayx™ 14 =0
2) 20x™H 4 21x™ L fo = 0 | agex™ 4 4y x™TTL 4 = 0
Vhodnou kombinaci rovnic snizuje stupenn druhé rovnice. Tim se uloha zjednodusi a
prevede na piedchazejici piiklad.

Leibniz ve svych poznamkach a studiich uvadi rGznad schémata, jak pocitat
koeficienty rovnic a z nich prameni rtizné jeho zavéry. V letech 1692 — 1693 dospél pro
nas k zdvaznym a velice dilezitym vysledkiim.

Véta 1: Necht jsou f a g dva polynomy stupné a a b. Rezultant je homogenni stupné b v
koeficientech prvniho polynomu a homogenni stupné a v koeficientech druhého polynomu.
Véta 2: Necht jsou f a g dva polynomy stupné a a b. Kazdy clen rezultantu ma stupen a +
b, soucet indexii kazdého z clenii je a.b.

Tyto dvé véty nalezl Euler ptiblizné o 60 let pozdéji.
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3. Elimina¢ni metody objevené v Evropé v 18. stoleti

Opustime eliminacni metody objevené v 17. stoleti a pojd'me se podivat na metody, které
vznikaly matematiky v 18. stoleti. Ti navazovali na svoje piedchtidce a snaZili se jejich
postupy vylepsit, posunout dal ¢i vymyslet svoje vlastni. V tomto stoleti bychom se radi
zminili o dvou panech, kteti vyrazné promluvili do teorie eliminace. Jednim byl Francouz
Etienne Bézout a tim druhy Svycar Leonhard Euler.

3.1 Leonhard Euler (1707 — 1783)

Svycarsky matematik a fyzik, ktery se narodil v roce 1707 v Basileji. Zajimal se o
geometrii, mechaniku ¢i teorii ¢isel, fesil problémy tykajici se astronomie a vysvétloval,
jak spravn¢ aplikovat matematiku na obory ve vefejnych zalezitostech.

Eulerovo znalosti a piispévky v matematice byly uz od jeho zacatki obrovské a
vyslouzily si uznani i Johanna Bernoulliho, ktery ho vyucoval na univerzité v Basileji. Zde
také ukoncil studium vroce 1726, aby se o rok pozd¢ji prest¢hoval do Petrohradu a
nastoupil pracovné na tamni Akademii véd. Jménem akademie publikoval velké mnozstvi
knih, které se tykaly naptiklad integralniho kalkulu, logaritmickych a trigonometrickych
funkei. V roce 1735 mu zacaly zdravotni problémy, v disledku tézké horecky a inavy o¢i,
zacal hute vidét na jedno oko. Eulerova prestiz se jesté vice zvySila po obdrzeni Velké
ceny Parizské akademie, kterou obdrzel v letech 1738 a 1740. V roce 1741 se stal ¢lenem
Akademie v Berlin¢. O sedm let pozdé&ji vydal publikaci s nazvem Introductio in analysin
infinitorum (Uvod do analyzy nekonecného). Jedna se o jedno z nejznaméjsich dél
Leonharda Eulera. Zabyval se v ni pfesného definovani funkci jako soucasti matematické
analyzy, logaritmy v kladnych hodnotach a také eliminaci soustavy rovnic. Mezi dalsi jeho
publikace patti Institutiones calculi differentialis a Institutiones calculi integralis z roku
1755, respektive z let 1768 — 1770, v kterych popisoval pocitani diferencialu, urcitého
integralu a vyvozoval nékteré vzorce. Resil jimi rtizné geometrické problémy a teorii
linedrnich diferencidlnich rovnic, které se nejvice uplatiuji ve fyzice. Jeho problémy
se zrakem se stale zhorSovaly, az Uplné oslepne, pfesto s pomoci pokracuje dale ve
své praci. Mimo jiné se zabyval teorii Cisel a vrcholem jeho snazeni byl v roce 1783 zékon
o kvadratické reciprocité, ktery je povazovan za jeho nejvétsi objev. Leonhard Euler je
pokladan za jednoho z nejlepSich matematikt té doby. Umira v roce 1783 v Petrohradu.

Euler za svij Zivot, jak uz bylo feeno, se zabyval riznymi pracemi v oboru

matematiky. Vénoval se i teorii eliminace, ke které ptispél svymi dvéma metodami. Jedna

cvwr
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této metody Euler hledal spole¢né body dvou kiivek, které¢ popisoval pomoci rovnic. Ta
druha odpovida eliminaci podle Bézouta.

Nejdiive predstavime prvni metodu, kterou publikoval v roce 1748 v jiz zminéné
praci Introductio in analysin infinitorum. Jsou dany dvé algebraické kiivky, které jsou
popsany nasledujicimi dvéma rovnice.

Piiklad ¢. 3.1: Eliminujte neznamou Yy ze soustavy dvou rovnic.
DP+Qy+Ry*=0 | DFGy) =fo+ fiy + foy?

Dp+ay+ry =0 | 2)G(xy) = go+ 91y + g2y°

Vlevo je popis Eulera a pro lepsi prehlednost vpravo nase znadeni.”

Snazi se o hledani priniku kiivek dany rovnicemi. Mizeme postupovat tak, Ze
eliminujeme z rovnic neurcitou y, ¢imz se dostane vysledna rovnice pouze v X. Tu budeme
znacit jako E(x). Pokud (Xo, Yo) je prasecikem dvou kiivek, pak Xo je nulovym bodem
rovnice E(x) = 0. Vhodnou kombinaci F.go — G.fp, F.g, — G.f, a s vyuzitim y # 0 lze ziskat

rovnice, které jsou v y pouze linearni.
Qp = P)+ (Rp =Py =0 | (figo = g1fo) + (f290 = g2f)y = 0 ()
(Pr—Rp)+(Q@r—Rq)y =0 | (fog2 — 9of2) + (f192 — 91/2)y =0 (%)
Naslednym porovnanim vyrazi odpovidajicim nezndmé y se z rovnic (*) dostane vysledna

rovnice.
(@p = P@)(Qr —Rq) + (Rp —PN2 =0 | 3)E®)
= (f190 — 91/0)(f192 — 91f2) + (f290 — 92£0)?
Rovnici upravime a dostaneme.
P2r2 — 2PRpr + R?p? + Q%pr — PQqr — QRpq + PRq* =0 | E(x)

= 9,%f0° — 2f2909:2f0 + f2°90% + 129092 — f19091f2 — 91fof192
+ 91%fofs

Ukézali jsme na ptikladu dvou kiivek, jak vyloucit neznamou Yy z rovnic téchto kiivek,
kdyz byly pouze kvadratické vzhledem k y.
DalSim ptikladem jsou rovnice, kdy jedna obsahuje neznamou Yy ve tfeti mocning.
Uvadime jiz jen Eulertiv postup.
Priklad ¢. 3.2: Eliminujte neznamou Yy ze soustavy dvou rovnic.
DP+Qy+Ry*>=0
Dp+tqgy+ry’+sy3=0

% Pro F(x,y) a G(x,y) plati, Ze f; a g; jsou funkce x (f;, g € R(X)) a fo#0a go #0.
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Prvni vynasobi p a druhou P.
1) Pp + Qpy + Rpy* = 0
2) Pp + Pqy + Pry? + Psy3 =0
Rovnice od sebe odecte a dostane.
3) (Pq — Qp)y + (Pr — Rp)y* + Psy® = 0
Nésledné vydéli neznamou y.
3) (Pq —Qp) + (Pr —Rp)y + Psy* =0
Tim se ziska rovnice druhého stupné v y. Prvni z danych rovnic je také druhého stupné vy,
muzeme postupovat stejné jako v predchozi soustavé, tj. pfevést je na linedrni rovnice a
nasledné na rovnici neobsahujici y a dostaneme tento tvar bez neznamé y.
(PQq — Q*p — P?r + PRp)(PQs — PRr + R?*p) + (PRq — QRp — P%s) =0
Upravou ziskame velice dlouhy vyraz.
P*s? — 2P3Rqs — P3Qrs + P3Rr? + 3P2QRps + P?R%*q%*+P%Q?qs — P2QRqr
— 2P2R?pr — PQR?*pq — PQ3ps + PQ*Rpr + PR3p? + Q*R?*p?
— Q?R?*p? =0
Posledni dva ¢leny se spolu vynuluji a my uz mizeme jen pomoci vydéleni pismenem P
upravit do konecné podoby.
P3s? — 2P?Rqs — P?Qrs + P2Rr? + 3PQRps + PR?q* + PQ?qs — PQRqr — 2PR?pr
— QR?pq — Q°ps + Q*Rpr + R*p*> =0
Piiklad &. 3.3: Ze soustavy dvou rovnic tfetiho stupné€ v y eliminujte neznamou y.
DP+Qy+Ry*+Sy3=0
Dp+qgy+ry>+sy3=0

Postupovalo by se podobné jako v ptikladech ¢. 3.1 a €. 3.2, Euler jiz jen vyvozuje vztah,
ktery znovu neobsahuje neznamou Y.
S3p3 —3PS?%p?s + P2Sr3 4+ 2PR?*prs — P?Rr?s + P2Qrs? + PRSq?*r — P3s3
+ 3P2Sps? — R3p?s — 2PRSpr? + R2Sp?r — RS?*p?q — Q*Rprs
— PR?q?%s — PQSqr? + PQRqrs + 3PS?pqr — 3P%2Sqrs + PQSprs
+ Q2Spr? + QR?*pqs — QRSpqr — 3PQRps? + 3QRSp%s — PRSpqs
+ 2P2Rqs? + 2PQSq%s — PS?q® — PQ?%qs? — 2QS%p?r — 2Q%Spgs
+Q°ps* +QS*pg® = 0
V dalsi Casti zmifiuje, jak postupovat s dvéma rovnicemi ¢tvrtého stupné v neznamé
y. A pfipomina vysledky z pfedchozich odstavcl. Po tomto piikladu uz vSe popisuje

teoreticky, jak si poradit s rovnicemi m-tého, respektive n-tého stupné v y.
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1) Py™ + Qy™ '+ Ry™ 2 +Sy"™ 3 4. =0
) py" +ay" Tt ATy RSy T 4 =0
Postup je odlisny od piedchozich. Prvni rovnici vynasobi nasledujicim polynomem.
py* ™ + qykm=1 4 pyk-m=2 4 cyk-m=3 4 ... (D)
A druhou rovnici polynomem.
Py 4 Ayk—n—1 4 Byk-n-2 4 cyk-n=3 4 .. (o)
Tim ziské rovnice, které jsou ob¢ stejného, n-tého stupné. Nyni ptedpoklada, Ze se souciny
sob¢ rovnaji.
(Py™+ QY™+ Ry™ 2 4+ Sy™ =3 4 ) (py T + ay T + byR T 4 eyl
+ )
= (py™ + gy + ry"2 + sy"3 4 ) (Pyk T 4 Ayk-n-1 4 Byk-n—2
+ CyR 3 )
Koeficienty 4, B, C,... respektive a, b, c,... ur¢i z podminky, aby se vSechny ¢leny
obsahujici neznamou Yy vyrusily. Dale piSe, jak se ma zvolit pismeno K a pocet zavedenych
koeficientt (4, B, C,..., a, b, ¢,...). V prvni rovnici jich musi byt K — m a ve druhé k — n.
Kdyz se tyto dva vyrazy sectou, dostaneme 2k — m — n koeficientt, ale mélo by jich byt k —
1. Nasledné tedy dostavame jednoduchou rovnost: 2k — m —n = k — 1, proto vysledkem
je k=m + n— 1. Nasledné upravuje polynomy ((00), (©)) s jiz vhodnym k a dostava.
py™ 1 + ay™? + by"3 4 eyt 4 ...
Py™ 14+ Ay™=2 + By™ 3 + Cy™ 4 + ...
A nasobi jimi prvni a druhou rovnici. Dostava nésledujici vyrazy.
D (Py™ +Qy™ 1+ Ry™ 24 Sy 4 ) (py" T+ ay" P 4 by oy 4 )
=0
2) (y" +qy" Tt ATy T4 syt 4 )Py A AYTTE 4+ By TR+ Oy A )
=0
Po roznasobeni za¢ne srovnavat koeficienty u stejnych mocnin neznamé y a dostane

soustavu linedrnich rovnic pro koeficienty 4, B, C, ..., a, b, c, ....
Pp=Pp |pro(y™mh)
Pa+ Qp = pA+qP | pro (y™tn=2)
Pb+Qa+Rp =pB+qA+rP |pro (ymtn=3)
Pc+Qb+Ra+Sp=pC+qB+1A+sP |pro(y™n %)
atd.
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Na konci této kapitoly jiz aplikuje svij teoreticky postup v praxi, konkrétné na
libovolném polynomu druhého a tietiho stupné v y.

Jak jsme fikali na zacatku, v ramci této metody eliminace rovnic hleda pocet
spole¢nych bodu dvou kiivek, které jsou popsany rovnicemi. Tento princip vysel az v roce
1750 v Clanku Démonstration sur le nombre des points ou deux lignes des ordres
quelconques peuvent se couper (Ditkaz tykajici se poctu bodi, ve kterych se mohou
protinat krivky libovolného stupné) i1 piesto, ze tento piispévek uvedl Berlinské akademii
jiz v roce 1748. Euler tvrdi, Zze pokud mame zadané dv¢ kiivky, kdy jedna je n-tého stupné
a ta druhéd m-tého stupné miizou se protinat nejvySe v m.n bodech. Ne kazdy prasecik musi
byt nutné realny, mohou existovat i imaginarni. Obecné predpoklada rovnice kiivek n-tého
a m-tého stupn¢ ve tvaru.

ay™+ b+ c)y™ 1t +(d+ex+ fx)y™ 2+ =0
ay+ (B +y)y "+ (6 +ex+ {xP)y" 24+ =0

Nésledné¢ uvazuje, ze pokud se ztéchto rovnic bude snazit vyloucit jednu
z proménnych X, y, mél by dostat jednu proménou v nejvySe m.n stupni po eliminaci té
druhé. Bohuzel se Casto stane, Ze po eliminaci jedné proménné se ta druhd objevi ve
vys$im stupni nez je m.n. Mohlo by se zdat, Ze toto Eulerovo tvrzeni o poctu prusecikil
neni spravné. Rovnice, kterd vznikla eliminaci jedné proménné, obsahuje Cinitele, o
kterych nevime, zda obsahuji kofeny ¢i nikoliv. Tedy jestli povedou k nalezeni priseciki.

Problémy s nadbytenymi ¢initeli ukazuje na nasledujicim piikladu dvou kiivek
ttetiho stupné.

Priklad ¢. 3.4: Ze soustavy dvou rovnic tietiho stupné v y eliminujte neznamou y.
Py +Qy*+Ry+S=0
Dpy +qy*+ry+s=0

Je zfejmé, Ze postupuje stejné jako v predchazejicich pfikladech. Musi dostat dvé rovnice
druhého stupné. Jednu ziska tim, Zze prvni rovnici vynasobi koeficientem sa druhou
koeficientem S, nasledné je odecte a zkrati y.

3) (Ps —pS)y?+ (Qs —qS)y+ (Rs—15) =0
Druhou rovnici dosdhne vyndsobenim prvni rovnice koeficientem p a druhou nésobi

koeficientem P a také je odecte.
4) (@p —qP)y*+ (Rp —rP)y + (Sp —sP) = 0
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Postupuje stejn¢ az do té doby dokud rovnice neobsahuje y a dostava vysledny tvar.
(Ps —pS)* + 2(Qp — qP)(Rs — rS)(Ps — pS)? + (Rp — rP)(Qs — qS)(Ps — pS)?
— (Qp — qP)(Qs — qS)*(Ps — pS) + (Rs = rS)(Rp — rP)*(Ps — pS)
+(Qp — qP)?(Rs —15)? = (Qp — qP)(Qs — qS)(Rp — rP)(Rs — 15)
=0
Posledni dva ¢leny neobsahuji vyraz (Ps — pS), ale miZeme je upravit pomoci vytknuti na
vhodny tvar. Abychom se neztraceli v zépisu rovnice, pro lepsi orientaci budeme
upravovat jen posledni dva Cleny.
(@p — qP)(Rs —rS)[(Qp — qP)(Rs — 1S) — (@s — qS)(Rp — rP)]
V hranaté zavorce budeme postupné vyrazy upravovat.
(Qp — qP)(Rs — rS)[QRps — QSpr — PRqs + PSqr — QRps + QPsr + SRqp — PSqr]
Cleny PSqr a QRps se vyrusi a ziistane nam.
(Q@p — qP)(Rs — rS)[—QSpr — PRqs + QPsr + SRqp]
Znovu Sikovné vytkneme.
(Qp — qP)(Rs — rS)[Qr(Ps — pS) — Rq(Ps — pS)]
Objevuje se nam vyraz (Ps — pS), ktery hledame. Udé€lame posledni upravu.
(Q@p — qP)(Rs —rS)(Ps — pS)(Qr — qR)
Dosadime ¢len zpatky do rovnice.
(Ps —pS)* +2(Qp — qP)(Rs — rS)(Ps — pS)? + (Rp — rP)(Qs — qS)(Ps — pS)?
— (Q@p — qP)(Qs — gS)*(Ps —pS) + (Rs = rS)(Rp — rP)*(Ps — pS)
+(Qp — qP)(Rs —1S)(Ps —pS)(Qr —qR) = 0
Tento vyraz uz obsahuje (Ps — pS) a jelikoz se objevuje ve vSech ¢lenech je ziejmé, ze Ps —
pS = 0 a tento ¢len nevede k nalezeni zadného priseciku kiivek, a proto jim mtzeme kratit.
(Ps —pS)* +2(Qp — qP)(Rs — rS)(Ps — pS) + (Rp — rP)(Qs — qS)(Ps — pS)
—(Q@p —qP)(Qs — qS)* + (Rs —rS)(Rp —P)? + (Qp — qP)(Qr
—qR)(Rs—1S) =0
Dale zdlivodnuje, Ze dvé kiivky tfetiho stupné se mohou protinat az v deviti bodech.
Vyvozuje z toho, ze kracenim vznikne rovnice, ktera je v neznamé X vV devatém stupni.
Tento zplisob Upravy je zavisly na detailech eliminace. Otazkou pro néj ziistava, jak
nalézt tu spravnou metodu pro eliminaci rovnice, aby mu zbyly jen takové koteny, které
posléze povedou k nalezeni priseciki danych dvou kiivek. Tato rovnice nesmi obsahovat

Cinitele, které jsou Vv ni nadbyte¢né. Myslenku souvisejici s kofeny rovnic kiivek v dalSim
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textu vice rozviji. Ma-li dvé rovnice, které jsou m-tého, respektive n-tého stupné vy, pak
ma prvni rovnice m kofent 4, B, C,..., a druha n kofent q, b, c,... a lze je zapsat ve tvaru.
-D-Bl-0O@-D)(y—-E)=0
-y -bDy-y-dy—-e)=0
Dale uvadi, ze pokud vezme naptiklad y = B, tak tento kofen musi vést k praseciku dvou
kiivek. Aby to hodnota spliiovala, musi odpovidat pro obé dvé rovnice zaroven. To
znamena, Ze se musi rovnat nékterym z a, b, ¢,... a samoziejme také korenim 4, B, C, ...
V prvni rovnici. Je tfeba najit vSechny mozné ptipady, které mohou nastat, aby byly
splnény pravé pro ob¢ rovnice. Po jejich nalezeni bude vysledkem rovnice, kterou se

snazime dostat, aby hodnota y vyhovovala obéma rovnicim. Nyni sestavime vSechny

mozné kombinace.
A-a)A-b)A-c)A—d)A—-e)=0
B—a)(B=b)(B=c)(B—d)(B—¢e)--=0
C—-a)(C=-Dh)(C-)(C—-d)(C—=e)=0
(D—-a)(D—b)(D—c)(D—d)(D—¢e):+=0
(E—a)(E-Db)(E—-c)(E—-d)(E—-¢e)---=0
atd.
Rovnice se mize zapsat také ve tvaru.
(A" — pA™1 4+ A2 — PAT3 4 AT — o) =
(B™ — pB™ 1 + qB™2 — rB"3 4 B4 — ...) =
(C™ — pC™1 + qC"% — (™3 + 5C4 — o) =
(D™ — pD™1 + qD™"2 — rD""3 4 5D — ) =
(E" —pE™ '+ qE" 2 —rE" 3 +sE"*—..) =0
atd.
Respektive
(@™ —Pa™ '+ Qa™?—Ra™ 3+ Sam™*t—-) =0
(b™ — Pb™ 1+ Qb™ 2 —RP™ 3+ SHh— ) =0
(c™—Pc™ 1+ Qc™2—Rc™ 3 +8Sc™*—...)=0
(d™—Pd™ 1+ Qd™ 2 —Rd™ 3 +Sd™*— ) =0
(e™ — Pe™ 1+ Qe™2—Re™ 3 +Se™*—...)=0
atd.
Takto nalezené rovnice neobsahuji y, jedna se sice o n¢kolik rovnic, ale je to prave ta jedna

dilezita rovnice, vznikla po eliminaci, kterou se snazi najit. Problémem, ale zlstava
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nalezeni kotenti 4, B, C,..., a, b, ¢,..., tak aby vyhovovaly obéma rovnicim, jak jiz bylo
feceno.

Zaveérem Euler piSe, pro¢ eliminuje jednu z neznamych jinym zptisobem a pro¢
stupen této rovnice je V X nejvySe m.n-tého stupné.

Popisovali jsme prvni metodu eliminace podle Eulera a pojdme ukazat i jeho
druhou metodu. Ta vysla v ¢lanku Nouvelle méthode d'éliminer les quantités inconnues des
équations (Novd metoda pro eliminaci neznamych z rovnic) roku 1766. Popisuje V ni
nekteré problémy, které si zadaji zavedeni daleko vice nezndmych veliin a tim se musi
fesit 1 nekolik rovnic obsahujici tyto neznamé. Pfipomind, Zze pokud mame dvé rovnice o
stejném poctu neznamych, tak po nasledné eliminaci nam vznikne jedna rovnice s jednou
ptesvédcili. Déle poznamenava, ze vysledna rovnice obsahuje i Cinitele, které nepotiebuje
ke zjisténi spole¢nych feseni dvou rovnic. Tento postup, ktery popisuje, povede k feSeni
soustavy linearnich rovnic. Euler postup ukazuje na obecném ptikladu rovnic druhého a
tretiho stupné.

Priklad €. 3.5: Ze soustavy dvou rovnic eliminujte nezndmou Z.
1)z2+Pz+Q=0
2)z3+pz2+qz+r=0

Musi najit spolecné feSeni pro tyto dv€ rovnice a to tim, Ze zjisti vztah mezi P, Q, p, q, r
obsazenych v rovnicich. Spole¢né feSeni ozna¢i feckym pismenem w, logicky bude
kotenovy Cinitel z — w. Dostadvame rovnice v tomto tvaru.
Dz2+Pz+Q = (z—w)(z+A)
)23 +pz°+qz+r=(z—-w)(z*+az+Db)
Abychom dostali jednu vyslednou rovnici, musime prvni rovnici vydé€lit vyrazem
obsazenym na pravé stran¢ a druhou rovnici vydélit vyrazem na strané levé.

z2+Pz+Q _
(z—w)(z+A4)

2 +pz?+qz+r
(z—w)(z2+az+b)

2)

Nyni ob¢ rovnice mizeme navzajem porovnat, nebot’ na pravych stranach mame jednotky.
Pokud se pravé strany obou rovnic rovnaji, tak se i levé strany rovnaji. Pouzivame stejnou
metodu, jako uz pouzival Fermat ¢i Newton.

Z2+Pz+Q  Z+pz’tqz+r
(z—w)(z+4) (z—w)(z%+az+Db)
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Rovnici vhodné vyndsobime a dostaneme tvar, ktery musi byt splnén.
(z2+Pz+Q)(z> +az+b) = (z3 + pz* + qz + r)(z + A)

Rovnici roznasobime a uspofadame do vhodného tvaru.

z*+(a+P)z3+ (b+ Pa+ Q)z?>+ (Pb+ Qa)z + Qb

=z'+(p+A)z3+(q+Ap)z*> + (r + Aq)z + Ar

Porovnanim odpovidajicich si ¢lent pro neurcité koeficienty dostaneme linearni podminky,
které by se vyfesily. Po tomto ptikladu naznacuje, jak by se postupovalo, kdybychom
eliminovali rovnice m-tého a n-tého stupné v z. Na konci ¢lanku uvadi problematiku
souvisejici se dvéma spolecnymi feSenimi pro dvé rovnice. Jak uplatnit stejny postup k
nalezeni podminek na koeficienty pfisluSnych rovnic. Znovu zacind s konkrétnim
prikladem.
Piiklad ¢. 3.6: Ze soustavy dvou rovnic eliminujte neznamou Z.

D) z34+Pz2+Qz+R=0

)zt +pz+qz2+rz+s=0
Vzhledem k jistému problému uvazuje tento tvar.
Dz3+Pz2+Qz+R=(z+a)(z+B)(z+A4)
Dz +pz3+qzl+rz+s=(z+a)(z+p)(z*+az+Db)

A postupovalo by se obdobné¢ jako predtim.

Nyni ve své praci ukazuje problém na obecném tvaru dvou rovnic libovolného
stupné m a n. V uplném konci popisuje, ze neni problém nalézt obecné feSeni, jak hledat
podminky pro koeficienty dvou rovnic, aby ve vysledku méli tfi, ¢tyii a vice spolecnych

feSeni.
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3.2 Etienne Bézout (1730 — 1783)

Francouzsky matematik narozeny 31. biezna 1730, se mél stat pravnikem stejné jako jeho
otec a dédecek. Nicméné se zaCal vénovat matematice potom, co ho oslovila prace
Leonharda Eulera.

Bézout puasobil jako ucitel na Skolach a spojil své znalosti s psanim ucebnic pro
studenty. Ty byly psané velmi srozumitelné, a proto neni divu, Ze byly velice oblibené a
popularni. V roce 1764 spojil svoji praci S reorganizaci studia namoinich distojnik a
sepisovani kurzii pro né. V ramci toho vydava dvé ucebnice, kde jedna nese nazev Cours
de mathématiques a l'usage des Gardes du Pavillon et de la Marine a druha Cours complet
de mathématiques a l'usage de la marine et de l'artillerie. Nevénoval se jen Skolnim
zalezitostem, ale také vramci matematiky provadél vyzkumy. Ty byly v nékterych
ohledech velice zvlastni a velmi specifické. Bézout stanovil n€které obecné piedpoklady,
které nasledné vice komplikoval, aby se dostal k pochopeni problému. Po jejich nalezeni
mohl tlohu zjednodusit.

Prvni publikace o teorii rovnic vySla v roce 1762 a nesla pojmenovani Sur plusieurs
classes d'équations de tous les degrés qui admettent une solution algébrique. Prace se tyka
rovnice n-tého stupné o jedné neznamé. Jednu rovnici o jedné neznamé bere jako vysledek
eliminace jedné neznamé ze dvou rovnic o dvou neznamych. Jestlize néktera z rovnic o
dvou nezndmych ma specidlni tvar, miizeme urcit feSeni pivodni rovnice n-tého stupné.
Ptikladem muze byt rovnice.

3) x® + 18x° + 15x* + 60x3 + 15x% + 18x + 1
Jedna se o rovnici Sestého stupné v neznamé X. Rovnici mizeme pievést na soustavu dvou

rovnic o dvou nezndmych X ay.

Dy®*—2=0
_(x-1)
2)y_(x+2)

Snadno miZeme urcit nezndmou Y a nésledné 1 nezndmou X a tim bychom mohli spo¢itat 1
ptvodni rovnici Sestého stupné. Misto feSeni algebraické rovnice n-tého stupné, prevadi
problém na soustavu dvou rovnic o dvou neznamych x ay.

V roce 1764 predklada prispévek kralovské akademii véd tykajici se eliminace
neznamé ze soustavy rovnic. Vysledkem eliminace je rovnice neboli rezultant, ktery
obsahuje jen jednu neznamou. V Gvodu zminuje své predchiidce Newtona a Eulera, kteti
resili stejny problém, ale dochazeli k vysledkiim, které obsahovaly nadbyte¢né Cinitele,

které nemohly vést k feSeni ptivodni soustavy rovnic.
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Dalsi jeho vyznamnou praci je Sur le degré des équations résultantes de
l'évanouissement des inconnues, kde vyuzil determinanty pro feSeni soustavy linearnich
rovnic. Vroce 1779 uvedl dilo Théorie générale des équations algébraiques, které
pojednava o teorii rovnic a jedna se o takovy soubor vSech jeho poznatku, které postupné
vydaval k témto problémam. Etienne Bézout zemiel v roce 1783 ve Francii.

V praci Sur plusieurs classes d'équations de tous les degrés qui admettent une
solution algébrique muzeme najit nékolik studii, kterym se vénoval. Nejprve pise o
sestaveni determinantu soustavy linearnich rovnic. Soustavu fesi pomoci determinantu, kde
jeho postup odpovidd Cramerovu pravidlu.® Dale pogitd rezultant jako determinant
soustavy rovnic a nasledné vyuziva tohoto postupu pro nalezeni rezultantu dvou rovnic o
dvou neznadmych stupné vétsiho neZ dva. UvaZuje rovnice v nasledujicim tvaru.

DA™ + Bx™ 1+ Cx™ 2+ Dx™ 3+ Ex™ 4+ +V =0
2D)AX™ +Bx™ L+ Cx™ 24 DX B+ EX™ T+ +V =0
Jedna se o soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych, kde prvni rovnice je stupné¢ m-tého
vneznamé X a druha rovnice je stupné m’-tého v neznamé X. Koeficienty obsazené
Vv rovnicich jako 4, B, C,..., respektive 4°, B’, C’,... jsou funkce neznamé y. Nasledn¢ si
ur¢i polynomy v neurcité X.
Mx™ 4+ Nx™ 1+ Px" 2+ Qx" 3+ Rx"™ 4+ -+ T (o)
Mx™ + N'x" 14+ Px® 2+ Qx" 3 +Rx" 4+ +T (&)
Nyni vynésobi prvni rovnici prvnim polynomem (¢) a druhou rovnici polynomem druhym
(#) a navzajem je seCte. Po rozndsobeni, dostdva kone¢nou rovnici.
AMx™*™ 4 BMx™*""1 + CMx™*""2 + DMx™*"73 + EMx™*""* 4+ ... 4+ VT+ =0
+A'M XM 4 ANx™ 1 4 BNx™ 72 4 CNx™*73 4 DNX™ 4 4 4 VT
+B'M'x™*L 4 APX™ T2 4 BPx™* T3 4 CPx™ T 4
+A'N x™t=1 4 M x™*N=2 + AQx™¥3 4+ BQx™ -
+B'N'x™""2 4+ D'M 'x™*"73 + ARX™ N4 4 ...
+AP' XM 4 CN ™3 EMOXM T 4
+B'P’x™*"73 4+ D'Nx™tn4 4 .
+A'Q x™tN3 4 ¢ p ™It 4L
+B'Q x™t % 4 ...
+AR XM 4

det A; |4;]

6 C oo s (s Gy
Cramerovo pravidlo tika, Ze dostdvame prave jedno feseni (xg, Xo, ..., Xp), kde x; = 2t = Al
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Aby se v tomto souctu vyrusily vSechny ¢leny s neznamou X, musi byt splnéna podminka:
m+n=m +n’, tykajici se stupiit polynomi ((¢), (4)). Cleny se stejnou mocninou
V neznamé X muzeme vyjadiit pomoci nasledujicich rovnic. Tim dostdvame rovnice, které
neznamou X neobsahuji.
AM +A'M =0
AN +A'N"+BM +B'M" =0
AP+ AP "+BN+B'N +CM+CM =0
AQ+AQ +BP+BP +CN+CN +DM+D'M =0
AR+ AR +BQ+BQ +CP+CP +DN+DN +EM+EM =0

VT +V'T =0
Vysledna rovnice nezndmou X neobsahuje v zadné mocning.

Nésledné vyvozuje, jaky stupent maji mit polynomy ((e), (4)). NejvySsim stupném
ve vysledné rovnici je m + n, proto bude mit polynom m + n + 1 ¢lent. Polynomy ((e),
(#)), kterymi nasobime rovnice, maji n + 1, respektive n” + [ ¢lent. Neurcité koeficienty
polynomii ((¢), (#)) se pfi soucinu s danymi rovnicemi objevi v kazdém ¢lenu, musi tedy
platitt m+n+1=(Mm+ 1)+ (n"+ 1). Navic pfipominad podminku: m +n=m"+n’.
Dostaneme dvé rovnice.

3ym+n+1=mn+1)+MnM+1)
Hhym+n=m'+n’
Z nichz plyne n'an.
n=m-1
n=m -1
Polynom, jimzZ se nasobi prvni rovnice ma stupent m " — 1. Polynom, kterym se nasobi druha
rovnice ma stupeit m — 1.

V dalsi Casti textu vyvozuje maximalni stupenn rezultantu dvou rovnic a to pro tfi,
Ctyfi a pét rovnic o trech, Ctyfech a péti neznamych. Na konci se vénuje stupni rezultantu
pro m rovnic o m neznamych.

Nésledné ve své praci uvadi, ze pro rovnice s vysokym stupném jsou vypocty piilis
slozité a ukazuje jiny postup. Opét uvazuje dve rovnice.

DAX™ +Bx™ 1+ Cx™ 2+ Dx™ 34+ -+ T =0(x)
DAXT+Bx™ I+ Cx™ 24+ DX 34+ T =0 (%)
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Ty ma ve stupni m vV nezndmé X. Prvni rovnici ndsobi polynomy stupné 0, 7, 2,..., n a to
s koeficienty, které jsou ve druhé rovnici (4°, B, C’,...). Podobnym zplisobem nésobi
druhou rovnici, akorat pouziva koeficienty z prvni rovnice (4, B, C,...). Polynomy, které
ziska, od sebe odecita. Bézout postup popisuje v nékolika krocich. Nejprve prvni rovnici
(*) vynasobi 4" a druhou rovnici (x) A.

DAAX™ + BAx™ 1+ CAx™ 2+ DAXx™ 3 +--+TA =0

2) AAx™ + B'AX™ 1+ CAX™ 2+ D'Ax™ 3 + -+ T'A=0
Druhou rovnici odecte od prvni a dostane rovnici, ktera ma snizeny stupeii o m — 1.

3) (BA'—B'A)x™ 14+ (CA —CAx™ 2+ (DA —D'A)x™ 3+ +(TA—TA) =0
V dal$im kroku nésobi rovnice linearnim polynomy — prvni rovnici (*) vyndsobi 4'x + B’
a druhou rovnici (x) Ax + B.

1) AA’x™1 + AB'x™ + BA'x™ 4+ BB'x™ 1 + CA'x™ 1 + CB'x™ 2 + DA'x™ 2
+DB'x™ 3+ --+TAx+TB =0
2) AA'Xx™1 + A'Bx™ + B’Ax™ + BB'x™ 1 + C’Ax™ 1 + C'Bx™ 2 + D’Ax™ 2
+DBx" 3+ +TAx+TB=0
Opét druhou rovnici odecte od prvni a ziska.
4) (A'C—AC)x™ 1+ (CB"—BC "+ DA"—D'A)x™ 2+ (B'D — D'B)x™3 + ...
+(TA"—T'A)x+ (TB"—T'B) =0
Tato rovnice je také ve stupni m — 1. Poté by postupoval uplné stejné, jen by nasobil
rovnice ((), (%)) vyrazy A’x?> + B’'x + C', respektive Ax? + Bx + C. Rovnice by od
sebe odecetl a ziska rovnici stupné m — 1. Takto by mohl pokracovat dale az by mél n
rovnic, kde kazda nova rovnice bude mit stupeti m — 1. Kazdou mocninu X povazuje za
neznamou. Déle vyvozuje podminku, aby soustava méla feSeni. Tato podminka uz nebude
obsahovat nezndmou X, bude davat rovnici v nezndmé y. Postup si mizeme ukazat na jeho
ptikladu.
Priklad €. 3.7: Ze soustavy dvou rovnic eliminujte neznamou X.
Ax?*+Bx+C =0 (Y)
Ax?*+B'x+C =0(x)

Prvni rovnici vynasobi 4 " a druhou rovnici pismenem A a dostane.
1DAAx* +A'Bx+AC=0
2)AAX?*+AB'x +AC =0

Druhou rovnici odecte od prvni a ziska novou rovnici.

3)(AAB—AB)x+AC—-AC" =0

48



Nasledné vynasobi prvni rovnici (Y) vyrazem 4 'x + B a druhou rovnici (x) vyrazem Ax +
B.
1) AA'x®* + AB'x* + BA'x*+ BB'x+ CAx+CB =0
2)AA'x® + A’Bx*+ B'Ax> + BB'x + CAx+C'B =0
Znovu odecte druhou rovnici od prvni a ziska druhou novou rovnici.
4)(A'C—-AC)x+BC—BC"=0
Rovnice 3) a 4) prevadi na rovnici, kterad neobsahuje neznamou X a je rovna nule.
(AB—AB)(BC—BC)—(AC—-AC)*=0

Pak uvazuje dvé rovnice stupitt m a m’, kde plati m > m’ v nezndmé X. Postup pro
rovnice stejného Stupné se mirn¢ upravi, piesnéji rovnice s nizSim stupném se nasobi
stejnym polynomem, ale zvé&tsenym o X" ~ ™. Pfesndji postupuje tak, Ze v prvnim kroku
vynasobi prvni rovnici koeficientem 4" a druhou vyrazem AX" " a odeéte druhy soudin od
prvniho. V dal$im kroku néasobi prvni rovnici vyrazem 4 x+B" a druhou rovnici vynasobi
vyrazem AX™ " "1+ Bx™ "™ a znovu je od sebe odette stejnym zpiisobem. Ve tietim kroku
vynasobi prvni rovnici 4'x* + B'x + C” a druhou vyrazem AX™ ™ ©2 + Bx™ " 4+ CxX™™
a pokracuje dal, dokud se neziska n " rovnic kazda stupné m — 1. Takto vytvoiené rovnice
se vynasobi neurCitym koeficientem a druhou ze zadanych rovnic vynasobi neurcitym
polynomem M 'x™ ™ 1 + Nx™ ™ 2 4 px™ ™3 4 Tyto soudiny se viechny sectou a
poloZi se rovny nule soucty koeficientd kazdé mocniny X. Pfesnéji postup ukazuje na
nasledujicim piikladu.
Priklad ¢. 3.8: Ze soustavy dvou rovnic eliminujte neznamou X.

Ax* + Bx3 + Cx*+Dx+E =0 (A)
Ax?*+B'x+C =0(x)

Prvni rovnici vynasobi koeficientem 4 a druhou vyrazem Ax?, protoZe se jedna o rovnici,
kterd ma niz$i stupen nez prvni rovnice.
1) AAx* + ABx3 + ACx*+ ADx+AE=0
2) AAx* + B'Ax3 + C'Ax* =0

Nasledné od sebe rovnice odecte a dostane novou rovnici, kterd musi byt ve stupni m — 1.

3) (A'B—AB)x3® + (A'C — AC)x?> + A'Dx + A’E = 0 (6)
Nyni vynasobi prvni rovnici (A) vyrazem 4 x+B " a druhou rovnici (x) Ax® + BxX%.

1) AA’x® + AB'x* + BA'x* + BB'x3 + CA'x3 + CB’x*> + AD’x* + DB'x + A'E + B'E
=0
2) AA’x® + A’'Bx* + B’Ax* + BB'x3 + C'Ax3 + C'Bx* =0
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Znovu od sebe odecte druhou rovnici od prvni a dostane rovnici novou.

4) (AC—AC)x*+(AD+BC—BC)x*+ (AE+B'D)x+ BE =0()
Vzniklé rovnice vynasobi neurCitymi koeficienty M a M"’, navic rovnici (X) vynasobi
neur¢itym polynomem M x + N'. Dostane navic jest¢ jednu novou rovnici.

3) M(A'B — AB")x® + M(A'C — AC")x* + MA'Dx + MA’E = 0
4)YM”(AC—AC)x*+M"(AD+BC—BC)x*+ M '(AE+BD)x+M'BE=0
5)AMx3+ANx*+BMx*+BNx+CMx+CN =0

Takto pfipravené rovnice secetl a dostane.
M(A'B— AB)x3® + M(A'C — AC)x* + MA'Dx + MA'E + M (A'C — AC")x3
+M”’(A'D+B'C—BC)x*+ M’ (AE+BD)x+M'BE+AMx3
+ A'N'x* +B'Mx*+BNx+CMx+CN =0
Dale potiebuje, aby v rovnici nemél nezndmou X, a proto vSechny koeficienty ¢lent tietiho,
druhého, prvniho a nultého stupné budou rovny nule. Ziska soustavu Ctyt rovnic o ¢tyfech
neznamych M, M", M"’', N'.
1YM(AB—AB )+ M"(A'C—-AC)+AM =0
2YMAC—-AC)+ M’ (AD+BC—-BC)+A'N+BM =0
3YMAD+M'(AE+B'D)+B'N+CM =0
4YMA'E4+M'B'E+CN =0
Soustavu rovnic vysSich stupna ptevedl na soustavu linearnich rovnic. Takto pfipravené
rovnice fe$i pomoci determinantu, jehoZ postup odpovida Cramerovu pravidlu, jak jsme jiZ
jednou uvedli.

Po uvedeni obecného postupu 1 konkrétniho ptikladu, kde mél dve rovnice riznych
stupiit (m # m’) se Bézout vratil k plivodni metod¢, v némz rezultant rovnic hledal
S vyuzitim souctu rovnic vynasobenych neurcitymi polynomy. Chce se vyhnout tomuto
dlouhému postupu a snazi se piijit na lepsi zpiisob eliminace, aby dostal linearni rovnici.

m +1

Navrhl z druhé rovnice stupn& m’ vyjadit X" a dosadit za x™, x" * ..., ™ ' do n’ rovnic
ziskanych pomoci neurcitych polynomi. Tim dostava n’ rovnic, které jsou stupné m” — 1.
Ty snadno uz spocitda pomoci determinantu, protoze soustavu linearnich rovnic mocniny x
povazuje za nové neznamé a tim i dostane rezultant, ktery uz neobsahuje neznamou X.

Postup si ukazeme na nasledujicim ptikladu, ktery odpovida ptikladu ¢. 3.8.

Priklad €. 3.9: Ze soustavy dvou rovnic eliminujte neznadmou X.
D Ax*+Bx3+Cx*+Dx+E =0
2)AXx*+Bx+C =0
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Z druhé rovnice, jak popisuje, se vyjadii nejvyssi mocnina.
—B'x—-C
T

A tento vyraz dosadi do rovnic ((0), (y)), které ziskal pomoci neurcitych polynom.

2) x% =

’

) (—B'x—=C ) (—B'x—=C
x(AB—AB)(T)+(AC—AC)<T

’ ’ ’

)+A'Dx+A'E=0

_B’x —
x(A'C — AC) (T

=0

. . ~(TBx—
)+(AD+BC—BC)( VR

> + (A’E+B'D)x +B'E
Pomoci tprav dostaneme.
—A'BB'x* + AB'x* — C'A'Bx + AB'C’x —B’ACx + BAC'x —A'C’'C — AC’*> + A"*Dx

+AZ%E =0

—B’ACx*+ AC'B'x* — A'C’Cx + AC?>x + A'DB’x + B?Cx — BB'C'x —A'DC’ — B'C’C
+BC?+A?Ex+A'BDx+ABE=0

Je ztejmé, Ze ob¢ dvé rovnice nejsou linearni, a proto bychom znovu dosadili do rovnic za

X% A vySla by soustava dvou rovnic, kde neznama X je v prvni mocniné. Nasledné by uz

sestavil determinant matice, jejimiz prvky jsou koeficienty téchto linearnich rovnic a uréi

vysledny rezultant.

Déle vyvozuje nedostatky tohoto postupu na piikladu dvou rovnic, kde jedna je
devatého stupné a druhd stupné tfetiho. Dochéazi k nazoru, Ze stupen rezultantu, ktery
dostal pomoci prvniho postupu popsaného V ptikladu €. 3.8 je mensi neZ stupeii rezultantu
ziskaného druhym postupem pouzit v prikladu €. 3.9. Zjistil, Ze druhou metodou dostane
rezultant, ktery obsahuje nadbytecné Ccinitele. Bézout proto vyvozuje tvar tohoto

(m-m)(m'~1)

nadbytecného Cinitele, ktery je: A” Z toho plyne, Ze pokud budeme mit
soustavu dvou rovnic, které jsou v nezndmé ve stejném stupni, miZzeme pouzit prvni i
druhou metodu a dostaneme vzdy stejny rezultant. Pro soustavy, které maji rovnice
V jinych stupnich, neplati toto tvrzeni, viz piiklady ¢. 3.8 a ¢. 3.9.

Nésledné piSe o uUvahach srovnicemi ve tfech a vice neznamych. Konkrétné
zmifluje tfi rovnice ve tfech nezndmych, které jsou vzhledem k x a ve stupnich m, m’,
m”(m > m” > m”). Ukazuje ty samé postupy jako V piedchozich prikladech a
vyhodnocuje, Ze vysledny rezultant obsahuje nadbyte¢né Cinitele pomérné vysokého
stupné, ale podotyka, ze je fada jinych postupt jak eliminovat nezndmou X z takovych tii

rovnic, které by vedly K lepsim vysledkim.
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Zavérem uz jen kratce popisuje, ze uvedené postupy kombinovani rovnic a
polynomi mizou vést k nalezeni nejvétSiho spolecného délitele. Uz Johannes Hudde
vyuzival eliminace rovnic k nalezeni nejvétSiho spolecného délitele a pozdé€ji se tato

mysSlenka objevuje u J. J. Sylvestera v roce 1853.

288 MeEmMoirES DE L'AcapEmMIE Rovare

RECHERCHESLS

SJUR LE DEGRE DES EQUATIONS
RESULTANTES
DPE L'EVANOUISSEMENT DES INC ONNUES,

Lr fur les moyens gu'il conviemt d’employer
pour trouver ces Eguations.

Par M. BEzouT.

'l E 5 Recherches dont je vais expofer les réfultats dans ce
Mémoire, doivent naitfance & celles dont je continue
de m'occuper fur fa réfolution algébriyue des équations; quelgue
route qu'on prenine powr réfoudre ce demier probléme, on aun
toujours & diminer plufieurs inconnues dont les mpports feront
exprimés par des équations plus ou moins devées; ceft donc
préparer les voies que de travailler 3 perfectionner les mdéthodes
d'élimination; & pour y parvenir, le probléme quion doit
fe propoler elt, ce me femble, o determiver & quel degre
doit monter ['eguation refultante de I'éliminarion : en effer, cette
connwilfance une fois établie, on a, fi je puis m'exprimer ainfi,
la pierre de touche a faide de laquelle on peut juger du mdiite
des méthodes quion fé propofe demployer pour diminer.

Si les méthodes d'élimination n'avoient dawtre wilité que
leur application a la rélolution algébrique des dquations, je me
{erois i.:ontenté de ce qui peut avoir rapport 1 ce demier objet
& je Taurois réuni avec ce que jai pu trouver julquid préfent
fur cette mati¢re; mais ces méthades ont une application beau-
coup plus étendue & tefle quielles deviennent indifpenfables dans
tous les problémes ol il y a plus dune inconnue. En effet,
fi on a des mdéthodes pour réfoudre, par approximation , Jes
problémes déterminés Jorfquon n'a quiune feul¢ équation, on

n'en

Obrizek 3: Jedna stranka z price Etienna Bézouta

(Zdroj: Recherches sur le degree des equations resultantes de I'evanouissement des
inconnues, et sur les moyens qu'il convient d'employer pour trouver ces equations [online].
BEZOUT, Etienne. Dostupné z: https://books.google.cz/
https://books.google.cz/books?id=K9H1kjz2U4QC&pg=PA288&Ipg=PA288&dq=%22Re
cherches+sur+le+Degr%C3%A9+des+%C3%89quations+r%C3%A9sultantes+de+I'Evano
uissement+des+Inconnues%22&source=bl&ots=IvxzfH5mzy&sig=46lowe-
zZWyO0pTzL6EVD8URfggFc&hl=cs&sa=X&ved=0ahUKEwj7zpPahOzLAhWidpoKHXPd
CFsQ6AEIGjAB#v=0nepage&q=%22Recherches%20sur%201e%20Degr%C3%A9%20d
€5%20%C3%89quations%20r%C3%A9sultantes%20de%201'Evanouissement%20des%201

nconnues%22&f=false)

52



4. Zavérecna prikladova Cast
Popsali jsme postupy eliminace neznamé z rovnic matematikd v 17. a 18. stoleti. Radi
bychom na piikladech ukazali srovnani metod podle Pierra de Fermata, Isaaca Newtona,
Leonharda Eulera a Etienna Bézouta a budeme moci porovnat jejich metody a vysledky.
Piiklad €. 4.1: Ze soustavy dvou rovnic eliminujte neznamou X.
1DAx?+Bx+C =0 (D)
DA +Bx+C =0(4)
a) Pierre de Fermat a jeho postup:

Cleny neobsahujici nezndmou X, pfevedeme na pravou stranu.
1) Ax?> + Bx = —C
2)Ax*+B'x=-C

Nésledné€ obé rovnice vydélime jejich pravymi stranami.

) AxZ+Bx_1

) —c
A'x* +B'x

H—— =1

Rovnice mizeme navzajem dat do rovnosti, protoze kdyz se pravé strany rovnaji, tak se
rovnaji 1 strany levé.

Ax?> + Bx Ax*+B'x

) ——r = ¢

Pomoci uprav, které provedl v té dobé Fermat, dostaneme rovnici, kde je nezndmé X

V prvni mocning.
CA-AC B'C — BC’
3 (_ c’C )x -
Mizeme vyjadiit X a dostaneme.

Dosadime do prvni rovnice a dostavame tento rezultant.

AB?C? — AB'BC'C — A’C?B'B+ B?A’C'C + CC?A%? —2AA°C*C" + A%C?C =0
Rovnici miizeme vyd&lit pismenem C a dostaneme tvar: A2C’2 — BB'AC" — 2AA’CC’ +
B2C'A"— CBB’A” + AB™*C + C?A’ = 0. Postup podle Fermata obsahuje nadbyte¢ny ¢len
C.
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b) Isaac Newton a jeho postup:

VyuZzijeme jedno z pravidel podle Newtona, konkrétné prvni pravidlo kde vysledna rovnice
ma tvar: (ah — bg — 2¢f)ah + (bh — cg)bf + (ag? + cf?*)c = 0.
a=Ab=B,c=Cf=A4,9=B,h=C
Vypsali jsme jednotlivé koeficienty a mizeme je do rovnice dosadit.
(AC’— BB —2CA)AC" + (BC'— CB)BA"+ (AB? + CA*)C =0
Konec¢na rovnice ma nasledujici tvar.
A?C"> —BB'AC" — 2AA'CC"+ B*C’A" — CBB’A"+ AB?’C + C*A% =0

¢) Leonhard Euler a jeho postup:

Postupem podle Eulera dostaneme soustavu dvou linearnich rovnic.
DAx*+Bx+C=0
2)Ax*+Bx+C =0

1)(BC'—CB)+ (AC'—=CA)x =0
2)(CA"—AC)+ (BA"—AB)x =0

Prevedeme je na jednu rovnici, kde uz nezndma X neni obsazena.

(BC'—CB)(BA"—AB") + (AC'—CA)? =0
Upravime a dostaneme.
A?C? = BB'AC’ — 2AA’CC" + B2C'A"— CBB’A"+ AB?C + C?A? =0

d) Etienne Bézout a jeho postup:

Prvni rovnici (P) vynasobime A4, druhou rovnici (4A) vynasobime pismenem A a rovnice
od sebe odecteme.

3) (BA"— B'A)x + (CA"— C'A) =0
Ve druhém kroku prvni rovnici (@) nasobime vyrazem 4'x + B a druhou rovnici (4)
vyrazem AX + B.

4) (AC—CA)x+ (CB"—C'B) =0
Dostali jsme dvé linearni rovnice, které vyfeSime pomoci determinantu.

(BA"—B’A) (CA"—C’A)
, , . ey =0

(A'C—-CA) (CB"—C'B)

Spocitanim determinantu dostdvame vyslednou rovnici po eliminaci nezndmé X.
A*C? — BB'AC" — 2AA’CC" 4+ B*C’A" — CBB’A" + AB*C + C*A* =0

KdyzZ se podivame na vysledky, které jsme dostali, tak je zfejmé, Ze jen postupem
Pierra de Fermata jsme dostali jeden nadbytec¢ny faktor a to pismeno C. Ostatni tfi postupy
neobsahovaly zadné nadbyte¢né Cleny. Zavérem muzeme fici, ze jeho postup je znacné

nevyhodny i z divodu delSiho postupu.
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Na nésledujicich konkrétnich piikladech si ukaZzeme, zda se néco zméni, pokud se
mezi ¢leny objevi neznama y.
Priklad ¢. 4.2: Ze soustavy dvou rovnice o dvou neznamych X a y, eliminujte neznamou X.
Dx?+4xy—2=0(F)
2)2x%2—xy+3y=0(&)

a) Pierre de Fermat a jeho postup:

Budeme postupovat stejné jako v pfedchozim ptikladu. Pievedeme ¢leny, které neobsahuji
neznamou X Na pravou stranu.
Dx?+4xy =2
2) 2x% —xy = -3y
Levou stranu obou rovnic vydé€lime vyrazy na jejich levych stranach.
x%+4xy
2

2x? —xy

1
—3y

2)

Nésledné je miZzeme srovnat.

x%+4xy  2x* —xy
2 =3y

3)

Upravime rovnici a vyjadifime si neznamou X.

2y — 12y?
Nx=2_ =7
)X ==

Dosadime do prvni rovnice.

<2y - 123;2>2 ay <2y - 12y2> _,
3y +4 3y +4
Kdy?z ji upravime, dostaneme tvar.
—216y3 + 18y? — 48y — 32 = 0
Po zkriceni (— 2) bychom dostali rovnici: 108y3 — 9y2 + 24y + 16 = 0, to znamena, Ze

nadbyte¢nym ¢lenem je ¢islo (- 2) podle postupu Fermata.

b) Isaac Newton a jeho postup:

VyuZijeme prvni pravidlo tpravy podle Newtona jako v piikladu ¢. 4.1. VypiSeme si
jednotlivé koeficienty z rovnic.
a=1,b=4y,c=-2,f=2,9=—-y,h=3y
Dosadime do tvaru rovnice: (ah — bg — 2cf)ah + (bh — cg)bf + (ag? + cf?)c = 0.
(By +4y? +8)3y + (12y* — 2y)8y + (y* — 8)(-2) = 0
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Po upravé dostaneme vyslednou rovnici.
108y3 —9y? + 24y +16 =0

¢) Leonhard Euler a jeho postup:

Budeme postupovat stejné jako v piikladu €. 4.1, abychom dostali dvé linearni rovnice.
Dx?+4yx—2=0
2)2x> —yx+3y=0
1) (12y?=2y)+ By +4)x=0
2)(=4-3y)+ By +y)x=0
Soustavu dvou rovnic o jedné nezndmé pievedeme na rovnici, kde uZ nezndma X neni
obsaZena.
(12y? = 2y)(9y) + By +4)* = 0
Vyslednd rovnice ma tvar.
108y3 —9y2 + 24y +16 =0

d) Etienne Bézout a jeho postup:

Prvni rovnici (F) vynasobime ¢islem dva, druhou rovnici jednotkou a druhou rovnici
odecteme od prvni.
3)9xy—3y—4=0
Opakujeme postup jen s tim, Zze prvni rovnici vynasobime vyrazem 2x — Y a druhou rovnici
vyrazem X + 4y.
4) (-4 -3y)x+12y —12y? =0
Rovnice ¢. 3) a 4) budeme pocitat pomoci determinantu.

9 (=3y—4) | _
(=4 -3y) (12y —12y?%)

Po Upravé dostaneme vyslednou rovnici.
108y3 —9y2 + 24y +16 =0

Podle vysledki nam vyslo, ze nadbyteénym c¢lenem je (- 2) u Pierra de Fermata.

0

Mizeme fici, Ze piidanim nezndmé y do soustavy dvou rovnic, které jsou stejného stupné
V neznamé X, se nam vysledky nezménily. Ostatni postupy jako v piikladu ¢. 4.1 vysly
stejné bez nadbytecnych faktort.
Priklad ¢. 4.3: Ze soustavy dvou rovnice o dvou neznamych x a y, eliminujte nezndmou X.
Dx3+2x2y—x+3=0(2)
2) x* +y%x—2y=0(0)

V tomto piipad¢ se jedna o rovnice, kde jedna je ve tfetim stupni a druha ve stupni druhém

u neznameé X.
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a) Pierre de Fermat a jeho postup:

Jelikoz nejsou rovnice ve stejném stupni, budeme postupovat jinak. Upravime si rovnice a
vytvoiime poméry mezi nimi.
Dx3+2x%y—x=-3
2) x% +yix =2y
Dx3+2x?y—x k -3
2)x*+yix k 2y
Vytvofime novou rovnici pomoci pomért, které jsme si piipravili.
3) (x3 + 2x2%y — x)2y = (x% + y2x)(-3)

Po upravach dostaneme.

3) — 2y +3y? = —3x — 2yx? — 4xy?
Tato rovnice je uz ve druhém stupni vzhledem k neznamé x. Vyuzijeme novou tieti rovnici
a druhou rovnici () ze zadani a budeme postupovat stejné jako v piedchozim piikladu u
postupu Fermata. Pomoci uprav, kde rovnice bude mit tvar linearni, si vyjadiime
neznamou X.

3y* + 6y3 + 6y

4) x =
)x —7y% + 2y

Dosadime do druhé rovnice () za neznamou X a pomoci Uprav dostavame vyslednou
rovnici ve tvaru.

—12y8 + 48y° — 104y° + 140y* — 8y3 + 36y2 =0
V tomto piikladu je nadbyte¢nym ¢lenem (- 4y2), protoze jim muZzeme jest¢ rovnici zkratit
a dostaneme: 3y® — 12y* + 26y3 — 35y% + 2y — 9 = 0.

b) Isaac Newton a jeho postup:

V tomto ptipadé pouzijeme druhé pravidlo podle Newtona. Rovnice, na kterou budeme
soustavu dvou rovnic o dvou neznamych pievadét, ma tvar: (ah — bg — 2¢f)ah? +
(bh — cg — 2df)bfh + (ch — dg)(ag? + cf?) + Bagh + bg? + df?)df = 0.
VypiSeme si znovu jednotlivé koeficienty z prvni (&2) i z druhé () rovnice a dosadime.
a=1,b=2y,c=-1,d=3,f=1,9g=y%h=-2y
(=2y —2y° +2)4y* + (=3y* + y* = 6)(—=4y*) + Qy = 3y)(y* - 1)
+ (—6y3+2y>+3).3=0
Rovnici upravime a dostdvame vysledny rezultant, ktery neobsahuje neznamou Xx.

3y® —12y* + 26y® —35y2+2y—9=0
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¢) Leonhard Euler a jeho postup:

Abychom mohli vyuzit Eulerova postupu, musime rovnice ((&2), (J)) upravit. Prvni
rovnici vynasobime vyrazem (— 2y) a druhou rovnici vynasobime ¢islem tfi.
1) — 2yx3 —4x%y? + 2xy — 6y =0
2)3x%+3y’x—6y =0
Rovnice od sebe odecteme, vydélime neznamou X a dostaneme rovnici.
3) —2yx?+ (—4y?—=3)x+ 2y —3y?) =0
Rovnici () a novou tfeti rovnici mame ve stejném stupni a mizeme uz pouzit Eulerovu
metodu.
2)x?+y%x—-2y=0
3) —2yx% + (—4y?> = 3)x+ 2y — 3y?) =0
2) (=6y* —=3y* —6y) + 2y = 7y*)x =0
3) (7y?—2y) + (—2y3+ 4y +3)x =0
Nasledné prevedeme na jednu rovnici, kde nezndma X uz neni.
(—6y° —3y* — 6y)(—2y° + 4y* +3) + (2y = 7y?)> =0
Po upravach dostaneme rovnici.
6y” — 24y°> + 52y* — 70y3 + 4y2 — 18y = 0
Nyni bychom mohli rovnici vydélit vyrazem (2y) a dostaneme: 3y® — 12y* + 26y3 —
35y% + 2y — 9 = 0. Postupem podle Eulera dostavame tedy nadbyteény ¢len (2y).

d) Etienne Bézout a jeho postup:

Prvni rovnici (42) nendsobime a nechame ji ve stejném tvaru, ale druhou rovnici (0)
vynasobime pismenem X a navzajem je od sebe odecteme.
)2y —yHx?+(—-1+2y)x+3=0
Nyni prvni rovnici vyndsobime vyrazem X + y2 a druhou rovnici vyrazem X° + 2yX, Znovu
odecteme rovnice od sebe a dostaneme.
4) (=1+2y)x>+ By?+3)x+3y%2=0

Prvni rovnici (&) vynasobime vyrazem x2 + y?x — 2y a druhou rovnici (J) vyrazem
x3 + 2x%y — x a odeéteme je od sebe.

5)x%+y?x—2y=0
Takto tf1 pfipravené kvadratické rovnice miZzeme spocitat pomoci determinantu.

2y-y>) (-1+2y) 3
(-1+2y) (By?+3) 3y%|=0
1 y? -2y
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Konec¢na rovnice ndm vyjde v nasledujicim tvaru.
3y® —12y* + 26y3 —35y2+2y—-9=0
V soustavé dvou rovnic o dvou neznamych X a y, kde jedna rovnice je Vv jiném
stupni nam opét vysel nadbyteény faktor u Fermata (— 4y?), ale nové i u postupu podle
Eulera (2y). O rovnicich, které jsou kazda jiného stupné, mizeme fici, ze i Eulerova
metoda piinasi nadbyte¢né ¢leny. Stupen rezultantu je vysoky a postupy pii feSeni této
soustavy jsou komplikovanéj$i. Newton ma postup diky pravidlam, ktera zavedl daleko

krat$i a nejméné narocné.
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Zavér
Cilem této prace bylo seznamit Ctenare s elimina¢nimi metodami z historického pohledu a
ukazat postupy, se kterymi se béZné nesetkavame pii praci se soustavou rovnic.

V prvni kapitole ukazujeme na prikladech nejcastéji pouzivané metody
Vv soucasnosti, mezi které patii s¢itaci a substituéni metoda. Dale jsme ukazali, Ze n¢které
soustavy rovnic mizeme feSit pomoci matic.

V dalsi Casti prace jsme zkoumali jednotlivé elimina¢ni metody od 17. stoleti.
Zacali jsme prvnim znamym matematikem, ktery se Gpravam rovnic vénoval. Byl jim
Pierre de Fermat, ktery soustavy dvou rovnic fesil pomoci eliminace jedné neznamé a tim
dospé€l k jedné rovnici o jedné neznamé. Johannes Hudde byl dal$im matematikem,
kterému jsme se vénovali. Zpusoby eliminace neznamych zrovnic vyuzil k hledani
nejvétsiho spole¢ného délitele. Podobné metody jako Fermat pouzil i Isaac Newton, ktery
snizoval stupné rovnic od vyssich k niz§im. Myslim si, ze dalezitym po¢inem v jeho praci
bylo nalezeni ¢ty pravidel, podle kterych mizeme ptevést soustavu dvou rovnic o dvou
neznamych na rovnici o jedné neznamé. Posledni osobnosti v této kapitole je Gottfried
Wilhelm Leibniz, ktery neznamé ze soustavy dvou rovnic vyssiho stupné v eliminované
neznamé pievadi na vypocet determinantu matice soustavy linedrnich rovnic.

V predposledni kapitole jsme se zaméfili na praci Leonharda Eulera a Etienna
Bézouta, kteti upravovali soustavy dvou rovnic riznych stupiid na soustavu linearnich
rovnic. Kazdy z nich vyuziva jinych postupt k jejimu nalezeni. Zvlast metody, které
vyuziva Bézout jsou velice zajimaveé.

V posledni ¢asti srovnavadme eliminacni metody Fermata, Newtona, Eulera a
Bézouta na konkrétnich ptikladech a zjiStujeme, zda vysledky jsou pro vSechny postupy
stejné ¢i nikoliv.

Eliminacnimi metodami Se v 18. stoleti rovnéz zabyvali naptiklad G. Cramer, J-L.
Lagrange nebo A-T Vandermonde, ktefi se vénovali stejnému problému jako Euler a
Bézout. V 19. stoleti nemizeme opomenout takova jména spojena s elimina¢nimi postupy,
jako byli J. J. Sylvester ¢i C. G. J. Jacobi a F. S. Macaulay ¢i W. Grobner ve 20. stoleti.

Préace byla psana s cilem ziskat nové poznatky v feSeni soustavy rovnic. Pfekvapilo
m¢é, jakymi zplisoby dosli k feSeni matematici jiz v 17. a 18. stoleti. I z téchto postupil

muzeme dnes stale Cerpat, a proto je moje prace i piinosem pro ostatni ¢tenare.
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Resumé

This work is devoted to elimination methods and their development during the seventeenth
and the eighteenth century. It is described how to modify system of equations and how to
eliminate the unknown from the equations.

In the first part are covered modifications on examples which are known and most
used nowadays. Another part talks about elimination methods in the seventeenth century.
There are shown steps of Pierre de Fermat, Isaac Newton, Johannes Hudde and Gottfried
Wilhelm Leibniz. The third chapter deals with methods of Leonhard Euler and Etienne
Bézout. For better understanding examples are stated bellows every theory. The last part
compares methods of Fermat, Newton, Euler and Bézout on examples and discovers if

each method leads to the same result.
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