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Uvod

Tato bakaldrska prace je zamérena predevsim na Kronecker(v algoritmus, ale také se
budeme zabyvat historii podobnych algoritmi, Leopoldem Kroneckerem, programem
Derive 6, kalkulatorem TI - 92 Plus, faktorizaci polynomd. Pro tyto témata je dllezita

prace s polynomy, které jsou vysvétleny nize.
Polynom

Pod pojmem polynom nebo také mnohoclen budeme rozumét vyraz zadany

v ndsledujicim tvaru:

LP(x) = apx" + anX" 4. +ax+ap= Yo aix"_i”, kde konstanty ao,...,a, jsou koeficienty
(an # 0), které mohou predstavovat libovolna celd ¢isla, a n je stupen polynomu, pficemz
neN, déle x je proménna a ag absolutni ¢len.

Uvedme na pfikladu 4x%, kde koeficient je 4, proménna x a exponent 2.

V pfipadé Kroneckerova algoritmu, jak je nize popsano, se nachazime v oboru celych Cisel

(2).

Rozdéleni polynomu

Reducibilni polynom - tj. polynom f(x), ktery jde zapsat jako soucin dvou polynomu

mensiho stupné nez f(x).
Priklad:
x> -4=(x-2)(x+2)

Ireducibilni polynom - tj. polynom f(x), ktery jiZz nejde zapsat jako soucin dvou polynom

mensiho stupné nez f(x).
Priklad:

X2+ 4 - jiz dale nejde rozlozit

Priklad:

x2-2= opét nejde ddle rozlozit v polynomech s celociselnymi koeficienty (v redlnych

Cislech Ize)



Stupen polynomu p(x)

Stupen polynomu lze chapat jako nejvyssi exponent proménné x s nenulovym
koeficientem, ktery znacime st p(x).

Znazornéni na jednoduchych prikladech:

a) p(x) = 4, kde je stupen konstantniho polynomu roven 0

b) p(x) = x + 3, kde je stupen linedrniho polynomu roven 1

c) p(x) = x* - 2x, kde je stuperi kvadratického polynomu roven 2

d) p(x) = x" + ¢, kde n je stuperi n-tého polynomu roven n, a c je libovolné redlné &islo

(konstanta)

Kofen polynomu

Necht kofenem polynomu rozumime cislo A, pokud plati:

P(A)=0

Pro rovnice typu P(x) = 0 je feSenim pravé koren polynomu p(x), a také je pro né zndma

zakladni algebraicka véta, kterd je definovana nasledovné:

LP(x) =a, - X" +..+ag je polynom s koeficienty aq,...,a, € C, a, # 0 stupné n > 1. Pak existuje
Cisloa €C, ze P(a) =0.”

A dale vyjadruje:

,Kazdy polynom stupné n>1 md v C alespori jeden koren.”

Vlastnosti

a) Pokud A je kofenem polynomu P(x) stupné n > 1, potom P(x) = (x - A) - g(x), kde g(x) je
polynom stupné n-1.

b) Z predchozi vlastnosti plyne, Ze pokud zname k koten(i polynomu n-tého stupné,
mUlzZeme opakovanym zpUsobem z rozkladu P(x) = (x - A) - g(x) rozloZit libovolny polynom
P(x) na soucin korenovych Cinitel(, které jiz zname z pfedchozi vlastnosti, a polynomu g(x)
stupné n-k, tedy plati:

P(x) = P(x) = (x - A1) - (X - A2)...(x - Ag) - g(x), kde A; jsou zndmé koreny polynomu P(x) a ¢leny
(x - A;) jsou korenovymi Ciniteli.

Polynom g(x) lze poté ziskat z polynomu P(x) jeho vydélenim vyrazem (x - Ay)...(x - Ag).

c) Koteny zjistime jen u reducibilniho polynomu (mnohoclenu).



Priklad:

Mé&jme zadany polynom f(x) = x* - 2x + 1. Zjistéte koreny a kofenové Cinitele.

Tento polynom lIze rozlozit na kofenové Cinitele (x - 1) - (x - 1). TudizZ je patrné, Ze koreny

}\1, )\2 =1.

Operace s polynomy

Rovnost

Polynomy P(x) a Q(x) se rovnaji, pokud plati P(a) = Q(a), tj. pravé tehdy, kdyZ maji stejné
koeficienty u stejnych mocnin proménné x, kde vSechna a jsou komplexni nebo realné
Cisla. Z rovnosti vyplyva operace sc¢itani a odecitani. Pfi téchto operacich s dvéma a vice
stejnymi proménnymi se stejnymi exponenty lze tyto proménné posléze od sebe scitat

nebo odeditat.

Soucet/rozdil

Pro soucet a podil zni definice takto: ,Soucet i rozdil polynomu P(x) a Q(x) stuprii m,n je
polynomem stupné, ktery je mensi nebo roven vétsimu z ¢isel m,n.” Lze matematicky
zapsat takto: (st(P(x) £ Q(x)) £ max(m,n)).

Z definice plyne, Ze soucet i rozdil polynom je vidy polynom, ale také muze byt ve
vysledku konstanta. llustrace na nasledujicich ptikladech:

a)x +x = 2x

b) 4x* - 3x* = x%.

c)(2x+1)-2x=1

Dale také je tfeba uvést, Ze rozdil dvou polynomd, které se rovnaji, je nulovy polynom.

Soucin

Operace soucin je matematicky vysvétlovana nasledovné:

Soucin polynom0 stupfiti m a n je polynom stupné m + n, z toho Ize usoudit, Ze soucin
dvou nenulovych polynom( je nenulovy polynom.

Priklad:

Podil
Podil Ize chapat takto:

Podil polynom stuprii m a n je polynom stupné m - n.
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Priklad:

X8/X5=X8—5=X3

Také tuto metodu lze fesit nékolika zplsoby, napf. Hornerovo schéma a déleni
mnohoclent mnohoclenem se zbytkem. Hornerovo schéma neboli také HornerGv
algoritmus je nenaro¢na metoda pro déleni mnohoclent. Tato metoda je znazornéna na
nasledujicim prikladu.

Priklad:

Mé&jme f(x) = x> - 6x> + 12x -16 a vydéIme f(x) vyrazem (x - 4).

Xo | X [ x| x| X°
4 1| -6 |12 |-16
4 | -8 | 16

gx)| 1 | -2 1| 4 0

=> vysledkem tedy bude g(x) = x> - 2x + 4

Délitelem je (x - 4), z toho plyne, Ze xo = 4. Dale na zbylé pozice v prvnim fadku Hornerova
schématu zapiSeme pocet jednotlivych polynomu dle stupné. Nasledné Cislo xq nasobime
tolikrat, kolikrat se dany polynom v daném vyrazu nachazi. Zde je to jedenkrat a Cislo 1 se
zapiSe do posledniho radku pro zjisténi vyrazu po déleni mnohoclen(. Poté se vysledek
tohoto soucinu zapiSe do posledni fadku, napiSe do tfetiho sloupce a opét se udéld soucet

ve sloupci a vyjde -2. Tento proces se opakuje do zjiSténi nulového zbytku.

Dalsi metodou, kterou Ize znazornit, je déleni mnohoclenu (polynomu) mnohoclenem
(polynomem) se zbytkem nebo beze zbytku. Lze ji ilustrovat na nasledujicim ptikladu.
Priklad:

(x*-1)/(x-1)=x+1

2
- X t+X

Vye uvedeny postup je velice prosty. Vezmeme-li prvni &len prvniho mnohotlenu x* a
vydélime ho s prvnim élenem druhého mnohoélenu x, poté vysledek tohoto podilu
napiseme do vysledku ptikladu, tj. x, kde nam vyjde dany vyraz po zjisténi daného zbytku.

Poté zpétné dany vysledek podilu vynasobime vyrazem (x - 1) a budeme ho odecitat od
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prvniho mnohoclenu s vyssi mocninou. Dale méjme vysledek rozdilu x - 1. Z tohoto
vysledku vezmeme prvni ¢len tohoto mnohoclenu x a opét ho vydélime prvnim ¢lenem
druhého mnohoclenu x a vysledek 1 nasledné zapiSeme do vysledku tohoto pfikladu x + 1.
Dale Cislo 1 vynasobime vyrazem (x - 1) a vysledek tohoto soudinu (x - 1) zapiSeme opét
nize pod vysledné vyrazy. Nasledné vyrazy (x - 1) od sebe odecteme a vyjde nulovy zbytek.

Z toho je patrné, ze f(x) = (x*- 1) Ize rozlozit na (x - 1) - (x + 1).

Umocnéni
Je také zapotrebi zminit, jak se polynomy chovaji pfi umocnéni. Lze ilustrovat na tomto

prikladu: (x2)> = x> 2 =x".

Historicky ramec, vybrané predchozi a nasleduijici algoritmy

Pfed vznikem Kroneckerova algoritmu jiz existovala fada metod ¢i algoritm0 pro
faktorizaci polynom( neboli feseni polynomialnich rovnic v oblasti algebry. Prvni zminka o
téchto metoddch je zaznamenana uz v letech 1900 — 1600 pf. n. I., kdy Babyloriané
vyuzivali nejprve hledani korfenovych Cinitel(, ale také znali jiz algoritmus, ktery ved|

k vyfeseni kvadratickych rovnic, a posléze zvladli vyresit numericky kubické rovnice.

Po Babylorianech nasledovala odmlka s tématem o rfeseni polynomialnich rovnic, ale po
dlouhé dobé navazali na Babylofany italSti matematici v obdobi renesance s tématem
feSeni kubickych rovnic. Poté mél vyvoj ohledné polynomialnich rovnic vzestupnou
tendenci. S novymi elegantnimi metodami pfisli Isaac Newton, Francois Viéte, Pierre
Fermat, Karl Friedrich Gauss. S rozklady mnohoclen( se zabyval jak Francois Viéte, tak i
Karl Friedrich Gaus. Francois Viéte priSel na zavislost mezi kofeny mnohoclen( a
hodnotami jejich koeficient(. Za to prace Karla Friedricha Gausse nebyla tak vyznamnou
ve spolecnosti, jelikoZ byla zapomenuta, ale poté objevena. Za vznikem znamé Fermatovy
véty stoji Pierre Fermat. Tato véta vyjadfuje: ,x, - x = [T (x-a), a €Zp, p je prvocislo”.
DalsSim matematikem, ktery prispél do této tématiky, je Isaac Newton, ktery objevil

metodu aproximace redlnych kofend polynoma.

Dale William George Horner na zacatku 19. stoleti popsal algoritmus, ktery je po ném

pojmenovan, ale jiz dfive byl zndm Isaacu Newtonovi a dokonce jiz ve 13. stoleti
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¢inskému matematikovi Ch'in Chiu-Shao. Tento Hornerdv algoritmus (neboli schéma) je
optimalni existujici algoritmus na vyhodnocovani polynoma v realnych Cislech. Dale v roce
1793 Hermann Schubert objevil jako prvni algoritmus pro faktorizaci polynomt (tj. proces,
jak vyjadrit polynom s koeficienty v daném oboru nebo v celych Cislech jako

soucin ireducibilnich faktor( s koeficienty ve stejném oboru). Dale stoji za zminku
Eisensteinovo kritérium ireducibility polynomu v Z[x], které lIze vyuZzit pro rozdélovani
polynomU na tfidy rozloZitelnych a nerozloZitelnych mnohoclen(. Pro pochopeni tohoto
kritéria a dalsi praci s polynomy lze ilustrovat nejprve na nasledujicim zadefinovani
ireducibilniho polynomu a uvedeni jednoduchych ptiklad( na toto kritérium.

Definice ireducibilniho polynomu zni takto: ,,Polynom P(x) nad télesem T je ireducibilni v
télese T, pokud jej neni mozné rozloZit na soucin polynomdi R(x), S(x) nad T stupné alespori
prvniho. TakZe nemize platit P(x) = R(x)-S(x).“ Z této definice je patrné, ze f(x) = x* + 4 je
ireducibilni nad télesem R, jelikoZ nelze dale rozlozit na soucin polynomu R(x) a S(x).
Opakem tohoto polynomu je reducibilni polynom, ktery dle logického usudku jde dale
rozloZit na sou¢in polynom R(x) a S(x). Napfiklad f(x) = x*- 4 jde rozlozZit na (x - 2) - (x + 2),
tj. reducibilni. Dale také u téchto polynom Ize vytknout celé Cislo kromé 1. Zde se jedna
pouze o metodu zjisténi spoleéného nejvétsiho délitele koeficientl polynom( a
samoziejmé rozkladu. Napfiklad Ize tuto metodu znazornit na f(x) = 4x*- 64x + 16, a to Ize

zapsat jako 4*(x’ - 16x + 4).

Az po téchto matematicich, v roce 1882, Leopold Kronecker pfiSel na algoritmus pro
faktorizace polynomu, pomoci kterého Ize urcit rozklad libovolného polynomu Z[x] (neboli
ireducibilni polynom). Timto tak rozsifil Schubertdv algoritmus, zpfistupnil rozklad
polynomu vysSich mocnin. Po tomto algoritmu udélal vyznamny krok v matematice Kurt
Hensel, ktery byl mimo jiné studentem Leopolda Kroneckera a také editoval a shromazdil
5 svazku z jeho praci. Také pfisel na dulezity algoritmus, ktery je nazyvan Henselovo
zdviZeni. Pomoci tohoto algoritmu s propojenim Berlekampova algoritmu Ize nalézt
rozklad mnohoélenu nad koneénymi télesy, timto je nejlepsim faktorem pro feSeni

faktorizace polynomd.

V druhé poloviné 20. stoleti pfiSel Bill Gosper na algoritmus, ktery byl prvnim sumaénim
algoritmem na svété. Jeho dlleZitou soucasti je feSeni rekurencni relace pro

hypergeometrické polynomy. V tomto obdobi byl také objeven BerlekampUyv algoritmus
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pro faktorizaci polynom0 nad konecnym télesem, a to Elwynem Berlekampem, ale na
tomto algoritmu méli zasluhu i dva ¢eskoslovensti matematici Karel Petr a Stefan

Schwarz.

Mezi dalsi algoritmy, které jsou specifické pro praci s polynomy, patfi Musser(v
algoritmus, Tobeyho-Horowitz(v algoritmus a Yundv algoritmus. Tyto algoritmy funguji na
metodé Square-free decomposition nebo také rozklad polynomu v soucin faktor(

nedélitelnych ¢tvercem, tj. je druh rozkladu polynomu.

Leopold Kronecker

Leopold Kronecker, ktery pftisel na algoritmus pro
faktorizaci polynomd, se narodil v pruském Liegnitzu 7.
prosince 1823 rodi¢lim Isidoru Kroneckerovi a
Johanne Prausnitzerové, ktefi byli Zidovského plvodu.
Toto naboZenstvi Leopold také pfijal, ale na sklonku
Zivota zacal uznavat krestanstvi. S rodici byl povazovan
za velmi zdmozZnou rodinu i diky Uspésnosti svého otce

v oblasti obchodu. Do 15 let byl jedinym potomkem

svych rodic¢u, ale o rok pozdéji se narodil druhorozeny
bratr Hugo Kronecker, ktery byl povazovan za

vyznamného fyziologa. Své zaujeti pro matematiku ziskal

zasluhou domacich uditeld, které si jeho rodice
objednavali na soukromé hodiny. Leopoldlv talent na matematiku objevil na Liegnitzském
gymnaziu Ernst Eduard Kummer, ktery jej vyucoval, vkladal do néj nadéje a byl jeho
Zivotnim pfitelem.

Jeho vysokoskolska studia odstartovala v roce 1841, kdy se pfihlasil na Berlinskou
univerzitu, kde se nezabyval jen matematikou, ale také i jinymi oblastmi jeho zaméreni,
jako napftiklad chemii, astronomii, meteorologii a mimo jiné i filozofii. Mezi jeho
vyznamneé ucitele na této univerzité jsou povazovani Dirichlet a Steiner. V obdobi jednoho
roku, tj. v letech 1843 — 1844, vycestoval béhem svého studia na studijni pobyty na

univerzity v Bonnu a Vratislavi.
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Poté se vratil zpét do Berlina, kde promoval s praci o Komplexnich jednotkach, a zacal
pracovat na své doktorské prdaci pod vedenim Johanna Dirichleta na téma Algebraicka
teorie Cisel. | kdyZ se stale mohl vénovat studiu v Berlinég, tak na necelych 10 let opustil
akademickou sféru a vénoval se osobnim zéleZitostem. Pronikl do oblasti obchodu a
ziskal natolik financ¢nich prostredk( i zasluhou sfatku s dcerou svého bohatého stryce, ze
penize nebyly dllezitym aspektem, na které by bral ohled. Po této necelé desetileté etapé
Zivota, v roce 1853, se vratil na akademickou pldu do Berlina, kde spiSe chtél
spolupracovat s ostatnimi mistnimi vyznamnymi matematiky nez dosahovat
akademickych titul. V tom samém roce také rozsifil Galoisovu teorii algebraickych rovnic.
Dale publikoval nespocet praci v oblasti algebry a diky tomu byl v roce 1861 zvolen do
Berlinské akademie véd. | kdyz nebyl zaméstnancem této univerzity, mél pravo zde
prednaset. Vyucoval zde teorii Cisel, teorii rovnic, teorii determinantt a integral(. Svymi
matematickymi postupy a myslenkami nepfitahoval pfilis studentd, jen jejich mensi ¢ast
dokazala jeho Uvaham porozumét, do které patfili napfiklad Georg Cantor a Edmund
Husserl. Nazorny ptiklad jeho myslenek Ize ilustrovat na jeho vyroku: ,Bih stvoril celd
Cisla, vse ostatni je dilem ¢lovéka.”

Mél také zasluhy a vysoké postaveni v Crellové matematickém casopise, kde pracoval jako
editor. Ke zvySeni jeho matematického postaveni v Némecku napomohlo ziskani
akademického titulu profesor v roce 1883 po svém byvalém uciteli Ernstu Eduardovi
Kummerovi, ale vétsi vyznam mélo jeho jmenovani do Kralovské spole¢nosti v Londyné na
konci ledna roku 1884. Ve svych 68 letech (29. prosince 1891) umira v Berliné o par

mésicl déle nezZ jeho manzelka.

Teoreticky zdklad Kroneckerova algoritmu
Algoritmus, ktery umoznuje v konec¢ném poctu krokd rozhodnout jako tento, zda je dany
polynom f(x) stupné n s celociselnymi koeficienty délitelny néjakym polynomem g(x)
rovnéz s celociselnymi koeficienty, 0 < st g(x) < n, ¢i zda zadny takovyto délitel neexistuje.
Postup tohoto algoritmu je zndzornén do 5 krokd, které jsou na sebe zavislé a tvori
posloupnost:

1. Pfi hledani jistého délitele g(x) s celociselnymi koeficienty dochazi k moznosti

, ;. v v v n n
omezeni se na polynomy, pro které je stupen mensi nebo roven cislu s=[;], kde [5]
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. s v v/ n .. . wawvs ;s v ;. v n
je tzv. cela c¢ast Cisla > tj. nejvétsi celé Cislo, které je mensi nebo rovno > Pro
pochopeni Ize ilustrovat na nasledujicim stru¢nym prikladu. Pokud se napf. n = st

f(x)=11, je s = [%]= 5.

2. V dalSim kroku vypocteme s+1 funkénich hodnot polynomu f(x). Zde je ze zacatku
obvyklésizvolitx=0, 1, .. ., s. Poté ziskdme celociselné funkéni hodnoty f(0), f(1),

f2), ... fls).

3. Je-li polynom f(x) délitelny polynomem g(x), musi funkéni hodnota g(0) délit f(0),
g(1) délit f(1), . . ., g(s) délit f(s). Diky tomu Ize utvofit mnoZiny D), Df), .., Dgs).
Pokud by se ale f(k) = 0 pro nékteré k=0, 1, . . ., s, bylo by ¢islo k kofenem
polynomu f(x) a g(x) = x — k by byl kofenovym cinitelem a tato uloha by byla
vyreSena. Z toho plyne predpoklad, ze f(k) # 0 pro vSechna k=0, 1, ..., s a mnoziny

Ds(k) jsou tim padem konecné.

4. Pro kazdou s + 1-tici Cisel g(0) € Dyp), g(1) € Dsq), . . ., 8(s) € Dgs) nalezneme takovy
(interpolacni) polynom g(x), ktery nabyva v bodech x=0, 1, . . ., s pfedepsanych
hodnot g(0), g(1), . . ., g(s). Tento polynomu g(x) vidy existuje a je pravé jeden. Lze
ho také nazvat Newtonovym interpolacnim polynomem a pfijit na néj z tvaru:

g(x) = ag+ a1(x-ag)+ ay(x-ag)(x-a1)+...+ as(x-ag)...(x-as.1). Poté je za potrebi jesté
vypocitat koeficienty ayg, ay,..., as, kde se zvoli ag, ay, ..., a5 jako posloupnost po sobé
jdoucich celych &isel (a; =i, kdei=0, 1,..., s). A dale se oznadi g(a;) = b; proi=0,1,...,
s, z ¢ehoZ je moZno sestavit tzv. ,schéma rozdilG“, kde plati Ab; = bi;; —b;, proi=0,

1,..., S — 1,' Azbi = Abi+1 - Ab,,

bo
Aby

b, A’by
Ab,

b, A’b,
Ab,

bs

kbo
k!

. . , , A . p v
Pro koeficienty oy poté plati ay = a dale plati pro oznaceni bs = g(s).

-13-



5. Pokud je opravdu g(x) polynom s celociselnymi koeficienty, 1 < st g(x) <'s, potom Ize
vyzkouset, zda g(x) déli f(x). Pokud ano, je uloha vyreSena a ziskdme rozklad tvaru
f(x) = g(x)*h(x), kde g(x) a h(x) €Z[x], st g(x) >0 a st h(x) > 0. V nepfiznivém pripadé

se vratime k bodu 4 a cely postup se zopakuje pro dalsi s + 1-tici g(0), g(1), . . ., g(s).

Cely postup tohoto algoritmu je zndzornén na diagramu (viz obr. 2), ktery je umistén
v pfiloze této prace. Pro znazornéni a pochopeni jednotlivych bod( Kroneckerova

algoritmu, které jsou popsany jiz vyse, nasleduje jednoduchy pftiklad.
Vzorovy pftiklad
Rozhodnéte o reducibilité nebo ireducibilité polynomu f(x) = 2x* + 8x + 8 v Z[X].

1. Ze zadani je patrné, Ze stupen polynomu n = st f(x) = 2, tj. nejvy$si mocnina
neznamé x, a dale ze s = [%] =1, tj. celd ¢ast Cisla % . Ztoho plyne, Ze g(x) je
nanejvyse linedrni polynom tj. g(x) = ax + b.

2. Provypocet s + 1 funkénich hodnot méjme x =0 a 1 (lze zvolit i jina cela Cisla jako
funkéni hodnoty), a tim ziskame celociselné funkéni hodnoty f(0) = 8 a f(1) = 18.

3. Vytvofime mnoziny vSech jejich celociselnych délitelu.

Df(O) = {ll _11 2/ _21 41 _41 81 _8};
Df1)=1{1,-1,2,-2,3,-3,6,-6,9, -9, 18, -18}.

4. Pro kazdou s + 1-tici Cisel g(0) € Ds) a g(1) € Dg1) nalezneme takovy (interpolacni)

polynom g(x), ktery v bodech x =0 a 1 nabyva hodnot g(0) =4 a g(1) =6.K

nalezeni Newtonova interpolaé¢niho polynomu je za potrebi ,schéma rozdilu“, do

kterého dosadime hodnoty g(0) a g(1),a které vypada takto:

4

Poté zde dostdvame koeficienty:
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Tudiz z pfredepsaného tvaru pro g(x) = ag+ ai(x - ag) + 0x(X - ag)(X - ay) +...+ a(x -
ag)...(X - as. 1) dostavame:

g(x)=4+2(x-0)=2x+4

JelikoZ se jedna o vzorovy priklad, nebudou zde vypsany vsechny mozné

kombinace eventualnich funkénich hodnot polynomu g(0) a g(1).

5. Polynom g(x) spliuje podminku, Ze ma celociselné koeficienty, 1 < st g(x) < s, poté
tedy Ize vyzkouset, zda g(x) déli f(x). Pokud ano, tak zbytek pti déleni mnohoclen
bude nulovy a pokud ne, tak naopak. V predchozim kroku vysel ¢len 2x + 4, kterym

bude vydélen plvodni polynom f(x).

(2x° + 8x +8)/2x + 4 =x+2
- 2X° - 4x
4x +8
-4x -8
0 => nulovy zbytek => g(x) déli f(x) => ziskame rozklad tvaru f(x) = g(x)*h(x), kde
g(x) a h(x) €Z[x]. Timto algoritmus konci a mizeme fici, Ze polynom f(x) je

reducibilni.

Praktické vyuziti, reSené priklady

Tato kapitola je hlavné zamérena na praktické vyuziti Kroneckerova algoritmu a také
pocitani s polynomy, které jsou vice probrany v Uvodu této prace. Jsou zde ukazany
podminka Kroneckerova algoritmu), ale také se zde lze setkat z programem Derive 6,
kalkuldatorem TI - 92 Plus od spole¢nosti Texas Instruments. Tyto matematické pomucky
pracuji na bazi Kroneckerova algoritmu pro méné i vice slozZitéjsi priklady na faktorizaci
polynomU. Dale také pouzit pro reseni prikladd na faktorizaci polynom0 online webové
prostredi WolframAlpha. Tato pomUcka pro rozklad polynomu bohuZel nepracuje na bazi
Kroneckerova algoritmu, ale na bazi sofistikovanéjsich algoritmu (viz kapitola

WolframAlpha).
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Praktické vyuziti
Kalkulator TI - 92 Plus

Kalkuldtor TI - 92 Plus, ktery vySel na trh v roce 1999, ma mnoho matematickych funkci
pro pocitani danych slozitych prikladd. Napftiklad pocitani s polynomy, vykreslovani graf(i
funkci, integrace, limity, fady apod. Jeji design je vyobrazen na obr.3 v pfiloze. Pomoci
vybraného kabelu (¢erny/stfibrny) a programu Tl - Graph Link 89, ktery je taktéz
kompatibilni s timto kalkulatorem, lze exportovat poZzadované zadani i vysledek daného
pfikladu do pocitace. Pomoci rozsahlé klavesnice tohoto kalkulatoru Ize béhem kratké
doby vyresit zadany ptiklad v zavislosti na jeho ndrocnost. Ale samoziejmé Ze nedokdaze
vyresit hodné rozsahlé priklady, napfiklad u vicestupriovych polynomialnich rovnic. Proto
existuji matematické programy, které tyto priklady dokazi vyresit, jako je napfiklad Derive
6, ktery je taktéZ popsdn nize. Zde nasleduje nékolik pfiklad(i na faktorizaci polynom,
které tento kalkuldtor dokdze i nedokaze vyresit podle narocnosti daného prikladu. Pro
zadani daného prikladu nejprve zapneme kalkulator a poté stisknutim tlacitka F2
vybereme pftikaz ,factor” stisknutim cisla 2. Pokud je zcela zaplnéna pracovni obrazovka
kalkuldtoru, staci stisknutim tlacitka F1 a ptikazem ,clear home*, ktery vyvolame
stisknutim Cisla 8, vymazat zaplnénou pracovni obrazovku predchozimi ptiklady. Nize jsou
znazornény priklady leh¢i a poté postupné bude rlst jejich ndrocnost vypoctu pro tento

kalkulator.

Priklad 1
Mé&jme polynom f(x) = x*- 1. Je polynom f(x) reducibilni nebo ireducibilni?

I‘Fi T Fer Trsv]’ r-n-]’ TE T FE™ T]
TE AlgebralCalc|Other|Prgmld|Clean Up

® factorl 2 - 1) (2= 11-[x+1)
factor{x™2—-1>

obr.4

Z obrazku je patrné, ze nam kalkulator Tl - 92 Plus rozlozil polynom f(x) = x> - 1 na dva

cleny (x - 1) a (x + 1). Diky tomu zjisténi mizZeme fici, Ze polynom f(x) je reducibilni.
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Pfiklad 2

Mé&jme polynom f(x) = x>+ 1. Je polynom f(x) reducibilni nebo ireducibilni?

I‘Fi T Fer TrsvT i T FE T FE™
vﬂ AlgebrafCalc|{0ther|Prgnld{Clean Up

lFactm‘[x2+ 1] w241

factorix™2+1>
AW RAD AUTO SEG 1430

obr.5
Po zménéni znaménka u mnohoclenu z predchoziho prikladu Ize zjistit, Ze polynom je
ireducibilni.
Priklad 3
Je zadan polynom f(x) = x> + 1. Zjistéte, zda je zadany polynom rozloZitelny ¢i

nerozlozitelny.

I‘Fi T Fiv Tr:v]’ ruv]’ FE T TR T]
va Algebra|Calc|Other|Prgnld{Clean Up

w factor[x” + 1) [x+ ij-[xz—x+ 1]
factorCx"3+1)
FAAIN FAD ALTO EE T

obr.6

Dle kalkuldtoru se rozklad polynomu f(x) skladd z téchto mnohoélendi (x + 1) - (x* - x + 1),

tudiz zadany polynom je rozlozitelny, tedy reducibilni.
Priklad 4

Zjistéte, zda polynom f(x) = Crxt+x+1l je reducibilni ¢i ireducibilni.

I‘Fi ]’ Fer Tr3vTruvT TS T i
vEngehr‘aEachther‘Pr‘ngDClean Up |

w factor[x + 22 4 1) [x+1)-[x2+1]
FAIN EAD AUTO SEG LT
obr.7
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Opét se jednd o reducibilni polynom f(x), ktery kalkulator vyresil, a je rozloZzeny na

mnohotleny (x + 1) - (x* + 1).

Priklad 5
Mé&jme zadany polynom patého stupné f(x) = x> + x* + x> + x + 2. Je zadany polynom
reducibilni nebo ireducibilni?

1 Fer Faw | Fuv 3 FE™
vﬂ Algebra|Cal clother|PramldjClean Up

4, .2

+><+2:|
[><2+x+1]-[x3—><+2]

Factorix*h+xd+x*2+x+2 >

HMAlN ERD ALUTO SEQ 1730

u Factu:-r‘(xS s

obr.8
Zde je patrné, Ze je opét polynom f(x) reducibilni, tedy rozlozitelny na (x* + x + 1) - (x> - x +
2), ale staci si zvolit jiny absolutni ¢len nebo vynechat v zadani linearni ¢len, a ihned je

polynom f(x) ireducibilni (viz nize).

rfi T Fev Trsz ruvT FE T FE~ T]rfi T Fev Trsz ruvT FE T FE~ T]
va Algebra|Calc|0ther|Pragnld{Clean Up va Algebra|Calc|0ther|Pragnld{Clean Up

4 2

+x+4:|

><5+><4+><2+><+4 lf‘actor‘[x5+x4+x2+2] ><5+><4+><2+2

factorOx™h+u™d+™2+u+4d) factorOx™h+x™d+™2+2%

HMAlM EAD AUTO SER 1430 HMAlM EAD AUTO SER 1430

L] Factur‘[xE +x T+ x

obr.9 obr.10

Priklad 6

Jsou zadané polynomy f(x) = x° - 1 a g(x) = x*° - 1. Mdme rozhodnout, zda jsou tyto

polynomy reducibilni nebo ireducibilni.

rfi T Fev Trsz ruvT FE T FE~ T]rfi T Fev Trsz ruvT FE T FE~ T]
va Algebra|Calc|0ther|Pragnld{Clean Up va Algebra|Calc|0ther|Pragnld{Clean Up

L] Fac.t.u:ur‘[xE' E 1] L] Fac.t.u:ur‘[le:' 2 1]
[x—1)(=+ 1)-[><2+><+ 1]-[><2—><+ 1] [x— 1) (x+ 1)-[><2+ 1]-[><4+><3+><2+><+ 1k
factori{x"6-—1> factor{x"20-1>
HMAlN FAD AUTO SER 1730 HMAlN FAD AUTO SER 1730
obr.11 obr.12
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Polynom f(x), ktery je rozlozen na mnohotleny (x-1) - (x + 1) - (x* +x+1) - (x*-x+ 1), a
také polynom g(x), ktery je rozloZitelny na (x - 1) - (x + 1) - C+1)- P+ +x%Hx+1)-
(- +x2-x+1)- (x®-x®+x*-x*+ 1), jsou reducibilni. Z tohoto pfikladu plyne, ze
pokud je zadany polynom n-tého stupné v fadu desitek az stovek (viz obr. 13)

s absolutnim celociselnym ¢lenem, tak pokazdé kalkulator Tl - 92 Plus je schopen podobny

priklad vyresit, i kdyz je reducibilni ¢i ireducibilni. Dlkaz tohoto tvrzeni Ize demonstrovat

na nasledujicich obrazcich.

o |Rlebra calclntherlprgmmlclean el || [l diralcone [ofher Proniolcicon ue| |

u Factnr‘Lx:"" -1]

(;{—1](3{+1j[x +x3+x2+><+1][ 4k "F"ai:tl:lr'{x +2:| R
®factor w199 - 1] ® factor(x + 4) xF+ 4

(:x'.—1]-(x+1)-[><2+1]-[><4+><3+><2+><+1P ® factorl: 19 + 2] [><5+2]-[><1E'—2-x5+4]
L] Factm‘[xmﬂﬂ = 1] L] Factnr‘[xSS + 12] w8 412

(= 100+ 1-( 2+ 1) [t + 1) Lt + 55 | |w pactor 129 4 25) 21294 o5
factori{x*1000-1> factor(x*125+25>
AW RAD AUTO SEQ H/Z0 HAIN RAD AUTO SE@ B0

obr.13 obr. 14

Priklad 7

Méjme zadané polynomy:
fX) =X+ + 3+ XX X X X +2
g(x) = x?+ 2x* - 4x™° + 256

Zjistéte, zda zadané polynomy jsou reducibilni ¢i ireducibilni.

I‘Fi ]’ Fer Trsv]’ Fyr ]’ FE T FE™
- E AlgebralCalc|Other|PrgmId|Clean Llpm

I‘Fi T Fer TrsvT i T FE T FE™
vﬂ AlgebrafCalc|{0ther|Prgnld{Clean Up

lFactDP[x1D+x9+x8+x?+><6+><5+><4+:.'

:;<1E'+><9+:;<8+><?+x6+x5+x4+x3+x2-.‘

Factor(x™10+x*?+x B+ 7+ b+x.

HMAlN KAD AUTO SER 1750

lFactnr[xzﬂ+2-x18—4-x15+256]
28+ 2518 - 4. 154 55¢

factur(x*29+2x*18 dx*16+256 >

EAD AUTO SEQ 1430

obr.15

obr.16

Jak je na prvni pohled patrné, kalkulator jiz nedokazal rozlozit zadané polynomy f(x) a g(x).
Z predchozich priklad(, u kterych si Ize vSimnout, Ze i pokud je zadany polynom s velmi
vysokym stupném a absolutnim ¢lenem, tak kalkuldtor dany polynom zvladne vyiesit. Ale
pokud se téchto clen( s vysSim stupném nachdzi v zadaném polynomu vicero, tak nejspise
diky nedostatku paméti ¢i kapacity tento kalkulator nedokaze vypocitat zadané rozsahlé
polynomy. Proto tento typ kalkulacky a jiné podobné typy dokazi efektivné vyresit

priblizné polynomy Sestého mozna i sedmého stupné s nizkymi celociselnymi koeficienty.
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Derive 6

Derive 6 je rozsahly matematicky program od spolec¢nosti Texas Instrument, ktery byl
vydan v roce 2004. Neni kompatibilni jiz s novymi verzemi Windows, ale ma jednoduché
prostfedi a design. Diky své jednoduchosti je moZno vyuzit fadu jednoduchych
mechanismu k feSeni i slozitych prikladi pomoci danych pfikaz( pro feseni zadaného
pfikladu (napf. integrace, derivovani, faktorizace polynom). Pro toto téma je
nejdUlezitéjsi faktorizace polynomd, ktera je znazornéna na nasledujicich prikladech.
Redeni daného pfikladu Ize docilit nejprve zapsanim daného polynomu, poté pfechodem
na kartu ,simplify”“ oznacime pftikaz , faktor”. Dale po zobrazeni riznych moznosti pro
vypocet vysledku stisknutim pole , factor” nam Derive 6 faktorizuje zadany polynom.

Postup zadavani téchto ptikazu je zobrazen v pfikladu 1.
Priklad 1

Mé&jme tedy zadany polynom f(x) = x* - 1. Je reducibilni nebo ireducibilni?

[ Derive & - [Algebra 1]

E\Ie Edit Insert Author {gw_rrmllgf] Solve  Calculus Options  Window  Help _ 5| X
(= Basic Chrl+B b
Ced&8 & B17° e |Ima J BT | 4+ X | &
- |+ Display step Chrl+D
> Expand... Chrl+E
1 v -1 | Eactor... Chrl+F
Approximate, ., Chel+G
#e: | Sug, Variable Substitution. ., Chre
Subexpression Substitution...  Crl+T
Factor Expression #2 E]
Factar Yariables Expression Factoring Type
£ Prime nurnber decomposition
" Trivial content
" Souarefres polyromial
&+ Rational palynomial
" Radical polynomial
" Complex polwnomial
7 Turing LU matrix
" Gram-Schmidt R matrix
oK ] Factor | Cancel
Factor highlighted expression
[T

obr.17
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Program Derive 6 faktorizoval polynom f(x) = (x*-1) na tyto ¢leny (x + 1)(x - 1), tudiz i jak

je patrné z obrazku, zadany polynom f(x) je reducibilni, tedy rozlozZitelny.

Priklad 2

Je zadany polynom f(x) = x® - 2x* - 1 reducibilni nebo ireducibilni?

[l Derive 6 - [Algebra 1] Q@@|

E\Ie Edit Insert Author Simplify Solve Caloulus Options  Window  Help o] et i]
OHE dBBX Bl =~ 7&% g [ Z00 4% &

3 2
#1: X o+ 2w -1

=l

#2: R+ 1) 4+ % = 1]

3 o.000s
v =¥ ® XX
afBly|B|=lC]n|B|lk|Alp|v|Elo|m|pla|T|u|o|x]|d]|w L]+ ]2 %l=|<|<]v]- 6] -|le w|d|X|M|Z|x
BlrlalElZlH]a|I|k]Alm sloln|elz|T|Y|e|x|¥]| 0 O i I e e S e e sl P S

obr.18

Zadany polynom f(x) je rozlozen na ¢leny (x + 1) - (x* + x - 1). Opét se tedy jedna o

reducibilni polynom.
Priklad 3

Mé&jme zadany slozitjsi polynom f(x) = x° + x* + x* + x + 2. Rozhodnéte, zda se jedna o

reducibilni ¢i ireducibilni polynom.
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[ Derive 6 - [Algebra 1] B
Ble Edit Insert Author Simplify Solve Caloulus Options  Window  Help — | = ﬁ

ODEREE BB X Flel = 6% lng | I +% &

0 o.000s

=N ](xA5+x"4+x’\2+x+2)

obr.19

Jak uz kalkuldtor TI - 92 Plus vyresil totozny priklad, Ze tento polynom je reducibilni, tak i
program Derive 6 zjistil totéZ. Polynom byl rozloZen na tyto ¢leny (x> + x + 1) - (x* - x + 2).

Tento priklad je vypocitan podrobné i v nasledujici kapitole.
Priklad 4

Polynom f(x) = x* - x +x° +x® - x" +x%- x> +x* - x® + x* - x + 1. Je zadany polynom

reducibilni nebo ireducibilni?
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I Derive 6 - [Algebra 1] EEX
_ = x|

'E\Ie Edit Insert Author Simplify Solve Caloulus Options  Window Help

D& & 2E X | Pl =8 T (Ina I ZI &5 &
11 10 9 8 7 G 5 4 3 2
#1: ¥ - X +X +X - +% —-¥ +H - +x —x+1
#2:
[ o.tes
S e
afBly|dl=lC|n|Blik|A|plv]|Ele|n|p T|ofo]|x|d|w L o)«] ] %l =] <] 2] «] = u “|le|m|x|a|Z|l X
E|T ElZ|H|o|I]K Ml zlolnlrlz]T|Y|e|x|¥|a ] - 4J]+ G P S e B I T T =

obr.20
Program Derive 6 rozlozil zadany polynom (i kdyz se jedna o sloZit&j$i) na tyto &leny (x* - x

+1) - (0 +x°-x% + 1), tudiz je reducibilni.

Priklad 5

Je zaddn slozitjsi (ndroénéjsi pro program Derive 6) polynom f(x) = x”° + 2x*® + 4x** + 8x*?

+16x°% + 32x% + 64x + 128.
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] Derive 6 - [Algabra 1]

Ble Edit Insert Author Simplify Solve Caloulus Options  Window  Help — | = ﬁ
DEEE $B2BX Flei =2 78 ng J 00 »k &

96 48 24 12 6 2
#1: ® + 2%+ dax + & o+ 16 4+ 32.x o+ Gdax + 128

| o B
v o= ¥ o oy ) |96+ 24 A8 rax 244 81 2416x "6+ 32x " 2464x+128)
ol Bly|8l=lC|n|B| vik|A|plv|Elo|m]|pla|T o x|w|w {|+ i = =|v|= u le|rml=|8|Z|T|&|x
B|F|AlE|Z|H I{K[AM Z|a| N PIZ|T| Y |e|x|¥|0 b I P S e = e o I v e WA 5
obr.21

| pfes nékolikandsobné vyssi stupen polynomu, nez u pfedchoziho pfikladu, si s timto
prikladem Derive 6 poradil. Zadany polynom nerozlozil, zistal v zdkladnim tvaru, jedna se

tedy o ireducibilni polynom.

Z hlediska vypocetni naro¢nosti ulohy stoji za povSimnuti ¢as v pravé dolni ¢asti obrazku,
za kterou si program Derive 6 dokazal poradit s danym prikladem. Je tedy jasné, ¢im vétsi

stupen polynomd, tim déle reSeni ptikladu v tomto programu trva.

WolframAlpha

Jednd se o online webové prostredi, které je vytvoreno na zakladé matematického
programu Mathematica. Jelikoz je online, mlZeme ho vyuZivat pfi pfipojeni k internetu
z jakéhokoliv pocitace na webovych strankach www. wolframalpha.com.

Diky tomuto online webovému prostiedi WolframAlpha, které je vybaveno
sofistikovanéjSimi algoritmy pro rozklady polynomu nez je Kronecker(v algoritmus, lze

zvladnout vyresit vice rozsahlejsi a narocnéjsi priklady nez pomoci matematickych
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pomucek pracujicich na bazi Kroneckerova algoritmu, tj. program Derive ¢i kalkulator TI -

92 Plus.

Pti vypoctu jinych matematickych prikladd napf. integrace a derivace, je nevyhodné, ze
WolframAlpha zobrazi jen vysledek, ale ne cely postup. Pouze pfi zaplaceni plné verze lze
zobrazit cely postup i s vysledkem. Pro faktorizovani polynomu staci zadat do prikazového
fadku po zobrazeni vySe uvedené webové stranky ptikaz ,factor”a zadany polynom, poté
stisknout tlacitko enter a ¢ekat na vygenerovani vysledku. Poté mizZeme fici, zda je
polynom reducibilni nebo ireducibilni. Tento postup Ize vidét v nasledujicich pfikladech

sefazené od polynom( s nizSim stupném po vyssi.
Priklad 1

Je zadan polynom f(x) = x* - 1. Rozhodnéte, zda je reducibilni & ireducibilni.

.....................

factor a1

(x—11ix+ 1)

obr.22

Jak je patrné z obrazku, Wolframalpha faktorizoval zadany polynom a rozlozil ho na ¢leny

(x-1) - (x + 1), tudiz mGzeme fici, Ze polynom je reducibilni.
Priklad 2

Mé&jme zadany polynom f(x) = x” - 2x> + 16x% + 64x - 126. Je zadany polynom reducibilni

nebo ireducibilni?
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& WolframAlpha sz,

factor x*4 - 2x*3 + 16X"2 + 64X -126 8

EE B W = Examples >2 Random

factor xt—2x° +16x° +64x— 126

Ireducible factonization

r
iy

(x—1.46122) (x 4+ 3.18504) (x — (1.86191 + 4.85865 i) (x — (1.86191 — 4.85865 i)

obr.23

WolframAlpha zde vyexportoval typové odlisny vysledek nez u predchoziho ptikladu.
Absolutni ¢leny v rozlozenych ¢lenech vysledného mnohoclenu jsou desetinna &isla, tudiz
se nenachdzime v Z[x]. Potom je jasné, Ze zadany polynom f(x) je ireducibilni, tedy

nerozlozitelny.
Priklad 3

Mé&jme zadany polynom f(x) = 2x° - 19x* + 58x° - 67x> + 56x -48. Rozhodnéte, zda je

polynom reducibilni ¢i ireducibilni.

% WolframAlpha sz

factor 2x*5 - 19x"4 + 58x"3 - BTx"2 + 56X - 48 =] ‘

B EE S = Examples > Random

Input interpretation

factor 2x° —19x% +58x° —67x° +56x — 48

(2x-3) (x—4* [x* +1)

obr.24

Jak je na prvni pohled zfejmé, tak zadany polynom byl prostifedim WolframAlpha rozloZzen

na tfi ¢leny tj. (2x - 3) - (x - 4)*- (x* + 1), poté mGzZeme fici, ze polynom je reducibilni.
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Priklad 4

Je zadan polynom f(x) = x'° + x> + 1. Uréete, je-li polynom reducibilni & ireducibilni.

& WolframAlpha sz

factor(x*10)+{x"5) + 1 =]

factor P e |

Result

Frx+ ) x® —xT F -t —x 1)

obr.25

Z obrazku je patrné, ze WolframAlpha po faktorizaci zadaného polynomu f(x) ho rozlozil
na dva ¢leny (P +x+1) - (6E-x +x-x*+x>-x+1). Ztoho tedy mlizZeme usoudit, Ze

zadany polynom je reducibilni neboli rozlozZitelny.

Priklad 5

Je zadan polynom f(x) = x*© + 2x™* + 3x'® + 2x° + 1. Rozhodnéte o reducibilité nebo

ireducibilité zadaného polynomu.

& WolframAlpha sz

factor(x"20 + 2x*15 + 3x*10 + 2x"5 + 1)| (=
B E B e = Examples 2> Random
e |

factor 0 2x5 13025 £1

[+ 1) [IE—X?+x5—x‘4+x‘3—x+1]E

obr.26
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WolframAlpha zadany polynom po faktorizaci rozlozil na tyto dva ¢leny (x> +x+1)%- (x®-x’

+x° - x*+x3 - x + 1)%. Tudiz tedy mGzeme fici, ze zadany polynom je reducibilni.
Priklad 6

Méjme zadany polynom f(x) = 2x%% - 3x%0 + 4x - 5x1% + 6x° - 7x* + 8x> - 9x® +10x - 11.

Zjistéte, zda je zadany polynom reducibilni ¢i ireducibilni.

% WolframAlpha sz

factor 2x225 - 3x*20 + 4x*15 - 5xX"10 + 6x"5 - Tx"4 + 8x*3 - 9x2 +10x - 11 B8 ‘

= . E

factor  2x —3x0 +4xP® 5x0 e —7xt B -0 £ 10x- 11

2x% 3 4 50 e — Tt 48 — 0P + 10X - 11

Exact form

2{x—1.07819) (x — (1.02518 + 0.240481 ¢)) (x — (1.02518 — 0.240481 1)
(x—(0.944515 + 0.401385 #)) (x — (0.944515 - 0.401385 #))
(x —(0.655951 + 0.744042 1)) (x — (0.655951 — 0.744042 1))
(x —(0.587551 + 0.875683i)) (x — (0.587551 — 0.875683 i)
(x —(0.373092 + 1.02988 {)) (x — (0.373092 — 1.02988{))
(x—(0.117462 + 1.07938 ) (x — (0.117462 — 1.07938 {))
(x+(0.100398 — 1.04595 ) (x + (0.100398 + 1.04595 1))
(x + (0.446559 — 0.867542 1)) (x + (0.446559 + 0.867542 1))
(x+(0.655105 — 0.88533 #)) (x + (0.655105 + 0.BB533 {))
{(x +(0.B87867 — 0.724714 i) (x + (0.BB7867 + 0.724714 1))
(x+(1.04775 — 0.4B603 i) (x + (1.04775 + 0.48603 i))
(x+(1.10517 — 0.204915 1)) (x + (1.10517 4+ 0.204915 i)

obr.27

Z obrazku je patrné, Ze polynom je ireducibilni, obdobny rozklad pro faktorizaci jako u
prikladu Cislo 2, tj. absolutni ¢leny rozloZenych ¢lent jsou desetinna cisla, tudiz se
nenachazime v Z[x]. Ale také lze zjistit ireducibilitu polynomu po faktorizaci ve

WolframAlpha, Ze nam vygeneruje vysledek stejny jako zadany polynom.

-08 -



Resené piiklady
Priklad 1
Zjistéte v Z[x], zda je polynom f(x) = x2 +x% + x + 1 reducibilni & ireducibilni.

1. Stupen polynomu f(x) tj. st f(x) = 3. Mnohoclen g(x) ma stupen nejvyse st g(x) =s =

[g] =1 a diky tomu Ize psat g(x) =ax + b

2. Provypocet s + 1 funkénich hodnot méjme x = 0 a 1 (lze zvolit i jina cela Cisla jako

hodnoty proménné x), a tim ziskdme celoCiselné funkéni hodnoty f(0) =1 a f(1) = 4.

3. Poté Ize utvorit mnoZiny vSech celociselnych délitell Cisel f(0) =1 a f(1) = 4.
Dro) = {1, -1};
Df(l) = {11 _11 21 _21 4; _4}

4. Vtomto bodé jsou ilustrovany jen nékteré kombinace hodnot g(0) a g(1), jelikoz

by bylo nutné spocitat 12 kombinaci, coz je velmi zdlouhavé.

a) Pro kaZdou s + 1-tici Cisel g(0) € Dy a g(1) € Dg1) nalezneme takovy
(interpolacni) polynom g(x), ktery nabyva v bodech x = 0 a 1 pfedepsanych
hodnot g(0) =1 a g(1) = 1. K nalezeni Newtonova interpola¢niho polynomu je
dllezité sestavit ,schéma rozdilu“, do kterého dosadime hodnoty g(0) a g(1),a

které vypada takto:

Poté zde dostdavame koeficienty:
1
Qo= a =1

0
T

o4 =0

Tudiz predepsaného tvaru g(x) = ag+ a1(X - ag) + az(X - ag)(X - a1) +...+ (X -
ag)...(X - as. 1) dostavame:

g(x)=1+0(x-0)=1.

Zde je patrné, Ze je nutné si zvolit jiné vhodné g(0) a g(1), abychom mohli fici,

zda polynom f(x) je reducibilni ¢i ireducibilni (viz. krok b)).
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b) Méjme interpolacni polynomy g(0) =1 a g(1) = 4, poté ,schéma rozdilu“ bude

vypadat nasledovné:

Nasledné méjme koeficienty

1
ao—a— 1

3

:—:3
1!

(041

Z ¢ehoi plyne, Ze g(x) = 3x + 1.
Tento polynom g(x) ma stupen st g(x) =1 =5, a je z oboru Z[x].

Nyni rovnou provedeme déleni polynomu g(x) se zadanym polynom f(x).

(C+x+x+1)/(3x+1) = %xz +...

- X - (x*/3)

Polynom g(x) = 3x + 1 nemUze byt délitelem, nebot vysledek pti déleni ma
vedouci ¢len %xz a nepatfi tedy do Z[x], z toho plyne, Ze na poslednim kroku
Kroneckerova algoritmu v tomto pripadé vibec nezalezi.

Tudiz budeme pokracovat v ndsledujicim kroku 4c) a zvolime si vhodné hodnoty
g(0) a g(1), a sestavim opét ,schéma rozdilu“, aby byl vystupem tohoto

algoritmu reducibilni polynom.

c) Dale vybirame jinou kombinaci interpolac¢nich polynom napft. g(0) =-1 a g(1)

=4



-1
=> aO: F = —1
3
=> al =§ = 3
TudiZ polynom g(x) = 3x - 1.
Polynom g(x) je opét stupné st g(x) =1 =s, a je z oboru Z[x].
Opét rovnou provedeme déleni polynomu g(x) se zadanym polynom f(x).

(C+x*+x+1)/(3x-1) = §x2 .

- x>+ (x°/3)

Vysledny polynom g(x) = 3x - 1 nemUzZe opét byt délitelem, nebot vysledek pfi
déleni ma vedouci ¢len §x2 a nepatfi tedy do Z[x], z toho plyne, Ze na poslednim
kroku Kroneckerova algoritmu v tomto pfipadé viibec nezalezi.

Tudiz budeme pokracovat v nasledujicim kroku 4d), zvolime si opét vhodné
hodnoty g(0) a g(1) a sestavime opét ,schéma rozdilu”, aby byl vystupem

tohoto algoritmu reducibilni polynom.
d) Opét si zvolime dalsi kombinacig(0) =1ag(1) =2

1

1
:>a0:a: 1

1
:>a1:;=1

Z ¢ehoz méjme vice nadéjny polynom g(x) = x + 1. Poté nasledné pokracujme
k bodu 5 a budeme opét hledat dany zbytek pro uréeni i/reducibility polynomu
f(x) tj. g(x) déli f(x).

5. Zde je znazornén postup hledani nulového zbytku u kombinace g(0)=1a g(1)=2
pro splnéni podminky a pro ukonéeni tohoto algoritmu tj. polynom g(x) déli

polynom f(x).
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Polynom g(x) = x + 1 je opét stupné st g(x) =1 =s, a je z oboru Z[x], ale po vydéleni
mnohoclenu f(x) nedostaneme nulovy zbytek.
(CHx’+x+1)/x+1=x*+1
X - X
x+1

-x+1

0 => nulovy zbytek
Vysel nam nulovy zbytek, tak Ize fici, Ze g(x) déli f(x), coZ znamen3, Ze polynom f(x)

je reducibilni a algoritmus tim kon¢i.

Priklad 2

Mé&jme zadany polynom f(x) = x° - x> + x - 1 v Z[x]. Je polynom f(x) ireducibilni ¢i
ireducibilni?
1. Dle prvniho bodu Kroneckerova algoritmu plati, Ze n=st f(x) =3 as = [S] =1. Poté
je jasné, ze polynom g(x) = ax + b, tj. nanejvyse linedrni polynom.
2. Zvolime si hodnotu nezavisle proménné x, kterou nasledné dosadime do
polynomu f(x), coZ v tomto pripadé bude f(0) =- 1 a f(1) = 0. Jelikoz f(1) = 0, tak je

jasné, Zze 1 bude jednim z kofen( a dale by pak byla D¢1) nekonecna, coz je

v rozporu s podminkou Kroneckerova algoritmu.

Polynom je tedy reducibilni, jelikoZ jsme ve druhém kroku objevili jeden z kofena (x -
1), a po vydéleni polynomu f(x) timto mnoho&lenem nam vyjde dal$i mnohotlen (x* +
1). Tudiz rozklad polynomu f(x) je (x - 1) - (x* + 1). Mdzeme tedy fici, Ze polynom f(x) je

rozlozitelny, tedy reducibilni. Timto algoritmus konci.
Priklad 3

Mé&jme v Z[x] zadany polynom f(x) = x° - 2x - 5x* + 7x® - 7x* + 4x + 2. Rozhodnéte, zdali je

polynom reducibilni ¢i ireducibilni.

1. Stupef polynomu n = st f(x) = 6, tudiz s = 3. Nasledné je patrné, ze g(x) = ax> + bx’

+cx++d.
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2. Poté si zvolime hodnotu nezavisle proménné x, kterou nasledné dosadime do
polynomu f(x). Zde bude vhodné opét zvolit k=0, 1 a 2. Mé&jme tedy f(0) = 2, f(1) =
0, f(2) =-42 af(3) =-22.

3. Ddle utvofime mnoziny vsech celocCiselnych délitel(l ¢isel f(0) =2, f(1) =0, f(2) = -42
af(3)=-22.
Do) =1{-1, 1, -2, 2};
Df1) = nekone¢nd mnotzina;
Df2=1{-1,1,-2,2,-3,3,-6,6,-7,7,-14, 14, -28, 28, -42, 42};
Dro) = {-1, 1, -2, 2, -11, 11, -22, 22}.

Mnozina vSech celo€iselnych délitell Dy je nekonelnd, coz je v rozporu s podminkou
Kroneckerova algoritmu, tudiz zndme jeden z kofend, ktery je tedy (x - 1), a po
vydéleni polynomu f(x) timto mnohoélenem ndm vyjde dalsi mnohoclen (x5 xt-ex’ +
x* - 6x -2). Tudi? rozklad polynomu f(x) je (x - 1) - (x> - x*- 6x° + x* - 6x -2) a mUzeme fici,

ze polynom f(x) je rozlozitelny, tedy reducibilni. Timto algoritmus kon¢i.

Priklad 4

Zjistéte v Z[x], zda je polynom f(x) = x° +x* + X%+ x + 2 reducibilni & ireducibilni.

1. Nejprve nalezneme stupen polynomu tj. s = [g] = 2, jelikoZ n = st f(x) = 5. Diky
tomu zjiténi vime, Ze polynom g(x) = ax” + bx + c.

2. Nyni si hodnotu nezavisle proménné x, kterou nasledné dosadime do polynomu
f(x). Zde bude vhodné opét zvolit k =0, 1, 2. Méjme tedy f(0) =2, f(1) =6 a f(2) =
56

3. Nasledné utvofime mnoziny vSech celociselnych délitell cisel f(0) = 2, f(1) = 6 a f(2)
= 56.
Do) =1{-1, 1, -2, 2};
Df1)=1{-1,1,-2,2,-3, 3, -6, 6}
Df2)=1{-1,1,-2,2,-4,4,-7,7,-8, 8, -14, 14, -28, 28, -56, 56}

4. Vtomto bodé jsou ilustrovany jen nékteré kombinace hodnot g(0) a g(1) a g(2),

jelikoz bychom museli pocitat celkem 512 mnohoclen(, coz je velmi zdlouhavé.

Jako kontrolu zde vyuzijeme kalkulator Tl - 92 Plus a program Derive 6. VysSe
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zadany polynom f(x) = x* + x* + x> + x + 2 jiz je ve vzorovych piikladech ke
kalkulatoru TI - 92 Plus vyresSen (viz obr.8) a také v programu Derive 6 (viz obr. 19).
U posledni uvedené kombinace bude splnéna podminka tohoto bodu
Kroneckerova algoritmu. tj. polynom g(x) déli polynom f(x), coz na konci mUzeme
poté prohlasit, Ze polynom f(x) je reducibilni v Z[x].

a) Zde si zvolime g(0) =1, g(1) = -3 a g(2) = -14. Poté vneseme tyto hodnoty do

,schématu rozdilu“:

1
-4

-3 -7
-11

-14

1
(10—&—1

-4
(11—?——4
a_—7_ 7
27T 2

Tudiz méme g(x) = 1 - 4( x- 0) g (x-0)(x-1)=- %xz ; %x +1.

Tento vysledny polynom si lze ovéfit také pomoci tfech rovnic o tfech neznamych,
zda se jednd opravdu o necelociselné koeficienty a, b, c ze zjisténého polynomu
g(x) = ax® + bx + ¢ z prvniho kroku.

Méjme tedy:

c=1

a+b+c=-3 =>a+b=-4=>b=-4-a

da+2b+c=-14 =>4a+2b=-15

4a+2(-4-a)=-15 =>a=-§=>b=-%

Po dosazeni koeficientu a, b, c ndm vychazi stejny polynom g(x) = - gxz - %x +1.
JelikozZ ale hleddme polynom s celociselnymi koeficienty, tak tato kombinace
zvolenych déliteltd je v rozporu s podminkou tohoto kroku. Poté je zapotrebi se
vratit ke kroku 3 a zvolit novou kombinaci délitell pro zjisténi reducibility nebo

ireducibility polynomd.
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b) Dalsi zvolenou kombinaci je g(0) =1, g(1) =-3 a g(2) = 7. Nyni sestavime

,schéma rozdilu“:

1
-4

-3 0
4

7

Poté dostavame:

1
ao—a—l
—4
(11—?——4
0
a=—=20

Méjme tedy polynom g(x) =1 -4(x-0) + O(x - 0)(x- 1) = -4x +1
Zde si ovérovat koeficienty a, b, c nemusime, jelikoZz uz nam celociselné vysly. Diky
tomu Ize ihned délit zadany polynom f(x) polynomem g(x) = -4x + 1.

A+t x+2/(-4x+ 1) =- ix“ -

-x° - x*/4

Vysledny polynom g(x) = -4x + 1 nemUze byt délitelem, nebot vysledek pfi déleni
ma vedouci ¢len §x2 a nepatfi tedy do Z[x], z toho plyne, Ze na poslednim kroku
Kroneckerova algoritmu v tomto pripadé vibec nezalezi.

Tudiz budeme pokracovat v nasledujicim kroku 4c) a zvolime si opét vhodné
hodnoty g(0) a g(1), a opét sestavime ,,schéma rozdilu“, aby byl vystupem tohoto

algoritmu reducibilni polynom.

c) Posledni zvolenou Uspésnou kombinaci v tomto ptikladu je g(0) =1, g(1)=3 a

také g(2) = 7. Opét tyto vybrané délitele znazornime na ,,schéma rozdilu“:

1
2

3 2
4

7
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Nasledné dostavame:

1
ag—&—l

2
(11—;—2

2
('12—_:1

Poté dostaneme polynom g(x) =1+ 2(x - 0) + 1(x - 0)(x - 1) = x>+ x+1.

Nyni jeSté mGzeme, pokud chceme, ovérit koeficienty pomoci tfech rovnic o tfech
neznamych, zdali jsou celociselné z polynomu g(x) = ax’ + bx + ¢ z prvniho kroku.
c=1

atb+c=3 =>a+b=2=>b=2-3

da+2b+c=7=>4a+2b=6
4a+2(2-a)=6 =>a=1=>b=1

Po dosazenf koeficient( a, b, c ndm opét vychazi stejny polynom g(x) = x> + x + 1.
Poté prejdéme k nasledujicimu kroku zjistit nulovy ¢i nenulovy zbytek pfi déleni

mnohoclend.

5. Mé&jme tedy &len x> + x + 1 z kroku 4c) a zde je zapotiebi zjistit, zdali polynom g(x)
déli polynom f(x) s nulovym zbytkem.
CAXT X EX+2/ XX +L1=XC-X+2

-X5-X4-X3

2
CHPHx+2

-X3-X2-X

2 +2x+2

2x%-2x-2

0 => nulovy zbytek
JelikoZz nam vysel nulovy zbytek, mtzeme fici, Ze polynom g(x) déli polynom f(x) a
ziskali jsme tim rozklad ve tvaru f(x) = g(x) - h(x), kde h(x) je v Z[x]. Timto jsme

priklad vyresili a algoritmus kondci.
Priklad 5

Rozhodnéte, zda je polynom f(x) = x> + x + 1 v Z[x] reducibilni & ireducibilni.
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Stupen polynomu n = st f(x) = 2, tudiZ s = 1. Poté je patrné, Ze g(x) = ax + b.

Dale si zvolime hodnotu nezavisle proménné x, kterou nasledné dosadime do
polynomu f(x). Zde bude vhodné opét zvolit k =0a 1. Méjme tedy f(0) =1 a f(1) =
3.

Nasledné utvofime mnoziny vSech celociselnych délitelt ¢isel f(0) = 1 a f(1) = 3.
Dro) = {-1, 1};
Df(l) = {-1r 1r -31 3}

Zde si predvedeme vsechny kombinace hodnot g(0) a g(1), abychom se opravdu
presvédcili, Ze ani jedna kombinace nesplriuje krok 5 Kroneckerova algoritmus, tj.
polynom g(x) déli polynom f(x) (viz nize).

a) Méjme tedy g(0) =1 a g(1) = 1. Poté ,schéma rozdilu“ bude vypadat takto:

Poté tedy dostaneme:

—1 —
Q=757 =

0=0

o1 =—
1!
TudiZ se g(x) = 1, a pokud bychom za g(x) zvolili stejné Cisla tj. g(0) =-1a g(1) =-1,

tak dospéjeme do podobné situace, Ze polynom g(x) vyjde konkrétni Cislo:
-1
-1

Nasledné vyjde:

(10=E: -1

0 _p

(048] =E

A opét dostaneme polynom g(x) jako Cislo, tj. g(x) = -1.

Ani jedna z téchto variant neni vhodna, jelikozZ by se zadany polynom nerozlozil na
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mnohocleny pfi déleni konkrétnim Cislem. Tim padem musime zvolit jinou

kombinaci g(0) a g(1).

b) Nyni méjme g(0) =1 a g(1) = -1. Dale sestavime ,,schéma rozdilu“ :

1
-2
-1
Koeficienty:
1
Qo= ol =1
(041 2 =-2

T

Z toho plyne, Ze g(x) = -2x + 1.
Polynom g(x) je opét stupné st g(x) =1=s, a je zoboru Z[x].
Nasledné provedeme déleni polynomu g(x) se zadanym polynom f(x).

M&jme mnohoélen -2x + 1, kterym vydélime mnohoélen x* + x + 1.
(C+x+1)/-2x+1=- %x -

- X%+ (x/2)

Vysledny polynom g(x) = -2x + 1 nemUze byt délitelem, nebot vysledek pfi déleni

. . 1 o y ,
ma vedouci ¢len — -xa nepatti tedy do Z[x], z toho plyne, Ze na poslednim kroku

Kroneckerova algoritmu v tomto pripadé vibec nezalezi.

Tudiz budeme pokracovat v nasledujicim kroku 4c) a zvolime si opét vhodné

hodnoty g(0) a g(1), a opét sestavime ,,schéma rozdilu“, aby byl vystupem tohoto

algoritmu reducibilni polynom.
c) Dalsi kombinaci si zvolme g(0) =1 a g(1) = 3. Poté ,,schéma rozdilu“ bude

vypadat nasledovné:
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Koeficienty:

TudiZ dostaneme g(x) = 2x + 1.
Vysledny polynom g(x) je opét stupné st g(x)=1=s, a je z oboru Z[x].
Opét rovnou provedeme déleni polynomu g(x) se zadanym polynom f(x).

Mé&jme tentokrat mnoho¢len 2x + 1, kterym vydélime mnohotlen x* + x + 1.
2 1
(x*+x+1)/2x+1 =X+

-x% - (x/2)

Vysledny polynom g(x) = 2x + 1 nemUze opét byt délitelem, nebot vysledek pfi
déleni ma vedouci ¢len %x a nepatfi tedy do Z[x], z toho plyne, Ze na poslednim
kroku Kroneckerova algoritmu v tomto pfipadé vlibec nezdlezi.

TudiZ budeme pokracovat v nasledujicim kroku 4d) a zvolime si opét vhodné
hodnoty g(0) a g(1), a opét sestavime ,schéma rozdilu“, aby byl vystupem tohoto
algoritmu reducibilni polynom.

d) Poté zkusime kombinaci g(0) =1 a g(1) = -3. Nasledné schéma rozdilu bude mit

nasledujici podobu:

1
-4
-3
Koeficienty:
1
Op= a =1
(041 =__4 = -4

1!

Z ¢ehoZ dostaneme, Ze g(x) = -4x + 1.

Vysledny polynom g(x) je opét stupné st g(x) =1 =s, a je z oboru Z[x].
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Opét rovnou provedeme déleni polynomu g(x) se zadanym polynom f(x).
Zde mé&jme mnohotlen x* + x + 1 vydélime mnohoélenem -4x + 1.
(X*+x+1)/-4x+1=- %x .

- X% + (x/4)

Vysledny polynom g(x) = -4x + 1 nemUZe opét byt délitelem, nebot vysledek pfi
déleni ma vedouci ¢len — ix a nepatfi tedy do Z[x], z toho plyne, Ze na poslednim
kroku Kroneckerova algoritmu v tomto pfipadé vlibec nezdlezi.

TudiZ budeme pokracovat v nasledujicim kroku 4e) a zvolime si opét vhodné
hodnoty g(0) a g(1), a opét sestavime ,schéma rozdilu“, aby byl vystupem tohoto
algoritmu reducibilni polynom.

e) Opét méjme jinou kombinaci g(0) = -1 a g(1) = 1. Tudiz ,,schéma rozdilu“ bude

vypadat nasledovné:

-1
2
1
Koeficienty:
-1
Qo= F =-1
2
(08} =E =2

Z toho plyne, Ze g(x) = 2x - 1.

Vysledny polynom g(x) je opét stupné st g(x) =1 =s, a je z oboru Z[x].
Opét rovnou provedeme déleni polynomu g(x) se zadanym polynom f(x).
Mé&jme tentokrat mnoho¢len 2x - 1, kterym vydélime mnohoélen x* + x + 1.

(*+x+1)/2x-1= %x +...

- X%+ (x/2)
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Vysledny polynom g(x) = 2x - 1 nemuZe opét byt délitelem, nebot vysledek pfi
déleni ma vedouci ¢len %x a nepatfi tedy do Z[x], z toho plyne, Ze na poslednim
kroku Kroneckerova algoritmu v tomto pfipadé vlibec nezélezi.

TudiZ budeme pokracdovat v nasledujicim kroku 4f) a zvolime si opét vhodné

hodnoty g(0) a g(1), a opét sestavime ,schéma rozdilu“, aby byl vystupem tohoto

algoritmu reducibilni polynom.

f) Dalsi kombinaci si zvolme g(0) = -1 a g(1) = 3. Poté ,,schéma rozdilu” bude

vypadat takto:
-1
4
3
Koeficienty:
Op= F =-1
a3 : =4

T

TudiZ dostaneme g(x) = 4x - 1.
Vysledny polynom g(x) je opét stupné st g(x)=1=s, a je z oboru Z[x].
Opét rovnou provedeme déleni polynomu g(x) se zadanym polynom f(x).

Mé&jme mnohoélen 4x - 1, kterym vydélime mnohotlen x* + x + 1.
(X +x+1)/4x-1= ix +...

- X%+ (x/4)

Vysledny polynom g(x) = 4x - 1 nemuze opét byt délitelem, nebot vysledek pfi
déleni ma vedouci ¢len ix a nepatfi tedy do Z[x], z toho plyne, Ze na poslednim
kroku Kroneckerova algoritmu v tomto pfipadé vlibec nezdlezi.

TudiZz budeme pokracovat v nasledujicim kroku 4g) a zvolime si opét vhodné

hodnoty g(0) a g(1), a opét sestavime ,,schéma rozdilu“, aby byl vystupem tohoto

algoritmu reducibilni polynom.
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g) Posledni kombinaci méjme g(0) = -1 a g(1) = -3. Poté ,,;schéma rozdilu” bude

vypadat:
-1
-2
-3
Koeficienty:
-1
Op = F =-1
-2
oy =? = -2

TudiZ dostaneme g(x) = -2x - 1.

Vysledny polynom g(x) je opét stupné st g(x) =1 =s, a je z oboru Z[x].
Opét rovnou provedeme déleni polynomu g(x) se zadanym polynom f(x).
Mé&jme mnohoélen -2x - 1, kterym vydélime mnohotlen x* + x + 1.

(x> +x+1)/-2x-1=- %x

-x* - (x/2)

Vysledny polynom g(x) = -2x - 1 nemUze opét byt délitelem, nebot vysledek pfi
déleni ma vedouci ¢len — %x a nepatfi tedy do Z[x], z toho plyne, Ze na poslednim

kroku Kroneckerova algoritmu v tomto pfipadé vibec nezalezi.
JelikoZ jsme jiz vyCerpali vSechny mozné kombinace g(0) a g(1), nelze si jiz zvolit
dalsi hodnoty g(0) a g(1), a opét sestavit ,,schéma rozdilu“, aby byl vystupem

tohoto algoritmu reducibilni polynom.

5. Vycerpali jsme vSechny mozné kombinace. Z toho plyne, Ze polynom g(x) nedéli

polynom f(x), tj. polynom f(x) je ireducibilni, a algoritmus kondi.
Priklad 6
Zjistéte v Z[x], zda je polynom f(x) = 6x* - x> + 4x° - x - 1 reducibilni & ireducibilni.

1. Stupef polynomu n = st f(x) = 4, tudiZ s = 2. Poté je jasné, e g(x) = ax* + bx + c.
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Dale si zvolime hodnotu nezavisle proménné x, kterou nasledné dosadime do
polynomu f(x). Zde bude vhodné opét zvolit k =0, 1 a 2. Méjme tedy f(0) = -2, f(1)
=6 a f(2) = 100.

Nasledné utvofime mnoziny vSech celociselnych délitell ¢isel f(0) =-2, f(1) = a
f(2) = 100.

Dfo)=1{-1, 1, -2, 2};

Dy = {-1, 1, -2, 2, -3, 3, -6, 6}

Df2)=1{-1,1,-2,2,-4,4,-5,5, -10, 10, -20, 20, -25, 25, -50, 50, -100, 100}

V tomto bodé je ilustrovana jen jedna Uspésnd kombinace hodnot g(0), g(1) a g(2)
(=> f(x) je reducibilni), jelikoz by bylo nutné vypocitat 4 - 8 - 18 = 576 rliznych
kombinaci polynomu g(x), coZ je znacné ¢asové narocné.

Tudiz g(0) =1, g(1) =3 ag(2) =5, a, schéma rozdilu“ bude vypadat takto:

1
2

3 0
2

5

Poté méjme koeficienty:

1
ao—a—l
2
al—E—Z
0
oy = =0

T2

Z toho dostavame, ze g(x) =1 + 2(x - 0) + O(x - 0)(x - 1) = 2x + 1. Pokracovat
budeme krokem 5 za cilem zjisténi, Ze je polynom f(x) reducibilni, jak uz je

nepatrné naznaceno v popisu kroku 4.

Z predchoziho kroku mé&jme mnohoé¢len 2x + 1, kterym vydélime mnoho¢len 6x” -
X2+ 4x%-x- 1.
(6x - x>+ 4x% - x-1)/(2x + 1) =3x3 - 2x* + 3x - 2

-6x*-3x°

-4 + 4% - x -2

4x3 + 2x°
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6x>-x-2

- 6x° - 3x

-4x -2
4x + 2

0 => nulovy zbytek => g(x) déli f(x) => f(x) je reducibilni => algoritmus konci.
Priklad 7

Rozhodnéte, zdali zadany polynom f(x) = x™%- 2x° + 5x® - 4x” + 4x® + x* - 2x* + 5x* - 4x + 4 je

reducibilni nebo ireducibilni.

1. Stupef polynomu n = st f(x) = 10, tudiZ s = 5. TudiZ je g(x) = ax” + bx* + cx® + dx* +

ex+f

2. Ddle si zvolime hodnotu nezavisle proménné x, kterou ndsledné dosadime do
polynomu f(x). Zde bude vhodné si zvolit k =-2, -1, 0, 1, 2, 3. Po dosazeni k-hodnot
do zadaného polynomu f(x) dostaneme hodnoty f(-2) = 4160, f(-1) = 32, f(0) = 4,
f(1) = 8, f(2) = 1040 a f(3) = 46720. Z toho je patrné, ze nékteré hodnoty f(k)

nabyvaji vysokych hodnot.

3. Nasledné utvofime mnoziny viech celociselnych délitell cisel f(-2) = 4160, f(-1) =
32, f(0) =4, f(1) = 8, f(2) = 1040 a f(3) = 46720. Jelikoz nékteré hodnoty f(k)
nabyvaji vysokych hodnot, uvedeme u nich jen pocet délitel(, protoZze vypisovani
vSech by bylo ¢asové narocné.

D¢(2) = mnoZina obsahujici 56 délitell
Dfyy=1-1,1,-2,2,-4,4,-8, 8,-16, 16, -32, 32}
Do) =1{-1,1,-2, 2, -4, 4}
Df1)=1-1,1,-2,2,-4,4,-8, 8};

D¢(2) = mnoZina obsahujici 40 déliteld

D3) = mnoZzina obsahujici 64 délitel(

4. Vtomto bodé je opét ilustrovdna jen jedna Uspésna kombinace hodnot g(-2),
g(-1), 9(0), g(1), g(2) a g(3) (=> f(x) je reducibilni), jelikoZ by bylo nutné vypocitat
56-12-6-8-40-64 =82575 360 rGznych kombinaci polynomu g(x), coz je
znacné ¢asove narocné.

Tudiz g(-2) =8, g(-1) =4, g(0) =2, g(1) =2, g(2) =4 a g(3) =8 a ,schéma rozdilu”
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bude vypadat takto:

8
-4
4 2
-2 0
2 2 0
0 0 0
2 2 0
2 0
4 2
4
8

Poté méjme koeficienty:

(1():%:8
(11=_1—!=—4
a2=%=1
a3=%=0
(14=%=O
a5=%=0

Z toho dostavame, ze g(x) = X2 -x+2.

Z predchoziho kroku méjme mnohotlen x° - x + 2, kterym vydélime zadany

mnohoélen f(x) = x™ - 2x° + 5x% - 4x” + 4x° + x* - 2x° + 5x° - 4x + 4.

X2 5 A+ A+ x -2 5 A+ 4 X - x+2=x8 X+ 2+ X - x+2
x4+ x7-2x8

-+ 4P+ X -3+ 5% -Ax+ 4

x> - x2 + 2x’

8-+ A8+ x - 23 + 5 - Ax + 4

- 8+ 2x7 - 4x°

-3 +5x%-4x+ 4
2
3 - 2x
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X +3x°-4x + 4

x> - X* + 2X

2 - 2x + 4

-2 +2x-4

0 => nulovy zbytek => g(x) déli f(x) => f(x) je reducibilni => algoritmus konci.
Na tomto prikladu je ilustrovana ¢asova naroénost procesu vypoctu pomoci
Kroneckerova algoritmu. Jak uZ je uvedeno v kroku 4 tohoto pfikladu, mnoziny
déliteld maji postupné 56, 12, 6, 8, 40 a 64 délitel(i, coz dava dohromady
82 575 360 moznych kombinaci, které by musel teoreticky Kroneckertv algoritmus
projit. Pokud by kazdé kombinaci bylo vénovédno 10 ms vypocetniho casu, zabralo
by to celkem 229,376 hodin, tj. 9,557 dne. Tudiz je jasné, jak neefektivni mlze

KroneckerUyv algoritmus byt, i kdyZ pro pochopeni je jednoduchy.
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Zavér

Touto praci je vysvétlen Kronecker(yv algoritmus a vSechny dileZité aspekty, které se jej
tykaji. V Uvodu je podrobné popsan algebraicky pojem polynom, kde jsou znazornény
vlastnosti polynomd(, jejich rozdéleni a prace s nimi. Tento pojem je pro praci nesmirné
dllezity, jelikoz Kronecker(yv algoritmus pracuje pravé s polynomy s celociselnymi

koeficienty v oboru Z[x].

Dalsi kapitola se zabyva historickym vyvojem podobnych algoritm i kritérii zabyvajicimi
se faktorizaci polynomU podobného typu jako Kroneckerdv algoritmus. Zde je vidét, jakym
zpUsobem se matematika, spiSe tedy algebra, vyvijela od dob Babylorand, tj. 1900 - 1600
pf. n. l., do soucasnosti. U nékterych z kritérii a algoritm( je uveden nazorny stru¢ny

pfiklad pro jasné pochopeni.

Nasledné je popsan také Zivot zakladatele tohoto algoritmu, ktery je pravé podle ného
pojmenovan, jedna se tedy o Leopolda Kroneckera - jaké vyznaval nabozenstvi béhem
Zivota, z jaké rodiny pochdzel. Déle jsou v této kapitole zminény jeho stfedoskolské a
vysokoskolské studie, dale zplsob, jak ziskal matematické uznani a prestiz mezi ostatnimi

vyhlasenymi matematikami diky svym matematickym objevim a postupim.

Poté nasleduje teoreticky zaklad Kroneckerova algoritmu, u kterého je popsan krok po
kroku, jak probiha, abychom na konci tohoto algoritmu, tedy po vyfeseni vsech kombinaci
déliteld polynom f(x), kde x = 0, 1,...,s, mohli fici, zda-li zadany polynom je reducibilni
(rozloZitelny) ¢i ireducibilni (nerozlozitelny), polynom f(x) Ize zapsat jako soucin dvou
polynom nizsich stupnd. Cely postup tohoto algoritmu je vysvétlen ve vzorovém

prikladu.

Dale je ilustrovano praktické vyuzZiti tohoto algoritmu na kalkuldtoru Tl - 92 Plus a také na
programu Derive 6, ktery jako kalkulator Tl - 92 plus pracuje na bazi Kroneckerova
algoritmu. Ddle také lze vyuZit webové prostfedi WolframAlpha, které nepracuje na bazi
Kroneckerova algoritmu, pro srovnani nékterych prikladd, které jsou resené v tomto
prostiedi. Tyto matematické pomucky jsou velmi praktické. Doba faktorizovani daného
mnohoclenu sice zavisi na slozitosti prikladu, ale u mnohoclent nejvyse do cca 10. stupné

dokazi vyresit v rychlém case zadany pfiklad. Poté s naroénosti prikladu roste doba jeho
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vyfeSeni. Usnadni nam tedy sahodlouhé rozkladani mnohoclenu na faktory u vyssich
stupnd, ale také i u mnohoclend, pro které jsou zndmé vzorce pro rozklad, ale my si je

nepamatujeme.

A na konci této prdace jsou v posledni kapitole feSeny pftiklady krok po kroku a aplikované
rzné mozné varianty pribéhu Kroneckerova algoritmu, zdali se jedna o reducibilni nebo
ireducibilni polynom, poté zda se pfi vybéru polynomu f(x), kde x =0, 1,...,s, bude hodnota
f(x) = 0, tudiz poté x je korenem daného mnohoclenu, a také se porusi podminka tohoto
algoritmu, Ze Zadnda z mnoZin déliteld Dgy) nesmi byt nekonecnd, coz u tohoto pfikladu

nastava.

~48 -



Resumé

The Kronecker’s algorithm is used for factorization of polynomials in the domain of whole
numbers and thanks to that we can find out if there is reserved polynomial reducible or
irreducible. The author of this algorithm is Leopold Kronecker, who is a German
mathematician. For the factorization of polynomials there is possible to use the
mathematical aids, which work on the basis of the Kronecker’s algorithm (for example a
calculator Ti-92 PLUS, Derive 6 from the company Texas Instrument, Inc.). These aids
speed up the factorization of polynomials and we can easily get the reducible or

irreducible polynomial.
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