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Uvod

Jak jiz znédzvu vyplyva, tato prace se zaméfuje na shodnd zaméfeni a jejich
analytické vyjadieni. Jde tedy o zobrazeni v eukleidovském prostoru E,,.

Shodna zobrazeni jsou zobrazeni, ktera jsou zalozena na zobrazovani bodi (vzorh)
na nové body (obrazy).

S pojmem shodné zobrazeni se ¢loveék setkd jiz na zdkladni Skole, ale tam se jedna
pouze o feSeni konstrukénich uloh pfi rysovani. Pozdé&ji se s timto pojmem cloveék opét
setka na stfedni Skole, ale i tam se jedna spiSe o konstruk¢ni tlohy nez o samotné pocetni
ptiklady. Teprve az na vysoké Skole se ¢lovék dostane spiSe k pocetnim ptikladiim nez ke
konstrukénim ulohdm. A pravé tady se cClovék setkavd se shodnymi zobrazenimi
Vv analytické geometrii. Ujasiiuje si ziskané poznatky z ptedchozich let a ziskdva mnoho
dalSich uzitecnych poznatk.

Ve své praci se snazim sepsat uceleny text, ktery by obsahoval informace o
shodnych zobrazenich v analytické geometrii, jejich analytické vyjadieni v roviné a
prostoru, rozdé€leni na pfimou a nepiimou shodnost a doplnény o ilustrativni ptiklady.

Pro vétsi ptehlednost je prace rozdélena do nékolika ¢asti, ve kterych je definovéna
shodnost, grupa transformaci, vyjadfeni shodnosti v eukleidovské roviné E, a
Vv eukleidovském prostoru E3 a jednotliva shodné zobrazeni.

V prubéhu celé prace jsem se snazila u piikladi uvadét navod, jak postupovat pti
vypoctu, aby bylo snadnéjsi pochopit danou problematiku.

Veskeré definice a véty jsem pievzala doslovné nebo s mensimi Upravami tak, aby
odpovidaly pojmu shodné zobrazeni, ze zdroji, které jsou uvedeny Vv zavéru prace

V seznamu pouzité literatury.



Shodna zobrazeni
Nez si vysvétlime, co to vlastné shodné zobrazi je, je potieba, abychom si
pfipomnéli, Ze se budeme pohybovat v eukleidovském prostoru E, a pfipomenuli si, co to

vlastné eukleidovsky prostor je.

Eukleidovskym prostorem rozumime afinni prostor, v jehoz vektorovém zaméteni je
definovan skalarni souc¢in dvou vektord. Pomoci skalarniho soucinu lze definovat

vzdalenost dvou boda

IXY|=|y =X =(y-x)7.

A nyni uz se mtizeme zacit vénovat tomu, co jsou to shodna zobrazeni.
Definice 1.1
Zobrazeni Z v prostoru E, je shodné zobrazeni (stru¢néji shodnost, resp. izometrie),
prave tehdy, kdyz pro kazdé dva body X, Y a jejich obrazy X', Y',
kde X'=Z(X) a Y'=Z(Y) plati |X'Y'| = [XY].
Véta 1.1
Kazdé shodné zobrazeni je prosté.

Dikaz.
Pro libovolné dva body B, C € E, takové, ze B=C je |BC| #0, potom ale
IBC|=|f(B) f(C)=0,atedy f(B)=f(C).

Z definice je tedy ziejmé, ze zuZeni shodného zobrazeni na podprostor eukleidovského
prostoru je opet shodné zobrazeni. o
Véta 1.2

Kazdé shodné zobrazeni je afinni zobrazeni, tj. tfi rizné kolinearni body zobrazi na
tf1 rizné kolinearni body a zachova jejich délici pomér.
Ditikaz

Necht jsou dany libovolné tii rizné kolinearni body B, C, D € En takové, Ze
0 > A= (D; B, C), coz znamena, ze bod D lezi mezi body B, C. Potom BD=ACD a tedy
IBD| = |A| |CD|. ProtoZe D leZi mezi body B, C, potom je tedy |[BD| + |DC| = |[BC| a pro

shodné zobrazeni f dostaneme |f (B) f (D)|+| f(D)f (C)| =|f (B) f(C)|, to ale znamena,

ze body f(B), f(C), f(D) jsou kolinearni a f(D) lezi mezi body f(B), f(C), z ¢ehoz plyne, ze
také délici pomér A'=(f(D); f(B), f(C))je zaporné¢ ¢islo. Dale také plati

7



f(B)f(Dy=Af(C)f(D), a tedy |f(B)f(D)=|

f(C)f (D)| . Z  rovnosti
|f(B)f(D)=|BD| a |[f(C)f(D)=|CD| tak dostaneme |4|=|2| a protoze jsou obg
hodnoty zaporné je A=A4". O

Diky témto vétam jsme zjistily, ze shodnd zobrazeni maji vlastnosti afinnich

zobrazeni. Napt. zobrazuji podprostory na jiné podprostory a pfitom zachovavaji jejich

rovnobéznost. Protoze je shodné zobrazeni také prosté, je n < m. Ke shodnému zobrazeni
dale mizeme definovat asociované linearni zobrazeni predpisem ¢, (W) =f(X)f(Y).

Pomocna véta 1.3

Asociované linedrni zobrazeni shodného zobrazeni zachovavé velikost vektort, coz
znamend, ze pro kazdy vektor u € Z(En) plati ¢, ()| =u].
Dikaz.

Necht' u = AB, potom mame [, (u)]= HWH =|f (A f(B)| =|AB|=|ul.0

Véta 14

Asociované linearni zobrazeni shodného zobrazeni zachovava skalarni soudin

vektort, tj. pro vSechny vektory u, v € Z(Ey) plati (¢, (u), @, (v)) = (u,v), coz znamena, ze
@, je ortogonalni linearni zobrazeni z Z(E,) do Z(E'n).

Dukaz

Z vlastnosti skalarniho sou¢inu dostavame (U+V,u+Vv)=(u,u)+2(u,v)+(v,v),
. 2(u,v) =[u-+ v [l =V
Aplikaci této rovnosti na vektory ¢, (U), ¢, (V) a z Pomocné véty 3 dostaneme
2 2 2
2(p; () ; (V) = ;W) + 2, V)| =] (W] [ s V)]
=l o) [ @[ o
=fJu -+ = ul” = v

=2(u,v).o



Véta 15

Necht  je shodnost s asociovanym homomorfismem® ¢ v prostoru E a <ej€€> je
ortonormalni baze zaméreni prostoru E.. Potom je ortonormalni i baze
() 0(&)), . 0(e,))-

Dilikaz

Baze <e1,e2,...,en>je ortonormalni. CoZ znamenad, Ze pro kazdé i,j=12,...,n

plati ee; =4,

kde ¢;=1 pro i=j a ¢;=0 pro i=]. Podle Véty 4 zachovava
asociované zobrazeni ¢ skalarni soucin, a proto i ¢a¢gj:@j. Z toho plyne, Ze baze

<go(ej), (o(g), e go((¥)> je také ortonormalni. o

Z téchto vlastnosti vyplyvaji dalsi véty
Véta 1.6
Shodna transformace je jednoznacné urcéena dvojici odpovidajicich si bodu (tj. vzoru

a obrazu) a asociovanym zobrazenim, které¢ zachovava skaldrni soucin.

Véta 1.7 (O urceni shodného zobrazeni)

Necht je v prostoru E, dano n+1 linearné nezavislych boda M,,M,,...,M_ a n+1
bodii M,,M/,...,M . Nutnou i postacujici podminkou pro existenci shodnosti f , ktera
zobrazuje body M,,M,,...,M_ postupné po fadé¢ na body Mg, M/,...,M je platnosti
vztaht ‘MiMj‘ = ‘M{M;‘ pro viechna i, j€{1,2,...,n}. Pokud jsou tyto vztahy splnény, pak

existuje prave jedno zobrazeni f Suvedenymi vlastnostmi.

! Asociovany homomorfismus je linearni zobrazeni @, které zobrazuje zaméteni V prostoru A do zaméfeni
V'prostoru A" u=Y —X = () = f(Y)— f(X), kde X, Y jsoubodyz A, ueV, f(X),
f(Y) jsoubodyz A’ a p(u) V',



Analytické vyjadieni shodného zobrazeni
Véta 2.1
Kazdé shodné zobrazeni v eukleidovském prostoru E, je pii zvolené kartézské

soustave souradnic jednoznacn€ ur¢eno rovnicemi

n n

X' =Y a;x;+h ,kde i=12...,n, apfitemz Y a,a, =J;

i1 r-1
Kazdé zobrazeni v eukleidovském prostoru E,, které¢ je ve zvolené kartézské soustave
soufadnic takto vyjadieno, je shodnym zobrazenim.

Dukaz

W r b4 r 2 NN - N
M¢jme kartézskou soustavu ur¢enou repérem <P,el,ez,...,en>, pak ee; =75, a

i,je{l,2,...,n}. Afinita f je shodnosti vE, pravé tehdy, kdyz asociované zobrazeni

zachovava skalarni souéin, specielné (p(GT)(p(GT)=5ir Nyni polozme ¢(€j)=2asj€,
=1

. . n _,.n . n n I n
potom &; =p(e)p(e;) =D a6, > a6, =Y. > a,a,ee =y aa,.
r=1 s=1 r=1 s=1 r=1
Pokud obratime postup, dokaZeme druhou ¢ast véty. o

Analytické vyjadieni shodného zobrazeni maticovym zéapisem je ve tvaru

X'=AX+B,
X X by
X X’ all * aln b
kde X =| 2|, X'=| 7|, A=| ! , B=| 7 |, kde dale prvky matice A splituji
: . . :
X X! ml mn b

n n n
n
vztahy Zariarj =3, . Kazdou takovou matici, jejiz prvky spliuji tento vztah, nazveme
=1

ortogonalni matici (piesnéjsi, avSak méné pouzivangjs$i nazev je ortonormalni matice). Nyni
si snadno ovéiime, ze matice A, kterd je inverzni k ortogonalni matici A, je rovna

transponované matici A", tj. matici, kterd vznikne zdménou fadkdl za sloupce piivodni

matice A . Kdy plati:
ATA=AA" =E,

2 Repér je uspoiadana (n +1) —tice (O;e,,...,e,) , kde O € A, je pevné zvoleny bod a {el, ...en} je baze

prostoru V .
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pficemz z line4rni algebry uz vime, ze E je jednotkovd matice. Dale pak asociovany

homomorfismus ¢ daného afinniho zobrazeni ma stejnou matici A. Potom plati:

U'=AU,
U, u,
e U=|" ] a U=l
u, U

Priklad 1

Rozhodnéte, zda je shodnost zobrazeni f urcené v kartézské soustavé soufadnic

prostoru E3 zadana rovnicemi

, 1.2 2
X'==—X—=y——=Z+7
3 3 3
2 1
'=——X+=-y-——z-4
y 3 3y
2
Z'=——XxX——=y+=z+1
3 y

Reseni: Vytvofime si matice A a A a dokazeme, Ze plati vztah AAT = E . Pokud bude tento
vztah platit, znamena to, Ze se jedna o shodnost.
Pojdme tedy vytvofit matici A, kterou ziskdme tak, ze do fadkt matice sepiSeme

koeficienty neznadmych u jednotlivych rovnic, tedy matice

1 2 2
3 3 3

a2 1 _2)
3 3 3
2 2 1
222

Stejnym zptisobem vytvofime matici A’, pouze sjednou zménou, tentokrat budeme

koeficienty sepisovat do sloupcii nikoli do fadkd, tedy matice

1 2 2
3 3 3
-2 12
3 3 3
2 2 1
'3 3 3

Nyni mtizeme dosazovat do vztahu AA" =E .
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1 2 2\ 1 2 2

3 3 3|3 3 3| /1900
AAT:_E l _g _Z 1 _Z:o 1 0|=E

3 3 3 3 3 3 00 1

2 2 1 2 2 1

'3 3 3)L3 3 3

Dokazali jsme, ze AA' = E ,z éehoz plyne, Ze se opravdu jednd o shodnost.

Shodné transformace
Shodné transformace eukleidovského prostoru E,, mé analytické vyjadieni
f:xX'=Ax+b ,kde AA" =E.
Dale pro kazdou ortogonalni matici A plati vztah
det(AA") = det(A).det(A") = (det(A))* =det(E) =1.
Diky tomu nastavaji dva ptipady. Bud’ det(A) =+1, a nebo det(A) =—1. Z toho vyplyva, ze
shodnosti f zafazujeme mezi tzv. ekviafinity.
Shodnou transformaci nazveme pfimou, je-li jeji determinant roven +1, tedy
det(A) =+1.
Ptimé shodnost zachovava orientaci prostoru, to znamena, ze kazda baze zaméteni prostoru
a jeji obraz v asociovaném homomorfismu jsou souhlasné orientované.
Shodna transformace se nazyva nepiima, je-1i jeji determinant roven -1, tedy

det(A) =—1. Neptima shodnost méni orientaci v prostoru.
Priklad 2

Zobrazeni f: E; — Ej je ddno obrazy bodii P, A, B. Urcete rovnice zobrazeni a

zjistéte, zda se jedna o shodné zobrazeni. Co je Im(f)?

P=[0,0],A=[1,0],B=[0,1]

e ol a4 W21 24241 o, [VB+1 3341 2431
P=[13, 2],A—{1, =2 },B_{ 1 3 2 }

ResSeni:
Oznacme si, ze
1

xeE,, X € E; A’—P’=(O,

&l

o

Nl

12



Dale si napiSeme rovnici zobrazeni, ktera ma tvar f:x'=Ax+b, kde Aje matice

1
0 B 1
% % , b= _32 a dosadime do rovnice. Tedy
1
2

&+

0
1
NA
2 B

Zjistili jsme, Ze rovnice obrazu E; ma v E3 parametrické vyjadieni

X=1+ S,

NA
3+ t4-ms
V2o B
7= 24+ t-—s
20 B
Z prvni rovnice vyjadiime s, a dosadime do zbyvajicich dvou rovnic, dostaneme
s=+3(x-1) a
y—3+it+(x—1) z ——2+it—(x—1)
2 ’ V2 '

Vylou€enim parametru t dostaneme y—3—x+1=z+2+x-1.
Zjistili jsme, Ze se jedna o shodné zobrazeni a obecné vyjadieni Im(f) je tedy

p=2X—y+2+3=0.

13



Déle plati, ze kdyz slozime dvé shodné transformace, f:x'=Ax+b, kde (AA" =E) a
g:Xx'=Cx+d, kde (CC" =E)vznikne shodna transformace f og:x =(CA)x+(Cb+d),
kde (CA)(CA)" =E.

Inverzni zobrazeni ke shodné transformaci f:x'=Ax+b (AA" =E)je shodni
transformace, ktera ma vyjadieni f*:x=A"'x+(A '), kde A (A1) =E.

Také existuje tzv. identita, coz je shodnd transformace, jejiz analytické¢ vyjadieni je
ide X' =Ex+o0=X.

Z téchto poznatkli vyplyva, ze mnozina vSech shodnych transformaci prostoru E, tvori

vzhledem Kk operaci skladani tzv. grupu shodnosti Gs (neboli eukleidovskou popf.

izometrickou grupu). Pfimé shodnosti potom tvofi tzv. podgrupu této grupy.

Grupa transformaci
Definice 4.1
Necht M je neprazdna mnozina (bodi) a T neprazdna mnozina transformaci
(bijekci) f .
T je grupa transformaci na M, jestliZe jsou splnény nasledujici podminky:
feT=f"eT
fgeT =geofeT.

Priklad 3
A. Dokazte, ze pro kazdou grupu G je id €G.

Reseni: Z definice vyplyva, ze G je neprazdna, coz znamend, Ze existuje f €G. Z toho
plyne, e existujei f*eG.Apodle fgeG jepotomid=fof'eG.

B. Najdéte vSechny dvouprvkové podgrupy grupy IO[EZ], kde IO[EZ] je grupou vSech
izometrii, které¢ zachovavaji pocatek.

Refeni: Vime, ze kazdd dvouprvkova grupa mé tvar {id, f}, kde f =id. Protoze podle
fgeT=gofeT jef?e{id, f}, nastava situace, ze bud f?=1f, nebo f?=id. Vztah

f2=1f implikuje f®=ida my dostavame spor. Z &ehoz plyne, ze f je nutné involuce.
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V mnozing rotaci existuje pouze jedna, ktera je involuci®. Jedna se o r_, neboli o stftedovou
soumérnost. V mnoziné¢ osovych soumérnosti je kazdy prvek involuci. A tim jsou vSechny

moznosti zcela vyCerpany. Hledana grupa je bud’to {id,Sm}, kde mje libovolna pfimka,

ktera prochézi pocatkem, a nebo {id,r_}.

Soumérnost podle nadroviny
Definice 5.1

Zakladni involutorni afinita v eukleidovském prostoru E,, ktera ma nadrovinu
samodruhych bodid o a smér afinity kolmy k této hadroviné se nazyva soumérnost podle
nadroviny o.
Nejprve si piipomenime, ze v eukleidovském prostoru je mozné rovnici nadroviny o, ktera je
uréena normalovym vektorem n a bodem M, € o, zapsat ve tvaru:

o:(X=Mg)n=0.

Véta 5.1

Soumérnost podle nadroviny o, kterd je urCend v eukleidovském prostoru E,

normalovym vektorem n a bodem M, € o ma analytické vyjadfeni

wzx—é%«x—mgﬁ)

Véta 5.2
n
Soumérnost podle nadroviny O':Zci X;+C, =0, ma vdané kartézské soustavé
i=1

soufadnic eukleidovského prostoru E, analytické vyjadieni

3
X, =X, — 2C, [chxj+coj, kde k=1,2,...,n.

n
=1

Q.
i=1

Véta 5.3

Ke kazdé shodnosti f eukleidovského prostoru E, existuje k soumérnosti podle

nadrovin f, f,,..., f, , kde k<n+1, takovych, ze f =f o f,o..of,.

¥ Méame- li dva body A, B, pro které pfi daném zobrazeni plati, ze bod B je obrazem bodu A a soudasné je

bod A obrazem bodu B tvofi involurorni dvojici. Zobrazeni, které neni identita a pii kterém kazdy bod patii
involutorni dvojici se nazyva involutorni zobrazeni (zkracené involuce).
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Shodnosti v roviné

Shodné zobrazeni v eukleidovské roviné E; jsou vyjadiena rovnici f :x'=Ax+Db.

Pfi¢emz z podminky AA" = E pro matici
Ao {an am]
aZl a22

2 2 2 2
a,ta, =38, +a, =1

a8, +a,,8,, = 0

ziskame vztahy

Zrovnice aj+aj,=ay;+al, =1 vyplyva, ze existuje takovy thel @e(0,27), Ze
a, =Cosg a a, =Sing.

Je-li det(A) =+1(jedna se o pfimé shodnosti), pak vzhledem k tomu, ze a,,a,, —a,,a,, =+1,
vyplyva ze vztahu a,a, +a,a,, =0 a ze vztahu a’ +a’, =a’, +a2, =1, ze a,=-Sing a

cosp —sin go} _

=CcoS@,tzn. A=| .
%z ¢ (sm(p cos @ v

n:(no,nl,nz)

1 . @ 1)
n,=—=|bsin=—-b, cos&
0 2(b1 2 ? 2j

n, =sin?

n, = —cosZ
2

Je-li det(A)=-1(jednd se o nepiimé shodnosti), pak vzhledem ktomu, Ze
a,a,, —a,a, =—1, vyplyva ze vztahu a a, +a,a,, =0 aze vztahu
a;,+a), =a5 +a’, =1,z a,=sinp a a,, =—Cosg, tzn.
cos sin
A :( o e j: A
sinp —Cosg v

Pro rizné hodnoty ¢(0 < ¢<27)predstavuji matice

cos —sin cos sin
A=| 9 ?loaan=|? ?la
sing cosg v singp —cosg ’

viechny mozné ortonormalni matice typu (2x2).
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Ptimé shodnosti jsou analyticky vyjadieny
f:ix'=AX+b,

cosep —sing
sinp cos¢@

cosp—-1 —sing (X N b, 0
sing  cosp—-1)x,) \b,)

Protoze plati, ze det(A—E)= (COS(p—l)2 +sin” p =2(1-cosg), je zfejmé, Ze soustava ma

kde A je matice ve tvaru ( j a soustava pro hledani samodruznych bodi je

jediné feSeni prave tehdy, kdyz cose =1.
e Pokud je ¢=0, tzn. (A; = E) a b=0, pak toto zobrazeni nazveme identitou
id:x"=x
e Pokud je ¢=0 , tzn. (A; = E) a b=#0, pak toto zobrazeni nazveme posunutim

(translaci) s vektorem posunuti b
T:x'=x+b
e Pokud ¢ =0 (tzn. existuje-li pravé jeden samodruzny bod”* S), pak toto zobrazeni

nazveme oto¢enim (rotaci) kolem bodu S

1 __sing
- 1-cos
s=—(A-EY'b=1| iR
2| sing 1 b,
1-cos¢g

a uhlem otoceni ¢ :
Rsp: X' =A (x=8)+s
e Pokud je specielné ¢@==+x, pak je zobrazeni rotace stfedovou soumérnosti se

sttedem S
X'=—Xx+2s.
Neptimé shodnosti jsou analyticky vyjadieny

f:x’=A;x+b,

* Méame-li zobrazeni f mnoziny A na mnozinu A’, pakbod S € AN A’ nazveme samodruhym bodem,
pokud plati f(S)=S.
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cosep sing
sinp —cosg

cosp—-1  sing X, b) (0
(singo —cow—l}(xj{sz_(oj'

Protoze plati, zedet(A—E)=(cosp—1).(—cosp—1)-sin’p=0, je zfejmé, Ze soustava

kde matice A je ve tvaru [ ] a soustava pro hledani samodruznych bodu je

nema nikdy pouze jedno feseni.
V roving rozliSujeme nésledujici typy neptimych shodnosti:
e Pokud je hod (A—E)=hod (A—E,b)=1, pak existuje pfimka samodruznych bodi
0, kterd je v ptipad€é cose =1 (popf. cos@ =1) vyjadiena rovnici
(cosp—1)x, +singx, +b, =0 (popf. —2x, +b, =0);
mizeme dokazat, Ze pro oba pfipady (cose =1 i pro cose=1) je ma piimka 0

soufadnice n= (no, n, n2) , kde

1, . @ %
n,=—=| bsin-—-b,cos*
0 2(b1 2 ¢ 2)
nlzsin2

2
n2=—cosﬂ

2

Nepfimou shodnost zobrazeni s pfimkou samodruznych bodii nazveme osovou

soumérnosti O, S 0SOU 0

e Pokud je hod (A—E)=1+hod (A—E,b)=2, pak neexistuje zadny samodruzny

bod. Navic jesté vime, ze hod (A’ — E,b) =2 pravé tehdy, kdyz

.
b # m.(sinﬂ,—cosfj )
2 2

Neptimou shodnost, ktera nemé samodruzné body nazveme posunutou soumeérnosti,

neboli posunutym zrcadlenim. Jedna se o sloZeni osové soumérnosti Oy : X' = AX+Db’

atranslace Ty : X'=x+u kde u |l 0.
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Analyticka vyjadreni shodnych zobrazeni v E;
V eukleidovské roviné E; zname pét shodnych transformaci: osovou soumérnost, sttedovou
soumérnost, otoc¢eni, posunuti a posunuté zrcadleni.
1. Osova soumérnost
Definice 7.1

Necht’ je dana pfimka 0, ktera se nazyva osa soumeérnosti. Potom pro obraz M’
libovolného bodu M této piimky plati M'=M . Ke kazdému bodu X , ktery nalezi ptimce
0, sestrojime obraz X'nasledujicim zptisobem: Bodem X vedeme kolmici k na ptimku 0
a jeji patu oznalime jako X,. Na polopfimce, kterd je opacnd k polopfimce X X
sestrojime bod X' tak, ze |XX,|=|XX,|. Takto definované zobrazeni nazveme osovou

soumérnosti s 0SOU 0 a je znac¢eno O(0).

p 1
E D D o

Obrazek 1: Osova soumérnost

Analytické vyjadieni osové soumérnosti O(0) V roving:

Osova soumérnost s 0SOU X :

=X
y'=-y
Osova soumérnost s 0SOU Y :
X'=—X
y'=y

Ne vzdy je mozné osu soumérnosti vyhodné umistit do jedné ze soutadnicovych os. Proto

existuje rovnice osové soumérnosti s obecné umisténou osou.
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Osova soumérnost O(0) podle osy 0s obecnou rovnici 0:ax+by+c=0:

!

X =X-

(ax+by+c)

2+b2

, 2b
y' = y—m(ax+by+c)

Véta 7.1

Kazda shodnost v roviné se da slozit z nejvyse tfi osovych soumérnosti.
Poznamky:
O bodech X, X'ftikame, Ze je to dvojice soumérné sdruzenych bodi podle osy 0.

Osova soumérnost je jednim z ptikladl involuce (involutorniho zobrazeni).

Priklad 4

Bod A[1;3] zobrazte v osové soumérnosti dané piimkou p: X — 2y —5=0.
Reseni: Mame zadanou pfimku p: x — 2y — 5 = 0 a bod A, jehoZ soufadnice jsou a, =1 a
a, =3. K této pfimce vytvofime kolmou piimku ¢, kterou vyjadiime pomoci parametru t.
Tedy

X=a, +at
q:

: , kde a,bjsou koeficienty neznamych ptimky p.
y=a,+bt

Nyni dosadime do rovnic jednotlivé slozky. Tedy
X=1+t
y=3-2t

Prinikem ptimek p, q (symbolicky pq) nam vznikl bod S (symbolicky S =pnq). Pro
tento bod plati, ze pokud dosadime vyjadieni soufadnice X, y pfimky q do rovnice pfimky p,

ziskame hodnotu parametru t.

Tedy
(l+t)— 2.(3— 2t) -5=0
1+t-6+4t-5=0
5t=10
t=2.
Pokud nyni dosadime vyjadieny parametr t do vyjadieni pifimky q, ziskame soufadnice

bodu S, ktery vznikl jako prinik ptimek p, q.
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X=1+2

y=3-22"
z toho vyplyva, ze bod S ma soufadnice S [3, —1].
Dale vime, ze bod A" musi mit od bodu A dvojnasobnou hodnotu parametru t, tedy t =4.
Z toho ndm plyne, Ze po dosazeni do vyjadieni ptimky q, ziskdme nésledujici hodnoty

X=1+4=5
y=3-24=-5

Tyto ziskané hodnoty jsou soufadnice bodu A'.
Tedy zobrazili jsme bod A[1,3]na bod A'[5,-5].
Priklad 5

Zobrazte bod A[l, 2] V 0sové soumérnosti ur¢ené ptimkou p:2x—y+3=0.
Reseni: Mame zadanou pfimku p:2x—y+3=0 a bod A[l, 2], jehoz soufadnice jsou
a=1aa,=2. Kpfimce p:2x—y+3=0 vytvofime kolmou piimku q, kterou vyjadiime

pomoci parametru t. Tedy

X= a,l + at . . , ’ 7
q: , kde a,bjsou koeficienty neznamych ptimky p.
y=a,+bt

Nyni dosadime do rovnic jednotlivé slozky. Tedy

x=1+2t
y=2-t

Prinikem ptimek p, q (symbolicky pq) nam vznikl bod S (symbolicky S =pnq). Pro
tento bod plati, Ze pokud dosadime vyjadieni soutfadnice x, y pfimky q do rovnice pfimky p,

ziskame hodnotu parametru t.

Tedy
@+2t)-(2-t)+3=0
1+2t-2+t+3=0

3t+2=0
3t=-2
{=_2

3

Pokud nyni dosadime vyjadieny parametr t do vyjadieni ptimky q, ziskame soufadnice

bodu S, ktery vznikl jako pranik ptimek p, q.
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Z toho vyplyva, ze bod S ma soufadnice S {—% : 2}
Dale vime, ze bod A’ musi mit od bodu A dvojnasobnou hodnotu parametru t, tedy

t= —%. Z toho nam vyplyva, Ze po dosazeni do vyjadfeni pfimky q, ziskame nasledujici

hodnoty
x=1—§=—§
3 3
4 10
=24+—=—
Y 3 3

Tyto ziskané hodnoty jsou soutadnice bodu A'.

Coz znamena, Ze jsme v osové soumérnosti uréené piimkou p:2x—y+3=0 zobrazily bod

A[1,2] na bod A'[—EE]
33

Piiklad 6

V E, je déna soumérnost podle piimky p:3x—4y+1=0. Napiste rovnice této
soumérnosti.
ReSeni: Méame zadanou pifimku p:3x—4y+1=0 a zname obecné vyjadieni rovnic

soumérnosti

X'=X— (ax+by+c)

a’+b?

, 2b
y' = y—m(ax+by+c).

Z ptimky p vycteme jednotlivé koeficienty a,b,c, které jsou rovny
a=3
b=-4
c=1.

Tyto koeficienty dosadime do rovnic

. 2.3 (
3+ (-4)’

3x—4y+1)
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. 2.(-4) B
y'=y —32+(_4)2(3x 4y +1).

Tim ziskame rovnice soumérnosti

x'=x—%(3x—4y+1)

y'= y+%(3x—4y+1).

2. Stfedova soumérnost
Definice 7.2

Stredova soumérnost se sttedem S je shodné zobrazeni, které bodu S piitazuje tyz
bod S a libovolnému bodu X #S pfifazuje bod X'takovy, ze bod S je stiedem tsecky

XX". Toto zobrazeni zna¢ime S(S ).

4

Obrazek 2: Stfedova soumérnost

Poznamka: Stfedovou soumérnost také mizeme chapat jako specidlni ptipad rotace
R(S,a), kde a=7,tzn. §(S)=R(S, 7).
Vlastnosti stfredové soumérnosti:

e Stredovou soumérnost lze rozlozit na dvé osové soumérnosti, jejichZ osy jsou
navzajem kolmé a prochdazeji sttedem soumérnosti S ; jedna z os je volitelna.

e Stfedova soumérnost vznikne slouzenim dvou libovolnych osovych soumérnosti,
jejichz osy jsou na sebe kolmé (stied soumérnosti S odpovida praseciku téchto
dvou 0s).

e Stiedova soumérnost je jednoznacné uréena svym stiedem.

e Stredova soumérnost je jednim z ptikladl involuce (involutorniho zobrazeni).

e Stfedova soumérnost je pfimou shodnosti.
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e Stiedova soumérnost ma jen jeden samodruhy bod, a to stied S, a vSechny sméry
samodruzné.
Véta 7.2
Ve stfedové soumérnosti podle stiedu S je obrazem kazdé ptimky ptimka, ktera je

S ni rovnob&zna. Piimka prochazejici sttedem S je pfimkou samodruznou.

Analytické vyjadreni sttedové soumérnosti (S ) V roving:
Soufadnice stiedu : S =[s,, S, |
X'=—-X+2s,
y'=-y+2s,
Priklad 7

Napiste rovnice stiedové soumérnosti S( S ) se sttedem v bodé S [—2, 3].
Reseni: Mame zadany bod S[—2,3], jehoz soufadnice jsou s, =-2a s, =3. Dale zname

rovnice vyjadfeni sttedové soumérnosti

X'=—-X+2s,
y'=-y+2s,
Nyni staci jen dosadit do rovnic soutadnice stiedu
X'=—x+2.(-2)
y'=-y+23
Tim ziskdme rovnice stfedové soumérnosti
X'=—x-4
y'=-y+6

Piiklad 8

Napiste rovnice stiedové soumeérnosti S(S), ktera je urCena vzorem X [—1, 3] a
obrazem X'[7,3].
Reseni: Mame zadany bod X[—1,3] (tj. vzor) a bod X'[7,3](tj. obraz). Dale zname
analytické vyjadreni sttedové soumérnosti (S ), které je ve tvaru

X'=—X+2s,

Y’ :_y+252
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Dale vime, Ze bod X ma soufadnice Xx=-1 a y=3 a bod X' ma soufadnice X'=7 a
y" =3. Nyni miizeme jednotlivé soufadnice dosadit do rovnic. Tedy

7=1+2s
3=-3+25,

Vyjadienim soufadnic s, a s, ziskame soufadnice stfedu S[s,,s,]. Tedy
s =3
s,=3

Zjistily jsme, jaké soufadnice ma stfed S [3, 3]

Nyni mizeme dosadit soufadnice stfedu do rovnic

X'=-x+2.3
y'=-y+23
Po upraveni ziskame rovnice stiedové soumérnosti S(S)
X'=-X+6
y'=-y+6

3. Otoceni (rotace)

Definice 7.3

Otoceni (neboli rotace) R(S,a) V eukleidovské roving E; kolem stfedu S o

(orientovany) thel o je shodné zobrazeni, pii které, je obrazem bodu A= Sbhod A’, pro

ktery plati |SA| = |SA'| a velikost thlu ZASA' je « . Obrazem stiedu otoCeni S je opét bod
S.

(toceni podle .
stiedu S o uhel ¢ *E'ﬂ

Obrazek 3: Otoceni (Rotace)
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Otodeni (rotace) R(S, &) se stiedem S =[s,,s,]:
X'=(x-s,)cosa—(y—s,)sina+s,
y'=(x—s,)sina+(y—s,)cosa+s,

Rovnice upravime a ziskame:

X'=Xcosa —ysina+s,—s,cosa+s,Sina
y'=Xxsina+ycosa+s,—S,Sina—S, CoSa

Priklad 9

Napiste rovnice otoceni se sttedem S [1, —2] o uhel o =60°.
Reseni: Mame zadany bod S [1, —2] , jehoz soufadnice jsou s, =1 a s, =-2, dale zname
uhel otoceni @ =60". A zname analytické vyjadieni otoc¢eni
X'=Xcosa—ysina+s —s, cosa+S,sina
y'=Xsina+ycosa+s,—Ss sina—Ss,cosx .
Nyni dosadime do rovnic soufadnice stfedu a thel otoceni
X'=xc0s60° —ysin60° +1—1cos60° + (—2)sin60°
y'=xsin60° + ycos60” + (—2) —1sin 60" — (—2) cos60°.

Rovnice upravime

X' = xl—y£+1—11—2£
2 2 2 2

y’:x£+yl—2—lﬁ+21
2 2 2 2

Ziskame rovnice otoceni

x’:%(x—\/gy+l—2\/§)

y'=%(x/§X+y—2—J3_)-

Piiklad 10

Urcete soufadnice obrazu bodu B [2, 6] Vv otoceni o uhel o =60° kolem pocatku.
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Redeni: Mame zadany bod B [2, 6] (vzor), Ghel oto¢eni o =60° a zname soufadnice stiedu

S [0, O] (pocatek). Budeme postupovat jako v ptedchozim ptikladu.

Zname analytické vyjadreni otoCeni
X'=Xcosa —ysina+s,—S,cosa+s,Sina
y'=Xxsina+ycosa+s,—S,Sina—s,CoSc .
Vime, Ze bod B ma soufadnice X=2a y =6, soufadnice stfedu jsou s, =0 a s, =0 a uhel
je @ =60°. Nyni vSe dosadime do rovnic
X" =2c0s60° —6sin60" +0—0cos60° +0sin 60°
y'=2sin60" +6c0s60" +0—0sin 60" —0cos 60°

Rovnice upravime

1 3 1 3

X'=2--6—+0-0=-+0—
2 2 2 2

y’=2ﬁ+61+0—0ﬁ—01
2 2 2 2

A protoze nula krat cokoli je nula, miZzeme z rovnic vypustit vSechny ¢leny, které jsou

nulou nasobené a zaroven 1 pficteni nuly

1 3

X'=2=-6—
2 2
y':2£+6l
2 2

Ted uz jen staci vyjadfit X', y'
X' =1-33
y' = «/5 +3.
Ziskali jsme soufadnice obrazu bodu B [2, 6] , 1j. bod B’[l—?n/fa_’ , \/5 +3].

Piiklad 11

Urcete soufadnice obrazu bodu C [1, 5] Vv otoCeni o uhel a =45° kolem pocatku.
Reseni: Mame zadany bod C [1, 5] (vzor), thel otoceni o =45° a zname soufadnice stfedu

S [0, 0] (pocatek). Budeme postupovat jako v predchozim ptikladu.
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Zname analytické vyjadreni otoCeni
X'=Xcosa—ysina+s, —s,cosa+s,sina
y'=Xxsina+ycosa+s,—S,Sina—Ss,Ccosa
Vime, ze bod C ma soufadnice Xx=1a y =5, soufadnice stfedu jsou s, =0 a s, =0 a thel
je o =45°. Nyni vSe dosadime do rovnic
X" =1c0s45 —5sin45" +0—-0co0s45" +0sin 45
y' =1sin45 +5c0s45 +0—-0sin45" —0cos 45

Rovnice upravime

G o i . 7

x’:l.—2—5.—+0—0.—+0.—

2 2 2 2
y’=l.ﬁ+5.£+0—0.£—0.£
2 2 2 2

A protoze nula krat cokoli je nula, mizeme z rovnic vypustit vSechny ¢leny, které jsou

nulou ndsobené a zaroven i pfic¢teni nuly

2 V2

X'=1l.—-5.—
2 2

y’:l.ﬁ+5.£
2 2

!

Ted uz jen stadi vyjadiit X', y
X' =-242
y'=3J2

Ziskali jsme soutradnice obrazu bodu C [1, 5] 1. C'[—Z\/E , 3\/5 J

4. Posunuti (translace)

Definice7.4

Posunuti (translace) T (B) Vv eukleidovské roviné E; je pfimé& shodnost, ktera

kazdému bodu X roviny pfifazuje obraz X' takovy, ze plati XX'=B, kde p je dany
vektor, ktery se nazyva vektor posunuti, jeho délka udava délku posunuti a jeho smér urcuje

smér posunuti.
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B

Obrazek 4: Posunuti (Translace)

Posunuti (translace) T (B) urcené vektorem B = [ OB pz]:
X'=X+p
y=y+p,
Poznamky: Posunuti je jednozna¢né¢ uréeno vektorem posunuti.
Posunuti nema samodruzné body; (slab€) samodruzné jsou pouze vsSechny piimky
rovnobézné se smérem posunuti.
Je-li ptfimka p’ obrazem dané pfimky p V posunuti, potom jsou piimky p, p’ rovnobézné.
Priklad 12
Napiste rovnice posunuti, které je uréeno vzorem A[-1,3] a jeho obrazem A'[4,2].
Reseni: Zname bod, jeho obraz a analytické vyjadieni posunuti
X'=X+p,
y'=y+p,
Soufadnice bodu A jsou Xx=-1 a y =3, soufadnice bodu A’ jsou X'=4 a y’=2. Posunuti

je urdené vektorem p = [P, P,]. Nyni mizeme dosadit do rovnic

4=-1+p,
2=3+p,

Z rovnic zjistime soufadnice vektoru B = [ (O pz]

p1:5
p2:_1
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Nyni mizeme napsat rovnice posunuti uréené vektorem p = [ P, pz]

X'=Xx+5
y'=y-1
Priklad 13
Napiste rovnice posunuti, které¢ je uréeno vzorem X [3,4] a jeho obrazem X'[5,1].
Reseni: Zndme bod X [3, 4] , Jeho obraz X ’[5,1] a analytické vyjadfeni posunuti
X'=X+p
y=y+p,
Soutadnice bodu X jsou x=3 a y =4, soufadnice bodu X'jsou x'=5a y'=1.
Posunuti je urc¢ené vektorem B = [ P, pz] . Nyni mizeme dosadit do rovnic

5=3+p
1=4+p,

Z rovnic zjistime soufadnice vektoru E = [ OB pz]
P, = 2
P, = -3
Nyni miZeme napsat rovnice posunuti uréené vektorem B = [ [ p2]

X'=X+2
y'=y-3

5. Posunuté zrcadleni (specidlni pripad posunuti)
Definice 7.5

Je déna pfimka 0. Zobrazeni slozené z posunuti ve sméru piimky 0 a osové
soumérnosti podle osy 0 se nazyva posunuté zrcadleni (neboli posunutd soumérnost).
Pozndmky:Posunuté zrcadleni se déa sloZit z osové a stfedové soumérnosti, pficemz stred
sttedové soumérnosti neleZi na ose osové soumernosti.

Posunuté zrcadleni nemé samodruzné body.

Posunuté zrcadleni s 0sou v soufadnicové ose X a vektorem posunuti p = [ [ 0]:

X'=X+p
y'=-y
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Shodnosti v prostoru

Shodné zobrazeni v eukleidovském prostoru E3 jsou ur¢ena rovnici f :x' = Ax+Db,

8, 8, &,
kde A=|a, a,, a, |jeortonormalni matici, tzn. AA" =E a det(A) =+1.
83 83 Ay

Pro det(A) =+1 je shodnost f :
e identita id(A=E,b=0)
e translace T (A=E,b=0)
e rotace R, kolem osy 0 o thel ¢ (specielné pro ¢ =7 je to osova soumérnost O,
podle osy0)
e Sroubovy pohyb Soeu = Roe © Tus 0sou 0a parametrem p, kde ‘G‘ = p.p
Pro det(A) =-1 je shodnost f :
e rovinova soumérnost {1, S rovinou soumeérnosti w
e posunuta soumernost Suu = Qe © T'u, kde u ()
e otofend soumérnost Suo, ¢ = Qo © R, kde 0 L @ (specielné pro p=+7 se
jedna o stfedovou soumérnost se sttedem {S}=0Nw)
Rotace R, ¢ kolem osy 0 o uhel ¢
Pro zjednoduseni si nejprve zvolime osu prochdzejici poatkem
o:x=tu , kde |u|=1.
Rotace kolem osy otoCeni 0 o orientovany thel ¢ je shodnosti, kterd jakémukoli bodu X
piitadi bod X'podle ptedpisu Rsx ¢ : X > X', kde Rsx ¢ je rotace vroviné
p(Xep,pLo)sestiedem S, ({SX } =pMO0) ouhel ¢.
Pro stfed S, dostaneme vztah
s, =(U'X)u=u(’x)=(uu")x.

Dale si zvolime v roviné p bod Y, a to vztahem

S,Y =uxS, X, to znamena

X' = (uu")x+cos p[ x—(uu")x |+sin p.A'x.

Tuto rovnici mizeme stru¢né psat

X'=A,,X, kde
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A, =uu’ +cosp(E—uu’)+sinp. A
je takzvanou matici otoceni.
Necht v tuto chvili O ¢ 0, coZ znamen3, Ze
o:x=a-+tu, kde |u|=1.
V tom pripadé pro rotaci R, dostavame vztah
X—-a=A,, (x-a)
X'=A,X+(E-A,)a kde (E-A )a=b.
JeSté poznamenejme, Ze v pripadé ¢ =247 (coZ znamena osovou soumérnost v Ez)

nabyva matice A, , jednodussiho tvaru
A., =2uu’ —E.
Je- li v opacném piipadé dana rotace kolem osy rovnici X'=A, x+b, potom rovnici
osy (coz znamena primKky samodruznych bodii) ur¢cime pomoci reSeni soustavy
(A, —E)x=-Db thel pziskame z matice A, ,.
Rovinova soumérnost Q,
Méjme rovinu soumeérnosti
w:nx+n, =0, kde |n|=1.
V prvni radé si ur¢ime patu P, kolmice spusténé z bodu X narovinu @
p, =X—(N"x+n)n=(E-nn")x—n_n.
Pro kazZdou dvojici soumérné sdruzenych bodt X, X'potom plati, Ze bod P, je stfedem
usecky XX', a proto plati nasledujici vztah
X' =2p, —x=2((E-—nn")x—ny,n) —X.
Pro rovinovou soumérnost (1, jsme tedy dostaly vyjadreni
X'=Ax+b,kde A=E-2nn" a b=-2n,n.
Pokud je vopacném pripadé urfena rovinova soumérnost predpisem X = Ax+Db,
potom rovnici roviny soumeérnosti (jinak fe¢eno roviny samodruznych bodi) urc¢ime

pomoci FeSeni soustavy

(A—E)x=—b.
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Pro¢ jsem podrobnéji popsala pouze rotaci a rovinovou soumeérnost? ProtoZe jak
z vySe uvedenych vlastnosti vyplyva, ostatni zobrazeni jsou definovana jako spojeni

téchto dvou zobrazeni.

Analyticka vyjadreni shodnych zobrazeni v E;

V eukleidovském prostoru E; zname Sest shodnych transformaci: posunuti, otoceni,

sttedovou soumérnost, osovou soumernost, rovinovou soumernost a Sroubovy pohyb.

1. Posunuti

Posunuti uréené vektorem p = (PP, Ps):

X'=x+p,
y'=y+p,
'=7+0p,

2. Otoceni
Otoceni o thel a kolem osy z:
X'=Xcosa—ysina
y' = Xsina+Yycosa
2'=12
3. Stiedova soumérnost

Soumérnost podle po¢atku O =(0,0,0):

X'=—X
y'=-y
'=-1
4. Osova soumérnost
Soumérnost podle osy z:
X'=—X
y'=-y

5. Rovinova soumérnost
Rovinova soumérnost je (jako kazd4d soumérnost) involutornim zobrazenim, tzn. je

sama sobé inverznim zobrazenim.
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Soumérnost podle roviny (X, y):

X =X
y'=y
Z'=-z

6. Sroubovy pohyb (torze)
Sroubovy pohyb vznika slozenim dvou pohybt, tj. oto¢eni kolem dané osy 0 a posunuti ve
sméru této osy. Velikost posunuti je pfimo umeérnd otoceni. Konstantou této pirimé

umeérnosti je redukovana vyska zavitu v,.
Sroubovy pohyb s parametrem V, (redukovanou vySkou) a s 0SOU V 0se z:

X'=Xxcosa —ysina
y'=Xsina + Xcosa
'=7+Vv,a
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Zavér

Cilem této prace bylo podat uceleny piehled zékladnich informaci o shodnych
zobrazenich v analytické geometrii. Také piiklady jsem zvolila tak, aby vhodné doplnily
vyklad a tim pomohly ke snadnéjSimu pochopeni dané problematiky.

Samoziejmé jsem ve své praci neobsahla vSechny otazky, které se tykaji shodnych
zobrazeni, ale to nebylo mym cilem. Zamérné jsem se vice vénovala zobrazenim v roviné,
protoze s touto problematikou se setkdvame jiz na stfedni Skole, ale je pravda, Ze prvni
poznatky o shodnych zobrazenich ziskava Clovék uz na zékladni Skole v konstrukénich

ulohdch pfi rysovani.
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Resumé

How it is resulted of the topic, this thesis is concerned on one group of view: the
same view. This is the same view in analytic geometry. These views are based on viewing
points (patterns) on points (paintings). The aim of this paper is to provide a comprehensive
summary of some basic properties of the same view and their inclusion in the system of
geometric transformations.

The term congruent, definition and basic properties are gradually expanded chapters.
Furthermore, there are different kinds of identical views, group transformations, direct and
indirect commonality.

The work is complemented by worked examples. These examples should help you
understand the proposition statements to the reader.

Instructions and explanations on how to proceed in the calculation are listed in most

of these examples.
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