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ABSTRAKT

Tato prace se zabyva tlohou balancovani mic¢e na prumyslovém robotu. Nasim cilem
je demonstrovat moznosti pouziti manipulatoru pro precizni tkony, které jsou reprezen-
tovany stabilizaci mice. Pro zjednoduSeni je mi¢ modelovan jako kyvadlo. Nejprve je
sestaven matematicky model kyvadla na hrotu. Poté je pro tento model pomoci dvoubo-
dové okrajové ulohy vypoctena trajektorie pohybu splnujici urcité pozadavky. Podél této
pozadované trajektorie je systém linearizovan a pro fizeni je navrzen linedrné-kvadraticky
reguldator na koneé¢ném horizontu. Nasledné je v prostredi SimMechanics sestaven model
sériového manipuldtoru, na kterém je na zavér simulacné ovérena funkénost navrzeného
fizeni.

KLICOVA SLOVA

Stabilizace, inverzni kyvadlo, LQR, prumyslovy robot, sériovy manipulator, planovani
trajektorie



ABSTRACT

This thesis deals with the issue of balancing a ball via industrial robot. Our goal is
to demonstrate the possibilities of manipulator usage for precise operations, which are
represented by ball stabilization. For simplicity the ball is modelled as a pendulum. First
the mathematical model of a pendulum on a thin tip is made. Then we compute desired
trajectory of motion via solving two-point boundary value problem. We then linearise
the system around this trajectory and we design finite-horizon linear quadratic regulator.
Then we make up a model of serial manipulator in SimMechanics. Lastly we verify the
function of the designed controller by running a simulation with this model.

KEYWORDS

Stabilization, inverse pendulum, LQR, industrial robot, serial manipulator, trajectory
planning
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1 Uvod

Pramyslovi roboti dnes jiz bézné nahrazuji lidskou praci u vyrobnich linek, kdy
napifklad v automobilkdch premistuji tézké dily, kompletuji karoserie, svaiuji nebo la-
kuji. Vzhledem ke snaze o modernizaci vyrobnich procesu spolu s témito aplikacemi dnes
narusta poptavka i po automatizaci mnohem preciznéjsich tkontu, pii kterych jsou kla-
deny vétsi ndroky na piesnost pohybu, at uz z hlediska polohy, nebo z hlediska rychlosti.
Pro vyrobce manipulatoru z toho plyne jak nutnost pripadného zlepseni konstrukce ro-
botu, ¢imz se zlepsi jejich dynamické vlastnosti, tak predevsim vyvoj presnéjsich fidicich
algoritmu. Takové Tizeni je poté samoziejmé nutné ozkouset a demonstrovat na redlném
systému. V této praci pro predvedeni moznosti prumyslového manipulatoru vyuzijeme
ulohu balancovani mice na hrotu, ktery bude pripevnén na koncovy efektor manipulatoru.
Aby se povedlo mi¢ ustabilizovat, je zapotiebi presnych a rychlych zasahu, schopnosti
manipulatoru tedy dobfe provérime. Balancovani mice je poté zobecnénim popularniho
problému stabilizace inverzniho kyvadla. Ve své nejzakladnéjsi podobé je systém in-
verzniho kyvadla tvoren kyvadlem otoénym kolem jedné osy, které je umisténo na voziku
pohybujicim se v ose kolmé na osu otaceni kyvadla. Kyvadlo se poté snazime stabili-
zovat v horni poloze. Jednd se tedy o nestabilni systém s nelinedrni dynamikou, ktery
je vsak stabilizovatelny, a pravé proto se jedna o jakysi testovaci piiklad a popularni
demonstracni ukdzku pro ruzné strategie fizeni.

1.1 Podaktuované systémy

V piipadé inverzniho kyvadla na voziku se navic jednd o takzvané ,podaktuovany*
systém (underactuated system). Tyto systémy se vyznacuji tim, Ze jejich pocet ovlada-
telnych stupnu volnosti je mensi nez jejich celkovy pocet stupnu volnosti. U plné aktu-
ovanych systému (fully-actuated systems) jsou piimo aktivné ovldadany vsechny stupné
volnosti. VySe zminény systém inverzniho kyvadla na voziku mé dva stupné volnosti, je-
den pro horizontalni pohyb voziku a druhy pro otaceni kyvadla kolem pivotu, ale ovladat
muzeme pouze polohu voziku a tihel natoc¢eni kyvadla je poté ovladéan neptimo. V praxi se
podaktuované systémy vyskytuji kvuli konstrukénim omezenim, kdy neni fyzikalné mozné
systém osadit pohonem pro kazdy stupen volnosti, nebo kvuli ekonomickym duvodum,
at uz jde o sniZzeni ndkladu na akéni prvky a konstrukei celého systému nebo o snizeni
energie pottebné k provozu.

Obecné vsak nemusi byt podaktuované systémy pouze fesenim ,,z donuceni“, v nékterych
piipadech je vyhodné vyuzit pfirozenou dynamiku konstrukce. Pro srovnani plné aktu-
ovaného a podaktuovaného systému uvedeme nésledujici piiklad, ukézany v [2]. Jako
zastupce plné aktuovaného systému byl vybran obecné znamy humanoidni robot ASIMO
od firmy Honda (obrézek 1.1.1), ktery ma v kazdém kloubu dolnich konéetin umistén
motor. Pfi chuzi je jeho pohyb plynuly, nepusobi vsak tplné prirozené. Pii fizeni to-
hoto robota je totiz pouzito zpétnovazebni fizeni s velkym zesilenim za 1celem potlaceni
prirozené dynamiky a striktniho dodrzovani pozadované trajektorie. Nasledkem tohoto
zpusobu Tizeni je vSak vysoka spotieba energie a také omezeni stavového prostoru na
chuzi po zndmém rovném povrchu.

Proti tomu byl jako piiklad podaktuovaného systému uveden pasivni dynamicky
chodici ,robot* predstaveny v [4] (obrdzek 1.1.2). Jednd se o vhodné sestavenou kon-



Obrazek 1.1.1: Robot ASIMO od firmy Honda [3]

strukeci bez jediného akéniho prvku, presto je tento robot schopen velmi pfirozené chuze
doltt po mirné naklonéné roviné. V nékterych piipadech je tedy vyhodné s prirozenou
dynamikou pracovat a ne se ji snazit potlacit. Mnohem vice o podaktuovanych systémech
zejména z oblasti robotiky lze najit v [2].

Obrazek 1.1.2: Pasivni dynamicky chodici robot predstaveny v [4]

1.2 Balancovani mice na priumyslovém robotu

Vratme se zpét k systému inverzniho kyvadla na voziku. Tento systém byl na Ka-
tedie kybernetiky ZCU v Plzni jiz dfive rozsiten do dvourozmérného prostoru pridanim
dalsiho stupné volnosti a sestrojenim robota balancujiciho micem na hrotu [5]. Myslenku



tohoto ,robotického lachtana“ nyni dale rozsitime do tiirozmérného prostoru na balan-
covani mice ¢i kyvadla na hrotu, ktery bude pripevnén ke koncovému efektoru malého
antropomorfniho priumyslového manipuldtoru znacky Staubli. V nasem piipadé se tedy
sice bude jednat o v podstaté ,Skolni tlohu vytvarenou za ucelem marketingové pre-
zentace manipulatoru pro znacku Staubli, tato uloha je vsak velmi podobné praktickym
problémum jako jsou napriklad fizeni letu rakety, jiz zminéna chuze dvounohych robotu
nebo samostatné balancovani dvoukolového dopravniho prosttedku Segway PT.

2 Matematicky model miée na hrotu

Pro navrh strategie Tizeni je nejprve zapotiebi vytvorit matematicky model fizeného
systému, zacneme tedy s tvorbou matematického modelu mice nestabilné ulozeného na
hrotu. Pro urceni momentu setrvacnosti budeme mic¢ uvazovat jako kulovitou slupku o
urcité tloustce s dutym stredem (obrdzek 2.0.1). Z odvozeni, které je k nahlédnuti v [6],
obdrzime pro moment setrvacnosti nasledujici vztah:

5_ .5
J= %m% - :::} (2.0.1)
e J ...moment setrvacnosti (kg - m?]
e m ... hmotnost mice [kg]
e 7y ...vnitini polomér slupky mice [m]
e 15 ...vnéjsi polomér slupky mice [m]
z

Obréazek 2.0.1: Schéma mice

Pro zjednoduseni budeme mi¢ modelovat jako matematické kyvadlo se sférickym klou-
bem. Matematické kyvadlo je tvofeno hmotnym bodem, ktery je zavéSen na tuhém vlakne
se zanedbatelnou hmotnosti. Odpor vzduchu a tfeni v pivotu je zanedbavano. Pro odvo-
zeni pohybovych rovnic pouzijeme Newton-Eulerovu metodu. Systém budeme modelovat
jako soustavu dvou hmotnych bodu podle nasledujictho schématu (obrazek 2.0.2).

10



Z1h
‘m
b
. v .-¥
T PRl
— -
N a e
rG ’/’
-
’/
-
— [/"L
U I}
1
1
1
1
T >
I e
p Yo

Obrazek 2.0.2: Schéma kyvadla modelovaného soustavou dvou hmotnych bodu

Jednotlivé vektory a proménné ve schématu maji nasledujici vyznam:

Zo, Yo, 2o - - -inercidlni soustava souradnic pevné spojena se zemi
1, 1, Z1 - ..pohybliva soustava souradnic pevné spojena s kyvadlem

m ... hmotnost hmotného bodu na konci kyvadla

(... hmotnost hmotného bodu v pivotu

U ...poloha pivotu vzhledem k inercidlni soustavé soutadnic

7 ...poloha hmotného bodu na konci kyvadla vzhledem k inercialni soustavé souradnic
Ta ... poloha tézisté kyvadla vzhledem k inercialni soustavé souradnic

U ...vzdalenost hmotného bodu na konci kyvadla od pivotu vzhledem k inercidlni
soustavé souradnic

— v vy

a . ..vzdalenost pivotu od tézisté kyvadla vzhledem k inercidlni soustavé soutadnic

inercidlni soustavé souradnic

Kyvadlo je tedy tvofeno dvéma hmotnymi body, jednim v pivotu a druhym na konci
kyvadla. S kyvadlem je pevné spojena soustava souradnic ¥y, i, 21, jejiz pocatek je
shodny s polohou pivotu a smér jeji osy 27 je shodny se smérovanim kyvadla. Tato
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soustava soutadnic vznikne rotacni transformaci inercialni soustavy souradnic Zo, %o, Zo,
neboli soustavy soufadnic pevné spojené se zemi. Soustava souradnic pevné spojena s
télesem tedy vyjadiuje odklon kyvadla od vzpiimené polohy. Tento odklon je vyjadien
rotaci kolem osy Z, o ihel a a rotaci kolem osy %y o thel [ (obrazky 2.0.3 a 2.0.4).
Vzhledem k uspotfadani systému nejsme schopni ptisobit na rotaci mice kolem osy Zzp.
Pokud vsak budeme zacinat z klidové polohy, nemélo by k ni teoreticky dochazet. V
praxi nejspis k této rotaci dojde kvili tfeni mezi hrotem a mi¢em, nicméné pouze v malé
mite a neméla by tedy ovliviiovat chovani systému, proto ji nebudeme uvazovat. Zbylé
dveé rotace kolem os %y a 3, muzeme reprezentovat nasledujicimi rota¢nimi maticemi.

1 0 0

R.(a) = 0 cos(a) —sin() (2.0.2a)
0 sin(a) cos(a)

Ccos(8) 0 sin(B)]

Ry(B) = 0 1 0 (2.0.2b)

| —sin(3) 0 cos(B)]

Spojenim téchto dvou rotaci poté obdrzime vysledné natoceni kyvadla. Vyslednou rotaéni
matici ziskdme vynasobenim matic elementarnich rotaci.

cos(f) 0 sin(/3)
R =R,(a)R,(B) = | sin(a)sin(8) cos(a) —sin(a)cos(f) (2.0.3)
—cos(a)sin(f) sin(a)  cos(a) cos(f)

Pomoci této matice ddle muzeme prechézet mezi inercialni a pohyblivou soustavou souradnic
nasledujicim zpusobem:

1= R Qj‘o = RTfO (204b)

8y

Nyni se vratime k modelu kyvadla z obrazku 2.0.2. Pro jednotlivé vektory plati
nasledujici vztahy:

Te=U—a (2.0.5a)
T=0b—a (2.0.5b)
F,=pug+f (2.0.5¢)

E, =mg (2.0.5d)
a:—a%ﬁ* (2.0.5¢)
b=t 5 (2.0.5f)

m+ i
Vyjadiime vektor polohy tézisté vzhledem k inercidlni soustavé soutradnic 7.
- - m
TG = U+ m+uv (2.0.6)

12



To =T

Obrazek 2.0.3: Rotace kolem osy 7 o thel «

Obrazek 2.0.4: Rotace kolem osy #, o tihel S

Podle Newton-Eulerovy metody pro soustavu hmotnych bodu plati:
F2 Z F, = myrg (2.0.7a)

Mo 23 M= jixF = % [Z (,z- x miﬁi)] (2.0.7b)

jednotlivé vektory a upravime.
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> Fi = myi (2.0.82)

S o I [ mo
FM+Fm:(m+M)g+f:(m+p)@ (u+m+ﬂv) (2.0.8b)
. d-
G = %LG (209&)
S o o d R =
c?xF,ﬁ—bme:%(o?xuajtbxmb) (2.0.9b)
6x<u§+f>+gxmﬁzﬁxué’+gxmg (2.0.9¢)

Nyni provedeme limitni prfechod, kdy budeme uvazovat, ze hmotnost hmotného bodu
v pivotu je zanedbatelnd, tedy p = 0. Vztahy pro jednotlivé vektory piejdou na nésledujici
tvar. Pro p = 0:

F,=f (2.0.10a)
i=—7 (2.0.10D)
b=0 (2.0.10¢)

Fo =i+ (2.0.10d)

Dosadime do rovnic (2.0.8) a (2.0.9).
- d?
mg+ f = mes (@ + 7) (2.0.11a)
—Tx f=0 (2.0.11b)
Vektorové piendsobime rovnici (2.0.11a) z levé strany vektorem .
. 2
TXmGg+Tx f=0xm— (d+7) (2.0.12)

dt?
Dosadime ze vztahu (2.0.11b) a vyjaddiime vektor ¢ v transformované soustavé soufadnic
jako Ruj.

2

d

Vzhledem k tomu, ze vektor 7] vyjadiuje polohu hmotného bodu na konci kyvadla vzhle-
dem k pohyblivé soustavé souradnic, bude vypadat nasledovneé:

#=1[0 o 1" (2.0.14)

Parametr [ zde vyjadiuje délku kyvadla. Tato délka se s ¢asem samoziejmé neméni, rovnici
(2.0.13) tedy muzeme vyjadrit takto.

14



R, x m = Réy x m (iﬂ Ra) (2.0.15)

Timto jsme tedy obdrzeli popis systému, ktery je fizen zrychlenim pivotu i. Pii odvo-
zovani tohoto predpisu jsme uvazovali matematické kyvadlo, které vsak plné neodpovida
realité. Pro pfechod k fyzickému kyvadlu musime urcit ekvivalentni délku matematického
kyvadla. Budeme uvazovat fyzické kyvadlo se vzdéalenosti tézisté od pivotu [, hmotnosti
L a hmotnosti hmotného bodu M a stejné naklonéni obou kyvadel ¢, coz je znazornéno
na nasledujicim obrazku (obrazek 2.0.5).

Obrazek 2.0.5: Schéma fyzického (vlevo) a matematického (vpravo) kyvadla
Moment setrvacnosti matematického kyvadla kolem pivotu spocteme jako

Jo=ML? (2.0.16)

od pivotu [. Odtud muzeme ziskat moment setrvacnosti kyvadla kolem pivotu podle
Steinerovy véty:

Jo = J+mil? (2.0.17)

Pokud pozadujeme, aby byla obé kyvadla ekvivalentni, musi se jejich moment setrvacnosti
okolo pivotu shodovat, tedy

Jo=J+ml*=ML? (2.0.18)

7, druhého Newtonova pohybového zakona pro matematické kyvadlo plyne

ML*@ = MLg - sin(y) (2.0.19a)
Ly = g -sin(yp) (2.0.19b)

Obdobné pro fyzické kyvadlo plati

(J +ml*)p = mlg - sin(p) (2.0.20a)
J+mi? . .
— P=9 sin(yp) (2.0.20Db)

15



Je vidét, ze pravé strany rovnic obou kyvadel jsou si rovny a v obou rovnicich se na
levé strané vyskytuje ¢len ¢. Pro platnost rovnice (2.0.18) se tedy musi rovnat zbylé
¢leny na levych stranach a redukovana délka matematického kyvadla je tim padem dana
nasledujicim pfredpisem.
2
p=JEmt (2.0.21)
ml

Takto spoctenou délku matematického kyvadla nyni dosadime do vektoru v z rovnice
(2.0.14).

h=1[0 0 Zm2]" (2.0.22)

ml

Dosazenim tohoto upraveného vektoru do rovnice (2.0.15) ziskdme pohybovou rovnici
pro fyzické kyvadlo. Déle zatim budeme pocitat s timto fyzickym kyvadlem a s pro néj
odvozenymi vztahy. Pokud bychom chtéli ptejit k mici, nahradili bychom moment se-
trvacnosti J vyskytujici se v predchozich vztazich momentem setrvac¢nosti mice (duté
kulovité slupky o urcité tloustee), ktery je uveden v rovnici (2.0.1).

Do vysledné rovnice (2.0.15) nyni dosadime jiz difve uréenou matici rotace (2.0.3),
vektor ¢; urcéeny pro fyzické kyvadlo (2.0.22) a déle vektor gravitacniho zrychleni

g=1[0 0 —g]" (2.0.23)

a vektor fizeni. Rizeni budeme uvazovat ve formé zrychleni pivotu ve sméru jednotlivych
soutadnic, vypustime tedy druhou derivaci v oznaceni a prejdeme na oznaceni @ = .
Vektor tizeni je poté

7= [u, u, w)] (2.0.24)

kde jednotlivé slozky jsou zrychleni pivotu ve smérech jednotlivych souradnic. Vektorovy
soucin, ktery se v rovnici (2.0.15) vyskytuje, muzeme vypocitat nasledujicim zptisobem:

axb=ab (2.0.252)
a=[ar ay ag)" (2.0.25b)
0 —das a9
a=|a 0 —a (2.0.25¢)
—as aq 0

Dosazenim do rovnice a naslednym roznasobenim jsme obdrzeli tii rovnice pro dvé
neznamé, jedna se tedy o preurcenou soustavu rovnic. Takovato soustava rovnic neméa
feSeni, pokud nékteré z rovnic nejsou linedarni kombinaci ostatnich, coz je presné nas
piipad, nebot pii vypoctu feseni z kterékoliv kombinace dvou rovnic jsme obdrzeli stejny
vysledek. Jako stav systému jsme zvolili ihel natoceni kyvadla kolem osy Zy (tdhel «),
thel natoceni kyvadla kolem osy 7y (thel 5) a poté rychlosti téchto rotaci (& a 3).

I «

v= |22 = |0 (2.0.26)
T3 OZ
Ty 5



Vysledkem je poté nasledujici nelinearni t-variantni systém:

Tr1 — T3 (2027&)
i3 = f3(x,u, (2.0.27c¢)
iy = fa(x,u,t (2.0.27d)

Z hlediska uspory mista zavedeme nésledujici znaceni.
cos(x) = ¢, (2.0.28a)
sin(x) = s, (2.0.28Db)

Stavové rovnice systému nam vysly nasledovné.
i1 = b (2.0.29%)
iy =0 (2.0.29Db)
iy = 235d6ml2 + QJSBO'zB + camllgy + Sagml + somlu, (2.0.29¢)
Cg(J + ml )

= —sgcad®ml® — Jspcga® + caspglm + cosgmlu, — spsamlu, — camlu, (2.0.294)

J + ml?

Vystup budeme uvazovat shodny se stavem systému, primy vliv vstupu na vystup je
nulovy. Pokud nyni provedeme linearizaci v ustdleném stavu, tedy ve vzptimené poloze
s nulovymi vstupy (zo = [0,0,0,0]" a ug = [0,0,0]7) ziskdme nésledujici stavovy model.

T = Ax + Bu

y=Cx
&l [ 0 0 1 0] [« 0 0
3 0 0 0 1| |8 0 0
= gmu |+ ml
a Fmz 0 0 0] Ja 0 e
Bl L0 5 0 0] |8 s 0
w] 1 0 0 0] [a
yv| |0 1 0 0f |B
ys| 10 0 1 0] |a
Ya | 000 1 |p

(2.0.30a)
(2.0.30b)
o| [t
ol [ (2.0.30¢)
u
O z
(2.0.30d)

Pokud se podivame na vysledné rovnice tohoto stavového modelu, muzeme pozorovat,
ze odpovidaji linearizovanym vztahum pro jednoduché inverzni kyvadlo.
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3 Planovani trajektorie

Matematicky model kyvadla na hrotu je odvozeny, nyni muzeme pfistoupit k naplanovani
trajektorie pohybu. Nasim cilem je, aby manipulator s micem, piipadné kyvadlem, na
hrotu objel néjakou predem definovanou trajektorii. Pokud bychom pozici koncového efek-
toru manipulatoru a tim padem i hrotu s micem meénili jen pomalu, mohli bychom nejspise
uvazovat, ze mi¢ bude po celou dobu pohybu ve vzpiimené poloze a stav bychom se tedy
po celou dobu snazili drzet nulovy. Pokud vsak budeme chtit dosdéhnout néjakého rych-
lejstho pohybu, je nutné mic¢ naklonit ,,po sméru®“ pohybu. Maly moment pred zapocetim
pohybu je mi¢ nejprve nutné naklonit ve sméru tohoto budouciho pohybu, pokud je
poté trajektorie ve tvaru oblouku, je nutné aby byl mi¢ naklonén dovnitf tohoto ob-
louku a tim bojoval proti odstfedivé sile. Pted zastavenim je naopak nutné, aby mic¢ byl
naklonén opacné, nebot po zastaveni hrotu se mi¢ setrvacnou silou dostane do klidové
vzpiimené polohy. Nasim tkolem je tedy predpocitat vyhovujici trajektorii koncového
efektoru, kdy jeho rychlost a zrychleni budou v pocatecnim a koncovém bodu trajektorie
nulové. K takto uréenému pohybu koncového efektoru a jemu odpovidajicimu zrychleni,
neboli fizeni systému, je poté pro kazdy casovy okamzik pohybu podle periody vzorkovani
nutné spocitat naklonéni a okamzitou hlovou rychlost kyvadla. Toto naklonéni a rychlost
musi byt také na pocatku i konci pohybu po trajektorii rovné nule. Musime tedy pro nas
systém vytesit takzvanou dvoubodovou okrajovou ulohu.

3.1 Dvoubodova okrajova uloha

Pojem okrajové tloha (boundary value problem) se vyskytuje v matematice v oboru
diferencidlnich rovnic. Oby¢ejné diferencidlni rovnice se vyskytuji v matematice, fyzice i
inzenyrstvi a popisuji déje spojité se ménici v ¢ase. Sama o sobé méa soustava obyc¢ejnych
diferencialnich rovnic mnoho feSeni. Obycejné je hledané feSeni dano uré¢enim hodnot
vSech jeho komponent v jednom bodé x = a. V tomto ptipadé hovoiime o takzvané
pocéatecni tloze. Oproti tomu v okrajové tloze fesime soustavu obycejnych diferencialnich
rovnic spolu s dalsimi omezenimi, kterym fikame okrajové podminky. Okrajova tloha
tedy specifikuje hodnoty nebo rovnice pro komponenty feseni ve vice bodech x. Okrajova
uloha nemusi mit zadné feSeni, nebo jich naopak muze mit vice nebo nekoneéné mnoho.
Z tohoto duvodu vyzaduji programy pro feSeni okrajového problému po uzivateli, aby
zadal odhad pro pozadované feseni. Casto je soucdsti feseni také hodnota parametri,
pro které mé okrajovy problém feseni. Pro tyto parametry je také nutné zadat pocatecni
odhad. V nasem konkrétnim piripadé hledame teSeni soustavy obycejnych diferencialnich
rovnic, které bude vyhovovat pozadavku na vzpfimenou polohu kyvadla (nulovy stav)
na zac¢atku i na konci pohybu. Mame tedy dva body z na krajich ¢asového intervalu, na
kterém hleddame feseni soustavy obycejnych diferencialnich rovnic. Odtud nézev dvoubo-
dova okrajova tloha. Obecné muzeme tento problém zapsat jako

y(x) = f(z,y(z)) (3.1.1a)
x € (a;b) (3.1.1b)
9(y(a),y(b)) =0 (3.1.1c)
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Funkce g definuje okrajové podminky. V praxi je nékdy treba fesit i vicebodové okrajové
ulohy. Tento problém je poté fesitelny prevedenim na nékolik dvoubodovych okrajovych
uloh.

3.1.1 Numerické metody reSeni okrajovych tiloh

Pokud je funkce f hladké na intervalu (a;b), dand pocatecéni dloha y = f(x,y), y(a)
méa prave jedno teSeni. Jako piiklad dvoubodové okrajové ulohy je uvedena rovnice

j+y=0 (3.1.2)
s okrajovymi podminkami

yla) = A (3.1.3a)

y(b) =B (3.1.3b)

Dulezitym pristupem k analyze takovéto tulohy je uvazovat soubor feseni poc¢atecnich
tiloh. Necht

y(z,s) (3.1.4)

je TeSenim uvedeného piikladu s pocatecnimi hodnotami

y(a) = A (3.1.5a)
y(a) =s (3.1.5b)

Kazdé y(z, s) postupuje k = = b a otdzkou je, pro které hodnoty s plati

y(b,s) =B (3.1.6)

Pokud existuje teseni s této algebraické rovnice, poté odpovidajici y(z, s) poskytuje
feSeni diferencialni rovnice, které spliuje okrajové podminky. Tento teoreticky postup
je zalozen na teSeni souboru pocatecnich tloh pro obycejné diferencialni rovnice a na
feSeni nelinedrnich algebraickych rovnic. Protoze existuji efektivni programy pro teseni
obou téchto problému, nabizi se zkombinovat je do programu fesiciho okrajovou tlohu. Na
této myslence je zalozena takzvana metoda stielby. Pokud jsou pocatecni ilohy vyuzivané
k feseni stabilni, jedna se o efektivni metodu, pro nékteré okrajové tilohy vsak tento fakt
neplati. Potom dochazi k situacim, ze zatimco feSeni okrajové tulohy neni citlivé na zmény
v okrajovych hodnotéch, feSeni poc¢atecnich tloh metody stfelby jsou naopak na stejné
zmeény velmi citliva. Nestabilni feseni pocatecnich tloh poté mohou zpusobit neschopnost
nalezeni presného feSeni, pro obecné pouziti je tedy tato metoda nevhodna.

Timto neduhem netrpi kolokac¢ni metoda. Méjme dvoubodovy okrajovy problém.

y = f(z,y,p) (3.1.7a)
z € (a;b) (3.1.7b)
9(y(a),y(b),p) =0 (3.1.7¢)
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Proménna p je zde vektor neznamych parametru, ktery z dalsich rovnic pro zjednoduseni
vypustime. Pfiblizné feseni S(z) je spojitd funkce, ktera je kubickym polynomem na
kazdém podintervalu (x,; x,.1) miizky a = 2o < x; < --- < xy = b. Tato funkce splnuje
okrajovou podminku

g(S(a),S(b)) =0 (3.1.8)

a zaroven splnuje diferencialni rovnice na obou krajich a uprostied intervalu.

S(xn) = f(xn, S(zn)) (3.1.92)
S((@n + 2011)/2) = [((@n + 2011)/2, S(@0 + T041)/2)) (3.1.9b)
S(@n41) = f(@ni1, S(wni1)) (3.1.9¢)

7, téchto podminek dostavame soustavu nelinedrnich algebraickych rovnic pro koe-
ficienty definujici S(z). Na rozdil od metody strelby je feseni y(z) aproximovano na
celém intervalu (a;b) a okrajové podminky jsou uvazoviny ve vsech c¢asech. Nelinedrni
algebraické rovnice jsou feSeny iterativné pomoci linearizace, pouzivaji se tedy funkce
pro feseni linearnich rovnic namisto kédu pro feseni pocatecnich tloh. Okrajové tlohy
mohou mit obecné vice nez jedno feseni, je tedy nutné poskytnout programum pro je-
jich vypocet predbézny odhad pozadovaného feseni, vcetné pocatecni mriizky, na které
ho chceme najit. Reseni okrajovych tloh také casto zahrnuje nalezeni parametri, pro
které existuje feSeni a pro které musime také poskytnout pocateéni odhad. Poskytnuti
muze dojit k singularitam, jindy pro zménu muzeme dostat feseni, které nevyhovuje nami
specifikovanym pozadavkum. V druhém piipadé muze byt vhodné vysledek pouzit jako
pocatecni odhad pro dalsi béh programu.

V nasem ptipadé pouzijeme pro vypocet dvoubodové okrajové tilohy program MATLAB
a jeho funkei bup4c(). Tato funkce je zalozena na kolokacni metodé, konkrétné na od ni
odvozené Simpsonové metodé. Vice o okrajovych ilohéch a implementaci funkce bup/e()
pro jejich feseni v MATLABu se lze docist napiiklad v [7], odkud jsme si vypujéili uve-
denou teorii k tomuto tématu.

3.2 Vypocet trajektorie - feSeni dvoubodové okrajové tulohy

Chtéli bychom najit takové tizeni, jehoz vysledkem by byl pohyb koncového efektoru
manipuldtoru, potazmo hrotu s micem /kyvadlem, po uzaviené kiivce z klidu do klidu. Na
zacatku i konci pohybu musi byt kyvadlo ve vzptimené klidové poloze, oba 1ihly natoc¢eni
i jejich rychlosti tedy musi byt nulové. Pozadujeme, aby se koncovy efektor na tplném
zacatku a na uplném konci trajektorie nehybal, jeho rychlost i zrychleni tedy musi byt v
téchto okamzicich nulové. Zrychleni odpovida fizeni systému. Uvazujme ¢as pro vykonani
celého pohybu po trajektorii 7. Musi platit

v(0) =0 (3.2.1a)
a(0) =u(0) =0 (3.2.1b)



pro pocatek pohybu a

o(T) =0 (3.2.2a)
a(T)=uw(T)=0 (3.2.2b)

pro konecny ¢asovy okamzik pohybu. Dale bychom chtéli, aby trajektorie, kterou bude
pivot opisovat, byla uzaviena kiivka. Nulova tedy musi byt v obou ¢asech i poloha kon-
cového efektoru.

0 (3.2.3a)
s(T) =0 (3.2.3b)

Pozadavky jsme uvedli pro vektory pohybu, rychlosti a fizeni, které se skladaji ze tii
slozek, jedna slozka pro kazdou osu.

s=[ss sy SZ}T (3.2.4a)
v=[v, v, UZ}T (3.2.4Db)
u=[u, u, uz]T (3.2.4c)

Obecné schéma trajektorie je znazornéno na obrazku 3.2.1.

s5(0)=s(T)=0
v(0) =v(T)=0
uw(0) =u(T) =0

Obréazek 3.2.1: Obecné schéma pozadované trajektorie koncového efektoru s kyvadlem

Nasim tkolem je najit funkci, ktera bude spliovat vSechny podminky. Tato funkce
musi byt nulova v ¢asech 01T a to samé plati i pro jeji prvni a druhou derivaci. Uvedené
pozadavky budou splnény napiiklad pii pouziti funkce
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sk(t) = 1 — cos(kwt) (3.2.5)

Frekvenci w spocteme jako

2m
= 3.2.6
w= 2 (326)
Prvni derivace této funkce je
v(t) = kw sin(kwt) (3.2.7)
a pro jeji druhou derivaci plati
ar(t) = up(t) = (kw)? cos(kwt) (3.2.8)

Pro druhou derivaci nejsou podminky splnény. Muzeme vsak secist nékolik harmo-
nickych slozek s vhodnymi koeficienty tak, aby pozadavky platili. Timto zaroven ne-
porusime platnost pozadavku pro polohu s(k) a rychlost v(k).

u(t) = Z c(kw)? cos(kwt) (3.2.9a)

k=1
u(t)]imo = Y _ c(kw)® =0 (3.2.9b)
u(t)|i=r =Y ex(kw)® =0 (3.2.9¢)

Aby se jednotlivé harmonické slozky vhodné odecetly, staci koeficient posledni harmonické
vypocist z ostatnich koeficientu.

N—-1
cr(kw)? = —en(Nw)? (3.2.10a)
k=1
Z Cka 2
cn = b ]ifw (3.2.10b)
Yk
cn = k le2 (3.2.10c)

Konkrétné muzeme tento soucet harmonickych slozek provést zvlast pro fizeni v kazdé
ose.
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ua(t) =Y con(kw)? cos(kwt) (3.2.11a)

k=1
N
uy(t) = Z cyr(kw)? cos(kwt) (3.2.11Db)
k=1
N
u,(t) = Z C.x(kw)? cos(kwt) (3.2.11c)
k=1
Nasim problémem je nyni nalezeni koeficientt cgi, cyr, c.x; k= 1,..., N tak, aby
kyvadlo na zac¢atku stalo vzpiimené
0
r {0
z(0) = 0 (3.2.12)
0
a to samé musi platit i na konci pohybu.
0
t 10
z(T) = 0 (3.2.13)
0

Musime tedy vyftesit dvoubodovou okrajovou ulohu. Pro tento tcel pouzijeme funkci
bupjc() v programu MATLAB, kterd ndm jako vysledek poskytne hodnotu nékterych
koeficientu funkce fizeni (zbytek musime predem vhodné zvolit) a prubéh stavu kyvadla
okamzik podle periody vzorkovani tomu odpovidajici naklon a thlovou rychlost kyvadla
tak, ze budou splnény okrajové podminky.

Pt psani skriptu pro spusténi funkce bup4c() budeme postupovat podle rad a piiklada
uvedenych v [7]. Prvnim krokem je zapsat soustavu obyéejnych diferencidlnich rovnic
jako soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fddu. V nasem pripadé muzeme
tento krok vynechat, nebot vzhledem k volbé stavovych proménnych jiz mame mo-
del v odpovidajicim tvaru (2.0.29). Protoze mame ¢tyfi stavové proménné a urcené
v8echny pocédteéni podminky x(0), musime mit také ¢tyfi volné parametry pro funkci
fizeni, abychom se byli schopni trefit do pozadovaného bodu na konci trajektorie z(7).
Ve vsech slozkach vektoru fizeni se tedy musi dohromady vyskytovat ¢tyti volné para-
metry a pripadné koeficienty u ostatnich harmonickych slozek zvolime predem. Funkci
bup4c() musime poskytnout soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic, soubor okra-
jovych podminek a déle pocateéni odhad miizky, na které chceme tlohu tesit, pocatecni
odhad teseni v bodech této mrizky a odhad volnych parametru. Nakonec muzeme jesté
specifikovat dalsi moznosti, jako je napiiklad pozadovana relativni tolerance.

Pro simulaci jsme neznali redlné parametry systému, jejich hodnoty jsme se tedy
pokusili vhodné zvolit.
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[ =0.1[m] (3.2.14a)
m = 0.1 [kg] (3.2.14b)
g =9.81 [m/s%] (3.2.14c)
T =2[s] (3.2.14d)
Ts = 0.01 [s] (3.2.14e)

mice jsme odhadli na 2mm, tomu tedy bude odpovidat vnitini polomér mice ry.

ry = 0.1 [m] (3.2.15a)
ry = 0.098 [m] (3.2.15Db)
J = 0.00065351 [kg - m?] (3.2.15¢)

Hodnotu frekvence omega vypocteme ze vzorce (3.2.6).

Pro simulaci jsme zkouseli ruzné ménit jednotlivé slozky vektoru vstupu, dobu po-
hybu T a s ni souvisejici mfizku, odhady feSeni i odhady parametru. Bohuzel i pfi velmi
malé zméné jednoho ¢isla muzeme obdrzet naprosto rozdilné feseni a nelze vysledovat,
jak je feseni ovlivnéno zménou konkrétniho parametru. Pro nékteré kombinace parametru
muze dojit k singularité a reseni nenalezneme vubec. Mohlo by se také stat, ze bychom
nasli feseni, které sice vyhovuje okrajovym podminkdam, ale nékde v prubéhu by kyvadlo
spadlo dolu a nasledné by se opét vyhouplo. Nezbylo ndm tedy nic jiného nez metodou
pokus-omyl zkouSet ménit ruzné parametry, dokud jsme neobdrzeli néjaké rozumné reseni,
které by ndm mohlo vyhovovat pro testovani na redlném systému. V dokumentaci pro
nas manipulator Staubli TX40 (Dodatek 1) jsou uvedené pracovni prostory a maximalni
uhlové rychlosti jednotlivych kloubu. U vysledné trajektorie tak muzeme ovérit alespon
to, jestli neni naprosto mimo rozsah manipulatoru. Pro dalsi dukaz realizovatelnosti tra-
jektorie vSak bude pottfeba alespon simulace na modelu robotu. V tomto okamziku jsme
tedy schopni vyloucit jen naprosto nevyhovujici trajektorie. Momentalné nam vsak toto
nemusi vadit a az se dostaneme k simulaci, pfipadné navrhneme jinou trajektorii. Pro
potteby simulace jsme tedy zvolili nasledujici funkei fizeni se ¢tyfmi neznamymi parame-
try.

0.1+ p12% + po3?

g = 0.1w? cos(wt) + p1(2w)? cos(2wt) + pa(3w)? cos(3wt) — (4w)? cos(4wt)

42
(3.2.16a)
— paw? cos(wt 20)? cos(2ut) — PP (5,02 cos 3ot 3.2.16b
Uy = paw” cos(wt) + pa(2w)* cos( w)—T( w)* cos 3w (3.2.16b)
) 0.1,
uy = 0.1w” cos(wt) — —(2w)* cos(2wt) (3.2.16¢)

22

Proménné py, ps, ps3, ps4 jsou neznamé parametry. Dalsi koeficienty jsme zvolili shodné
jako 0.1 a koeficient nejvyssi harmonické pro kazdou slozku vektoru tizeni byl vypocten
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podle vzorce (3.2.10c). Mfizka pro vypocet je ddna ¢asem pohybu 7" a periodou vzorkovéani
Ts. Odhad teseni jsme zvolili konstantni pro vsechny body miizky.

j=[0.015 0.015 0 0]" (3.2.17)

Odhad parametru jsme nastavili jako

p=1[04 04 04 04]" (3.2.18)

Relativni toleranci pro vypocet jsme nastavili na 1le=1°, pozadujeme tedy vysokou piesnost.
Ukéazka programu je k vidéni v Dodatku 2. Pii psani skriptu jsme se drzeli znaceni
pouzivaného v [7] i v napovédé programu MATLAB k funkei bvp/e(). Pokud spustime si-
mulaci s timto nastavenim, obdrzime feseni dané dvoubodové okrajové tlohy. Z vyslednych
volnych parametru

p=[-0.1080 0.0728 —0.2202 0.1227]" (3.2.19)
muzeme po dosazeni do rovnic (3.2.16) ur¢it presny prubéh pozadovaného fizeni. Déle

budeme vysledky reprezentovat graficky. Prubéh tizeni je vykreslen v obrazku 3.2.2.

Rizeni - zrychleni koncoveho efektoru
10 T T

zrychleni [m/sz]
o

|
(€]

-10

-15

0 0.5 1 1.5 2
cas [s]

Obrézek 3.2.2: Rizenf systému ve formé zrychleni koncového efektoru manipulatoru

Z grafu je videét, ze podminka na nulové zrychleni pivotu na zacdtku i konci pohybu
je splnéna. Ovérime jesté splnéni podminek na rychlost a polohu pivotu. Zrychleni je
derivaci rychlosti a druhou derivaci polohy, tyto funkce tedy budou ve tvaru
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0.1 4 p122 + py3?

v, = 0.1wsin(wt) + p1(2w) sin(2wt) + po(3w) sin(3wt) — e (4w) sin(4wt)
(3.2.20a)
22
v, = paw sin(wt) + pa(2w) sin(2wt) — ZMTPA‘(BLU) sin 3wt (3.2.20Db)
0.1
v, = 0.1lwsin(wt) — §2w sin(2wt) (3.2.20c)

0.1 22 32
Sz = 0.1(1 — cos(wt)) + p1(1 — cos(2wt)) + p2(1 — cos(3wt)) — +p12° + p2

(1 — cos(4wt))

42
(3.2.21a)
22
sy = p3(1 — cos(wt)) + pa(1l — cos(2wt)) — %(1 — cos 3wt) (3.2.21Db)
1
s, = 0.1(1 — cos(wt)) — O—(l — cos(2wt)) (3.2.21c)

22

Rychlost a polohu vykreslime do grafu (obrazky 3.2.3 a 3.2.4) a ovéfime splnéni
pozadavku.

Rychlost koncoveho efektoru
2 T T T

rychlost [m/s]

_2 1 1 |
0 0.5 1 15 2

cas [s]

Obrazek 3.2.3: Vyvoj rychlosti koncového efektoru
Muzeme pozorovat, ze podminky na poc¢atku a konci pohybu opravdu plati. Z takto
vykresleného grafu polohy si nejspis obrazek o trajektorii manipuldatoru neudélame, po-

kusime se tedy pohyb v jednotlivych osach vykreslit do prostoru (obréazek 3.2.5).
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Poloha koncoveho efektoru

0.4 T T T

poloha [m]

-0.6 : :

0 0.5 1 15 2
cas [s]
Obrézek 3.2.4: Vyvoj polohy koncového efektoru
Trajektorie koncoveho efektoru

o t 0 <0;T/2>

X tO<T/2; T>
0.2+
0.15+
N 014
0.054-

Obréazek 3.2.5: Trajektorie koncového efektoru
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Bohuzel, na papir se prostorova kfivka vykresluje Spatné, nicméné graf ndam dava
predstavu o podobé trajektorie. Pii definovani dvoubodové okrajové tilohy jsme pozadovali
uzavienou trajektorii. Tu jsme sice obdrzeli, nicméné ne v podobé, kterou jsme si predstavovali.
Doufali jsme, ze bychom idealné mohli ziskat trajektorii ve tvaru jakési ,zprohybané“
kruznice (jako v obrazku 3.2.1). Funkce pro vypocet dvoubodové okrajové tlohy nam
vSak vratila uzavienou trajektorii ve formé pohybu po kfivce a nasledném pohybu po
stejné kiivce opaénym smérem. Tento prubéh trajektorie je vidét i z grafu (obrdzek
3.2.5), kde prvni pulka ¢asu je zndzornéna modrou ¢arou a druhd pilka je znazornéna
cervenymi body. Jak je vidét, tyto dvé casti se prekryvaji. Zminéné chovani se da od-
hadnout i ze soumérnosti predchozich grafu. Ziskané teseni neni idealni, nicméné nase
pozadavky spliiuje a vyrazné lepsi se ndm nalézt nepodarilo. Co se tyce realizovatelnosti
trajektorie, v materidlech k robotu (Dodatek 1)je uveden maximdlni dosah 515mm.
Ten vsak plati pro koncovy efektor, ktery bude v nasem pripadé neustale smérovat primo
vzhuru vzhledem k pevné soustavé soutadnic, zajima nés tedy tudaj pro predchazejici
kloub 450mm. To je maximalni polomér kruznice, kterou je robot schopen opsat. V grafu
polohy (obrézek 3.2.4) nejvétsi rozdil polohy v jedné ose necelych 0.6m, pii vhodném
nastaveni pocatecni polohy by se tedy tato trajektorie mohla do pracovniho prostoru
vejit i s rezervou pro odchylky. Zaroven se kvuli konstrukénim omezenim manipuldtor
nemuze pii tomto pohybu dostat do pozice blizko stfedu kruznice (polomér < 151mm).
Pokud k tomuto problému dojde, zjistime az pfi simulaci s modelem manipulatoru. Zbyva
vykreslit vypoctené prubéhy stavu kyvadla (obrazky 3.2.6 a 3.2.7).

Reseni okrajove ulohy - nakloneni kyvadla
04 T T T

uhel natoceni [rad]

0 0.5 1 15 2
cas [s]

Obrazek 3.2.6: Prubéh naklonu kyvadla

Opét vidime, ze pozadavky na vzpiimenou polohu kyvadla na zac¢atku i konci pohybu
jsou splnény.
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Reseni okrajove ulohy — okamzita uhlova rychlost kyvadla
5 T T T

uhlova rychlost [rad/s]

_5 1 1 !
0 0.5 1 15 2

cas [s]

Obrazek 3.2.7: Prubéh thlové rychlosti kyvadla

4 Navrh regulatoru pro sledovani trajektorie

V tomto okamziku jiz mame k dispozici pozadované tizeni a pozadovanou trajektorii
stavu, které budeme chtit sledovat. Inverzni kyvadlo je ve vzpiimené poloze nestabilni.
Kyvadlo tedy bude drzet nahofe pouze pro nulové pocateéni podminky a nulovy vstup.
Toto navic plati pouze pro model, protoze jsme zanedbali vnéjsi vlivy. To znamena, ze
pokud bychom do systému pustili pozadované tizeni, kyvadlo by po chvili spadlo. Tim
se dostavame k navrhu regulatoru, ktery udrzi kyvadlo ve vzpiimené poloze a zajisti
sledovani pozadované trajektorie. Konkrétné budeme pouzivat linearné-kvadraticky re-
guldtor (LQR).

4.1 LQ regulator

Linearné-kvadraticky reguldtor je optimélnim fesenim takzvané linedrné-kvadratické
ulohy. Jedna se o tlohu, kdy pro linearni systém

&= Ax + Bu (4.1.1)

se znamou pocatecni podminkou zy hleddme optimalni fizeni definované v ¢ase t € (t;t),
které minimalizuje index kvality v podobé kvadratické ztratové funkce

J =2t (t)Fa(ty) + / ' (z"Qz + u" Ru) dt (4.1.2)

to

kde matice (), R a F' jsou navrhové parametry.
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e Q=Q" =0 ... pozitivné semidefinitni matice penalizujici stav
e R=RT =0 ...pozitivné definitni matice penalizujici fizen{
e "> 0 ...pozitivné semidefinitni matice penalizujici koncovy stav

Vysledné feseni je optimdlni ve smyslu kompromisu mezi kvalitou fizeni (Q)) a cenou
(R). Toto optimdln{ Fizeni je ¢asové proménnd stavova zpétnd vazba

u=K(t)x (4.1.3a)
K(t)=—-R'B'P(t) (4.1.3b)

kde matice P(t) je fesenim Riccatiho diferencidlni rovnice

ATP(t) + P(t)A — P()BR'BTP(t) + Q = P(t) (4.1.4)

s okrajovou podminkou

P(t) =F (4.1.5)

V praktickych tlohdch nédvrhu regulaénich obvodi muzeme chtit systém fidit na ne-
kone¢ném casovém horizontu a nechceme penalizovat konkrétni koneény stav, matice F'
poté bude nulova. Kvadraticka ztratova funkce prejde na tvar

J = / N (2" Qz +u" Ru) dt (4.1.6)
0

Vyslednym optimalnim fizenim je poté casové invariantni stavova zpétna vazba

u= Kz (4.1.7a)
K=—-R'BTP (4.1.7b)

kde matice P je feSeni algebraické Riccatiho rovnice

ATP+PA—-PBR'B'"P+Q (4.1.8)

Obeé tyto formy LQ) regulatoru existuji v obdobné podobé také pro diskrétni systémy.

Jednou z vyhodnych vlastnosti LQ regulatoru je jednoznacné feseni ve formé stavové
zpétné vazby. Regulator poté nezvysuje rad systému a jeho implementace neni slozita.
Vysledny reguldtor také dosahuje bezpecnosti v zesileni g, = (%, o0) a bezpecnosti ve
fazi v = 60°, coz spliuje pozadavky na robustnost regulatoru. Grafické znazornéni je na
obrazku 4.1.1.

Jak jiz bylo feceno, LQ reguldtor zajistuje rozumny kompromis mezi velikosti akénich
zasahu a velikosti regulacni odchylky. Pro limitni ptipady dochéazi k nésledujicimu chovani.
Uvazujme matici R jako diagonalni matici.

R=p"I (4.1.9)
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Obrazek 4.1.1: Graficka interpretace robustnosti LQR

V piipadé p — oo, tedy pokud je Fizeni velmi nakladné (expensive control), je optimalni
fizeni z hlediska ceny takové, které pouze ,preklopi® nestabilni pély systému podle ima-
ginarni osy do levé poloroviny a stabilni pély necha byt. Pokud naopak p — 0, znamena
to, Ze Fizeni nés nic nestoji (cheap control) a ¢ast pélu poté konverguje k nuldm podle me-
tody geometrického mista korenu (GMK) a zbylé pély se blizi nekonecnu po asymptotach
odpovidajicich Butterworthovo ptimkam v komplexni roviné.

Mezi nevyhody LQ reguldtoru naopak patii nutnost feseni Riccatiho rovnice a problém
volby matic @ a R. Obvykle matice volime diagonalni, ¢imz redukujeme pocet parametru.
Vyssi hodnota prvku v matici (Q znamena vyssi penalizaci odpovidajicich staviu. To samé
plati u matice R v souvislosti s penalizaci fizeni. U jednotlivych prvku nezalezi na jejich
absolutni velikosti, ale na jejich poméru. Pokud tedy obé matice prendsobime stejnym
¢islem, regulator se nezméni. Pti snaze o splnéni navrhovych pozadavki se poté casto
jednd o iterativni proces, kdy navrhai zkontroluje vysledky dosazené s vypoctenym re-
gulatorem a ptipadné upravi jednotlivé vahy a vypocte novy regulator.

Informace o této problematice jsme cerpali z [8] a [9]. V téchto zdrojich lze také najit
dalsi informace.

4.2 Linearizace systému podél zvolené trajektorie

Jak jiz bylo uvedeno v predchozi kapitole a jak uz i nazev LQR napovida, tento re-
gulator je urcen pro linearni systémy. V nasem piipadeé stabilizace inverzniho kyvadla vsak
chceme tidit nelinedrni systém. Pokud bychom chtéli mi¢ pouze stabilizovat ve vzpiimené
poloze, mohli bychom pouzit linearizaci v tomto pracovnim bodé (viz (2.0.30)). Pokud
vSak chceme sledovat trajektorii ziskanou fesenim dvoubodového okrajového problému,
takto linearizovany model by ndm nejspise nestacil, nebot kyvadlo se pii pohybu po této
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trajektorii dostane dal mimo vzpfimenou polohu a pii téchto vétsich naklonech by jiz
zminény linearizovany model nefungoval. Proto budeme muset pfistoupit k linearizaci
podél pozadované trajektorie systému. Mame nelinearni funkci popisujici systém

& = f (x(t), u(t)) (4.2.1)
a pozadované stavy systému a fizeni ve vSech ¢asovych okamzicich trajektorie.
z(t), u(t) (4.2.2)
Pro tyto stavy a vstupy plati:
#(t) = £ (a(t), ult)) (1.2.3)

Nyni provedeme Tayloruv rozvoj 1. fadu funkce f(x(t),u(t)) a vSechny vyssi cleny za-
nedbame.

(4.2.4)
Zavedeme nové oznaceni clenu v této funkci a rovnici prepiseme.
Ay = (3_;252;;‘@) (4.2.50)
B = %SE;)W)) (4.2.5D)
z(t) = x(t) — z(t) (4.2.5¢)
v(t) = u(t) — u(t) (4.2.5d)
fx(t),u(t) = f(x),ut)) + At)z(t) + B(t)v(t) (4.2.5e)

2(t) = z(t) — z(t) (4.2.6a)
2(t) = 2(t) — z(t) (4.2.6b)
= f(a(t), u(t)) — f(3(t),alt)) (4.2.6¢)
= f(z(t), a(t)) + A(t)=(t) + B(t)v(t) — f(z(t), u(t)) (4.2.6d)
= A(t)z(t) + B(t)v(t) (4.2.6¢)

Mame tedy hotovy linearizovany t-variantni spojity model. Pro pouziti na realném
systému je tfeba tuto stavovou rovnici zdiskretizovat. Pro diskretizaci budeme pouzivat
vzorkovaci periodu Ts. Vstup se poté bude ménit jen v momentech vzorkovani a mezi
nimi bude konstantni.

(t) = v(kTs) £ vg;  t e (kKTs; (k+1)Ts) (4.2.7)
Obecné plati
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T
2(T) = ez +/ AT Bu(r)dr (4.2.8a)
0
T
= ATz, +/ eATe™ " Bo(T)dr (4.2.8b)
0
T
= ey + eAT/ e A7dr By (4.2.8¢)
0

Pro matice naseho diskrétniho t-variantniho systému poté budou platit vztahy

Ay = eARTSTs (4.2.9a)

kTs
By, = eAkTs) / —e AT B(7)dr (4.2.9b)
(k=1)Ts

Tyto vztahy vyjadiuji exaktni diskretizaci, my vsak vyuzijeme jednodussi aproximativni
diskretizaci. Derivaci v rovnici (4.2.6e) nahradime dopfednou diferenci.

2((k + 1)Ts) — 2(kTs)
Ts

= A(KTs)2(kTs) + B(kTs)v(kTs) (4.2.10b)

2(t) ~

Ts

(4.2.10a)

Tuto rovnici muzeme prepsat do nasledujici podoby

Zk+1 = Akzk + Bk’l}k (4211)
pricemz
By = B(kTs)Ts (4.2.12b)

Nyni mame diskretizovany systém a muzeme se pustit do navrhu tizeni. Protoze
chceme sledovat trajektorii s pfesné danym casem vykonani, pouzijeme diskrétni verzi
LQ reguldtoru na kone¢ném horizontu.

4.3 LQR na koneé¢ném horizontu pro diskrétni systémy

Budeme se drzet postupu uvedeného v [8]. Vyjdeme z rovnice diskretizovaného linedrniho
systému (4.2.11).



V(z(t), v} 71 t) je koncové ¢ast kriteria optimality. Pokud ¢ = 0, zahrnuje koncova ¢ast
cely casovy horizont a je tedy rovna kvadratické ztratové funkci LQ reguldtoru. Tuto
hodnotu chceme samoziejmé minimalizovat.

J =V (2(0),v5",0) = min (4.3.2)

Optimalni feseni v kazdém ¢asovém okamziku ¢ a odpovidajicim stavu z(t) je ddno mi-
nimalizaci odpovidajici koncové ¢asti kritéria pres vSechny ptripustné posloupnosti fizeni.
Zajima nds pouze koncova ¢ast kritéria, nebot minulost jiz zménit nemuzZeme a hodnota
kritéria jiz muze byt ovlivnéna pouze budoucim fizenim.

V*(z(t),t) = Ur(n)le% V (2(¢), ol t) (4.3.3)

Optimalni feseni budeme hledat pomoci metody dynamického programovani. Tato
metoda je zalozena na principu Bellmanovy optimaliza¢ni rekurze.

x : T T Q1) St)] [=(1)] *
V*(2(t),1) :vr(%ler}l{[z (t) vT(t)] S7(6) R(t)] |o(t) +V (z(t—l—l),t+1)}
(4.3.4a)
~mi vy ol | Q) S [2O)] L
_Ur(n)le%{[z (t) v (t)} S57(t) R(t)] |o(t)) + V*(A(t)z(t) + B(t)v(t),t + 1)}
(4.3.4Db)
V case t = N bude platit
V*(2(N),N) = 2" (N)Q(N)z(N) (4.3.5)
Nyni dokazeme, ze
V*(2(t),t) = 21 (t)P(t)2(t) (4.3.6)
Pro t = N tvrzeni plati, pokud
P(N)=Q(N) (4.3.7)
Nyni necht plati
Vet +1),t+1) ="+ DP{t+1)2(t+1) (4.3.8)

potom podle (4.3.4b) bude platit
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o T T Q) St)]| [2(t)
_U?ﬁle%{ [2T(t) o"(t)] {ST@) R(ﬂ} L)(t)} + (4.3.9b)
+ (A(t)z(t) + B(t)v(t))" P(t + 1) (A(t)z(t) + B(t)v(t))} (4.3.9¢)

_ in {[ZT(t) o (0)] [Q(t)JrAT(t)P(tJrl)A(t) S(t)+AT(t)P(t+1)B(t)} {z(t)]}
v(.)EQ ST(t)+ BT (t)P(t+1)A(t) R(t) + BY(

~
S—
T
—
~
+
—
S—
vyl
~
~
N—

(4.3.9d)

Optimalni fizeni u*(t) lze tedy ziskat v kazdém kroku minimalizaci kvadratické funkce.

wi(t) = — [R(t) + BT (#)P(t + D)B(®)] " [ST(t) + BT () P(t + 1)A(1)] 2(t)  (4.3.10)

Ziskova matice stavového regulatoru je tedy

K(t) = — [R(t) + BT(t)P(t + 1)B(t)] " [ST(t) + B (t)P(t + 1) A(t)] (4.3.11)

Matici P pocitame pomoci zpétné rekurze.

P(t)
P(N)

AT P(t+1)A(L) + Q(t) + [S(t) + AT(t)P(t + 1)B(t)] K (t) (4.3.12a)
Q(N) (4.3.12D)

Nyni mame k dispozici vztahy pro vypocet LQ regulatoru, staci nam tedy jiz vhodné
nastavit navrhové parametry, jinymi slovy vhodné zvolit matice @) a R. Matici S nebu-
deme pouzivat, bude tedy nulova. Nastaveni vhodnych vah patii ke stézejnim problémum
navrhu LQ reguldtoru a existuji pro néj jen velmi obecné poucky. Pripominame, ze v
nasem piipadé fesime problém sledovéani trajektorie pro systém (4.2.11), kdy stav je
z = x — T a Tizeni je v = u — u. Urcité budeme chtit délat co nejvice pro to, abychom
ustabilizovali kyvadlo. Rizen{ nés poté nejspis bude zajimat jen do té miry, aby bylo na
realném systému fyzikalné realizovatelné. Toto nam vsak stale nerikd mnoho o nastaveni
jednotlivych vah v maticich LQ regulatoru a pro kazdy systém muze tento predpoklad
vyustit v naprosto rozdilné poméry jednotlivych vah. Pokud budeme pozadovat velkou
presnost stavu kyvadla, mohlo by se stét, ze se koncovy efektor manipulatoru bude hodné
odchylovat od pozadované trajektorie a v ramci snahy o stabilizaci kyvadla pojede po
uplné jiné draze, v krajnim piipadé pak narazi na limity pracovniho prostoru. Z to-
hoto duvodu rozsitime stav systému o polohu koncového manipulatoru a zavedeme tak i
zpétnou vazbu od polohy. Reguldtor se poté bude stale soustiedit zejména na stabilizaci
kyvadla, pokud se vSak pivot dostane daleko od pozadované polohy, za¢ne se tato slozka
projevovat a regulator se bude snazit dostat koncovy efektor blize k jeho idedlni pozici.
Model systému (2.0.29) budeme muset rozsitit o model pohybu pivotu.
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s=[ss sy SZ]T (4.3.13a)
V=3 (4.3.13b)
a=v=u (4.3.13c)

Zrychleni pivotu jiz v modelu mame ve formé fizeni, musime ho tedy jesté rozsitit o
polohu a rychlost pivotu ve vSech tfech osach.

z = (4.3.14)

Model celého systému tedy bude desatého fadu a jeho rovnice budou nasledujici:

b g (4.3.15a)
iy = (4.3.15b)
by — 2554 mi® + 2J 5568 + camlu, + sagml + sqmlu, (4.3.15¢)

Cﬁ(J + ml2)
. —spcpi®ml® — Jsgcgd® + caspglm + casgmlu, — sgsamlu, — camlu, (4.3.15d)
J +ml?
P (4.3.15¢)
S (4.3.15¢)
oy (4.3.15g)
i (4.3.15h)
b — (4.3.151)
P (4.3.15))

Skript pro vypocet ¢asové proménné stavové zpétné vazby LQ regulatoru napsany v
programu MATLAB, ktery navazuje na skript pro feSeni dvoubodové okrajové ulohy, je
k nahlédnuti v Dodatku 3.

4.4 Simulace

V tomto okamziku mame k dispozici pozadovanou trajektorii a umime k ni vypocitat
LQ reguldtor, je tedy c¢as oveérit funkcnost reguldtoru simulacné. Jak jsme jiz psali,
pro problém nastaveni navrhovych parametriu LQ regulatoru neexistuje obecny névod.
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Nezbyva nam tedy nic jiného, nez pouzit oblibenou metodu pokus - omyl. Pro tucely
simulace jsme tedy po nékolika pokusech nastavili nasledujici hodnoty.

100 0 0000 0 00O
0 1000000 0 000
0O 0 10000 000
0 0 01000 000
0 0 00100000
Q=10 0 00010000 (44.1a)
0 0 00002 000
0 0 0000 0 100
0O 0 00000 010
0 0 0000 0 00 1
100 0 0
R=1|0 200 0 (4.4.1b)
[0 0 700

Matice jsme volili diagondlni za uc¢elem omezeni poctu parametru. Dale se také d&
predpokladat, ze pro naklony a ihlové rychlosti kyvadla v obou osach budeme pozadovat
stejnou penalizaci. Jako vysledek feseni LQ) ulohy obdrzime ¢asové proménnou stavovou
zpétnou vazbu, pro kazdy moment trajektorie podle periody vzorkovani mame tedy od-
povidajici matici zesileni. Po vykonani trajektorie se kyvadlo vrati do vzprimené polohy;,
zpétna vazba poté odpovida linearizaci v tomto bodé. Tato ,,posledni“ matice zesileni je
tedy ustalenym feSenim, které budeme pouzivat k dalsi stabilizaci kyvadla v blizkém okoli
vzpiimené polohy po skonceni sledovani trajektorie. Pély uzaviené smycky s ustdlenym
feSenim jsou

p1 = —7.2129 + 0.0000i (4.4.2a)
p2 = —7.6563 + 0.0000i (4.4.2D)
ps = —7.2917 + 0.0000 (4.4.2¢)
pa = —7.5925 + 0.0000i (4.4.2d)
ps = —0.1911 + 0.1841 (4.4.2¢)
ps = —0.1911 — 0.1841i (4.4.2f)
pr = —0.2285 + 0.2169 (4.4.2g)
ps = —0.2285 — 0.2169i (4.4.2h)
po = —0.2913 + 0.2893i (4.4.21)
p1o = —0.2913 — 0.2893i (4.4.2j)

Vsechny pély maji zapornou realnou ¢ast, tim padem jsou stabilni. Zaroven je realna
slozka vSech polu vétsi nez jejich imaginarni ¢ast, vSechny poly jsou tedy i dobte zatlu-
mené. Pély muzeme zobrazit v imaginarni roviné (obrazek 4.4.1).

Vykreslime také vyvoj hodnot zpétnovazebniho zesileni od vSech polozek stavu na
jednotlivé vystupy (obrazky 4.4.2, 4.4.3 a 4.4.4).

7 grafu je vidét, ze zejména zesileni od thlu nédklonu kyvadla se v prubéhu trajektorie
pomérné vyrazné méni. Je to zpusobeno velkymi néklony kyvadla v prubéhu pozadované
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Poly uzavrene smycky s ustalenym resenim LQR
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Obréazek 4.4.1: Poly uzaviené smycky s ustalenym feSenim LQ) tlohy
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Obrazek 4.4.2: Vyvoj zesileni od jednotlivych slozek stavu na fizeni u,
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Vyvoj zpetnovazebniho zesileni od stavu na u
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Obrézek 4.4.3: Vyvoj zesileni od jednotlivych sloZek stavu na fizeni u,
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Obrazek 4.4.4: Vyvoj zesileni od jednotlivych slozek stavu na fizeni u,
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trajektorie, projevi se tedy fakt, ze systém byl postupné linearizovan kolem ruznych pra-
covnich bod, které jiz nelze povazovat za blizké okoli vzpiimené polohy. Kyvadlo by pii
pohybu po této trajektorii s nejvétsi pravdépodobnosti nebylo mozné ustabilizovat po-
moci konstantni zpétné vazby, proto jsme pocitali casové proménnou variantu. Z ostatnich
stavu jsou zmény zesileni znatelné pro thlové rychlosti kyvadla, zesileni od zbylych slozek
se prilis neméni a mozna by pro né bylo pouzitelné ustalené reseni.

4.4.1 Simulace v programu Simulink

Nejprve jsme sestavili model v programovém systému MATLAB/Simulink. Simulaéni
schéma je uvedeno v Dodatku 6. Subsystém ve schématu obsahuje namodelované stavové
rovnice kyvadla na hrotu (2.0.29). Prubéh signélu odpovidajicich pozadované trajektorii
a Casové promeénnd zpétna vazba jsou importovany z pracovniho prosttedi MATLABu
(Workspace) ve formé casové fady (timeseries).

Nejprve ovérime funkcénost sestaveného modelu tim, ze rozpojime zpétnou vazbu.
Systém tedy bude bez reguldtoru a protoze kyvadlo na hrotu je nestabilni, mélo by po
vykonani pozadované tidici sekvence bez dalsich zasahu spadnout.

Sledovani trajektorie - rizeni
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Obrazek 4.4.5: Prubéh fizeni pti rozpojeni zpétné vazby - Simulink

Graf Fizeni (obrézek 4.4.5) ukazuje, ze po vykonani pozadovaného Fizeni uz opravdu
nedochéazi k zédnym dalsim korekeim. Tomu odpovidd i poloha koncového efektoru (obrazek
4.4.8), kterda se shoduje s pozadovanou. Dalsi dva grafy vyobrazuji prubéhy nédklonu
(obrazek 4.4.6) a thlové rychlosti (obrazek 4.4.7) kyvadla. Z velikosti ihlu néklonu v
radidnech je vidét, ze kyvadlo skutecné spadne. Protoze v modelu uvazujeme pevné spo-
jeni pivotu a kyvadla a jelikoz zanedbavame vnéjsi sily, jako jsou tfeni v lozisku pivotu
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Sledovani trajektorie — nakloneni kyvadla
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Obrazek 4.4.6: Prubéh naklonu kyvadla pfi rozpojeni zpétné vazby - Simulink

Sledovani trajektorie — uhlova rychlost kyvadla
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Obrazek 4.4.7: Prubéh uhlové rychlosti kyvadla pfi rozpojeni zpétné vazby - Simulink
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Sledovani trajektorie — poloha koncoveho efektoru
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Obrazek 4.4.8: Prubéh polohy pivotu pfi rozpojeni zpétné vazby - Simulink

a odpor vzduchu, kyvadlo se oto¢i kolem dokola a opét se dostane do vzpiimené po-
lohy (—27), ve které vsak opét nevydrzi. Toto chovani ndm napovida, ze model by mél
byt sestaven spravné. Nyni tedy zapojime zpétnou vazbu a simulacné ovéiime funkci
navrzeného regulatoru. V nasledujicich grafech vykreslime néklon kyvadla (obrazek 4.4.9),
jeho thlovou rychlost (obrazek 4.4.10), tizeni (obrazek 4.4.11) a také odchylku koncového
efektoru od pozadované pozice (obrazek 4.4.12).

7 grafu je vidét, ze reguldator pomérné presné, a jen s mirnymi odchylkami ke konci,
sleduje pozadované prubéhy jednotlivych signalu. Kyvadlo nyni po vykonani pozadované
trajektorie zustane ve vzpiimené poloze, ve které ho regulator udrzuje jiz jen velmi malymi
zasahy, které jsou patrné az pri velkém priblizeni grafu. Muzeme si vS§imnout, ze pozice
pivotu pfesné neodpovida pozadované poloze a na konci trajektorie je odchylka v osédch y a
z priblizné 10cm, coz neni malo, ale pokud se timto nedostaneme mimo pracovni prostor
manipuldtoru, nemusi nam odchylka prilis vadit. Tato nepfesnost je dana nastavenim
regulatoru, kdy jsme se soustiedili predevsim na stabilizaci kyvadla. Navic pokud prubéh
polohy vykreslime na delsim ¢asovém horizontu (obrazek 4.4.13), vidime, ze koncovy
efektor se ¢asem postupné stahuje k pozadované pozici. Ptesné z tohoto duvodu jsme do
systému zavadeéli zpétnou vazbu i od polohy pivotu. Diky tomuto feseni by se pti pusobeni
poruchy v podobé pulzu (lehké stréeni do mi¢e) mél manipuldtor pomalu vracet zpét do
puvodni pozice a nemél by ,utéct* mimo pracovni prostor.
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uhel natoceni [rad]

Sledovani trajektorie — nakloneni kyvadla
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cas [s]
Obrazek 4.4.9: Prubéh naklonu kyvadla - Simulink
Sledovani trajektorie — uhlova rychlost kyvadla
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Obrazek 4.4.10: Prubéh uhlové rychlosti kyvadla - Simulink
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Sledovani trajektorie - rizeni
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Obrazek 4.4.11: Prubéh fizeni systému s LQ regulatorem - Simulink

Sledovani trajektorie — poloha koncoveho efektoru
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cas [s]

Obrazek 4.4.12: Prubéh polohy pivotu - Simulink
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Sledovani trajektorie — poloha koncoveho efektoru
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Obrazek 4.4.13: Prubéh polohy pivotu na delsim ¢asovém tiseku - Simulink

4.4.2 Simulace v programu REX

Systém zkusime odsimulovat také v programu REX. Jedna se o fidici systém vyvijeny
na katedie kybernetiky Zapadoceské univerzity v Plzni. V tomto piipadé jsme predpocitané
signaly a Casové proménnou stavovou zpétnou vazbu z MATLABu ulozili do souboru
s priponou .csv. Tyto soubory jsme poté v REXu nacetli pomoci bloku CNA a data
v nich obsazenda jsme poté podle potieby zpracovali pomoci bloki REXLANG, které
umoznuji vytvoreni uzivatelem definovanych funkci v kédu podobném programovacimu
jazyku C. Funkce na zpracovani signalu pozadované trajektorie a na nacteni Casové
proménné zpétné vazby jsou k nahlédnuti v Dodatku 4, respektive v Dodatku 5.
Blokova schémata simulacni smycky a subsystému, ktery opét obsahuje namodelované
dynamické rovnice kyvadla na hrotu jsou k nahlédnuti v Dodatku 7.

Stejné jako v Simulinku nejdiive otestujeme chovani systému s rozpojenou zpétnou
vazbou. Opét ocekavame, ze kyvadlo bez tizeni spadne.
do systému zadné fizeni nezasahuje (obrazek 4.4.14). Kyvadlo poté samoziejmé spadne
(obrézek 4.4.15). Tomu odpovidaji také dhlové rychlosti (obrazek 4.4.16). Muzeme si
vsimnout, ze oproti Simulinku nyni kyvadlo spadne témét ihned. To je zptusobeno rozdilnym
solverem obou programu a jedna se tedy o vlastnost, ne o chybu. Ostré skoky viditelné
ke konci zobrazeného casového useku jsou zpusobeny narazenim na satura¢ni meze in-
tegratoru. V grafu polohy pivotu (obrazek 4.4.17) lze pozorovat, ze poloha se presné
neustali na nule. To muze byt zpusobeno odlisnou implementaci integra¢niho bloku v
REXu oproti Simulinku.

Pro dalsi simulaci jiz zpétnou vazbu zavedeme. Z vyslednych grafu je vidét, ze re-
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Simulace v REXu - rizeni
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Obrazek 4.4.14: Prubéh fizeni pti rozpojeni zpétné vazby - REX

Simulace v REXu - naklon kyvadla
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Obrazek 4.4.15: Prubéh néaklonu kyvadla pti rozpojeni zpétné vazby - REX
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Simulace v REXu - uhlova rychlost kyvadla
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Obrazek 4.4.16: Prubéh uhlové rychlosti kyvadla pfi rozpojeni zpétné vazby - REX

Simulace v REXu - poloha koncoveho efektoru
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Obrazek 4.4.17: Prubéh polohy pivotu pii rozpojeni zpétné vazby - REX
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guldtor svymi zasahy (obrazek 4.4.18) ustabilizuje kyvadlo ve vzpiimené poloze (obrézky
4.4.19 a 4.4.20). Opét muzeme pozorovat, ze pivot se vlivem nastaveni reguldtoru odchy-
luje od pozadované pozice (obrazek 4.4.21), ale postupné se stahuje zpét do vychozi pozice
(obrazek 4.4.22). Celkové je z grafu vidét sledovani pozadovanych signali odpovidajicich
vypoctené trajektorii bez vyraznych odchylek. Vysledky simulace v programu REX se
kvuli rozdilnému solveru od ptredchozich vysledku ze Simulinku mirné lisi.

Simulace v REXu - rizeni
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Obrazek 4.4.18: Prubéh tizeni systému s LQ regulatorem - REX
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uhel natoceni [rad]

Simulace v REXu — naklon kyvadla
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Obrazek 4.4.19: Prubéh naklonu kyvadla - REX
Simulace v REXu - uhlova rychlost kyvadla
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Obrézek 4.4.20: Prubéh uhlové rychlosti kyvadla - REX
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Simulace v REXu - poloha koncoveho efektoru
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cas [s]
Obrazek 4.4.21: Prubéh polohy pivotu - REX

Simulace v REXu - poloha koncoveho efektoru
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Obrazek 4.4.22: Prubéh polohy pivotu na delsim ¢asovém tuseku - REX
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5 Prumyslovy manipulator

Robotika obecné je jednim z vyznamnych odvétvi oboru mechatroniky. Mechatro-
nika podle definice [10] sjednocuje principy mechaniky, elektroniky, optiky, informatiky a
automatického tizeni za tcelem konstruovani jednodussich, uc¢innéjsich a spolehlivéjsich
systému. Vyznacéné postaveni zde mé pravé obor automatického fizeni, ktery zarizenim
dodava ,skryty dumysl® pomoci vhodnych senzoru, aktuatoru a vlozeného fizeni, ¢imz
je umoznéno lokalné ovliviiovat fyzikalni vlastnosti systému. Robotika samotnd se poté
zabyva navrhem konstrukce robotu, navrhem vhodnych algoritmt fizeni, simulacemi a
testovanim a findlnim uvedenim do provozu. Pokud jde o samotné roboty, ti se mohou
vyskytovat v ruznych podobéch. Obecné je lze rozdélit do dvou zakladnich kategorii (opét

podle [10]).

1. Manipulatory

Manipuldtory byly puvodné mechanicka, pozdéji elektromechanickd zafizeni, je-
jichz hlavnim 1celem bylo zesilovat, pripadné zpresnovat praci ¢lovéka. S rozvo-
jem technologii zacaly manipuldtory obsazovat radu prumyslovych aplikaci a v
mnohych ptipadech zcela nahradili lidskou praci, zejména diky své presnosti, bez-
chybnosti a netinavnosti. Moderni manipulatory se pouzivaji na vyrobnich linkach
pro premistovani ¢asti vyrobki, svafovani, lakovani atd. Casto se také pouzivaji
k praci v omezenych nebo nebezpecénych prostorech a diky své piresnosti také v
lékatstvi, kde manipuldtor ulehcuje praci chirurga. V této praci budeme pracovat
prave s robotem z této kategorie. Konkrétné pujde o sériovy Sesti-osy antropomorfni
manipulator se sférickym zapéstim.

2. Humanoidni roboti

Tato skupina robotu se snazi ptiblizit ¢lovéku a to nejen vzhledem, ale i projevy
inteligence. U humanoidnich robott je hlavni duraz kladen na autonomii a interakci
s prostiedim. Jejich vyvoj se tak prolind s disciplinami umélé inteligence, jako jsou
naptiklad pocitacové vnimani a rozhodovani. Tito roboti jsou budoucnosti tohoto
védniho oboru, tato prace se jimi vSak ptimo nezabyva. Nicméné, jak jiz bylo psano
v uvodu, nékteré poznatky z ulohy stabilizace a fizeni podaktuovanych systému lze
pouzit napiiklad pro zlepseni chiize humanoidnich robot.

V nasem pripadé tedy budeme pracovat s robotem spadajicim do kategorie mani-
puldtoru. Manipulatory lze obecné rozdélit do dvou skupin podle mechanické konstrukce.

1. Sériové manipulatory
Do této skupiny spada nas manipulator. Pro sériové manipulatory plati, ze kazdé
rameno je pomoci kloubu spojeno s dalsimi dvéma rameny, pricemz zakladna a kon-
covy efektor (prvni a posledni rameno) jsou spojeny pouze s jednim dalsim rame-
nem. Tyto manipuldtory jsou tedy tvoreny otevienym kinematickym fetézcem a je
mozné je popsat acyklickym grafem, ve kterém uzly zastupuji klouby a hrany zastu-
puji ramena manipulatoru. V praxi se jedna o nejcastéjsi typ pouzivanych robotu,
predevsim z duvodu jednoduché mechanické architektury a pomérné velkého pra-
covniho prostoru. Nevyhodou je, ze kazdy kloub musi byt osazen vlastnim aktuatorem,
coz klade vétsi naroky na pevnost konstrukce, skrz kterou musi byt po celé délce
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vedena kabelaz. Kazdé rameno je navic zatézovano vyhradné na ohyb, ¢emuz musi
opét odpovidat robustnost konstrukce. To vSechno se neblaze podepisuje na hmot-
nosti a tim padem i na dynamickych vlastnostech manipulatoru.

2. Paralelni manipulatory

Koncovy efektor téchto manipulatoru je se zdkladnou spojen dvéma nebo vice
otevienymi kinematickymi tetézci. Celkové je tedy zaklad téchto manipulatoru
tvofen uzavienym ftetézcem a lze je popsat cyklickym grafem. Paralelni mani-
puldtory nejsou prozatim tolik rozsitené kvuli slozitéjsi mechanické architekture
a omezenéjsSimu pracovnimu prostoru. Velkou vyhodou tohoto typu naopak je, ze
hmotnost bfemene je rozlozena mezi jednotlivé kinematické fetézce a ty tedy nemusi
byt tak robustni. Pfi vhodné vymyslené konstrukci lze vsechny aktuatory umistit
na zakladnu manipuldtoru a tim déle snizit vahu jednotlivych ramen, coz se odrazi
v lepsich dynamickych vlastnostech. Pii praci v nebezpecném prostiedi lze takto
také lépe chranit aktuatory.

Nami pouzivany manipulator Staubli TX 40 je sériovy antropomorfni manipuldtor
se sférickym zapéstim, ktery se skladd ze Sesti rotacnich kloubu a napodobuje funkci
lidské paze. V soucasnosti se jedna o nejcastéji pouzivany typ manipulatoru v priumyslu.
Jednoduché schéma je k vidéni na obrazku 5.0.23.

2 ' Koncovy
efektor

Obrazek 5.0.23: Sériovy Sesti-osy antropomorfni manipulator se sférickym zapéstim

S timto prostorovym usporadanim jednotlivych kloubtu a ramen ma manipuldtor Sest
stupnu volnosti, coz je pocet potiebny k popsani polohy koncového efektoru v prostoru (3
pro polohu a 3 pro natoceni). Obecné je kazdé rameno pevné spojeno se svym souradnym
systémem a pohyb manipulatoru je v podstaté transformaci mezi souradnymi systémy
jeho ramen. To je zdkladni myslenka imluv pro popis kinematiky manipuldtoru, které
systematickou cestou popisuji pohyb mechanické konstrukce manipulatoru. Pii uvadéni
nésledujici teorie budeme cerpat z [11] a budeme se zaroven drzet zde uvedenych postupu
a znaceni. Teorii 1ze nastudovat také z [1].
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5.1 Reprezentace polohy, rychlosti a zrychleni v robotice

Budeme predpokladat dvé ramena Link 1 a Link 2. S kazdym z téchto ramen je pevné
spojen souradny systém (s.s.) F; = {O; — x1y,21}, respektive Fy = {Oy — xay,22}.
Budeme uvazovat vyhradné pravotocivé s.s. Situace je zndzornéna na obrazku 5.1.1.

Obrazek 5.1.1: Transformace souradnych systému

Vzdjemna translace s.s. je ddna vektorem translace rj, = O, — O; = Oj;. Vzijemna
rotace s.s. muze byt vyjadiena matici rotace Ri. Horn{ index v téchto vztazich vyjadiuje
vztazny s.s., dolni index pak oznacuje konkrétni bod ¢i vektor. Matice rotace je realna
matice [3 x 3|, jejiz sloupce reprezentuji jednotkové smérové vektory s.s. Fy vzhledem k
s.s. Fy.

Ry = [z3y52)] (5.1.1)

Zaroven se jedné o ortogonalni matici, jeji sloupce jsou tedy kolmé.

(Ry)' Ry=1 = (R) =(R) =R (5.1.2)

Prvky matice rotace jsou vzdjemné zavislé, nezavislé jsou 3 parametry. Pro transformaci
soufadnic bodu P mezi jednotlivymi s.s. plati nasledujici vztahy.

P' =7, + RP? (5.1.3a)
P? = —Riri, + RiP' (5.1.3b)

Existuji tfi zakladni elementérni rotace dvou s.s. Jednd se o rotace o thel a kolem
osy @, o uhel 8 kolem osy y a o tihel v kolem osy z.
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1 0 0
(o) —sin(a) (5.1.4a)

0 sin(a) cos(a) |

[ cos(B) 0 sin(B)]

Ry(B) = 0 1 0 (5.1.4b)

| —sin(3) 0 cos(B)]|

[cos(y) —sin(y) 0
R.(v) = |sin(y) cos(y) O (5.1.4c)
0 0 1

Tyto uhly se nazyvaji Fulerovské hly a reprezentuji jednu z moznosti popisu rotace
téles v prostoru. Obecna rotace lze nasledné vyjadrit skladanim elementarnich rotaci,
kdy tyto rotace provedeme bud postupné podle aktuélnich os, nebo vsechny vzhledem k
fixované s.s. Postupnou rotaci podle schématu XYZ mame na mysli otoceni s.s. F kolem
osy x; o thel «, ¢imz vznikne novy s.s. F|. Néasleduje rotace tohoto s.s. okolo osy 9} o
thel 5 a vznika s.s. FY'. Na zavér provedeme rotaci F|' okolo osy 27 o thel . Vysledna
rotace lze zapsat jako

Ry = Ro(a) Ry (B)R-(7) (5.1.5)

V druhém piipadé zaéneme iplné stejné, vysledny s.s. F| vsak poté nebudeme rotovat
kolem nové vzniklé osy ¥/, ale kolem puvodni osy y,. Vznikly s.s. F]' poté otoc¢ime opét
podle puvodni osy z;. Tato rotace se zapise nasledovné

Ry = R.(7)Ry(B) Ru () (5.1.6)

Pti uvazovani postupné rotace vypada vysledna rotacni matice nasledovné. Vyuzijeme
zkracené oznaceni (2.0.28).

CBCy —CBSy Sp
Ry(a, B,7) = | 5aS5Cy 4 CaSy  —S8a855y + CaCy  —SaCs (5.1.7)
—CaSECy + SaSy  CaSES~y + SaCy CaCp

Z této matice lze takzvanou zpétnou transformaci ziskat zpét Eulerovy hly.

T Pl T 3p’l
P T~ P 55 )
I'OBE( 2,2> r0ﬁ6(272)
a = atan2(—ra3,733) o = atan2(raz, —733) (5.1.8a)
/B = atan?2 (’]"137 \/7‘33 —+ 7“%3) /8 = atan?2 (7‘13, —1/ T%3 + T§3)
v = atan2(—r12,711) v = atan2(ri2, —r11)

Pro tihel 8 = £7 dochdzi k singularité v reprezentaci, nebot osy @; a z/ jsou rovnobé&zné
a nelze tak urcit uhly a a ~, pouze jejich soucet ¢i rozdil.
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Pro popis rotace lze vyuzit i jiné reprezentace, napiiklad reprezentaci pomoci obecné
osy rotace nebo reprezentaci pomoci jednotkového kvaternionu, pro kterou je odstranén
problém singularnich poloh pii zpétné transformaci. Vice napiiklad v uvedeném zdroji.

K celkovému popisu polohy s.s. lze vyuzit homogenni transformaéni matici. Polohu
s.s. Fy vzhledem k F; muzeme pomoci homogenni transformaéni matice vyjadrit jako

: (5.1.9)

Tato matice tedy dava zaroven informace o rotaci i translaci. Posledni radek vyjadiuje
perspektivu a métitko a pouziva se v pocitacové grafice, v robotice nemé vyznam. Homo-
genni souradnice bodu P v s.s. F} mohou byt vyjadieny pomoci homogennich souradnic
téhoz bodu v s.s. F5.

1 2 1 1 p2
[ IZ } =T} { 1; } = {rhﬁlR?P } (5.1.10)

Pii transformaci vektoru nezalezi na posunu, jen na vzajemné poloze bodu, poté plati
vztahy uvedené v (2.0.4). Transformace muzeme také skladat. Uvazujme s.s. Fi, Fy a Fj a
odpovidajici homogenn{ transformac¢ni matice T, a T%. Potom homogenni transforma¢ni
matice mezi F; a Fj je

i o
1 l ol
R e
e — - - - - — —
00 01
[ ] | |
_ Ry i7is Ry iris | _ RyRS Rords+ri,
- [ [ - [
,,,,,,, - — e e
00 0 1 |0 0 01 0° 0 0 1
(5.1.11)

Dostavame se k reprezentaci polohy a zrychleni. Pro bod P v s.s. F} je muzeme v
zavislosti na jeho rychlosti a zrychleni v s.s. Fy ziskat derivaci vztahu 5.1.10.

[ .1 ] 2 - 2

P | P P

= =1 { T ] T, o ] (5.1.12a)
M1 2 . 2 - 2

1: =T, [1:]+2T21 Pl Po] (5.1.12b)

kde
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|
|
T, = L (5.1.13)
|
|
Casové derivace vektoru translace r}z vyjadruji translacni rychlost a zrychleni s.s. F3

v s.s. Fy. Casové derivace matice rotace R} poté souviseji s ihlovou rychlosti a hlovym
zrychlenim. Vice opét v [11].

5.2 Denavit-Hartenbergova imluva

Ucelem tdmluv pro popis kinematiky manipulatoru je jednoduchou, systematickou a
rekurzivni cestou definovat souradné systémy jednotlivych ramen a jejich vzajemné trans-
formace a tim popsat pohyb mechanické konstrukce manipulatoru. Pohyb manipulatoru
je ovlivnén geometrickymi parametry &, které zahrnuji geometricky tvar ramen, kloubu
a jejich vzajemnou konfiguraci, a kloubovymi soutadnicemi (), které obsahuji aktudlni
polohu kloubui manipuldtoru. Denavit-Hartenbergova iimluva je nejrozsitenéjsi z umluv.
P1i jejim popisu budeme nadale vychézet z [11].

Budeme uvazovat dvojici ramen Link ¢ a Link i-1 spojenou kloubem Joint i s jednim
stupném volnosti, viz obrazek 5.2.1.

JOINT i-1 JOINT < JOINT i+1

Obrazek 5.2.1: Schéma Denavit-Hartenbergovy tmluvy

Dle D-H umluvy lze s.s. F; = {O; — x;y,2;} za predpokladu znalosti F;_; = {O;_1 —
;i 1Y,_12i—1} definovat nésledovné:

e Zvol osu z; podél osy rotace (piipadné translace) kloubu Joint i+1 a osu z; podél
osy rotace (translace) kloubu Joint i.

e Umisti pocatek O; s.s. F; do pruseciku osy z; a normaly os z;_; a z;. Umisti pocatek
/ ! / !y o) o ~ 7 7~ ,
O; sss. I/ = O; — x/y.z; do pruseciku osy z;_1 a téze normaly.
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e Zvol osy x; a , podél normély ve sméru od kloubu Joint i do kloubu Joint i+1.
e Zvol osy vy, a y. tak, aby vysledné s.s. byly pravotocivé.
D-H umluva poté jednoznacné nedefinuje umisténi s.s. v nasledujicich pripadech

e Pro Fy = {Oy — xpy,z0} je jednoznacné urcena pouze osa zo podle osy rotace
(translace) prvniho kloubu Joint 1. Osu @y a pocatek Oy lze volit libovolné, osa y,
poté dotvari pravotocivy systém.

e Pro F, = {0, — x,y,,2,}, kde n je pocet kloubt s jednim stupném volnosti
uvazovaného manipulatoru, neni jednoznacné urcena osa z,, protoze kloub Joint
n+1 jiz neexistuje. Osa x,, musi zustat kolma na osu z,,_1.

e Pokud jsou osy z;_1 a z; dvou po sobé jdoucich kloubu rovnobézné, neni jejich
normala jednozna¢né definovana a muze tak byt libovolné posunuta v jejich sméru.

e Pokud se osy z;_1 a z; dvou po sobé jdoucich kloubu protinaji, je normala nulové
délky a osa x; je volena tak, aby byla kolma k roviné definované témito osami.

Poté muze byt vzajemnd poloha s.s. F;_; a F; popsana pouze pomoci ¢ty D-H parametru:
e a; ...vzddlenost mezi pocitky O; a O;
e d; ...vzddlenost mezi pocétky O, 1 a O;
e «; ...uhel mezi osami z,_1 a z; dany pootoc¢enim s.s. F} kolem osy
e (; ...uhel mezi osami x;_; a x; dany pootocenim s.s. F;_; kolem osy z; 1

Pokud je Joint i rotacni, je proménnd definujici pohyb kloubu 6; a ostatni parametry
jsou konstanty definujici geometrické usporadani ramene Link i. Pro prizmaticky kloub
je proménnou definujici jeho pohyb parametr d;.

Transformacni vztah mezi s.s. F;_; a F; vyjadfeny pomoci homogenni transformacni
matice je dan jako

T~ =T\ TY = Trans(z, d;) Rot(z, 0;) Trans(x, a;) Rot(x, o) =

)

1 00 O co, —sp, 0 Ol |1 0 O a;| (1 O 0 0
{010 0| |ss, c 00010 0|0 cay —5a, O _
“loo 1 d|]o 0 10001 0|0 sa c O
000 1 0 0O 0 10 0 0 1 0 0 0 1
-Cgi —S59,Ca; 50,5, Q;Cq
. S@i Cp,Ca; _CQiSai a;Sg;
=10 s o 0 (5.2.1)
0 0 0 1
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5.3 Primy geometricky model

V praxi se obvykle daji méftit jen polohy jednotlivych aktuatoru v kloubech (pomoci
enkodéri) a ne piimo poloha koncového efektoru. Piimy geometricky model tesi otazku,
jakd bude poloha koncového efektoru manipulatoru, pokud zname polohu jeho kloubt.
Chceme tak ziskat zobecnéné souradnice X z kloubovych soutadnic ). Matematicky:

X = G(Q,€) (5.3.1)

kde & jsou navrhové parametry manipuldtoru. Podle D-H tamluvy plati:

Q=|a ¢

0 pro Joint i rotacniho typu
n) i:{ (5.3.2)

d; pro Joint i prizmatického typu

Piimy geometricky model pro n kloubti sériového manipulatoru lze formulovat ve
tvaru

Q) =17 " (@) (5.3.3)
i=1
Pro sériové manipulatory ma piimy geometricky model vzdy analytické feseni. Z prak-
tického hlediska je nékdy vyhodné definovat jesté dalsi dva s.s., které zajistuji kompenzaci
koncového efektoru a zakladny manipulatoru.

THQ) = THQ)TY(Q)TH(Q) (5.3.4)

Vice detailu opét v uvedeném zdroji.

5.4 Inverzni geometricky model

Inverzni geometricky model fesi opac¢nou tulohu, tedy jaka bude poloha aktuatoru
manipuldtoru, pokud zname polohu koncového efektoru. Nyni tedy chceme urcit kloubové
soutadnice () ze zobecnénych souradnic X. Matematicky

Q=G"1(X,¢) (5.4.1)

Jedna se tedy o primarni tlohu pii planovani pohybu robota, ktera umoznuje takzvany ko-
ordinovany pohyb aktuatoru manipuldtoru. Nalezeni inverze nelinearni vektorové trans-
formacni funkce G—! vSak neni obecné trividlni problém, nebot ve funkci G se vinou
transforma¢ni matice T° vyskytuji souéty ndsobkii a mocnin ¢lenti cos ¢; a sin ;. Dochézi
tak k vyskytu nejednoznaénych feseni a singularnich poloh. Pro jednoduché manipulatory
lze nalézt primé analytické feseni, ddle existuji specializované metody pro konkrétni va-
rianty architektur, metody pro feSeni obecnych architektur a numerické metody. Dalsi
informace véetné prikladu lze nalézt v [12].
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5.5 Prima a inverzni okamzita kinematicka uloha

V primé a inverzni geometrické 1loze byly uvazovany pouze polohové zavislosti mezi
kloubovymi soutfadnicemi @) a zobecnénymi souradnicemi X . Kompletni kinematicky po-
pis vSak pozaduje i znalost zavislosti mezi rychlostmi a zrychlenimi souradnic. Konkrétné
priméa kinematickd 1loha tesi problém nalezeni zéavislosti rychlosti nebo zrychleni zo-
becnénych souradnic X na rychlosti nebo zrychleni kloubovych soufadnic Q).

X:?%@Q:ﬂ@Q (5.5.1a)
X =J(@Q,QQ+JQ)Q (5.5.1b)

kde J(Q) je jakobidn a J(Q, Q) je ¢asova derivace jakobidnu. Jakobidn muze byt analy-
ticky nebo kinematicky, pricemz tyto reprezentace se lisi pouze v reprezentaci orientace.
Pokud je orientace vyjadiena Eulerovymi tthly «r, 5, 7, mluvime o analytickém jakobianu,
poté

. . T
X=[ 9y 2 a B 4 (5.5.2)
O kinematickém jakobianu mluvime v ptipadé, ze rychlost orientace koncového efektoru
je realizovana prostiednictvim vektoru thlové rychlosti w = [u)m Wy wz}T a tak plati

X = (& ¥ 2 we wy wz}T (5.5.3)
Inverzni okamzita kinematicka tloha poté fesi problém nalezeni zavislosti rychlosti, re-
spektive zrychleni kloubovych soutadnic () na rychlosti, respektive zrychleni zobecnénych

souradnic.

Q=J"Q)X (5.5.4a)
Q=J1(X-JQ.QQ) (5.5.4b)

Vice o této problematice v [11] a [13].

5.6 Model manipulatoru Staubli TX 40

Model manipulatoru byl sestaven pomoci knihovny robotLib v zakladu popsané v
[11], kterd obsahuje funkéni bloky a funkce vytvorené za ticelem vytvéreni virtudlnich si-
mulac¢nich modelu sériovych manipulatoru. Mimo jiné tato knihovna obsahuje funkce pro
definovani Denavit-Hartenbergovych parametru nebo pro vypocet doptedné a inverzni ki-
nematiky. Urceni D-H parametru je znazornéno v obrazku 5.6.1. Za jednotlivé parametry
bylo poté dosazeno podle dokumentace pouzitého manipulatoru. Néasledné bylo sestaveno
simulac¢ni schéma robota v programovém prostiedi SimMechanics (Dodatek 8, zde jako
soucast regula¢ni smycky). Pti simulaci jsme poté vykreslovali animaci, obrézek z ni je
k vidéni v obrazku 5.6.2. Do manipulatoru jsou poustény signdly ve formé polohy, od-
povidajicich rychlosti a zrychleni. Tyto signdly jsou pomoci inverzni okamzité kinematické
ulohy prepocteny na signaly vyjadiujici pozadovany pohyb jednotlivych kloubu.
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ZYX Euler Angles
Kompenzace: Le, Ye, Zes Ves ﬁm Qe Ze

ZYX Euler Angles
Zobecnéné soufadnice: Ly Y, 2, Yy ,B, «

D-H parametry:

(3 dl 91 a; 5
Oy = 1| di | 61| an %
21 0 |fOy]ax| O
3| dy |03 a3| 5
40 dy [0, 0 -2
500 |6, 0] 3%
6| ds |6 O] O

Zo

Obrazek 5.6.1: Schéma urcéeni D-H parametru antropomorfniho manipulatoru se sférickym
zapéstim

L,

Obrazek 5.6.2: Animace manipuldtoru v SimMechanicsu

6 Simulace s modelem manipulatoru

6.1 Simulace bez uvazovani dynamiky manipulatoru

Nejprve budeme robota uvazovat jako idealni manipulator. Cely robot by tedy byl
dokonale tuhy, v kloubech by nebyla zadné vile a motory by byly také idedlni. Ma-
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nipulator by nam tak do systému nevnasel nemodelovanou dynamiku a odezva by tak
meéla byt shodna s odezvou samotného systému kyvadla na hrotu bez manipulatoru. Ro-
bot Staubli namodelovany v SimMechanicsu umistime mimo zpétnovazebni smycku a v
tomto pripadé tedy bude slouzit jen pro ucely ilustrace.

Simulace s manipulatorem bez dynamiky — naklon kyvadla

0.6 T T T T
a
— B
0.4r * [
- T Ta
7778*

0.2

uhel natoceni [rad]

-0.4

cas [s]

Obrazek 6.1.1: Simulace s manipulatorem bez uvazovani jeho dynamiky - prubéh naklonu
kyvadla

Muzeme pozorovat, ze grafy 6.1.1 - 6.1.5 jsou opravdu shodné s vysledky simulace bez
manipuldtoru (kapitola 4.4.1).

6.2 Simulace s uvazovanim dynamiky manipulatoru

V redlném svété se vSak takovyto idedlni manipuldtor samoziejmé nevyskytuje a
pokazdé nam do systému vnese néjakou dalsi, diive nemodelovanou dynamiku. S tim je
tedy treba pocitat a pokud mozno zahrnout dynamiku uz do simulace. Toho dosdhneme
tak, ze model manipulatoru s kyvadlem zatfadime do zpétnovazebni regulacni smycky.
Rizeni poté bude poéitdno z vystuptt senzorit umisténych na tomto modelu. Pii méFeni
jsme se museli vypoiddat s drobnym zddrhelem, nebot na kyvadle nelze snimat piimo
uhel natoceni, pouze jeho thlovou rychlost. Jednoduchym fesenim je thlovou rychlost
jednoduse zintegrovat. Pti integraci ale dochézi k neptesnosti a po vykonéani trajektorie
se uhly kyvadla neustélily na nulové hodnoté. Manipulator poté pii snaze vyrovnat tuto
odchylku narazil na sva konstrukéni omezeni a dostal by se mimo pracovni prostor. Ze
senzoru na kyvadle lze vsak vyvést i rotacni matici, ze které je nasledné mozné vypocist
uhly rotace o a 8 kolem os = a y. Pokud nédklon kyvadla urc¢ujeme timto zpusobem, k

61



Simulace s manipulatorem bez dynamiky — uhlova rychlost kyvadla
5 T T T T

uhlova rychlost [rad/s]

-5 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 2.5

cas [s]

Obrazek 6.1.2: Simulace s manipuldtorem bez uvazovani jeho dynamiky - prubéh hlové
rychlosti kyvadla

Simulace s manipulatorem bez dynamiky - rizeni
15 T T T T

10

5 .
o
%)
F= 0
5
5 s ot
el u
N y
u,
_10 . .
- —--u
X
-15 - = = Uy |
u*
z
-20 ! ! ! !
0 0.5 1 15 2 2.5

cas [s]

Obrazek 6.1.3: Simulace s manipulatorem bez uvazovani jeho dynamiky - priubéh fizeni
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Simulace s manipulatorem bez dynamiky — poloha koncoveho efektoru
0.4 T T

0.3

vzdalenost [m]

cas [s]

Obrazek 6.1.4: Simulace s manipulatorem bez uvazovani jeho dynamiky - prubéh polohy
koncového efektoru

Simulace s manipulatorem bez dynamiky — poloha koncoveho efektoru
0.4 T T

vzdalenost [m]

cas [s]

Obrazek 6.1.5: Simulace s manipulatorem bez uvazovani jeho dynamiky - prubéh polohy
koncového efektoru na delsim casovém tseku
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problémum jiz nedochézi. Polohu a rychlost pivotu poté muzeme piimo odmérit z kon-
cového efektoru.

Pti spusténi simulace jsme narazili na dalsi problém. Vinou dynamiky manipulatoru
dochazi k vétsi odchylce polohy koncového efektoru od pozadované trajektorie a nejsme
schopni se vejit do pracovniho prostoru robota, pticemz nepomohla ani zména pocatecni
polohy.

6.2.1 Vypocet nové trajektorie

Nezbyva nam nic jiného, nez vypocist jinou trajektorii. Pozadavky zustavaji stejné
jako v ptipadé prvni trajektorie (kapitola 3.2), tentokrat se ale budeme snazit najit pro-
storové uspornéjsi trajektorii, se kterou se vejdeme do pracovniho rozsahu manipulatoru
i pri vétsich odchylkach polohy. Podobu funkce fizeni a ¢as ponechdame beze zmény a bu-
deme hybat pocateénimi odhady feSeni a hodnot parametru. Protoze hledame polohové
kratsi trajektorii na stejném ¢asovém horizontu, da se predpokladat, ze naklon kyvadla
bude v jejim prubéhu mensi. Postupnym zkouSenim jsme nasli nasledujici trajektorii.

Rizeni - zrychleni koncoveho efektoru
5 T T T

zrychleni [m/sz]

_3 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2
cas [s]

Obrazek 6.2.1: Nové trajektorie - zrychleni koncového efektoru (fizeni)

Zrychleni (obréazek 6.2.1), rychlost (obrédzek 6.2.2) i poloha koncového efektoru (obrazek
6.2.3) vyhovuji pozadavku na nulovou hodnotu na poc¢atku i konci pohybu. Nejvétsi
rozdil polohy v jedné ose je nyni oproti predchozi trajektorii poloviéni, s udrzenim se
v pracovnim prostoru manipuldatoru by tedy nemél byt problém. Z prostorového grafu
(obrazek 6.2.4) je vidét, ze pohyb koncového efektoru je podobného charakteru jako
predtim. Grafy néklonu a thlové rychlosti kyvadla (obrazky 6.2.5 a 6.2.6) potvrzuji
domnénku, ze naklon kyvadla bude dosahovat mensich thliu. V porovnani s prvni tra-
jektorii je ihel maximalniho naklonu v jedné ose ptiblizné polovicni.
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poloha [m]

rychlost [m/s]

Rychlost koncoveho efektoru

0.8 T

0 0.5 1 15 2
cas [s]

Obrazek 6.2.2: Nova trajektorie

- rychlost koncového efektoru

Poloha koncoveho efektoru

0.2 T

0.15

0.1

0.05

-0.25 ;
0

0.5 1 1.5 2
cas [s]

Obrazek 6.2.3: Nova trajektorie - poloha koncového efektoru
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N
2]

0.2 5

0.15 S

0.1+

0.05

Trajektorie koncoveho efektoru

X

t 0 <0;T/2>
tO<T/2; T>

uhel natoceni [rad]

S
X

Obréazek 6.2.4: Nova trajektorie - trajektorie koncového efektoru

0.15

Reseni okrajove ulohy - nakloneni kyvadla

0.1

0.05

-0.05

-0.1

-0.15

-0.25

-0.3

-0.35
0

0.5

cas [s]

1

15

Obrazek 6.2.5: Nova trajektorie - prubéh naklonu kyvadla
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Reseni okrajove ulohy — okamzita uhlova rychlost kyvadla
2 T T T

da
—dp ||

=
(6)]
T

uhlova rychlost [rad/s]

_2 1 ! !
0 0.5 1 15 2

cas [s]

Obrazek 6.2.6: Nova trajektorie - prubéh hlové rychlosti kyvadla

6.2.2 Navrh LQR k nové trajektorii

Obdobné jako v piipadé prvni trajektorie, i nyni musime provést linearizaci systému
podél nové vypocitané trajektorie a poté vypocitat LQ regulator na koneé¢ném horizontu.
Pti navrhu tizeni jsme se opét soustiedili zejména na ustabilizovani kyvadla. Postupné
jsme dosli k nastaveni parametru regulatoru

1000 0 00000000
0 1000 00000000
0 0 10000000
0 0 01000000
0O 0 00100000
Q=19 0 00010000 (6.2.1a)
0 0 00002000
0 0 000007100
0 0 00000010
0 0 0000000 1]
100 0 0
R=10 100 0 (6.2.1b)
[0 0 500

Poly uzaviené smycky s ustalenym resenim jsou nyni
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p1 = —7.5289 + 1.06451 (6.2.2a
p2 = —17.5289 — 1.0645: (6.2.2b
p3 = —7.5289 4 1.0645¢ (6.2.2¢
P4 = —7.5289 — 1.0645: (6.2.2d

ps = —0.2233 4 0.2124¢ (6.2.2e
ps = —0.2233 — 0.21244 (6.2.

pr = —0.2233 4 0.2124¢ (6.2.2g
ps = —0.2233 — 0.21244 (6.2.2h
p9 = —0.1792 4 0.1761¢ (6.2.2i
p1o = —0.1792 — 0.1761: (6.2.2j

Vsechny pély jsou opét stabilni a dostatecné zatlumené. Grafické zndzornéni je na obrazku

6.2.7.

Poly uzavrene smycky s ustalenym resenim LQR
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Obrazek 6.2.7: Poly uzaviené smycky s ustalenym fesenim LQ tlohy pro novou trajektorii

I pro novou trajektorii vykreslime vyvoj zesileni (obrazky 6.2.8, 6.2.9 a 6.2.10).

Tak jako v ptipadé prvni trajektorie, i nyni vidime zmény zesileni predevsim od thla
naklonu kyvadla a v mensi mite také od ihlovych rychlosti. Vzhledem k mensim néklontm
kyvadla v prubéhu trajektorie se daly ocekdavat mensi zmény zesileni oproti puvodni
trajektorii, coz se ndm potvrdilo. Stéle vsak plati, ze tizeni s konstantni zpétnou vazbou
pro vsechny slozky stavu by nejspis nefungovalo. Chovani fizeného systému otestujeme v
Simulinku.
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Vyvoj zpetnovazebniho zesileni od stavu na u
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Obréazek 6.2.8: Vyvoj zesileni od jednotlivych slozek stavu na fizeni u,

Vyvoj zpetnovazebniho zesileni od stavu na u,
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Obrézek 6.2.9: Vyvoj zesileni od jednotlivych slozek stavu na fizeni w,
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Vyvoj zpetnovazebniho zesileni od stavu na u,
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Obréazek 6.2.10: Vyvoj zesileni od jednotlivych slozek stavu na fizeni u,

Sledovani trajektorie - rizeni
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Obrazek 6.2.11: Nova trajektorie - prubéh fizeni s LQ regulatorem
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Sledovani trajektorie — nakloneni kyvadla
0.3 T T T T

uhel natoceni [rad]
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Obréazek 6.2.12: Nova trajektorie - vyvoj naklonu kyvadla pfi fizeni s LQ reguldtorem

Sledovani trajektorie — uhlova rychlost kyvadla
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Obréazek 6.2.13: Nova trajektorie - vyvoj uhlové rychlosti kyvadla pii fizeni s LQ re-
gulatorem
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Sledovani trajektorie — poloha koncoveho efektoru
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Obrazek 6.2.14: Nova trajektorie - poloha pivotu pfi fizeni s LQ regulatorem

Sledovani trajektorie — poloha koncoveho efektoru
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Obrazek 6.2.15: Nova trajektorie - poloha pivotu pfi fizeni s LQ regulatorem na delSim
casovém useku
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Chovani je obdobné jako u prvni trajektorie. Vidime, ze fizeni (obrazek 6.2.11), naklon
(obrazek 6.2.12) i ihlové rychlost kyvadla (obrézek 6.2.13) sleduji pozadovanou trajektorii
bez vyraznych odchylek a po jejim skonceni jsou v blizkém okoli nuly, coz odpovida
stabilizaci kyvadla ve vzpiimené poloze. V piipadé polohy pivotu (obrazek 6.2.14) je
situace o néco horsi, diky zavedeni zpétné vazby od polohy se vsak koncovy efektor
postupné vraci zpét do vychozi pozice (obrézek 6.2.15).

6.2.3 Simulace s novou trajektorii

Mame novou trajektorii a k ni vypocteny LQ regulator, zbyva zopakovat simulaéni
probéhla 1spésné, robot neopustil svij pracovni prostor a kyvadlo ustabilizoval. Cely
prubéh lze v SimMechanicsu pozorovat v trojrozmérné animaci, zde vykreslime alespon
zaznamy jednotlivych signalu.

Simulace s manipulatorem - naklon kyvadla

0.15

0.1

0.05

uhel natoceni [rad]
|
o
[N

cas [s]
Obrazek 6.2.16: Simulace s manipulatorem - prubéh naklonu kyvadla

Pii porovnani grafu s vysledky simulace pro novou trajektorii bez manipuldtoru
zjistujeme, Ze vliv dynamiky robota rozhodné neni zanedbatelny. Nejdulezitéjst je, Ze ky-
vadlo se povedlo ustabilizovat. Naklon kyvadla (obrézek 6.2.16) pomérné piesné kopiruje
pozadovany prubéh s nejvétsimi odchylkami ve Spickach grafu. Po vykonani trajektorie
je naklon velmi maly, ne vSak uplné nulovy a trva zhruba dalsi tfi vtefiny, nez se thel
zmens$i natolik, ze neni z nepfiblizeného grafu zietelnda odchylka od vzptimené pozice.
Bez vyraznéjsich odchylek je sledovana i tihlova rychlost kyvadla (obrazek 6.2.17) a tomu
odpovidé i tizeni (obrdzek 6.2.18), které po skonceni trajektorie uz jen malymi zdsahy
vyrovna kyvadlo. Naopak mnohem vétsi odchylky jsou vidét v grafu polohy koncového
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Simulace s manipulatorem — uhlova rychlost kyvadla

2 T T T T
da
——dB |}
- — —dd"
777dB*7
)
S i
o
173
o
c
o
P
©
>
k=] i
=
>
_2 | | | |
0 1 2 3 4 5

cas [s]
Obrazek 6.2.17: Simulace s manipulatorem - pribéh hlové rychlosti kyvadla

Simulace s manipulatorem - rizeni
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Obrazek 6.2.18: Simulace s manipulatorem - prubéh fizeni
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Simulace s manipulatorem — poloha koncoveho efektoru
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Obréazek 6.2.19: Simulace s manipulatorem - prubéh polohy koncového efektoru
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Simulace s manipulatorem — poloha koncoveho efektoru
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Obrazek 6.2.20: Simulace s manipulatorem - prubéh polohy koncového efektoru na delsim

c¢asovém useku
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efektoru (obrézek 6.2.19), kde se naplno projevila dynamika manipulatoru. Pozice pivotu
presné neodpovidala ani pfi simulaci bez manipuldtoru, po jeho pridani do regulac¢ni
smycky je ale situace jesté o néco horsi. I zde vsak zafunguje zpétnda vazba od polohy a
regulator pomalu vrati koncovy efektor do poc¢atecéni pozice (obrézek 6.2.20), samoziejmeé
tak, aby pfi tom nevyvedl kyvadlo ze vzpiimené polohy. Jak je z grafu vidét, celd tato
operace trva témeér dvacet vtefin. Chovani by nejspis slo zlepsit lepsim nastavenim re-
gulatoru, coz ale, jak jsme jiz psali, neni trividlni problém a ve vysledku by se jednalo
o zdlouhavé nastavovani metodou pokus/omyl. Teoreticky by také mohlo pomoci déle
rozsitit stav o integraci odchylky polohy pivotu. Dalsi moznosti by bylo, pfi znalosti
dynamiky manipulatoru, jeji zahrnuti do navrhu regulatoru.

7 Ovéreni na realném systému

Meéli jsme v planu ovérit funkénost navrzeného fizeni i na redlném systému. Na kon-
covy efektor manipuldtoru Staubli TX 40 by byl ptipevnén hrot, na kterém by poté robot
balancoval mi¢, pifpadné kyvadlo. Rizenf mélo probihat s vyuzitim fidiciho systému REX,
proto jsme simula¢ni schéma sestavovali i v ném. Problém je vSak ve snimani polohy,
respektive ndklonu balancovaného objektu. Jednou moznosti méreni by byla soustava ul-
trazvukovych senzoru vzdalenosti, kterd byla pouzita na systému ,robotického lachtana“
v [5], ptipadné by misto ultrazvukovych senzoru §ly pouzit laserové snimace. V nasem
pripadé jsme vsSak chtéli polohu snimat pomoci kamery. S jednou kamerou, ktera by
snimala néklon mice shora (ptipadné zespoda), by bylo mozné 7idit cely systém alespon
v roviné. Bohuzel v okamziku zpracovavani této prace nebyla kamera k dispozici, musime
se tedy smitit s vysledky pouze ve formé simulace. Timto zustava prostor k piipadné
dalsi praci na tomto problému.

8 Zaveér

V této préci jsme se zabyvali balancovanim mice na prumyslovém robotu. Nejprve bylo
nutné sestavit matematicky model mice na tenkém hrotu. Pohybové rovnice systému jsme
odvodili pomoci Newton-Eulerovy metody, pficemz jsme mi¢ modelovali jako matema-
tické kyvadlo na sférickém kloubu. Odtud bylo pozdéji mozné prejit k fyzickému kyvadlu
a pripadné dale k mic¢i. Pro zvoleny stav v podobé thlu otoceni kyvadla kolem os z,
respektive y a jim odpovidajicim thlovym rychlostem a fizeni v podobé zrychleni pivotu
kyvadla jsme ziskali nelinearni t-variantni systém.

Kyvadlo jsme nechtéli pouze stabilizovat ve vzptimené poloze, ale pozadovali jsme
sledovani néjaké trajektorie. Protoze jsme po této trajektorii chtéli jezdit rychle, bylo
nutné vypocitat, jak ma byt kyvadlo pfi tomto pohybu naklonéno, aby nespadlo. Tim
jsme se dostali k feseni dvoubodové okrajové tlohy. V ni jsme pozadovali, aby kyvadlo
bylo na zacatku i konci trajektorie ve vzptimené poloze. Z toho plynuly pozadavky na
rychlost a zrychleni pivotu, které také musely byt na zacatku a na konci nulové. Déle
jsme pozadovali pohyb po uzaviené kiivce, stejné okrajové podminky tedy platily i pro
polohu pivotu. Na zakladé téchto pozadavku jsme vhodnym sou¢tem harmonickych slozek
sestavili funkei fizeni a fesenim dvoubodové okrajové tlohy (v MATLABu pomoci funkce
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bup4c()) jsme ziskali vhodnou trajektorii pivotu a k pohybu po ni odpovidajici prubéhy
naklonu a thlové rychlosti kyvadla.

K ftizeni jsme chtéli pouzit linedrné-kvadraticky regulator, systém tedy bylo nutné
linearizovat. Protoze jsme pozadovali stabilizaci kyvadla pti urc¢itém pohybu, bylo nutné
provést linearizaci systému podél zvolené trajektorie. Vysledny linearizovany t-variantni
spojity model bylo pro zamyslené pouziti na redlném systému tieba zdiskretizovat. Poté
jsme mohli navrhnout LQ regulator na koneéném horizontu pro diskrétni systémy. Resenfm
LQ tlohy jsme obdrzeli ¢asové proménnou stavovou zpétnou vazbu. Pouziti ustédleného
feseni by nebylo mozné, nebot kyvadlo se pfi pohybu po trajektorii pomérné vyrazné od-
chyluje od vzpiimené polohy, linearizace v tomto pracovnim bodé by tedy neodpovidala
skutecnosti. Hlavnim pozadavkem na fizeni byla stabilizace kyvadla. V takovém ptipadé
by se vSak pivot mohl dostat daleko od zamyslené polohy. Z tohoto duvodu jsme systém
rozsitili o model pohybu pivotu a stav se tedy rozsitil o polohy a rychlosti pivotu v
jednotlivych osach. Zavedenim zpétné vazby od polohy poté bylo zajisténo, ze regulator
bude mit alespon néjakou snahu vratit pivot do pozadované pozice. Navrzené tizeni jsme
nasledné ozkouseli simulacné na modelech sestavenych v programech Simulink a REX.

Déle jsme se dostali k robotické ¢asti prace. Nejprve jsme probrali teoretické zéaklady
popisu geometrického usporadani a kinematiky manipulatoru. Poté byl sestaven model
robota Staubli TX 40 v programu SimMechanics. Nésledovala simulace s manipulatorem
v regula¢ni smycce. Pti ni jsme zjistili, ze vlivem dynamiky manipulatoru dochazi k vétsi
odchylce polohy koncového efektoru od pozadované trajektorie a nevesli jsme se tak do
pracovniho prostoru robota. Museli jsme se tedy vratit k feseni dvoubodové okrajové
ulohy a vypocitat novou, prostorové uspornéjsi trajektorii. Podél této trajektorie jsme
poté opét linearizovali systém a vypocetli jsme zpétnovazebni fizeni. S novou trajektorii
jiz simulace s modelem manipuldtoru v regulac¢ni smy¢ce probéhla bez problému. Hlavnim
vysledkem je, ze regulator zajistil stabilni pohyb kyvadla po pozadované trajektorii a i
po jejim skonceni kyvadlo ustabilizoval ve vzpiimené poloze. Poloha koncového efektoru
se kvuli snaze o stabilizaci kyvadla znatelné odchyluje od pozadované pozice, zejména v
druhé poloviné trajektorie a po jejim skonceni. Diky zavedeni zpétné vazby od polohy se
ale koncovy efektor postupneé stahuje ke své pozadované pozici. Nastaveni regulatoru neni
naprosto idedlni, v simulaci ale regulator kyvadlo ustabilizuje a k dalsimu vylepSovani
by dochdzelo aZ pii praci na redlném systému, nebot ten se od modelu bude stejné ligit.
Bohuzel, k ovéfeni fizeni na realném systému nedoslo, protoze jsme neméli k dispozici
kameru, pomoci které jsme chtéli snimat stav kyvadla, respektive mice. Alespon prozatim
jsme se tedy museli spokojit s vysledkem ve formé ispésné simulace.
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DODATKY

Dodatek 1 - Dokumentace k robotu Staubli TX40 - konstrukéni omezeni

Chapter 2 - Description

2.5. PERFORMANCE

See figures 2.6, 2.7 @ Brake release access area

Standard arm

Work envelope

R.M max. reach between axis 1 and 5 450 mm
R.m1 min. reach between axis 1 and 5 151 mm
R.m2 min. reach between axis 2 and 5 162 mm
R.b reach between axis 3 and 5 225 mm
Maximum speed at load center of gravity 8.2m/s
Placing Repeatability in accordance with ISO 9283 +0.02 mm

2.5.1. RANGE, SPEED AND RESOLUTION

Axis 1 2 3 4 5 6
Range (°) 360 250 276 540 253.5 [540M
A B C D E F
Working range distribution (°) +180 | £125 | +138 | +270 +-1132365 + 970
Nominal speed (°/s) 287 287 430 410 320 700
Maximum speed (°/s) @ 555 475 585 1035 1135 1575
Angular resolution (°.10°3) 0.057 | 0.057 | 0.122 | 0.114 | 0.122 |0.172

(1) Can be configured by software up to + 18 000°. See the "Software configuration" chapter in the "Controller" documentation.
Can be configured as a "continuous" axis under the continuousAxis license.
(2) Maximum speed for reduced conditions of load and inertia.

Low speed in manual mode: 250 mm/s at tool centre point and 45 °/s on each axis.

@ CAUTION:
In some arm configurations, the maximum joint speeds can be reached only if
payloads and inertias are reduced.

TX40 © Staubli 2012 - D28082704B 35/98



Dodatek 2 - Skript na vypoéet dvoubodové okrajové tilohy v MATLABu

%funkce pro vypocet trajektorie
global 1mg JTwt

1=20.1;

m= 0.2;

g = -9.81;

r2 = 0.1; %vnejsi polomer mice = 1

rl = r2-0.002; %vnitrni polomer mice

(2/5) * m * ((r2°5-r1°5)/(r2°3-r1°3)) Ymoment kolem stredu
= 2;

2xpi/T;

0 :0.01 : T;

S B
|

options = bvpset(’RelTol’, 1e-10); %nastaveni tolerance

% inicializace - mesh, odhad reseni, odhad parametru
% solinit = bvpinit(t,[0.015 0.015 O 0],0.4*ones(1,4)); %prvni trajektorie
solinit = bvpinit(t,[0.01 0.01 0 0],0.699*ones(1,4)); %nova trajektorie

sol = bvp4c(@kyvadlo_ode,@kyvadlo_bc,solinit,options);

%hvykresleni vysledku
y = deval(sol,t);
plot(t,y(1,:),’b?)
hold on
plot(t,y(2,:),’r?)

Jrizeni

ux = 0.1%w 2*cos(w*t) + sol.parameters(1)*(2%w) "2*cos(2*w*xt) +...
sol.parameters(2) * (3*w) "2xcos (3*w*xt) -...
((0.1+sol.parameters(1)*2"2+sol.parameters(2)*372) /4" 2)*. ..
(4xw) ~2*cos (4*xw*t) ;

uy = sol.parameters(3)*w”2*cos(wxt) + sol.parameters(4)*(2xw) ~2xcos(2xwxt) ...

- ((sol.parameters(3)+sol.parameters(4)*272)/372)*(3*w) "2*cos (3*w*t) ;
uz = 0.1*%w " 2%cos(wxt) — (0.1/272)*(2%w) "2%cos (2*xw*t) ;

Jipoloha efektoru

sx = 0.1x(1l-cos(w*t)) + sol.parameters(l)*(l-cos(2*w*xt)) +...
sol.parameters(2)*(1-cos(3*w*xt)) -...
((0.1+sol.parameters(1)*2"2+sol.parameters(2)*372) /4" 2)*. ..
(1-cos (4*w*xt));

sy = sol.parameters(3)*(1-cos(w*t)) + sol.parameters(4)*(1-cos(2*wxt)) -...
((sol.parameters(3)+sol.parameters(4)*272)/372)*(1-cos(3*w*t));

sz = 0.1x(1-cos(w*t)) - (0.1/272)*(1-cos(2*w*t));

Jrychlost efektoru
vx = 0.1*wxsin(w*t) + sol.parameters(1)*(2xw)*sin(2*xw*t) +...
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sol.parameters(2)*(3*w) *sin(3*w*t) -...
((0.1+sol.parameters (1) *2"2+sol.parameters(2)*372) /47 2) * (4xw) *sin (4*w*t) ;
vy = sol.parameters(3)*w*sin(w*t) + sol.parameters(4)*(2*w)*sin(2*w*t) -...
((sol.parameters(3)+sol.parameters(4)*272)/372) * (3*w) *sin(3*w*t) ;
= 0.1*w*sin(wxt) - (0.1/272)*(2*w) *sin (2*w*t) ;

function dydx = kyvadlo_ode(x,y,par)
%0DE function - model kyvadla (mice)

global 1mg JTwt

huzavrena trajektorie
ux = 0.1*w"2*cos(w*x) + par(1)*(2xw) 2%cos(2*w*x) +...
par(2)*(3*w) "2*xcos (3*w*x) —...
((0.1+par(1)*2~2+par (2)*372) /472) * (4*w) "2*cos (4*w*x) ;
uy = par(3)*w"2*xcos(w*x) + par(4)*(2*xw) "2xcos(2*w*xx) —...
((par(3)+par(4)*272)/372) *(3*w) "2xcos (3*w*x) ;
= 0.1xw" 2*%xcos(w*x) - (0.1/27°2)*(2%w) "2*cos (2*w*xx) ;
= [ux; uy; uzl;

dydx = [y(3);
y(4);
(2%sin(y(2) ) *y (3) *y (4) *1~2*xm+2*% J*xsin(y (2) ) *y (3) *xy (4)+. ..
cos (y (1)) *1*m*xu(2)-sin(y (1)) *gxm*1+sin(y (1)) *1*m*xu(3))/...
(cos(y(2))*(172*m+J)) ;
(-sin(y(2))*cos(y(2))*y(3) "2x1"2*m-. ..
Jxsin(y(2))*cos(y(2))*y(3)~2-..
cos(y(l))*31n(y(2))*g*l*m+cos(y(1))*31n(y(2))*1*m*u(3)—.
sin(y(2))*sin(y (1)) *1*m*u(2)-cos(y(2))*L*m*u(1)) /(1" 2*m+J)];

function res = kyvadlo_bc(ya,yb,par)
hokrajove podminky

res = [ya(1);
ya(2);
ya(3);
ya(4);
yb(1);
yb(2);
yb(3);
yb(4)1;
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Dodatek 3 - Skript na vypocet LQR na konecném horizontu pro diskrétni systémy
v MATLABu

%»time variant state feedback for ball balancing
% !1! predem spustit funkci pro vypocet trajektorie

Ts=0.01; % sampling period of control
t =1t’;

xls = y(1,:)’; %stav kyvadla/mice

x2s = y(2,:)°;

x3s = y(3,:);

x4s = y(4,:)°;

xbs = sx’; %poloha koncoveho efektoru
x6s = sy’;

X7s = sz’;

x8s = vx’; Jrychlost koncoveho efektoru
x9s = vy’;

x10s = vz’;

nn=length(t);

N=nn-1;
Ks=[];
Q1 = 100;
Q2 = 100;
Q3 = 1;
W4 = 1;
Q5 = 1;
W6 = 1;
Q7 = 20;
Q8 = 1;
Q9 = 1;
Q10 = 1;
R1 = 100;
R2 = 200;
R3 = 700;

Q = diag([Q1,Q2,Q3,Q4,Q5,Q6,Q7,Q8,Q9,Q101);
RO = diag([R1,R2,R3]);

tt=t(end);

ttp = 0;

for k=N+1:-1:1
ttp=ttp+Ts;
tt=tt-Ts;

switch k

case N+1,
ql = 0;
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Aue [001000000O0O0;
00100000 O0;
-g*mx1) /(1" 2*m+J), O, 0, 0, O,
, (-g*lxm)/(1"2*m+J), 0, 0, O,

0000010 O0;

)

b

0, 0, 0, O,
0, 0, 0,0

o O

[

b b b b

b

I

O O O O O O
O O O O O
O O O O O
O O O O O
O O O O O
O O O O O
O O O O O
O O O O+
C.DOl—‘O

O

1;

I © O O O O O O ~ O I

[0 0 O;

0 0 O;

0, 1*m/(1°2*m+J), O;
-1*m/(1"2*m+J), O, O;
0 0;

b

Bue

b

b

O O+ O O O
O O O O

O, O O O

11;

F = eye(size(Aue))+(Ts*Aue) ;

G = Ts*Bue;

[Pkp1,L,Kde] = dare(F,G,Q,R0);

Ks=[-Kde,Ks];

eig(Aue-Buex*Kde)
otherwise,

ql = x1s(k);

q2 = x2s(k);

g3 = x3s(k);

94 = x4s(k);

g5 = xb6s(k);

g6 = x6s(k);

q7 = x7s(k);

g8 = x8s(k);

q9 = x9s(k);
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q10 = x10s(k);

ul = ux(k);
u2 = uy(k);
u3 = uz(k);
Ak = [00100000 0 O0;

00010000O0O0;

(-sin(ql) *1*m*u2-cos(ql) *g*m*l+cos(ql) *1*m*u3)/. ..
(cos(q2)*(172*m+J)),

(2%sin(q2) *q3*q4*1~2*m+2* J*xsin (q2) *q3*q4+. . .
cos(ql) *1*m*u2-sin(ql) *g*m*1l+sin(ql) *1*xm*u3)*. ..
sin(q2)/(cos(q2) "2% (1 2*m+J))+. ..

(2*cos (q2) *q3*q4*1"~2*m+2xJxcos (q2) *q3*q4) /. . .
(cos(q2)*(172*m+J)),

(2%sin(q2) *q4*1"2*m+2+J*sin(q2) *q4) /. ..
(cos(q2)*(172xm+J)),

(2%sin(q2) *q3*1~2*m+2*J*sin(q2) *q3) /. ..
(cos(g2)*(1"2*m+J)), 0, 0, 0, 0, O, O;
(sin(q1)*sin(q2) *g*x1*m-sin(ql) *sin(q2) *1*m*u3-. ..
sin(q2)*cos(ql)*1*m*u2) /(1" 2*m+J),

(-cos(g2) "2xq3"2*1"2*m+sin(q2) "2%q3"2*1"2*m. . .
-J*cos(q2) "2%q3"2+J*sin(q2) "2*q3"2-. ..
cos(ql)*cos(q2) *g*l*m+cos(ql) *cos(q2) *1*m*u3-. ..
cos(q2)*sin(ql)*1*m*u2+sin(q2)*1*m*ul) /(1" 2*m+J),
(-2xsin(q2) *cos(q2) *q3*1"2+m-2*J*sin(q2) *. . .
cos(g2)*g3)/(1"2*m+J), 0, 0, 0, 0, 0, O, O;
00000010 O0;

I

O O O O O
O O O O O o
O O O O O
O O O O O
O O O O O
O O O O O
O O O O+

C?OI—\O

(@)

1;

O O O O O O

0 0 0

0, cos(ql)*1*m/(cos(g2)*(1"2*m+J)),
sin(q1)*1*m/ (cos(q2) * (1" 2*m+J) ) ;
-cos(g2)*1*m/ (17 2*m+J) ,
-sin(q2)*sin(ql)*1*m/ (1" 2*m+J) ,
cos(ql)*sin(q2) *1*m/ (1~ 2*m+J) ;

0 0;

O O O O O
O = O O O

Fk =eye(size(Ak))+(Ts*Ak);
Gk = Tsx*Bk;
KkT=-inv (RO+Gk’ *Pkp1*Gk) *Gk ’ *Pkp1*Fk;
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Pk=(Q+Fk’*Pkp1*Fk)+(Gk’ *Pkp1*Fk) > *KkT;
Pkp1=Pk;
Ks=[KkT;Ks];
end;
end;

hvytvoreni casove rady pro simulaci v Simulinku
Ks_sim = Ks(1:3,:);
for k = 1:1:N
Ks_sim(:,:,k+1) = Ks(3xk+1:3%k+3,:);
end
Ks_sim = timeseries(Ks_sim,t);

S = [sx;sy;sz];
timeseries(S,t);

n
I

%pridani casove znacky ke kazdemu radku K pro pouziti v RexLangu
for k = 0:1:N

tKs (3xk+1,1) = t(k+1);
tKs (3*%k+2,1) = t(k+1);
tKs (3xk+3,1) = t(k+1);

end

%ulozeni vysledku pro simulaci v REXu

trajectory_data = [t,ux’,uy’,uz’,xls,x2s,x3s,x4s,x5s,x6s,x7s,x8s,x9s,x10s];
reg_data = [tKs,Ks];

save(’trajectoryData.csv’,’-ASCII’, ’-DOUBLE’,’-TABS’,’trajectory_data’);
save (’kyvadlo_reg.csv’,’-ASCII’, ’-DOUBLE’,’-TABS’,’reg_data’);
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Dodatek 4 - Kéd pro blok REXLANG pro naéteni signali pozadované trajektorie
(jazyk podobny C)

//assigning inputs to variables, these variables are READ-ONLY
bool input(0) RUN; //value from u0 input

//double input(1l) secondinput; //value from ul input

//add inputs as needed

//assigning variables to outputs, these variables are WRITE-ONLY

double output(0) ux; //value to send to yO output
double output(l) uy; //value to send to yl output
double output(2) uz; //value to send to y2 output
double output(3) a; //value to send to y3 output
double output(4) b; //value to send to y4 output
double output(5) da; //value to send to y5 output
double output(6) db; //value to send to y6 output
double output(7) sx; //value to send to y7 output
double output(8) sy; //value to send to y8 output
double output(9) sz; //value to send to y9 output

//add output signals as needed

#define N 14 //pocet sloupcu

double tRun; //cas od zacatku behu

int status=0; //stav bloku (faze algoritmu)

int idx; //aktualni radka v souboru s daty
int nmax=201; //aktualni delka souboru s daty

double data[201] [N+1]; //pole, kam se kopiruji data trajektorie
//!!'parseovanim souboru z MATLABu blokem CNA vznikne parasitne
//1 sloupec navic (proto N+1)

#define data_t O
#define data_ux 1
#define data_uy 2
#define data_uz 3
#define data_a 4
#define data_b 5
#define data_da
#define data_db
#define data_sx
#define data_sy
#define data_sz 10
#define data_vx 11
#define data_vy 12
#define data_vz 13

© 0 N O

void SetData(void)
{

int i, j;
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char sData[30];

sData=".CNA_datal:acn[";
for(i=0;i<nmax;++i)

{
for(j=0;j<N+1;++j) //N+1 kvuli parazitnimu sloupci
{
datal[i] [j]1=GetExtDouble(sData+long2str ((N+1)*i+j)+"]");
}
Suspend(0.01); //aby nedoslo k prekroceni periody pri nacitani dat
}
}
int parchange(void)
{
return O;
}

//the init procedure is executed once when the REXLANG function block initializes
long init(void)

{
parchange () ;
SetData();
return O;

}

//the main procedure is executed repeatedly (once in each sampling period)
long main(void)
{
switch(status)
{
case 0: //cekani na zahajeni
tRun = 0.0;
idx = 0;
if (RUN==0)
break;
status = 1;
case 1: //nacteni vygenerovane trajetorie
while(idx<nmax-1 && tRun>data[idx+1] [data_t])

++idx;
if (tRun<=data[nmax-1] [data_t])
{
ux = datalidx] [data_ux];
uy = datal[idx] [data_uy];
uz = datalidx] [data_uz];

a = datal[idx] [data_a];

b = datalidx] [data_b];
da = datalidx] [data_da];
db = datal[idx] [data_db];
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sx = datal[idx] [data_sx];

sy = datalidx] [data_sy];
sz = datal[idx] [data_sz];
}
else
{
ux = 0;
uy = 0;
uz = 0;
a=0;
b = 0;
da = 0;
db = 0;
sx = 0;
sy = 0;
sz = 0;
}
tRun += GetPeriod();
break;
}
return O;

//the exit procedure is executed once when the task is correctly terminated
// (system shutdown, downloading new control algorithm, etc.)
long exit(void)
{
/* PUT YOUR CODE HERE */
return O;
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Dodatek 5 - Kéd pro blok REXLANG pro naéteni ¢asové proménné matice stavové
zpétné vazby (jazyk podobny C)

//assigning inputs to variables, these variables are READ-ONLY

double input(0) a; //value from u0 input
double input(1l) b; //value from ul input
double input(2) da; //value from u2 input
double input(3) db; //value from u3 input
double input(4) sx; //value from ué4 input
double input(5) sy; //value from ub5 input
double input(6) sz; //value from u6 input
double input(7) vx; //value from u7 input
double input(8) vy; //value from u8 input
double input(9) vz; //value from u9 input
bool input(10) RUN; //value from ul0O input

//add inputs as needed

//assigning variables to outputs, these variables are WRITE-ONLY

double output(0) ux; //value to send to yO output
double output(l) uy; //value to send to yl output
double output(2) uz; //value to send to y2 output

//add output signals as needed

#define N 11 //pocet sloupcu

double tRun; //cas od zacatku behu
int status=0; //stav bloku (faze algoritmu)
int idx; //aktualni radka v souboru s daty

int nmax=603; //delka souboru s daty (pocet radek)
double KS[603] [N+1];

//!!'parseovanim souboru z MATLABu blokem CNA
//vznikne parasitne 1 sloupec navic

#define KS_t O
#define KS_a 1
#define KS_b 2
#define KS_da
#define KS_db
#define KS_sx
#define KS_sy
#define KS_sz
#define KS_vx
#define KS_vy
#define KS_vz 10

© 0 N O Ok W

void SetData(void)
{

int i, j;
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char sData[30];

sData=".CNA_regl:acn[";
for(i=0;i<nmax;++i)

{
for(j=0;j<N+1;++j) //N+1 kvuli parazitnimu sloupci
{
KS[i] [j]=GetExtDouble (sData+long2str ((N+1)*i+j)+"]");
}
Suspend(0.01); //aby nedoslo k prekroceni periody pri nacitani dat
}
}
int parchange(void)
{
return O;
}

//the init procedure is executed once when the REXLANG function block initializes
long init(void)

{
parchange () ;
SetData();
return O;

}

//the main procedure is executed repeatedly (once in each sampling period)
long main(void)
{
switch(status)
{
case 0: //ustaleny stav, cekani na zahajeni
tRun = 0.0;
idx = 0;
if (RUN==0)
{
ux = KS[nmax-3] [KS_al*a + KS[nmax-3] [KS_bl*b +
KS [nmax-3] [KS_dal*da + KS[nmax-3] [KS_db]*db +
KS [nmax-3] [KS_sx]*sx + KS[nmax-3] [KS_sy]*sy +
KS [nmax-3] [KS_sz] *sz + KS[nmax-3] [KS_vx]*vx +
KS [nmax-3] [KS_vyl*vy + KS[nmax-3] [KS_vz]*vz;

uy = KS[nmax-2] [KS_al*a + KS[nmax-2] [KS_b]*b +
KS[nmax-2] [KS_dal*da + KS[nmax-2] [KS_db]*db +
KS[nmax-2] [KS_sx]*sx + KS[nmax-2] [KS_syl*sy +
KS[nmax-2] [KS_sz]*sz + KS[nmax-2] [KS_vx]*vx +
KS[nmax-2] [KS_vyl*vy + KS[nmax-2] [KS_vz]*vz;

uz = KS[nmax-1] [KS_al*a + KS[nmax-1] [KS_bl*b +
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KS [nmax-1] [KS_da] *da

KS [nmax-1] [KS_sx] *sx

KS [nmax-1] [KS_sz] *sz

KS[nmax-1] [KS_vy]*vy
break;

KS [nmax-1] [KS_db] *db +
KS[nmax-1] [KS_sy]*sy +
KS [nmax-1] [KS_vx]*vx +
KS [nmax-1] [KS_vz]*vz;

+ + + +

}
status = 1;
case 1: //sledovani trajektorie
while(idx<nmax-3 && tRun>KS[idx+3] [KS_t])
idx = idx+3;
if (tRun<=KS [nmax-1] [KS_t])
{
ux = KS[idx] [KS_al*a + KS[idx] [KS_bl*b +
KS[idx] [KS_dal*da + KS[idx] [KS_dbl*db +
KS[idx] [KS_sx]*sx + KS[idx] [KS_syl*sy +
KS[idx] [KS_sz]*sz + KS[idx] [KS_vx]*vx +
KS[idx] [KS_vyl*vy + KS[idx] [KS_vz]*vz;

uy = KS[idx+1] [KS_al*a + KS[idx+1] [KS_bl*b +
KS[idx+1] [KS_dal*da + KS[idx+1][KS_dbl*db +
KS[idx+1] [KS_sx]*sx + KS[idx+1] [KS_syl*sy +
KS[idx+1] [KS_sz]*sz + KS[idx+1] [KS_vx]*vx +
KS[idx+1] [KS_vyl*vy + KS[idx+1] [KS_vz]*vz;

uz = KS[idx+2] [KS_al*a + KS[idx+2] [KS_bl*b +
KS[idx+2] [KS_dal *da + KS[idx+2] [KS_db]*db +
KS[idx+2] [KS_sx]*sx + KS[idx+2] [KS_syl*sy +
KS[idx+2] [KS_sz]*sz + KS[idx+2] [KS_vx]*vx +
KS[idx+2] [KS_vyl*vy + KS[idx+2] [KS_vz]*vz;

else

ux = KS[nmax-3] [KS_al*a + KS[nmax-3] [KS_b]*b +
KS[nmax-3] [KS_dal*da + KS[nmax-3] [KS_db]*db +
KS[nmax-3] [KS_sx]*sx + KS[nmax-3] [KS_syl*sy +
KS[nmax-3] [KS_sz]*sz + KS[nmax-3] [KS_vx]*vx +
KS [nmax-3] [KS_vyl*vy + KS[nmax-3] [KS_vz]*vz;

uy = KS[nmax-2] [KS_al*a + KS[nmax-2] [KS_b]l*b +
KS [nmax-2] [KS_dal*da + KS[nmax-2] [KS_db]*db +
KS [nmax-2] [KS_sx]*sx + KS[nmax-2] [KS_syl*sy +
KS [nmax-2] [KS_sz] *sz + KS[nmax-2] [KS_vx]*vx +
KS [nmax-2] [KS_vyl*vy + KS[nmax-2] [KS_vz]*vz;

uz = KS[nmax-1] [KS_al*a + KS[nmax-1] [KS_b]l*b +
KS[nmax-1] [KS_da]l*da + KS[nmax-1] [KS_db]*db +
KS[nmax-1] [KS_sx]*sx + KS[nmax-1] [KS_syl*sy +
KS[nmax-1] [KS_sz]*sz + KS[mnmax-1] [KS_vx]*vx +
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KS[nmax-1] [KS_vyl*vy + KS[nmax-1] [KS_vz]*vz;

}
tRun += GetPeriod();
break;

}

return O;

//the exit procedure is executed once when the task is correctly terminated
// (system shutdown, downloading new control algorithm, etc.)
long exit(void)
{
/* PUT YOUR CODE HERE */
return O;
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Dodatek 6 - Simulac¢ni schéma regulaéni smyécky s LQ reguldtorem a subsystému

kyvadla na hrotu sestavené v programu Simulink
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Dodatek 7 - Simulac¢ni schéma regulaéni smyécky s LQ reguldtorem a subsystému
kyvadla na hrotu sestavené v programu REX
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Dodatek 8 - Simulaéni schéma regulacni smycky s modelem robotu Stiubli sesta-
venym v SimMechanicsu s vyuzitim knihovny robotLib
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