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Abstract

This thesis deals with an issue of active vibration control of a cantilever
beam. First we make up mathematical models of a cantilever beam. Next
we deal with the possibility of identifying these models and the real cantilever
beam. Finally we designed state space feedback regulator with using LQR
method for active vibration control of a cantilever beam.
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Abstrakt

Tato préace se zabyva problémem aktivniho tlumeni vibraci vetknutého nos-
niku. Nejdrive jsou odvozeny prislusné matematické modely vetknutého nos-
niku popisujici jeho kmitani. Dale se zabyvame moznosti identifikace téchto
modelt a redlného nosniku. Na zavér je navrzen stavovy zpétnovazebni re-
gulator s vyuzitim LQR metody pro aktivni tlumeni vibraci vetknutého nos-
niku.

Klicova slova

Vetknuty nosnik, aktivni tlumeni vibraci, stavovy popis, stavova zpétna
vazba, LQ regulace, tlumeni vibraci vetknutého nosniku
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1 Uvod

Ve vétsiné dnesnich mechatronickych systémech se nalézd tada casti,
které zpusobuji mechanické vibrace. Tyto vibrace jsou ve vétsiné pripadu
nezadouci, protoze prinaseji fadu nepriznivych jevi. Vibrace mohou dosah-
nout neprijatelnych hodnot, pti kterych vznikaji veliké dynamické sily, pro
které zarizeni nejsou Casto konstruovana ¢imz tedy dochézi k jejich posko-
zeni ¢i Uplnému zni¢eni. Pro mnohd zatizeni nezadouci vibrace nevedou k
poskozeni, ale maji vyznamny vliv na pozadovanou presnost. Déle vibrace
zpusobuji hluk, ktery snizuje pohodli. Tlumeni vibraci je tedy vyznamnou
ulohou pri feseni navrhu a realizace mechatronickych systémi.

Kazdy objekt ma frekvence, pti kterych je amplituda kmitd nejvetsi.
Tyto frekvence se nazyvaji vlastni frekvence a odpovidaji jednotlivym mo-
dim kmitani. Kazdy méd se lisi tvarem kmitt, ktery je zavisly na poctu
kmitajicich uzli. Na obrazku (1.1) jsou zndzornény prvni ¢tyfi mody kmi-
tani vetknutého nosniku.

0 F
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— Mode
— Mode
— i n
0.2 0.4 — Mode
— Mode

- 0ol pE

- 0

Obrazek 1.1: Médy kmitani vetknutého nosniku [7]
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Metody tlumeni nezddoucich vibraci lze podle zplisobu jejich potlaceni
rozdélit nasledovné [5] [1] :

1.1 Pasivni tlumeni

Pasivni tlumeni je realizovino umisténim pasivniho (nefizeného) prvku
na vhodné misto, kde vibrace pohlti nebo je presune do jiné ¢asti frekvenc-
niho pasma. Jako pasivni prvky jsou pouzivany rtzné realizace tlumict a
pruzné tlumicich soucasti. Vyhodou této metody je jeji mald financéni na-
rocnost a dostupnost pasivnich prvkia. Nevyhodou je tzka sitka pasma, ve
které dochazi k tlumeni nezadoucich vibraci.

1.2 Aktivni tlumeni

Aktivni tlumeni je realizovano pomoci aktivniho (fizeného) prvku, ktery
predstavuje kombinaci rtiznych druht aktuatort, které predstavuji rizeny
zdroj obecné sily, jejimz pusobenim dochazi k akénimu zdsahu, a senzori
pro méreni vibraci. Hlavni nevyhodou této metody je to, ze pfi nevhodném
navrhu muze dojit k nestabilité systému. Tato prace je zaméfena na pouziti
tohoto zpusobu tlumeni vibraci.

1.3 Semiaktivni tlumeni

Semiaktivni (oznacované také jako adaptivni) tlumeni je spojenim pa-
sivniho a aktivniho zptsobu tlumeni vibraci. V podstaté se jedna o pasivni
prvky s aktivné se ménicimi parametry.
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2 Matematické modely
vetknutého nosniku

V této kapitole je feseno odvozeni dvou matematickych modelt vetknu-
tého nosniku, které budou pozdéji vyuzity pro navrh metody aktivniho tlu-
meni vibraci. K odvozeni matematického modelu v prvnim piipadé byla po-
uzita metoda Lagrangeovych rovnic a v pripadé druhém Newton-Eulerova
metoda. Po odvozeni budou tyto modely demonstrovany na ptikladu, ve
kterém bude ukazano prevedeni modelu do stavové reprezentace, kterd je
vyhodnéjsi pro pozdéjsi tcely rizeni.

2.1 Stavova reprezentace modelu

Stavova reprezentace (vnitini popis) spojitého linedrniho systému, jehoz
parametry jsou t-invariantni (tj. neméni se v ¢ase), je ddna stavovymi rov-
nicemi [2]:

(2.1.0.1)

Kde x(t) je vektor stavu, A je matice dynamiky systému, B je matice
Tizeni, u(t) je vektor vstupu, y(t) je vektor vystupu, C je matice méreni a
D je matice primych vazeb vstupu na vystup systému.

Explicitni feseni stavové rovnice je dano vztahem :

x (t) = ez (0) + /Ot A7) Bu (1) dr (2.1.0.2)
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2.2 Matematicky model - 1

2.2.1 Lagrangeova metoda

Tato metoda je zalozena na tom, ze pro popis dynamiky daného systému
se vyuziva energeticky princip, tzn. nemusi se tesit smér pohybu pro jed-
notliva télesa, ze kterych je systém tvoren, ale stac¢i vyjadrit potencialni a
kinetickou energii systému jako funkci zobecnénych souradnic. Lagrangeovy
rovnice maji tvar :

d (0L oL
—(=]-==0Q, 1<n<N 2.2.1.1
dt <8q'n> 0qn, @ == ( )
Kde :
e [ je Lagrangian
LAT—-V (2.2.1.2)

o T je kinetickd energie

o V je potencialni energie
e Q,n=12 .. N jsouzobecnéné sily

e g, n=1,2,...,N jsou zobecnéné souradnice

12



2.2.2 Popis matematického modelu

Obrazek 2.1: Model vetknutého nosniku 1

Vetknuty nosnik jako spojity celek o délce L se dé zjednodusené mode-
lovat tak, zZe je rozdélen na samostatné c¢asti o stejné délce ly, ..., [y popsané
dynamikou soustavy hmotnych bodu viz obrazek (2.1) [6] , kde :

e Sy, ..., 9x jsou krajni body jednotlivych segmentt

VvV

® J1,...,0n jsou uhlové vychylky bodu Sy, ..., Sy

2.2.3 0Odvozeni pohybové rovnice

Vychylky ve sméru osy z jsou velmi malé a lze je tedy zanedbat. Pro
vychylky bodu Sy, ..., Sy ve sméru osy y plati :

Y1 = ll -sin51
Yo = 12 'Siﬂ52+y1 = 12 'SiD52+ll ~sin(51
ys = I3 -sindz + y; + y2 = I3 - sindg + Iy - sindy + [1 - sin oy

13



Pro n-tou vychylku tedy plati :
N
n=1

Uhly natoeni sindy, ...,sindy v rovnici (2.2.3.1) jsou velmi malé a lze
tedy provést jejich linearizaci. Rovnice ma poté nasledujici tvar :

Yn = % (L - 0n) (2.2.3.2)

Déle je potfeba rovnici (2.2.3.2) upravit tak, by popisovala vychylky
Yi, ., Y, t&7st Ty, ... Ty

1
}/125.11.51
1
Y2:l1'51+§'l2'52

1
Y3=l1'51+l2'52+§'l3'53

1
Vo= 3 (b 0a) 4 5 Iy Oy (2.2.3.3)
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Nyni je potreba vyjadrit kinetickou 7" a potencialni V' energii vetknutého

nosniku:
N | av,\* 1 s,
T=3 |5 ma || +5 (" 2.2.3.4
2 lgm (dt>+2 (dt) (2:2.3.4)
Nor1
V=>_ {2 K (D0,)" +my g Yn} (2.2.3.5)
n=1
Kde :

e Ay, ..., Ady jsou thlové vychylky bodu Sy, ..., Sy, pro které plati:

Ady =0, — 0,1 pron=1,2 ... N, 6 §=0

e my,...,my je hmotnost n-tého segmentu
e ¢ znaci gravitacni konstantu

e K je ohybova tuhost vetknutého nosniku dana nasledujicim vztahem
6], kde [ znaci délku segmentu (nosnik je rozdélen na n stejné dlouhych
segment) :

M 3EIL
T

K; (2.2.3.6)

o E [Pa] je Youngiuv modul (modul pruznosti v tahu)

o I, [m?] je plosny moment setrvacnosti ve sméru osy z, ktery je
dén nasledujicim vztahem, kde b [m] je $itka a h [m] vyska nos-

niku :

bh?
= 2.23.7
15 ( )
o Ji,....Jn [kg-m?] jsou momenty setrvacnosti kolem t&zisté 11, ..., Ty

dané vztahem :
n (12 + h?

J = m(12+) (2.2.3.8)
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Dosazenim vztahu (2.2.3.3) do rovnic pro vypocet kinetické (2.2.3.4)
a potencidlni energie (2.2.3.5) dostaneme hodnotu Lagrangianu (2.2.1.2) ,

ktery dosadime do Lagrageovych rovnic (2.2.1.1) a ziskdme rovnici popisu-

jici dynamiku modelu :

Mj+Ky+G=0

(2.2.3.9)

Kde M je matice hmotnosti, K je matice pruznosti, G je vektor ptso-

beni gravitac¢ni sily a vektor y pro prislusné souradnice.

Kde:

1112(%m2+m3+~~+mn

liln—1 (%mnfl"!‘mn)

liln (%mn)

B(4mitmatetmn)+Ji

1112(%m2+m3+---+mn)
) B(fmatmatetma )+

loln—1 (%mnfl"!‘mn)

lalp, (%mn>

=1
6
1
3

|
o @‘H Wl

m“ ol
—

L (3ma +mao+ - +my,

Iy (3ma +ms + - 4 my,

s (Bt + )
b (4m,)

16

llln( mn)

l1ln—1 (%mnfl“l’mn)
laln (

1
2
1
2

l21n71<%mn71+mn> mn)

st ()

n—1

lnflln(%mn)

(2.2.3.10)
.
0 (2.2.3.11)
-1
6
1
6

(2.2.3.12)

l%(%"”n)""Jn ]



Rovnice (2.2.3.9) popisuje nenucené netlumené kmitani vetknutého nos-
niku. Pokud bychom chtéli rovnici, ve které je zohlednéno vlastni tlumeni
vetknutého nosniku, musime rovnici (2.2.3.9) rozsitit o matici tlumeni By.

Pohybova rovnice ma po této tupravé nasledujici tvar :

Mij+By+Ky+G=0

Kde matice tlumeni vypada nasledovné :

[t + o
_t2
Bt = O

—ty
to + t3
—t3

0
_t3
ts + 14

17
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—ty
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2.2.4 Priklad vetknutého nosniku - 1

Uvazujme model vetknutého nosniku z konstrukéni oceli s obdélnikovym
prifezem sitky b = 0.02 [m] a vysky h = 0.001 [m], viz obrazek (2.2), o cel-
kové délce L = 0.3 [m], ktery je popsédn pohybovou rovnici (2.2.3.9).

vy

A 4

Obrazek 2.2: Prurez vetknutého nosniku

Pro sestaveni modelu je nutné znat hodnoty jeho parametri. Hodnotu
pruznosti v tahu E a hustotu p konstrukéni oceli nalezneme v tabulkach
[zdroj]. Jejich hodnoty jsou :

o £ =2-10" [Pd]

e p="7850 [kg-m3

V tomto piikladu bude vetknuty nosnik tvoren ze ¢tyt stejné dlouhych
segmentti. Délka jedno segmentu [ tedy bude :

e [ =0.075 [m]

Hmotnost jednoho segmentu m uréime podle vztahu :

m;=p-b-h-l (2.2.4.1)

Protoze jsou vsechny segmenty ze stejného materidlu, stejné délky, sitky a
vysky maji tedy i stejnou hmotnost. Dosazenim do vztahu (2.2.4.1) ziskame,
ze hmotnost jednotlivych segmenti je :

o m=0.01176 [kg]

18



Vvev

tuhost K. K ziskani ohybové tuhosti je potfeba nejdrive vypocist plosny mo-
ment setrvac¢nosti kolem osy x, ktery ziskdme dosazenim do vztahu (2.2.3.7).
Tento vysledek nasledné dosadime do vztahu (2.2.3.6). Momenty setrvac-
nosti ziskame dosazenim do vztahu (2.2.3.8). Z vypoctu byly ziskdny tyto
vysledky:

e J=55-10"° [kg-m?]
o K5;=13.33

Nejdrive budeme uvazovat pripad s netlumenym kmitanim. Matice tlu-
meni B; bude tedy nulova. Pro tento pripad jiz zname vSechny potiebné
parametry pro vycisleni prislusnych matic v pohybové rovnice popisujici ne-
tlumené kmitani (2.2.3.9). V tomto ptipadu budeme zanedbédvat pusobeni
gravitacni sily. Z toho vyplyva, ze vektor ptisobeni gravitacni sily G je nu-
lovy. Naopak rovnici rozsitime na pravé strané o vektor vstupni sily fizeni
F. Rizenfm budeme ptisobit na prvni segment vetknutého nosniku a proto
bude mit vektor silového ptisobeni nasledujici tvar:

(2.2.4.2)

S O O =

Po této uprave se jiz jednd o rovnici nuceného netlumeného kmitani
vetknutého nosniku a vypada nasledovné :

Mij+Ky=F (2.2.4.3)

Pro pozdéjsi navrh tizeni a simulaci systému je vhodné jej vyjadrit po-
moci stavové reprezentace. Nejdiive je nutné v pohybové rovnici osamostat-
nit nejvyssi stupen derivace. Tim ziskdme rovnici v tomto tvaru:

j=M'F-M 'Ky (2.2.4.4)
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Jako stavy systému oznac¢me polohu jednotlivych segmentt y(t) a jejich
rychlost y(t) :

(t) = l y(t) ] (2.2.4.5)

t) =s
?{< )= (2.2.4.6)
y(t) =s2
Po pouziti predchozi substituce dostavame :
$1 =s
P (2.2.4.7)

8o =M 'Fu(t) — M 'Ks(t)

Ze vztahu (2.2.4.7) lze jiz snadno vyjadrit matici dynamiky A a matici
tizeni B, které maji néasledujici tvar :

0 I ] (2.2.4.8)

A= [ ~M'K 0

Kde 0 a I znad¢i nulovou a jednotkovou matici stejnych rozmért jako
matice —M K.

0
B = [ iy ] (2.2.4.9)

Kde 0 zna¢f nulovou matici stejnych rozméri jako ma matice M ' F.

20



Nyni je potfeba zvolit vhodny vystup systému. Vystupem tedy zvolime

polohy tézist jednotlivych segmenttt Y (¢). Matici méfeni C sestavime podle
vztahu (2.2.3.3). Matice C' m4a obecné tvar:

(2.2.4.10)

Pro simulaci modelu je vyuzito programové prostiedi Simulink ve kte-
rém je stavovy popis realizovan pomoci bloku State-Space do kterého staci
dosadit vyse vypoctené matice A, B, C, D. Nyni je model jiz hotovy a
muzeme provést simulaci, kterd znazornuje chovani vetknutého nosniku pri
ptisobeni jednoho kratkého razu. V simula¢nim modelu je tento raz realizo-
van privedenim pulzu s amplitudou velikosti 1 a délkou trvani 0.1 s. Pulz je
aktivovan v simula¢nim c¢ase 1 s. Vysledek simulace je znazornén na obrazku
(2.3), kde Y7, ..., Yy znazornuje vychylky jednotlivych tézist segmentii. Na
obrazku je vidét, ze pulz privedeny na vstup systému zptisobil netlumené
kmitani vetknutého nosniku.

0.25f 1

0.2} v

0.15 4

0.1

0.05F

vychylka [m]

cas [s]

Obréazek 2.3: Vybuzeni netlumeného kmitéani vetknutého nosniku 1
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Nyni se podivame na to, jak se bude model vetknutého nosniku chovat
pri uvazovani vlastniho tlumeni. Pro sestaveni pohybové rovnice vyuzijeme
vztah (2.2.3.9) ve kterém, stejné jako v pripadu nuceného netlumeného kmi-
tani, rozsifime pravou stranu rovnice o vektor sily fizeni F', ktery bude mit
stejny tvar jako ve vztahu (2.2.4.2). Pusobeni gravitacni sily opét zanedbé-
vame. Takto ziskanad rovnice popisuje nucené tlumené kmitani vetknutého
nosniku a ma nasledujici tvar :

Mij+ By +Ky=F (2.2.4.11)

V tomto pripadu, kdy mame nosnik rozdéleny na ¢tyti stejné segmenty
bude matice tlumeni vypadat nasledovneé :

T
Cty tatty  —t

B, — 2 bl s 0 (2.2.4.12)
0ty tytts —ts

0 0 —14 ty

Parametry t,...,t4 jsou koeficienty vlastniho tlumeni jednotlivych seg-
mentli. Pro naslednou simulaci budeme predpokladat, pokud jsou vsechny
segmenty stejnych, potom budou mit i stejné vlastni tlumeni. Hodnotu ko-
eficienti tlumeni tedy zvolime stejnou pro vsechny segmenty :

® t1:t2:t3:t4:0.001
Nyni potrebujeme stejné jako v pripadu nuceného netlumeného kmitani

vyjadrit pohybovou rovnici pomoci stavového popisu. Z pohybové rovnice
(2.2.4.11) vyjadiime nejvyssi derivaci :

j=M'F-M'Bg—-M'Ky (2.2.4.13)
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Déle budeme postupovat stejné jako ve vztahu (2.2.4.5) a provedeme i
stejnou substituci (2.2.4.6). Po provedeni substituce ziskdme vztah :

él =89

. » » » (2.2.4.14)
S =M "Fu(t) — M "Bysy(t) — M " Ks(t)

7, predchoziho vztahu je patrné, ze matice dynamiky A a matice rizeni
B vypadaji nasledovné :

0 I
A= 2.2.4.15
~-M 'K —-M'B, ( )

Kde 0 a I znac¢i nulovou a jednotkovou matici stejnych rozméri jako
matice M 'K resp. M~ B,.

B- l M(—)lF ] (2.2.4.16)

Matici méteni C' zvolime stejné jako v pripadé nucenych netlumenych
kmitu (2.2.4.10).

Pro model popisujici kmitani s itvahou vlastniho tlumeni byla provedena
stejnd simulace jako pro ptipad zanedbani tlumeni. Vysledky simulace jsou
znézornény na obrazku (2.4) kde je patrné, Ze vlivem vlastniho tlumeni se
amplitudy vibraci postupné snizuji.
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Obrézek 2.4: Vybuzeni tlumeného kmitani vetknutého nosniku 1
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2.3 Matematicky model - 2

2.3.1 Newton-Eulerova metoda

Tato metoda vychdzi z II. Newtonova zdkona (zdkon sily), ktery vyja-
diuje vztah mezi vnéjsi silou a zrychlenim. Matematicky tedy :

F=m-a (2.3.1.1)

Podstatou Newton-Eulerovy metody je vyjadrit ptisobeni sil na systém
a sestavit podminky dynamické rovnovahy :

m-a—F=0 (2.3.1.2)

Pti pouziti této metody je model vetknutého nosniku tvoren soustavou
hmotnych bodt zavésenych na pruzinach, které tak tvori soustavu linearnich
oscilatoru viz obrazek (2.5).

2.3.2 Popis matematického modelu

+y/:\

Obrazek 2.5: Model vetknutého nosniku 2

e m je hmotnost jednotlivych hmotnych bodu (predpokladé se, ze body
maji stejnou hmotnost)

e k je tuhost jednotlivych pruzin (predpokladd se stejnd tuhost pro
vSechny pruziny)

e 1q,..xy jsou vychylky jednotlivych bodu
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2.3.3 Odvozeni pohybové rovnice

Pro snadnéjsi odvozeni sil ptisobicich na jednotlivé body vetknutého nos-
niku je potteba nejdiive zacit pouze s jednim bodem na pruziné viz obrazek

(2.6).

Obrazek 2.6: Znazornéni hmotného bodu zavéseného na pruziné

e m je hmotnost hmotného bodu

e 1, je vychylka hmotného bodu

e 1, je poloha zavéseni pruziny

V tomto jednoduchém prikladu hmotny bod ptsobi tfi sily :

1) Sila pruziny, kde k& znaci tuhost pruziny :

2) Setrvacna sila :
F=-m-i (2.3.3.2)

3) Gravita¢ni sila :
F=m-g (2.3.3.3)

V tomto pripadé je dynamicka rovnovaha popsana nasledovné :
m-g—k(xy—x9) —m-&=0 (2.3.3.4)

Po aprave :

m-i+k-x=m-g+k-x (2.3.3.5)

26



vvvvvv

sebe jednotlivé hmotné body ptisobi. Pti zanedbani ptisobeni gravitacni sily,
pusobi na i-ty hmotny bod nasledujici sily :

1) Setrvacna sila :

F=—-m-ux; (2.3.3.6)
2) Sila i-té pruziny :
F=—k(z;—x;1) (2.3.3.7)
3) Sila (i+1)-té pruziny :
F=k(ziy —x;) (2.3.3.8)

Pro i-ty hmotny bod vypadd dynamicka rovnovaha nasledovné :

E = -k (l’z — Ii_l) -+ k (xi—i-l — $Z) =1 - $Z (2339)

Takto lze popsat sily plisobici na libovolny hmotny bod. Malé odlisnosti
nastavaji u prvniho a posledniho bodu soustavy. Popis dynamiky prvniho
hmotného bodu se lisi v tom, Ze na tento bod bude piisobit dalsi sila. Touto
silou bude akéni zasah regulatoru. Oznacme ji tedy u. Sily ptisobici na prvni
bod vypadaji tedy nasledovneé :

Posledni (N-ty) bod se lisi v tom, ze na néj naopak pusobi o jednu silu
méne.

FN:k(a:N_l—a:N):m-ii:N (23311)
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2.3.4 Priklad vetknutého nosniku - 2

Uvazujme vetknuty nosnik stejnych rozméri jako v prikladu 1, tedy
nosnik z konstrukéni oceli o celkové délce L = 0.3 [m] s prufezem sitky
b =0.02 [m] a vysky h = 0.001 [m]. Rozdil v tomto prikladu bude v tom, ze
jeho dynamiku budeme popisovat pomoci pohybové rovnice (2.3.3.9).

Nosnik bude rozdélen na ctyti stejné dlouhé segmenty o stejné délce a
hmotnosti jako v prikladu nosniku 1, tedy:

o 1 =0.075 [m)]

o m=0.01176 [kg]

Rozdélenim vetknutého nosniku na ¢tyti segmenty ziskame soustavu ¢tyt
rovnic popisujici dynamiku nosniku:

k-(u—x1)+k-(xe—21) =m -3

k’ ($1—$2)+k"(l‘3—1’2) :ml'g (2341)

k (.%'2-%3)4‘]4?'((134—1‘3):771'1’3
k-(x3—x4) =m- iy

Kazdou z téchto ¢tyr rovnic je potieba upravit tak, aby byla v kazdé rov-
nici osamostatnéna derivace nejvyssiho stupné. Rovnice po upravé vypadaji
nasledovné :

k - k
xl—iu—F*(l’g—ZTl)

m m

k
B9 = — (x5 — 222 + 21)

TIZ (2.3.4.2)
ng = — (£E4—25(73+ZL‘2)

m
. k
Ty = %'(!E?)—M)
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Jako stavy systému ozna¢me polohu jednotlivych segmenti z1,...,24 a

jejich rychlost &1, ..., &4.

T
o)
L3

a(t)=| "1 (2.3.4.3)

xy

Ty

T3

T4

Déle provedme nasledujici substituci :

S1 = T1
S9 = T9
S3 = I3
S4 =X
e (2.3.4.4)
Sy = XI5
Sg — Tg
S7 = T7
S8 = Iy
Po pouziti substituce (2.3.4.4) dostavame:
S1 = Sp
52 = S¢
S3 = Sv
S4 — S8
k-u k
Lo _nvd N _9
8=t (s2 — 2s1) (2.3.4.5)
) k
Sg — *'(83—282—{—81)
m
) k
S7 = *'(84—233—{—82)
m
) k
88—%'(33—84)
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Po tdpravé dostaneme ze vztahu (2.3.4.5) matici dynamiky A a matici
tizeni B, které maji néasledujici tvar :

0 0 0 0 100 0]

0 0 0 0 0100

0 0 0 0 0010

0 0 0 0 0001
A= 2.3.4.
=2k E 0 0 0000 (2:3.4.6)

Eo=2k k9 0000

0 £ =2k 9900

0 0 £ =000 0]
(2.3.4.7)

I
o o o3lro o o o

Protoze nas zajima poloha tézist jednotlivych segmenti, bude mit matice
meéteni C' nasledujici tvar:

$ 0000000
1 000000

C = 2 2.3.4.8
11200000 ( )
1113120000

Matice primych vazeb vstupu na vystup D je nulova matice rozmeéru
4 x 1, tj tedy:

(2.3.4.9)

S
I
oo oo
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Déle bylo potteba zvolit vhodné tuhosti £ jednotlivych pruzin. Tuhost
jednotlivych pruzin bylo potfeba zvolit tak, aby se chovani modelu 2 ve
frekvenéni oblasti co nejvice podobalo modelu 1. Tuhost pruzin byla zvolena
experimentalné a ma nasledujici hodnotu :

o k£ =4533.3

Vsechny parametry modelu jsou jiz znamy a mtzeme provést stejny ex-
periment jako v pripadu modelu 1. Na vstup systému privedeme pulz s
amplitudou 1 a délkou trvani 0.1 s. Pulz je aktivovan v simula¢nim case 1 s.
Vysledek simulace je zobrazen na obrazku (2.7) na kterém je patrné, ze pulz
vybudil netlumené kmitani vetknutého nosniku.

I |

Y, 4;111 ‘”l m W Hy.wi

— o ‘ :l} ”\] HE L R COURECE LR ERER R
-_% 0 “l""“{{\””m“mli:Hl~JII“MH“\H!‘HHH
g I'HMHMIM*IIWwii||iu~‘||i!‘ ‘“u.m“uh‘u'
S I
I!”“Hl’, \Hl“ “H “H H’l’ ‘H”

cas [s]

Obrazek 2.7: Vybuzeni netlumeného kmitani vetknutého nosniku 2
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Nyni se podivame na to, jak se bude model chovat pti uvazovani vlastniho
tlumeni nosniku. Z rozsifeni rovnice (2.3.4.1) o ptisobeni tlumeni a naslednou
substituci Ize snadno odvodit, ze matice dynamiky A vetknutého nosniku 2
bude mit néasledujici tvar :

0o 0 0 0 1 0 0 0
0o 0 0 0 0 1 0 0
o 0 0 0 0 0 1 0
o 0 0 0 0 0 0 1
A= = (2.3.4.10)
mom om0 om w0
0 k=2 k) < =2 c
L0 0 500

Kde ¢ je konstanta tlumeni, které je zvolena jako :
e c=0.1

Zbyvajici parametry modelu zvolime stejné jako v pripadé netlumeného
kmiténi a provedeme stejnou simulaci. Na vysledcich simulace, obrazek (?7)
je vidét, ze privedeny pulz vybudi kmitani nosniku, které je ptisobenim vlast-
niho tlumeni utlumeno.

-4

x 10
1.5F Yl’
Y,
1 Ys ]
I Ya
i (I
= 0.5 | ‘ M‘ Il
= | (A A
2 ‘“ | “Mmu AN
s 0 fm Il |
? I
i | I ‘ I
| ‘\‘w”w“\\“”
|
-0.5F “‘HH ‘ I
_1,

0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
cas [s]

Obrazek 2.8: Vybuzeni tlumeného kmitani vetknutého nosniku 2
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3 Identifikacni experiment

Identifikace je ¢innost pri které se snazime urcit popis realného systému
a to volbou vhodné struktury a parametri jeho modelu. V nasem ptipadé
predpokladame, ze vetknuty nosnik se chova jako kmitavy ¢len druhého radu,
respektive kazdé vlastni frekvenci vetknutého nosniku priblizné odpovida
prenos kmitavého ¢lenu druhého fadu a celkovy prenos je tedy dan souctem
téchto diléich prenost. Predpoklddany prenos vetknutého nosniku P(s) vy-
pada nasledovné :

Y(S) n bliS + bOi
P pu— p—
()= Tls) ~ 2 5 26605 1 2

=1

(3.0.0.1)

Kde Y znaci vystup a U vstup systému, s je parametr Laplasovi trans-
formace, &; je relativni tlumeni ptislusné vlastni frekvence €;, koeficienty by;
a by; jsou parametry vystupu signalu, jejich urceni bude popsano dale.

3.1 Urceni vlastnich frekvenci a relativniho

tlumeni

Nejdrive je potreba urcit vlastni frekvence a relativni tlumeni systému.
Pokud mame systém ve stavovém popisu, mizeme vlastni frekvence urcit
z vlastnich ¢isel (pdla systému) matice dynamiky. Poly systému lze chapat
jako komplexné sdruzené ¢islo néasledujiciho tvaru :

0(A)=—0+jw (3.1.0.1)

Kde ¢ znaci redlnou a jw imaginarni ¢ast pélu. Pro vlastni frekvence (2
plati:

Q= Vw? + o2 (3.1.0.2)
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Ze vztahu (3.1.0.2) lze snadno odvodit, ze pokud jsou pély ryze imagi-
narni (realnd cast o = 0), tak vlastni frekvence 2 pfimo rovna imaginarni
slozce polu.

Dale pro vlastni ¢isla plati :

20 =26 - (3.1.0.3)

Dosazenim (3.1.0.2) do (3.1.0.3) ziskéme :

o

V pripadé prikladu nosniku - 1 pro nucené netlumené kmitani jsou zjis-
téné vlastni frekvence nasleduji :

o w; =455 [rad - sec™'] =7.24 [HZ]
e wy =293.1 [rad - sec™!] =46.65 [Hz|
o w3 =827.7 [rad - sec™'] =131.73 [Hz]

o wy = 1491 [rad - sec™!] =237.3 [Hz]

V prikladu nosniku - 2 pro nucené netlumené kmitani jsou vlastni frek-
vence nasledujici :

e w=2155 [rad-sec™'| =34.29 [Hz|
e w=0620.5 [rad-sec”?] =98.75 [Hz]
o w=950.6 [rad-sec”'] =151.29 [Hz]

o w=1166.1 [rad - sec™'] = 185.59 [Hz]

V obou pripadech pro netlumené kmitdni jsou pély ryze imaginarni. Z
toho vyplyva, ze relativni tlumeni pro kazdou vlastni frekvenci je nulové.
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V prikladu nosniku - 1 pro nucené tlumené kmitani byly pomoci vztahu
(3.1.0.2) ziskdny nésledujici vlastni frekvence :

o w; =455 [rad - sec™'] =3.77 [Hz]
e wy =293.1 [rad - sec™'] =10.71 [Hz|
o w3 =827.7 [rad - sec™'] =16.41 [Hz]

o wy = 1491 [rad - sec™'] =20.12 [Hz]

Podle vztahu (3.1.0.4) byly ziskdny nasledujici hodnoty relativniho tlu-

meni :
e & =0.0051
e & =10.033
e &3 =10.0931
o &4, =0.1677

V prikladu nosniku - 2 byly ziskdny nésledujici hodnoty vlastnich frek-
venci a relativniho tlumenti :
1.1661 0.9506 0.6205 0.2155

e w=215.5 [rad-sec”?] =34.29 [Hz]|

o w=0620.5 [rad-sec™'| =98.75 [Hz|

e w=950.6 [rad-sec”'] =151.29 [Hz]
e w=1166.1 [rad - sec™'] = 185.59 [Hz]
o & =0.0024

o & — 0.0068

o & = 0.0105

o & = 0.0129
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Pro redlny vetknuty nosnik je nalezeni vlastnich frekvenci a relativniho
tlumeni komplikovanéjsi. Vlastni frekvence nalezneme tak, ze na vstup sys-
tému privedeme sinusovy signal kterému budeme postupné zvysovat frek-
venci. Pro frekvenci pri které bude amplituda vystupu nabyvat lokalniho
maxima oznacime za vlastni.

Pro zjisténi relativniho tlumeni konkrétni vlastni frekvence budeme vy-
chazet ze vztahu :

) 1
P = e (3.1.0.5)

Kde |P; (jw)| odpovidda hodnoté frekvenéniho prenosu pro danou frek-
venci w. Ze vztahu (3.1.0.5) mizeme vyjadrit hodnotu &; :

1 (02 — w?)
i = — — — .1.0.
g $ 402w2 | P, (jw)| 4022 (3:1.0.6)

Aby byla hodnota vysledného relativniho tlumeni konkrétni vlastni frek-
vence presnéjsi provedeme predchozi vypocet na nékolika frekvencich w v
okoli dané vlastni frekvence 2. Poté tento vysledek zprumérujeme :

£_§1+52+§3+~--+§N
n N

(3.1.0.7)
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3.2 Urceni koeficientti vystupu

Nyni jiz zndme parametry vstupu systému a proto musime déle urcit
parametry vystupu tedy koeficienty by;, by; pro vSechny namérené vlastni
frekvence. Tyto parametry urc¢ime pomoci metody nejmensich ¢tverct. Pod-
statou této metody je nalézt Teseni soustavy rovnic, které odpovida minimu
ze souctu ctvercti odchylek v kazdé rovnici. Aby pro tuto soustavu existovalo
feSeni, misi byt minimalni pocet rovnic roven poc¢tu hledanych neznamych
ve zvolenych rovnicich. Obecné je lepsi volit vétsi pocet rovnic nez je pro-
ménnych. Touto volbou je zajistén lepsi odhad parametri.

V nasem pripadeé je kazda rovnice ve tvaru :

& biijw; + bo;

P(jo) = 3 g o s = b But b Bu (320.)
i=1 1 1= 5 )
Kde :
Jw;
1
By (3.2.0.3)

e &+ 2

V této rovnici rovnici jsou jedinymi neznamymi koeficienty bq; a by;, pro-
toze hodnotu P(jw;) ziskdme z naméfenych dat, pro kazdou frekvenci vstup-
niho signalu jw;, koeficienty €2; a &; odpovidaji vlastni frekvenci a jejimu
relativnimu tlumeni, které jsme zjistili v predchozi ¢asti. Z toho vyplyva,
ze budeme potrebovat minimalné 2N rovnic, kde v nasem pripadé N = 4,
protoze mame nalezeny ¢tyri vlastni frekvence.
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Identifikace systému byla provedena simulacné na modelu vetknutého
nosniku 1 s uvazovanim vlastniho tlumeni. Experiment probéhl na frekvenc-
nim rozsahu 1 az 7000 [rad - sec™!]. Na obréazcich (3.1) a (3.2) jsou zné-
zornény Bodeho frekvencni charakteristiky v logaritmickych souradnicich.
Jejich porovnanim lze Tici, ze se identifikace zdarila.

Bode Diagram

(4
o

o

I
[$)
o

-100

Magpnitude (dB)

-150

-200 L L L L
360 T T T

i

o]

o
T
L

Phase (deg)
o

_180L ‘ L L
10 10" 10° 10° 10 10
Frequency (rad/s)

Obrézek 3.1: Logaritmicky amplitudova frekvenéni charakteristika a logarit-
micka fazova frekvencéni charakteristika modelu

Bode Diagram

O L L L L L L
10° 10" 10° 10° 10 10 10

Frequency (rad/s)

Obrézek 3.2: Logaritmicky amplitudova frekvenéni charakteristika a logarit-
micka fazova frekvencni charakteristika identifikovaného prenosu
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4 Navrh rizeni

V této Casti je feSen navrh reguldtoru pro tlumeni vibraci. Nez za¢neme
navrhovat samotny regulator, je potfeba uvést nékteré dilezité pojmy z ob-
lasti regulace.

4.1 Riditelnost systému

Aby bylo mozné viubec uvazovat o Tizeni systému je potireba zjistit, zda
je Tiditelny. Systém je Tiditelny pokud existuje pro vSechny stavy systému
Fizeni, diky kterému se na konecném intervalu libovolny pocatecni stav x(t)
zméni v koncovy stav z(t;) = 0.

Pro systém popsany stavovou reprezentaci plati, ze systém je Tiditelny
pokud hodnost matice fiditelnosti Q, je rovna dimenzi vektoru stavu x(t).
Matematicky tedy [2] :

rank [Q,] = rank [B, AB, A*B, .., A"_IB} =dim(x(t)) =n
(4.1.0.1)

4.2 Pozorovatelnost systému

Systém je pozorovatelny, pokud lze pozorovanim jeho vstupu a vystupu
na konecném casovém intervalu t € (to;¢1) urcit hodnotu pocéatec¢niho stavu
x(to). To znamend, ze matice pozorovatelnosti Q) je rovna dimenzi vektoru
stavu (t). Matematicky to znamend [2] :

CT
CTA ,
rank [Qp] = rank , =dim (x(t)) =n (4.2.0.1)

CTAn—l
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4.3 Stavova zpétna vazba

Stavova zpétna vazba je pro systém popsany stavovou reprezentaci (2.1.0.1)
déna vztahem [4] :

z(t) = Az (t) + Bu (t) (4.3.0.1)
u(t) = Fx (t) (4.3.0.2)

Kde F'x (t) znazornuje stavovou zpétnou vazbu. Dosazenim stavové zpétné
vazby ziskdme nasledujici systém:

&(t) = (A+ BF)z () (4.3.0.3)

Pokud je dvojice (A, B) tiditelnd, potom pro libovolné zvolenou syme-
trickou mnozinu A = {\,..., \,} existuje zpétnad vazba (4.3.0.2) takovd, ze
mnozina vlastnich ¢isel matice (A + BF') x (t) se rovna A.

4.4 Prirazeni Jordanovy formy

Pro matice A a L plati, ze jsou podobné (A ~ L) pravé tehdy, jestlize
existuje regularni matice T takové, 7e A = TLT ' [4].

Pokud jsou matice A a L, potom maji stejna vlastni ¢isla, ale pokud maji
jen stejna vlastni ¢isla nemusi byt podobné. Z toho diivodu je dtlezité prita-
zovat Jordanovu formu a ne jen vlastni ¢isla. Tim je zajisténo, ze zachovame
vsechny spektralni vlastnosti zvolené matice L.

Uvazujme sytém se stavovou zpétnou vazbou (4.3.0.3). Pro tento sytém

chceme nalézt matici F' takovou, aby matice (A + BF') byla podobné matici
L. Pozadujeme, aby existovala regularni matice 7" takova, ze :

A+ BF =TLT™! (4.4.0.1)
AT —-TL+BFT =0 (4.4.0.2)

40



Oznacenim H = F'T ziskame nasledujici rovnici v maticovém tvaru :

AT —-TL+BH =0 (4.4.0.3)

Reseni této maticové (Sylvestrovi) rovnice ziskdme, je regularni skoro pro
kazdou matici H a hledana zpétnovazebni matice ma nasledujici tvar :

F=HT" (4.4.0.4)

4.5 LQ regulace

Podstatou LQ regulace je nalézt idedlni feseni ve smyslu minimalizace kva-
dratického kritéria popisujici pomér nékladi regulace ku kvalité a rychlosti
regulace. Typy LQ regulatort se déli podle spojitosti na spojité a diskrétni
a podle délky horizontu: s kone¢nym, nekonec¢nym horizontem.

V nasem pripadé bude pouzit spojity LQR s nekonec¢nym horizontem.
Nekonec¢ny horizont znamenad, Ze hodnotici kritérium je brano v celé casové
oblasti.

Uvazujme systém se stavovou zpétnou vazbou (4.3.0.1), (4.3.0.2). Pro
vysledny vypocet parametra plati I [3] :

I :/Oo (z"Qx + u"Ru)dt — min (4.5.0.1)
0

_ /Oo " (Q + FTRF) wdt (4.5.0.2)
0

Kde R je pozitivné definitni matice udavajici vahu vstupt a Q je pozi-
tivné semidefinitni matice udavajici vahy stavi. Matici  volime ve tvaru :

Q=H"H>0 (4.5.0.3)

Na matici H je kladen pozadavek, aby dvojice (H, A) byla pozorova-
telna.
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Pti zavedeni substituce vztahu (4.5.0.2) :
P=Q+F"RF (4.5.0.4)
Lze napsat vypocet parametru I jako :
I=xPx (4.5.0.5)

Kde P je fesenim Ricatiovy rovnice :

(A+ BF)' + P(A+BF)+Q+ F'RF =0 (4.5.0.6)

4.6 Navrh regulatoru

Nasim cilem je tlumit médy kmitani vetknutého nosniku, které odpo-
vidaji pélim systému. V pripadé netlumeného modelu se pdly nalézaji na
imaginarni ose, tzn. systém je na mezi stability a v pripadé modelu s vlastnim
tlumenim se poly nalézaji v levé komplexni poloroviné v blizkosti imaginarni
osy. Pri tlumeni moéda kmitani se snazime prislusné pély posunou déle do
levé komplexni poloroviny. Pro umisténi téchto péli pouzijeme LQ regula-
tor. Pti navrhu byly experimentalné voleny rtizné varianty parametri R a Q.
LQ regulator byl navrhovan pro model vetknutého nosniku - 1 s uvazovanim
vlastniho tlumeni.

Po sérii experimentt byly vysledné parametry R a Q zvoleny néasledovneé
nasledovné :

<
I

(4.6.0.1)

[ 625

(4.6.0.2)

S OO OO oo O
S OO OO o oo
S OO OO o oo
S OO O O o o o
S OO OO o o O
S O O O O o o O
S O O O O o o O

o O O o o o o

S témito parametry vypada vysledna zpétnovazebni matice nasledovné :

F=[51952 24486 0.0680 —0.1249 0.0466 0.0322 0.0161 0.0046 |
(4.6.0.3)
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4.7 Porovnaniregulovaného a neregulovaného
systému

V této ¢asti je provedeno simulacni porovnani regulovaného a neregulovaného
systému. V prvnim experimentu je na vstup systému priveden pulz trvajici
0.1 s s velikosti amplitudy 1, viz obrazky (4.1) a (4.2).
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Obrazek 4.1: Systém s tlumenim vibraci - privedeni pulzu na prvni segment

0.15
Yl
« v
| ’
01 Y3
[ Y
T AR s
H\HM Y O P
= oot Il A & p Uf\J‘fLW 1 T R
E VAR W W
g “N A ‘A\‘H(\WJ‘M‘
3 ‘ A
<
z [V A
> ) ‘A
S| ETAVAVAY Y R ATATATAY a
| | Ry [ER IR |V
SR R IR S A B SR
AR AR
AR
I
-0.1
05 1 15 2 25 3

Obrazek 4.2: Systém bez tlumeni vibraci - privedeni pulzu na prvni segment
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Dalsim experimentem bylo piisobeni razu na koncovy segment nosniku.
Tohoto bylo docileno vychylenim pocateéniho stavu koncového segmentu,

viz obrazky (4.3) , (4.4), (4.5) a (4.6).
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Obrazek 4.3: Systém s tlumenim vibraci - privedeni pulzu na posledni seg-
ment - 1
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Obrazek 4.4: Systém bez tlumeni vibraci - privedeni pulzu na posledni seg-
ment - 1
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Obréazek 4.5: Systém s tlumenim vibraci - privedeni pulzu na posledni seg-
ment - 2
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Obrézek 4.6: Systém bez tlumeni vibraci - privedeni pulzu na posledni seg-
ment - 2

7 vysledku simulaci je patrné, ze systém s LQ regulatorem vzdy utlumi
vibrace v relativné kratkém case
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5 Zavér

V této préci jsme se zabyvali ndvrhem aktivniho tlumeni vibraci vetknutého
nosniku.

Nejdiive byly odvozeny dva modely popisujici kmitani vetknutého nos-
niku. Z porovnani téchto modeli, pfi daném nastaveni parametra je patrné,
ze si modely neodpovidaji. Coz je zptisobeno volbou parametru tuhosti pru-
zin pro priklad modelu - 2. Vétsi podobnosti by pravdépodobné mohlo byt
dosazeno vhodnéjsi metodou urceni tuhosti, nez-li je experimentalni metoda.

Dale byla Tesena identifikace systému. Tuto identifikaci jsme zamysleli
provést na realném nosniku, ale nakonec byla fesena pouze pomoci simulace.
Pomoci identifikace se podarilo nalézt prenos, ktery ma podobné vlastnosti
jako matematicky model a to ve smyslu podobnosti ve frekvenéni oblasti.

K sestavenému matematickému modelu byl navrzen zpétnovazebni regu-
lator. Pritazeni péli bylo feseno pomoci LQ regulatoru volbou vhodnych
parametra tak, aby se utlumily vlastni frekvence systému.

Experimentalni volba parametri byla nésledné zkontrolovana pomoci

simulace. Z vysledkil simulace vyplyva, ze vysledny reguldtor je navrzen
spravne.
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