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Uvod
Bakalatska prace se zabyva vysetfovanim pribehu funkci o jedné a vice proménnych.
Ackoliv je funkce o jedné proménné Casto probirané téma, rozhodla jsem se ho zpracovat

komplexné¢ a rozsifit o problematiku s vice proménnymi.

Préce je rozdélena do dvou ¢asti. V prvni ¢asti se zabyvam teoretickym vysetfovanim
pribéhu funkci. V této ¢asti jsou podrobné rozepsany vsechny potifebné kroky ke zjisténi

pribéhu funkce.

V druhé ¢asti této bakalarské prace aplikuji na konkrétnich piikladech kroky uvedené
Vv prvni Casti. VSechny uvedené piiklady jsou funkce s jednou proménnou. V této ¢asti jsou
uvedeny riizné druhy ptikladt o riznych obtiznostech. Kazdy ptiklad je doplnén grafem

tak, aby ¢tenat dokazal pln¢ pochopit problematiku daného ptikladu.



1 Teoreticky zaklad vySetrovani priabéhu funkci s jednou proménnou

1.1 Definice funkce jedné proménné, zékladni pojmy

Pro moznost vySetfovat funkce je dulezité, co funkce je.
Necht DcR. Zobrazeni f: D~ R nazyvame realnou funkci jedné realné proménné
(kazdému prvku mnoziny D je pfifazeno pravé jedno Cislo z mnoziny R).

Prvkiim mnoziny D fikame: vzory, argumenty, nezavislé proménné a zna¢ime je
Xt,S,....€D; jejich obrazy znacime f(x), f(t), f(S),...€ R a nazyvame funk¢ni hodnoty.
Mnozina D se nazyva defini¢ni obor funkce a také se zna¢i D=D(f); mnozina obrazl se
nazyva obor hodnot a znac¢i se H=H(f). Nejcastéji piseme:

y = f(x), xeD nebo f: x~f(x), xe D.

Graf funkce f je mnozina G dvojic [x, f(X)], XD, tj. Gf = DxHcR?. Rikame, Ze funkce je
dana, je-1i dano pfitazeni f a defini¢ni obor D(f).

[1]

Nejcastéjsi zpisoby zadani funkci:

a) Analytické zadani

Funkéni piedpis je dan rovnici nebo soustavou rovnic (zpravidla jde o jeho explicitni,
implicitni nebo parametrické vyjadieni). Pokud je funkéni piedpis zadan ve tvaru y = f(x),
jedna se o explicitni vyjadfeni. Funkéni ptedpis je zadan implicitng, pokud je ve tvaru

F(x, y) = 0, resp. F(x, f(x)) = 0. Parametrické vyjadieni znamena, ze funk¢ni predpis
funkce f je zadan ve tvaru soustavy rovnic s parametrem, napt. X = ¢(t), y = 4(t), kde t je
parametr s danym oborem proménnosti, zpravidla t € <a, >, a, f € R

(R" =R U {-0, +0}).

b) Grafické zadani — funkce je dana svym grafem.

¢) Tabelarni zadani — pro kone¢ny pocet uspoifadanych dvojic [X, y] € f muze byt funkce
urcena jejich vyctem.

[4]



Mnozina vSech bodi [X; f(X)] v kartézském soufadnicovém systému se nazyva graf funkce
f.

Na nésledujicim obrazku je zndzornén ptipad, ve kterém se nejedna o graf funkce, jelikoz
neni splnéna podminka uvedena v definici funkce. Ditkaz tohoto tvrzeni je evidentni napf.
v bod¢ x = 0 (bod A), pro ktery plati, ze f(0) = 2 (bod B) a zaroven f(0)= -2 (bod C).

Obrazek 1: Graf neni grafem funkce (Zdroj: Vlastni vypracovani v GeoGebra)

3

V nésledujicim grafu se jednd o graf funkce, jelikoZ je splnéna vySe uvedend definice

funkce.
Obrazek 2: Graf funkce (Zdroj: Vlastni vypracovani v GeoGebra)

44
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Funkce g: D(g) — R se nazyva restrikce funkce /> D(f)—R, jestlize D(g) < D(f) a pro

vSechna X defini¢niho oboru plati: g(x) = f(x).

Funkce f, g se rovnaji, jestlize D(g)=D(f) a pro vSechna x defini¢niho oboru plati:
9(x) = f(x).

Necht’ D(g) = D(f), potom pomoci nasledujicich ptedpisu definujeme:
soucet funkci f+ g: x — f{x) + g(x);

rozdil funkci f - g: x— f(x) - g(X);

soucin funkci g x — fix) " g(x);

podil funkei f/g: x — f(x)/g(x); g(x) # 0,

nasobek funkce of: x —af(x); o € R.

[8]

1.1.1 DEFINICNi OBOR - PRIKLADY
Pt. 1 Urcete defini¢ni obor u nasledujicich funkci
a) f(x) = In(x+1)
Aby byla funkce definovana, musi byt argument logaritmu vétsi nez 0. Definiéni obor této
funkce zjistime nésledovné:

Xx+1>0

X>-1

Tedy plati D(f) = (-1, + o0 ). Na obrazku vidime graf funkce. Z obrazku je nazorné vidét i

defini¢ni obor vySetfované funkce.

Obrazek 3: Graf funkce f(x) = In (x+1) (Zdroj: Vlastni vypracovani v GeoGebra)
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1 _
byh(x) = ——++VX

) hG) X+8 \/
Tato funkce je definovana pouze, pokud jmenovatel funkce se nerovna 0 a zarovén funkce

pod odmocninou je vétsi nez 0.

X+8#0
X#—8

Ted’ vime, Ze do defini¢niho oboru této funkce nebude pattit bod X = -8.

Defini¢ni obor odmocniny: x>0
Nyni musime udélat pranik podminek pro defini¢ni obor funkce h(x), tedy x se nesmi
rovnat -8 a zaroven X musi byt vétsi nebo rovno 0. Tedy D(h) = <0; +0).

Spravnost vypoc¢tu opét potvrdime na nasledujicim grafu.

Obrazek 4: Graf funkce h(x) (Zdroj: Vlastni vypracovani v GeoGebra)

34
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1.2 Zjisténi prasecikt funkce s osami x a'y

Pro zjisténi prubéhu funkce musime vypocitat priase¢iky funkce s 0Sou X i S 0sou Y.
Prtsecik s 0sou X:

Mame-li funkci y=f(x), prusecik s osou x ziskame tak, ze za y dosadime O (jelikoZ pro
vSechny body na ose X plati soufadnice [X,0]) a upravami ziskame z rovnice hodnotu x.

Resime tedy rovnici 0=f(x).

Priisecik s osou y:
Ve funkci y=f(x) ziskame prisecik s 0sou y dosazenim 0 za X ve vyrazu f(X) (pro vSechny
body na ose y plati nasledujici soufadnice [0,y]) a opét pomoci tGprav ziskame hodnotu

bodu y. Resime rovnici y = f(0).

1.2.1 Zjisténi prisecikii — FeSené priklady

Pt. Zjistéte praseciky s 0sami x a y u nasledujici funkce

f(x):y = 5—X
X+1
Reseni:
Prisecik s osou x funkce y = °o—X (dosadime tedy y = 0)
5—X

0= x41 /*(x+1)

0 =5-x

X=95

Prisecik s osou y, zjistime tak, Ze za X dosadime O

y=>5
Vime tedy, ze zadana funkce f(X) protina osu X v bodé X =[5, 0] aosuy v bodé¢ Y = [0, 5].
Na niZze uvedeném obrazku grafu funkce vidime pribéh funkce 1 vyznacené priseciky

sosamixay.

12



Obrazek 5: Graf funkce f(x) (Zdroj: Vlastni vypracovani v GeoGebra)

%

1.3 Specidlni typy funkei

Funkce f: y = f(x), x € D(f) je

funkce sudd, pravé kdyz: ~ VXED(f): f(—x)=f(x)

funkce licha, pravé kdyz:  VxeD(f): f(—x)=—1(x)

funkce periodicka, praveé kdyz:

vVxe D(f) 3T € R—{0}: x+T €D(f)Af(x+T)=f(x)

T se nazyva perioda funkce,

funkce omezena zdola na mnoziné AcD(f), praveé kdyz je zdola omezena mnozina f(A),
AK>0Vx eA: f (x)=—K

funkce omezena shora na mnoziné AcD(f), pravé kdyZ je shora omezena mnozina f(A),
dK>0 VxeA: f(x)<K

funkce omezena na mnoziné AcD(f), praveé kdyzZ je omezena zdola i shora, tj. pravé kdyz

je omezena mnozina f(A).
dK>0 VxeA:|f (x) <K

Funkce f, ktera je prostym zobrazenim D(f) — R, tj. u niz pro kazdou dvojici X, X, € D(f),
X; £ X,, je také f(Xq) #f{x2), se nazyva prosta funkce.

[4]
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Na nésledujicich obrazcich vidime nazorné ptiklady vyse definovanych funkei.

Obrazek 6: Periodicka a omezena funkce (Zdroj: Vlastni vypracovani v GeoGebra)

Obrazek 7: Suda funkce (Zdroj: Vlastni vypracovani v GeoGebra)

2.

Obrézek 8: Licha funkce (Zdroj: Vlastni vypracovani v GeoGebra)

14



Obrazek 9: Prosta funkce (Zdroj: Vlastni vypracovani v GeoGebra)

e

1.4 Limity funkce

Abychom mohli definovat pojem limita, definujeme nejprve pojem okoli bodu.

Pojmem okoli bodu rozumime kazdy otevieny interval, ktery obsahuje ¢islo a. Ke
kazdému ¢&islu je mozné sestrojit okoli rozmanitymi zplsoby. Okolim bodu a je kazdy
interval (a- 5, a + 7,), kde #, #, jsou kladna &isla. Casto pouzivame tzv. symetrického

okoli bodu a, tj. intervalu (a- #, a + 7), kde #>0.

Definice limity:
Rikame, Ze funkce f ma v bodé a limitu b, jestlize ke kazdému kladnému &islu ¢ existuje
takové kladné &islo #, Ze pro vSechna x # a z okoli (a- n, a + ) Cisla a patii funkéni
hodnoty f(x) do okoli (b - ¢, b + ¢) ¢isla b. Piseme pak

Jig £ (x)=b.
Rikame, Ze funkce f ma v nevlastnim bodé& +oo (resp. - o) limitu b, kdyz ke kazdému ¢&islu
& > 0 existuje takové Cislo Xp, Ze pro kazdé x > X (resp. X < Xg) padne hodnota f(x) do okoli

(b—¢, b + ¢) bodu b. Pro takto definované limity uzivame zapisu

lip £ (x)=b resp. lm_f(x)=b

15



Rikame, Ze funkce f ma v bodé a nevlastni limitu +oo (resp. -o0), jestlize ke kazdému &islu
k existuje takové kladné ¢islo 7, Ze pro kazdé x # a z okoli (a- n, a + ) bodu a je splnéna
nerovnost f(x) > k (resp. f(x) < k). Tuto okolnost zapisujeme

lim f(x)=40 resp. lim f(x)=—o0
X—=a X—a

[2]
M¢jme funkci f definovanou v D(f) € R a necht’ Xg je hromadny bod defini¢niho oboru

(tj. maze byt x,D(f) ,alevkazdém okoli Xo lezi nekone&n& mnoho bodii D(f)).

Definice limity podle Heineho:
Hlavni mys$lenka této definice je problém limity funkce pievést na problém limity
posloupnosti.
a) Kdyz existuje b € R takové, ze pro kazdou posloupnost {x,} < D(f), X, # xo
konvergujici k ¢islu x,, posloupnost {f(x,)} konverguje k ¢islu b, fikame, ze funkce f ma
V bod¢ X, limitu b a piSeme
lim f (x)=b.
X— X,
b) Kdyz pro kazdou posloupnost {X,} < D(f), konvergujici k ¢islu Xo, Xo # xn posloupnost
{f(xn)} diverguje k +oo (resp. -o0), piseme
lim f(x)=+4+o resp. lim f (x)=—c0.
X— X, X=X,
¢) Kdyz existuje b € R takové, Ze pro kazdou posloupnost {x,} < D(f) divergujici k +oo
(resp. -), posloupnost {f(x,)} konverguje k ¢islu b, fikame, Ze funkce f ma v +oo (resp. -o)
limitu b a piSeme

lim f(x)=b resp. [lim f(x)

X—+00 X=

b.
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d) Kdyz pro kazdou posloupnost {x,} < D(f), divergujici k +oo (resp.- «), posloupnost

{f(xn)} diverguje k +oo (resp. -o), piSeme

lim f(x)=+c resp. lim f(x)=+o0,

ﬁﬁ+of(x):—w resp. |)i(r?1)_?o(x)=—oo.

X =00 X——0

Funkce f ma v hromadném bod¢ xg limitu beR, kdyz:

Ve>036=0(g)>0 V x:0<|x—xy|<d =|f (x)—b|<e

Jinymi slovy: Funkce f: D(f) — R ma v hromadném bod¢ X, defini¢niho oboru D(f) limitu

beR, kdyz pro kazdé ¢ >0 existuje 6 = d(¢)>0, Ze pro vsechna xeD(f) spliujici podminku
0<|x—x,|<d plati nerovnost |f (x)—b|<e.

Piseme lim f (x)=b nebo (x — x,)={ f(x) —b).

[1]

1.4.1 Algebra limit
Necht” funkce f a g maji spole¢ny defini¢ni obor D a necht existuji limity (v€etné piipadu

Xo=+ o)

lim f(x)=beR,Ilim g(x)=ceR.
X =X,

X =X,

Potom existuji limity funkci

S8 f &g Ex)#0 x €D
a plati:
1. soucet a rozdil limit

Ilmlf J)|=1im f(x)= lim Xg(x):bic

X— X, X— X,

2. soucin limit

3. podil limit

[1]
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1.4.2 Jednostranné limity

Rikame, e funkce f ma vbodé a limitu zprava rovnou &islu b, jestlize ke kazdému
kladnému cislu ¢ existuje takové kladné ¢islo 7, Ze pro vSechna x#a z pravého okoli

<a, a + n) bodu a padnou hodnoty f(x) do okoli (b-&; b + &) ¢isla b. Limitu zprava funkce f

v bod¢ a budeme zapisovat takto:

lim f(x)

X —a+

Rikame, 7e funkce f ma v bodé a limitu zleva rovnou ¢&islu b, jestlize ke kazdému
kladnému ¢islu ¢ existuje takové kladné ¢islo #, Ze pro vSechna x # a z levého okoli (a — 7;
a> bodu a padnou hodnoty f(x) do okoli (b —&; b + ¢) ¢&isla b. Limitu zleva funkce f v bodé

a budeme zapisovat takto:

Jim f (x)

[2]
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1.4.3 Limity — FeSené priklady
Vypoctéte limity:

1 : 6
" lim 8x~°=lim (%):+oo
x—0 x—0 X

V limit¢€ si za X myslime ¢islo, které se blizi 0. Ziskavame tedy 8 déleno c¢islem, které se

blizi nule (je tedy hrozné malé). Z této uvahy ziskame vysledek limity +oo.
2) 2
o (xA=1) (k=1 (x+1)y e (X+1)

Jim ((xz_x)) lim (et 5im )
V limité upravime Citatel a jmenovatel a zavorka (X-l) se

rrrrr

vyjde 2. Pokud bychom vyraz v limité neupravﬂl, museli bychom fesit limitu zprava a

Zleva.

Obrazek 10: Obrazek limity piikladu 2 (Zdroj: Vlastni vypracovani v GeoGebra)

3

3)

lim (XL )= —co

X——wl—e — eZXJdevhmltekO

Vyraz v limit¢€ je tedy minus nekone¢no d€leno 1, vysledek je tedy minus nekonec¢no.

im (=)= J=lim (——=2—)=—
X —+00 4 X — 400 4 X—+o0 s 4
1-4) | -4

V limit€ nejprve upravime jmenovatele, poté zkratime X. Vyraz ve jmenovateli jde v limité

4)

k 1, jelikoz vyraz 4/x? jde v limit& k nule. Dostaneme vyraz -2 v Citateli a 1 ve jmenovateli.
Vysledek je tedy -2.
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1.5 Spojitost funkce
Definice spojitosti funkce:
Rikame, Ze funkce f je spojita v bodé a, kdyz:

lim_f (x)="f(a)

[2]
Podminku spojitosti piSeme také takto:

lim | f(x)-f{a)]=0 nebo IirrLU(J(aJrh)— f(a)]=0

h=x—a.
[1]
Funkce f je v bodé¢ a spojita zprava, kdyz:

lim f(x)="f(a)

X—a+

Funkce f je v bodé¢ a spojita zleva, kdyz:

lim f(x)="f(a)

X—a—
Kritéria spojitosti:
a) Cauchy: Funkce f je spojita v bodé xo € D(f) prave tehdy, kdyz

Ve>0 3d(e)>0 VxeD(f): [x—xy<d(e) =|f(x)=f(x,)|<e;
Strucné: X,—0 <X<X,+0 = f (x,)—e<f (x,)<f (x,)+e

b) Heine: Funkce f je spojita v bodé xo € D(f) pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost

{xn} < D(f), Xn — x0, Xn # X0, posloupnost {f(x,)} konverguje k f(xo), stru¢né:

lim f(x,) = f(limx,), resp. (x,—X%,) = (f(x,)—f(x,)).
n—4+o n—-+o0

¢) Funkce je spojita v bodé xo € D(f) prave tehdy, kdyz existuji kone¢né limity f(Xo-), f(Xo+)
a plati f(Xo-) = f(xo) = f(xo+).

[1]

Necht funkce f, g jsou spojité v bod¢ c. Potom funkce f+g, g, jsou spojité v bodé c. Je-li
navic g(c)#0, je i funkce f/g spojita v bodé c.

[5]
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1.5.1 Body nespojitosti

Definice: Necht f je definovana v prstencovém okoli P(Xg) hromadného bodu X
definicntho  oboru x,ZD(f) (pfipoustime , aviak P(xo) < D(f)). Bod xo je bod
nespojitosti funkce f, jestlize bud’ f neni v Xy definovana, nebo je v ném definovana, ale
neni v ném spojita.

Kdyz

1) f(xo+) = f(Xo-) # f(x0): Xo je bod odstranitelné nespojitosti;

2) f(Xo+) # f(x0-): Xo je bod nespojitosti 1. druhu, ¢islo f(Xo+) - f(Xo-) se nazyva skok funkce
f;

3) alespon jedna z limit f(xo+), f(Xo-) neexistuje (véetné piipadu f(Xo£) = +o0): Xo je bod
nespojitosti 2. druhu.

[1]

Pi. Najdéte body nespojitosti funkce f:

D(f) = R-{-1,1}, body nespojitosti: -1,1

lim —2— =+

X —1

X— —1+

Jmenovatel této limity jde k nule zleva. Délime tedy ¢islo bliZici se k -1 velice malym

zapornym c¢islem.

. X

lim ——=—o
X1

X—=1—

Ve vyrazu v limité délime c¢islo blizké -1 kladnym ¢islem blizkym nule.
Limity zleva i zprava pro bod nespojitosti x=-1 jsou nevlastni. Bod x=-1 je bod nespojitosti
[1. druhu.
Nyni vySetfime bod nespojitosti Xx=1.

X
x*—1
X— 14+
Délime ¢islo blizké 1 kladnym cCislem blizkym 0. Vyjde tedy plus nekonecno.
X

= —00

xo—1
Xx—-1—

lim =+

lim

V tomto piipad¢ délime Cislo blizké 1 ¢islem, které je zaporné a blizké 0. Vysledek je -oo.
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Pro bod nespojitosti x=1 vysly opét limity nevlastni. Bod x=1 je bodem nespojitosti II.
druhu.

1.6 Derivace funkce

Definice: Necht je funkce f definovana v bodé X a v néjakém jeho okoli. Existuje-li vlastni
limita
lim (
h—0 h
nazyvame tuto limitu derivace funkce f v bodé xo.

) h=x—X,

Ma-li funkce f v bod¢ xo derivaci, je funkce f v bod¢ Xo spojita.
Derivace funkcey = y".
Ma-li funkce f v bodé X, derivaci f"(xo), ma i funkce y=kf(x), kde k je dané ¢islo, v bodé Xo
derivaci a plati:
y =kf’ ( Xo) .
Maji-li funkce f,g v bodé xo derivace f"(xo), g'(x0), ma vtomto bod¢ derivaci i funkce
y=f(x)+g(x) a plati:
y =1"(%)+9"(X,)
Maji-li funkce f, g v bodé xo derivace f'(xo), g’(xo), ma v tomto bod¢ derivaci i funkce
y=f(x)g(X) a plati:
y =1"(X)g(x0)+ f (%) 9" (Xp)-
Maji-li funkce f, g vbodé X, derivace f"(xo), g'(x0) a je-li g(Xo) # 0, ma v tomto bodé

derivaci i funkce y= f(x) a plati:
g(x) ,
. f (Xo)g(xo)_f(xo)g (Xo)_

a 9°(%,)

Necht funkce z = g(x) ma derivaci v bod¢€ Xp a necht’ funkce y = f(z) ma derivaci v bodé

Zo= g(Xo). Pak ma funkce y = f[g(x)] v bod¢ xq derivaci f"(zo) - g’ (xo).
[2]
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1.6.1 Seznam derivaci vybranych elementarnich funkei

Tabulka 1: Seznam derivaci elementarnich funkci (Zdroj: [6])

Funkce Derivace funkce Podminky
Kk 0 k je konstanta, k e R
X 1 X eR
X" nx"* X €R,n eN
X" -nx"™! x eR-{0},neN
X’ ax“* x>0, 00 €R
a aXIn(a) X €a>0
et " X eR
l0ga(X) ﬁ x>0, a>0, a£l
In(x) 2 x>0
sin(x) cos(x) «eR
cos(x) -sin(x) < ER

1
tg(x) 005’ (x) X# Ck+Dn/2, ke Z
cotg(x) sm_z?x) x#tkm keZ
arcsin(x) 1:(2 X €(-1,1)

_ xe(-1,1
arccos(x) L > (LY
1 X €R
arctg(x) 112
arccotg(x) -1 X eR
1+x°

sinh(x) cosh(x) X €R

1
tgh(x) cosh?(x) xeR
cotgh(x) Sin;}(x) x € R-{0}
argsinh(x) X21+1 X €R
argcosh(x) szl_l X € (1, +o)
argtgh(x) . 1 . X €(-1, 1)

—X
argcotgh(x) . _1X2 X €(-00, -1) U(1, +0)
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1.6.2 L’Hospitalovo pravidlo

Véta (L'Hospitalovo pravidlo):
Necht f a g jsou funkce definovany na né&jakém intervalu (K,o¢). Jestlize maji jak f tak ¢
limitu v nekoneénu rovnou 0, nebo jestli jak f tak g maji v nekone¢nu nekone¢nou limitu,

pak
: M—i f(x)
M0 "™ 97 (x)

za predpokladu, ze limita na pravé stran¢ existuje.

L'Hospitalovo pravidlo 1ze pouzit pouze v piipadé, ze zjistujeme limitu podilu 2 funkci
f(x), g(x) takovych, ze pokud x — oo:

a) f(x) — 0 a zaroven g(x) — 0,

b) f(x) — =+ o0 a zaroven g(X) — + ©

[3]

1.6.3 Prvni derivace - vyznam
Prvni derivace béhem vySetfovani prubéhu funkce ukazuje, zda-li je funkce v bod¢

klesajici ¢1 rostouci. Pomoci prvni derivace zjistime 1 extrémy funkce.

Necht’ funkce f je definovana v bod¢ a a jistém jeho okoli.
Existuje-li takové okoli J bodu a, Ze
a) pro kazdé x<a z okoli J je f(x)<f(a),
pro kazdé x>a z okoli J je f(x)>f(a),
pak o funkci f fekneme, Ze je rostouci v bode¢ a.
Existuje-1i takové okoli J bodu a, ze
b) pro kazdé x<a z okoli J je f(x)>f(a),
pro kazdé x>a z okoli J je f(x)<f(a),
pak o funkci f fekneme, ze je klesajici v bodé a.

Neostré nerovnosti implikuji neostrou monotdnii.
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Jestlize funkce f ma v bod¢ a kladnou derivaci, pak je v tomto bod¢ rostouci.

Jestlize funkce f ma v bod¢ a zapornou derivaci, pak je v tomto bodé klesajici.

Necht funkce f je definovana v bodé¢ a a jistém jeho okoli.

a) Existuje-li takové okoli J bodu a, ze pro kazdé x#a z tohoto okoli je
f(x) < f(a),

pak o funkci f fekneme, Ze nabyva v bod¢ a svého lokalniho maxima.

b) Existuje-li takové okoli J bodu a, Ze pro kazdé x#a z tohoto okoli je
f(x)>f(a),

pak o funkci f fekneme, Ze nabyva v bod¢ a svého lokalniho minima.

Jestlize funkce f ma v bod¢ a nenulovou (tj. kladnou nebo zapornou) derivaci, pak v tomto

bodé nema lokalni extrém.

[2]

Fermatova podminka extrému
Jestlize f nabyva lokalniho extrému v bod¢, ve kterém existuje derivace, potom musi byt
derivace rovna nule. Pokud se ovSem prvni derivace rovna nule, nemusi mit funkce

V tomto bodé extrém.

[6]

Necht’ pro funkci f plati /(@) = 0, nebo necht’ derivace f"(a) neexistuje, ale funkce f je
misto toho v bodé¢ a spojita.
Existuje-li takové okoli J bodu a, Ze:
a) pro kazdé x<a z tohoto okoli je /'(x)>0,
pro kazdé x>a z tohoto okoli je f"(x)<0,
pak funkce f nabyva v bodé a lokalniho maxima, které je soucasné nejvétsi hodnotou

funkce f v celém intervalu J. Jedna se o globalni maximum.
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Existuje-li takové okoli J bodu a, ze:
b) pro kazdé x<a z tohoto okoli je f"(x)<0,
pro kazdé x>a z tohoto okoli je f"(x)>0,
pak funkce f nabyva v bodé a lokalniho minima, které je soucasné¢ nejmensi hodnotou

funkce f v celém intervalu J. Jedna se o globalni minimum.

[2]

1.6.4 Druha derivace
Necht f je funkce, ktera ma v néjakém bod¢ x derivaci f ‘(x). Existuje-li v bod¢ x derivace

funkce f "(x), tj. limita
_ f7(x+h)—=f"(x)
lim
h—0 h
nazyvame tuto limitu druhou derivaci funkce f v bod¢ x a 0znacujeme ji f "'(x).

Necht’ ktivka K je grafem funkce f definované v ¢isle a a jistém jeho okoli. Necht’ tento
graf ma v bodé¢ A = [a, f(a)] te¢nu t.

a) Budeme tikat, ze graf K lezi lokaIn€ nad tecnou t, jestlize existuje okoli J ¢isla a takove,
ze pro kazdé x#a z tohoto okoli lezi bod X = [x, f(x)] nad te¢nou t.

b) Budeme tikat, Ze graf K lezi lokéaIn€ pod te¢nou t, jestlize existuje okoli J ¢isla a takové,

ze pro kazdé x#£a z tohoto okoli lezi bod X = [X, f(X)] pod te¢nou t.

Necht’ funkce f ma v ¢isle a kladnou druhou derivaci. Pak graf funkce f lezi lokaln¢ nad
tecnou sestrojenou v bodé A = [a, f(a)].
Necht’ funkce f ma v ¢isle a zapornou druhou derivaci. Pak graf funkce f lezi lokalné pod

te¢nou sestrojenou v bodé A = [a, f(a)].

Ma-li funkce f v ¢isle a nulovou prvni derivaci a kladnou druhou derivaci, ma v Cisle a
lokalni minimum.
Ma-li funkce f v ¢isle a nulovou prvni derivaci a zapornou druhou derivaci ma v ¢isle a

lokalni maximum.

[2]
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Necht’ kiivka K, ktera je grafem funkce y=f(x), ma ve svém bod¢ A = [a, f(a)] te¢nu t.
Necht k je ptimka vedena bodem A kolmo k ose x. Rekneme, Ze bod A je inflexnim bodem
grafu K, jestlize existuje takové okoli J ¢isla a, ze kdyz defini¢ni obor funkce f omezime na
okoli J, pak plati: kazdy bod x = [x, f(x)], x&J, té ¢asti grafu K, ktera lezi v jedné z obou
polorovin vytatych pfimkou k, lezi pod tecnou t a kazdy bod X = [x, f(X)], x&J, té Casti
grafu K, ktera lezi ve druhé z téchto polorovin, leZi nad te¢nou t.
Necht pro funkce f plati /""(a) = 0, nebo necht’ derivace f"'(a) neexistuje, ale funkce f ma
misto toho v ¢isle a spojitou prvni derivaci. Existuje-li takové okoli J ¢isla a, ze
a) pro kazdé x<a z tohoto okoli je f"'(x)>0,

pro kazdé x>a z tohoto okoli je 1 "(x)<0,
nebo existuje-li takové okoli J ¢isla a, ze
b) pro kazdé x<a z tohoto okoli je " "(x)<0,

pro kazdé x>a z tohoto okoli je /" '(x)>0,
pak bod A = [a, f(a)] je inflexnim bodem grafu funkce f.

Necht’ funkce f ma v kazdém vnitinim bod¢ intervalu J kladnou druhou derivaci. Jestlize
néktery z krajnich bodu intervalu J k tomuto intervalu patii, pak necht’ funkce f je v tomto
bodé¢ (jednostrann¢) spojita.

Pak funkce f je v intervalu J konvexni.

Jestlize f je definovana v intervalu J, pro libovolna dvé ¢isla a<b zintervalu J a pro

libovolné ¢islo X, pro které plati

a<x<b,
je splnéna nerovnost
f(x)> O )it ),

fekneme, ze funkce f je konvexni v intervalu J.
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Necht’ funkce f ma v kazdém vnitinim bod¢ intervalu J zapornou druhou derivaci. Jestlize
néktery z krajnich bodu intervalu J k tomuto intervalu patii, pak necht’ funkce f je v tomto
bodé¢ (jednostrann¢) spojita.

Pak funkce f je v intervalu J konkavni.

Jestlize f je definovana v intervalu J, pro libovolna dvé ¢isla a<b zintervalu J a pro

libovolné ¢islo X, pro které plati

a<x<b,
je splnéna nerovnost
f(b)—f
Fx) < H0ZT@) o)t a),
b—a
fekneme, ze funkce f je konkavni v intervalu J.
[2]
Obrazek 11: Konvexni funkce, konkavni funkce, inflexni bod (Zdroj: [7])
Fa
20 —- - - —
10 — —
- /\ - ::.::
0 -
) infl )
10 _ konkawni _
I S RY-A ARl o S -
A0 e e

-5 25 g Xt 24 q

28



2 ReSené priklady
Pt. 1 Vysetiete prabéh funkce

X+3
f(x)=
(x) R

Jedna se o raciondlni lomenou funkci, kterd je definovana v celém R kromé bodda, ve

kterych se jmenovatel rovna nule.

x*—1=0/(+1)
x°=1
x==x1

Vyse uvedeny vysledek ukazuje, Zze do defini¢niho oboru nepatii body +1 a -1.
Defini¢ni obor je tedy: D(f) = R-{-1,1}.
Funkce je spojita v D(f).

Prusecik s osou X:
X+3

0
x*—1
X+3=0
X=—
Prtsecik s osou y: 043
-1’
y=-3

Funkce tedy protina osu X vV bod¢ x=-3 a osu y v bod¢ y=-3.

Prozkoumame nejprve limity pokud X jde do +oo a do -oo.

(243 1.3

. Xx+3 . X x2 . X X
lim =——=Ilim —————=Iim =0

X—=0 x“—1 x >0 Xz'(l—i) X — 00 1_i

X X

V limité vytkneme v Citateli 1 ve jmenovateli nejvyssi mocninu a zkratime. V limit¢ tedy

mame vyraz, ktery jde v Citateli k 0 a ve jmenovateli k 1. Limita je tedy rovna O.

Obdobny postup aplikujeme i u nasledujici limity.
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X (%+%) l+%
lim 23— im X__im =% =0
X »>—o0 X —1 X—=—® 2_(1__) X _,_001_%

V dalsi ¢asti budeme vySetfovat jednostranné limity kolem bodt nespojitosti -1 a +1.

X+3 _

2
X —1
X—> -1+

lim

Vyse uvedenou limitu feSime jako limitu podilu. Limita ¢itatele je 2. Limita jmenovatele je
zaporné Cislo, blizké 0. Délime tedy malym zépornym ¢islem, proto je vysledek -oo.

lim ﬁ+i:
x— -1 2

Uvaha u této limity je obdobn4 jako u piedchozi. Cislo délime oviem velmi malym
kladnym cislem. Vysledek je tedy +oo.

+00

lim X3
X" —1

X—1

lim 23—y o
X" —1

x—1 *

U prvni z vySe uvedenych limit délime malym zapornym ¢islem a u druhé z limit kladnym
¢islem. Tomu odpovidaji vysledky obou limit. Pro oba body nespojitosti plati, Ze se jedna
o body nespojitosti druhého druhu.

Nyni funkci derivujeme, abychom zjistili, zda funkce f ma né&jaké extrémy a kde se

nachazeji. Jedna se o podil, proto u derivace postupujeme podle vzorce na derivaci podilu.

( X+3 ) o (x°—1)—(x+3)-2x _ —x’—6x—1
x°—1 (x*—1) (x*—1)

Derivace existuje, zjistime tedy, kdy se rovna derivace nule.
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—x*—6x—1=0

X*+6x+1=0
_ —6+/36—4
Xl/2_ 2

x,=—0,17158 — y,=—2,9142
x,=—5,828 — y,=—0,0858

Funkce mé dva extrémy. Prvni extrém ma soufadnice [-0,17158, -2,94142] a druhy extrém

ma soufadnice [-5,828, -0,0858].

(-00;.-5,828) (-5,828;-1) (-1;-0,17158) (-0;17158,1) (1;+00)
zaporna kladna derivace | kladna derivace zaporna kladna derivace
derivace derivace
klesajici rostouci rostouci klesajici rostouci

Ve vyse uvedené tabulce jsme prozkoumali, ve kterych intervalech je funkce rostouci a ve

kterych je klesajici. Do vypocitané derivace vzdy dosadime néjaké Cislo z intervalu, ktery

zkoumame a pokud jako derivace vyjde kladné ¢islo je funkce v tomto intervalu rostouci,

pokud vyjde zaporné, je funkce v intervalu klesajici.

V nésledujici ¢asti vypocitame druhou derivaci funkce, ze které pozname inflexni bod,

konkéavnost a konvexnost funkce.

( —x2—6x—1), _(=2x—6)-(x* =1 (=x"—6x—1)-2(x’—1)-2x _ 2X°+18X°+6X+6
(x*=1) (x*-1)* (x*-1)°
2X°+18X°+6X+6 _
(x*~1)°

2x>+18x*+6X+6=0

2(x*+9x*+3x+3)=0
x=—8,69464

Inflexnim bodem funkce f je x=-8,69464. V tomto bodu je druha derivace funkce rovna 0.

0

Funkce ma v intervalu (-0;-8,69464) zapornou druhou derivaci a je tedy na tomto intervalu
konkavni. Na intervalu (-8,69464; -1) je druha derivace kladna a tedy na tomto intervalu
konvexni. Na intervalu (-1; 1) je funkce konkévni, jelikoZ je druha derivace zaporna. Na
intervalu (1; +oo) je funkce konvexni — druha derivace je kladna.

Ze vSech vySe uvedenych vypoctl ziskame prabeh vySetfované funkce, tedy néasledujici

graf.
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Obrazek 12:

Graf piikladu ¢.1 (Zdroj: Vlastni vypracovani v GeoGebra)
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Pi. 2

f(x)=5x%e™"
Defini¢nim oborem této funkce jsou vSechna realna ¢isla —D(f) = R. V tomto intervalu je
funkce spojita. V této funkci nejsou body nespojitosti.
Déleplati:  f (—x)=5(—x)-e” ™ '=5x%e ¥=f (x)
Jelikoz plati, Ze f(-x) = f(x), jedna se o sudou funkci. Funkce je tedy soumérna podle osy Y.
Staci tedy vysetfit prabeh funkce jen na intervalu <0; +o0).
Prusecik s osou X: 0=5x% e—xz

x=0

Prasecik s osou y (feSime rovnici y = f(0)) — proy = 0.

Vysetiime tedy limity funkce pro pfipad, Zze X — 0 a X — +oo.

. 2 . B5x* . 10x .. 5
lim 5x*-e 7 =lim == =lim ———=1lim —;=0
X — 40 X — 40 e” -2X e
X — 400 X — 400

Vyse uvedenou limitu musime nejprve prevést z ptipadu “+o0°0 na ptipad “oo/o0®. V této
fazi mizeme pouzit L’Hospitalovo pravidlo. Dal§imi ipravami dojdeme k limité, ve které

délime velice vysokym ¢islem. Vysledek limity je tedy O.

V nésledujici limité nemusime limitu upravovat a rovnou vychazi limita z “0/1* coZ je 0.
lim 5x*-e™=0
Xx—0
Dale budeme derivovat funkeci f. Zjistime, ve kterych bodech se rovna prvni derivace
funkce 0. Pokud bude derivace na n&jakém intervalu kladna, funkce bode rostouci, pokud

zapornd, funkce bude na intervalu klesajici.

2 2 . Xz_ 2, X2_ )(2. _ 3 (12
f-(X):(5X2.efx).:(5X2),210Xe 5x*-e"-2x _e (10x2 10x):10x(lz x°)

¢ Cii B .
2
—10X'(1X2_X )_o  D(f)=R
e
10x-(1—x*)=0
X,=0
X,=1
X;=—1
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Prvni derivace je rovna nule ve tfech bodech.

V intervalu (-o0; -1) je derivace funkce kladna a funkce je v tomto intervalu rostouci.

V intervalu (-1; 0) je prvni derivace funkce zaporna a funkce je tedy klesajici.

V intervalu (0; 1) je derivace funkce kladna. Funkce je tedy v tomto intervalu rostouci.

V intervalu (1; +o0) je prvni derivace funkce f zaporna a funkce je tedy na tomto intervalu
klesajici.

V bodé¢ x=0 nastava lokalni minimum — f(0) = 0.

V bodé x=1 nastava lokalni maximum — f(1) =5/e.

Nyni pomoci druhé derivace zjistime inflexni body, konkévnost a konvexnost funkce.

<10x-(1—x2)), _(10(1—x*)—20x")-e* —e*-2x-(10x-(1—-x*)) _ 10-(2x*~5x"+1)

2 2

ex (ex)Z ex
4 2
10-(2x Xz5x +1):0 D(f)=R
e
10-(2x*~5x*+1)=0
2x* —5x*+1=0
substituce y=x’
2y*—5y+1=0
5+4/17
yl/ZZT
_5+4y17
yl_ 4—
5417
y2_ 4
:\/5+¢ﬁ Y o517
! 4 2 4
) _\/5—@ L [5=V17
3 4 4 4
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(0,204,

FEFT

)

(J54—J17

2 ,+oo)

2. derivace kladna

2. derivace zaporna

2. derivace kladna

konvexni

konkavni

konvexni

Ve vySetfovaném intervalu (0; +o0), jsme nasli dva inflexni body o prvnich soutfadnicich X;

a X3. Ve vyse uvedené tabulce je ukazano, ve kterém intervalu je funkce konvexni a ve

kterém konkavni. Pokud je druha derivace kladna je funkce konvexni, pokud zaporna tak

je funkce na tomto intervalu konkdvni.

Vsechny vypocitané udaje nam poskytnou nasledujici graf funkce.

Obrazek 13: Graf funkce ptikladu ¢.2 (Zdroj: Vlastni vypracovani v GeoGebra)
3 4
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Pt. 3
f(x)=In(vVx>+1)

Tato funkce je definovana pouze v bodech, ve kterych je argument logaritmu vétsi nez 0.
Vx24+1>0

Vyse uvedena nerovnost plati pro vSechna realna ¢isla — D(f) = R.

Prisecik s 0sou x i1 s osou Y je v bod¢ [0, 0].

Pro tuto funkci plati: ~ f (x)=In(vVx?+1)=In(V(—=x +1)=f (—x)

Zadana funkce je tedy suda, jelikoz plati f(x) = f(-x) a budeme vysetfovat funkci na

intervalu <0; +o0).

Vysetiime limity v krajnich bodech daného intervalu.

lim Invx*+1=0

Xx—0

Vysetiujeme tedy limitu z ptirozeného logaritmu jedné a to se rovna 0.

lim InVx?+1=+o0

X — +o0

Pokud x jde do +o0, i vysledek této limity jde do nekone¢na.

Pokracujeme vypoctem prvni derivace. V tomto piipad¢ derivujeme slozenou funkci.

1 1 1 X
In Vx?+1) = = 2X=
( ) Vx2+1 2 Jx2+1 x°+1
X
~0
x*+1
x=0

Funkce ma extrém pouze v bod¢ x=0 — f(0) = 0.
Na intervalu (0; +) je prvni derivace kladna a funkce je tedy rostouci. Jelikoz je funkce

sudé je funkce na intervalu (-oo; 0) klesajici.
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Dale vypocitdme hodnotu druhé derivace.

(X (x*+1)—(x-2x) _ 1-x°

X*+1 (x*+1) (x*+1)

Zjistime soufadnice inflexnich bodd. V nich se druhé derivace rovna nule.

1—x°
(X*+1)
1-x*=0

=0

Funkce ma 2 inflexni body. Pro interval, ktery vySetfujeme je inflexni bod pouze x; =1
(f(x1)=In2).

V intervalu (0; 1) je druha derivace funkce kladna. Funkce je v tomto intervalu konvexni.
V intervalu (1; +o) je druha derivace funkce zaporna. Funkce je na tomto intervalu
konkéavni.

Pro vySetiovanou funkci ziskdme nasledujici graf.

Obrazek 14: Graf funkce ptikladu €. 3 (Zdroj: Vlastni vypracovani v GeoGebra)
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Pt. 4
f (x)=arccos(x+3)

Nejprve zjistime definicni obor funkce.

—-1<x+3<1
—1<x+3 Xx+3<1
—4<X X<—2

D(f)=<-4-2>
Prusecik s osou X:

O=arccos(x+3)

cos0 = x+3
1=x+3
X=—2

Priisecik s osou X v bodé [—2, 0].

Prtsecik s osou y:

y=arccos(0+ 3)
y = arccos3 — neexistuje Priisecik sosou y vtéto funkcineexistuje.

-1
V1—(x+3)

Derivace funkce nikde nenabyva hodnoty 0, tedy nema extrém a navic je vSude zaporna.

Derivace funkce f: (arccos(x—k3)y:=

VysSetfovana funkce je na celém svém defini¢nim oboru klesajici.

Druh4 derivace funkce:

-1 . —x—3
S e TP
—X—3
(1—(x+3)7)%")
—x—3=0
X=—3

38



Funkce mé jeden inflexni bod a to o soutadnicich [-3; /2].
Na intervalu (-4; -3) je druha derivace kladna a funkce je v tomto intervalu konvexni.

Na intervalu (-3; -2) je druha derivace zaporna a funkce je v tomto intervalu konkavni.

Ze vsech vysSe uvedenych tdaju ziskdme graf vysetfované funkce.

Obrazek 15: Graf funkce ptikladu €. 4 (Zdroj: Vlastni vypracovani v GeoGebra)

3-
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Pt. 5

3 2
X +2X"+7X—3
f(x)= 7
X
Defini¢nim obor: D(f) = R - {0}

X+ 2x2+7x—3 7 3

Vv 2 =lm @S&LZJF;—?):JFOO

Nyni miizeme postupné vysetfit limity vV nevlastnich bodech.
/7 3

=lim (X+2+;—F)=—oo

x4+ 2% +7x-3
lim >

X — —oo X X — —oo

Vyse uvedené limity jsme rozdé€lili na limity souctii, které jiz nebyl problém vyhodnotit.

x3+2x2+7x—3:

lim > -
Xx—0+ X

X3+ 2x%+7x-3

lim > =—
X—0- X

Obé dvé tyto limity vedou na podil -3 déleno malym kladnym c¢islem. Vysledek tedy musi
byt vysoké zaporné Cislo.

Ur¢ime prvni derivaci funkce:

3 2 3
(x +2X +7x—3).:(x+2+1_%). 7.6 _X—-7x+6

x° X X x° X X
3
x—7§<+6:0
X
X*—7x+6=0
(x—1)-(x—2)-(x+3)=0
X,=1
X,=2
X3=—3

40



(-00; -3) (-3;0) (0; 1) 1 2) (2; +o0)
1. derivace 1. derivace 1. derivace 1. derivace 1. derivace
kladna zaporna kladna zéporna kladna
rostouci klesajici rostouci klesajici rostoucti

Tabulka vyse popisuje, ve kterych intervalech je funkce klesajici a ve kterych je rostouct.
V bodech [1, 7/2], [2, 27/4] a [-3, -33/9] se nachazi extrémy funkce.

Vypocitame druhou derivaci funkce f.

3
X' —TX+6,, 7,6, 14 18 14x-—18
() =(—5+5)=3-—3="—7— proxz0
X X X X X X
14x:1820
X
14x—18=0
18
14
— 18 18
(—0,0) (= (g +)

2. derivace je zaporna 2. derivace je zaporna 2. derivace je kladna

konkavni konkavni konvexni

Obrazek 16: Graf funkce ptikladu ¢. 5 (Zdroj: Vlastni vypracovani v GeoGebra)
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Pr. 6
f (X)I‘ X+5

—X+3

Jelikoz zadand funkce obsahuje absolutni hodnotu, musime nejprve zjistit nulové body

funkce.

X+5=0 —x+3=0
Xx=-b5 Xx=3

Nulovymi body jsou X; = -5 a X, = 3. Také je ziejmé, ze defini¢ni obor funkce f je

D(f) = R-{3}, jelikoz se jmenovatel funkce nesmi rovnat 0.
X+5
—X+3
X=—5
Prasecik s osou x v bodé [-5,0].

Prusedik s osou X: 0=

Prisecik s osou y v bodé¢ [0, 5/3].

0+5
—-0+3
o)

=3

Defini¢ni obor pomoci nulovych boda rozdélime na intervaly a zjistime, zda je na nich

a

funkce uvnitt absolutni hodnoty kladna ¢i zaporna. Pokud je kladn4, absolutni hodnotu jiz
nepiSeme. Pokud je zapornd, musime zménit znaménko. Funkci vySetfujeme pro kazdy

interval zvlast’.

(-o0; -5) (-5 3) (3; +o0)

zaporna funkce kladna funkce zaporna funkce

a) vySetfime funkci na intervalu (-oo; -5)

V tomto intervalu je funkce uvnitt absolutni hodnoty zéporna. Upravime ji tedy do tvaru,

ve kterém ji budeme vySetfovat. X+5 —x—5
‘—x+3_—x+3

42




Vysetiime limitu v nevlastnim bod¢ -co.

—x(1+§) 142

. —X—5_ X'k X
im — —shm,; goam, ——%=1

XH—ooX —X'(l——) 1-=

X X

Vytkneme nejvyssi mocninu v Citateli 1 ve jmenovateli a zkratime je. Vyjde limita, ktera
jde v citateli i ve jmenovateli k 1. Vysledek této limity je 1.
Vysetiovat limitu v bodé¢ -5 nemusime. K vysledku pomiize Givaha, jelikoz v tomto bod¢

protina funkce osu X. Vysledek této limity je 0.

Prvni derivace funkce:

(—x—5). _(=x=5)"(=x4+3)—(—x—5)-(—x+3)

—X+3

'_—1(-x+3)-x-5_x-3-x-5_ -8
(—x+3)  (=x4+3)P  (=x+3)  (=x+3)

Prvni derivace této funkce je na celém svém intervalu zaporna a je tedy na vysetfovaném

intervalu klesajici. V tomto intervalu se nenachdzi extrém.

Druha derivace funkce:

: _g )lz_(g.(_x+3)-—1)-(—8)_—16-(—x+3):16x—48
(—x+3)

(—x+3)* ~ (=x+3)*  (=x+3)
Tato funkce ma druhou derivaci nulovou v bodé x = 3, ale tento bod se nenachazi ve

vySetfovaném intervalu. Na tomto intervalu je druhd derivace zaporné a funkce je v tomto

intervalu konkavni.
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b) vysetiime funkci na intervalu (-5; 3)
V tomto intervalu je funkce kladna a vySetfujeme ji v nasledujicim tvaru:

X+5
—X+3°

Limita v bod¢ -5 byla zjisténa vyse.
Vysetiime tedy limitu v bod¢ 3. Tento bod je bodem nespojitosti dané funkce. Musime

vysetiit limitu zprava a zleva, ale vzhledem k intervalu vySetfime v této ¢asti jen limitu

Zleva.
lim X2 4o
X -3 —X+3

Vyraz v této limité jde v Citateli k 8 a ve jmenovateli k 0 zprava. To znamena, Ze délime
velmi malym kladnym ¢islem a vysledek je tedy +oo.

Vypocteme prvni derivaci funkce.

( x+53).:(x+5)'-(—x+3)—(x+5)-(—x+3)
—X+

1(=x+3)—(x+5)-(-1) _—x+3+x+5_ 8

(—x+3) (=x+3) (=x+3)  (=x+3)

Prvni derivace neni nulova, nema tedy extrém. Prvni derivace je kladna, proto je
vySetiovana funkce na vySetfovaném intervalu rostouci.
Nyni vypocteme druhou derivaci funkce.

( 8 )5:—82(—1T@—X+3) —16x+48

(—x+3) (—x+3°  (—x+3)°

Druha derivace funkce je nulova pro X = 3. Tento bod nepatii do defini¢niho oboru funkce.
To tedy znamen4, Ze funkce nema na vySetfovaném intervalu inflexni bod. Druha derivace
je na vysetfovaném intervalu kladna a vySetfovana funkce je tedy na tomto intervalu

konkavni.
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C) vysettime funkci na intervalu (3; +o)
Na tomto intervalu je funkce zdpornd a musime si ji upravit do nalezitého tvaru bez
absolutni hodnoty.

| x+5 |_—x-=5

|—x+3| —x+3

Bod x = 3 je bodem nespojitosti. Vzhledem k vySetfovanému intervalu vySetiujeme limitu,

ve které jde x k 3 zprava.

. —Xx=5
lim =400
X »3"—X+3

Nyni mizeme vySetfit limitu funkce v nevlastnim bod¢ -co.

—x-(1+§) 142
X—>I-im00:§_|__§:)( m—{—oo ;( X:—I>Imoo :)3(:1

Zjistime prvni derivaci funkce.

(—x—5),:(—x—5)'-(—x+3)—(—x—5)-(—x+3)':
—X+3 (—x+3)

_ —1(=x+3)-x—5 x-3-x-5_ -8

- (—x+3)? © (=x+32  (=x+3)

Prvni derivace funkce nema na vySetfovaném intervalu extrém. Funkce je na tomto

intervalu klesajici, jelikoz je prvni derivace na celém intervalu zaporna.

Zjistime druhou derivaci funkce.

(=B ) —(2(-x+3){-1))(-B) _~16(-x+3)_16x—48

(—x+3) (—x+3)° (—x+3)"  (=x+3)
Tato funkce je na celém vySetfovaném intervalu konvexni, jelikoZ je druha derivace kladna
na vysetfovaném intervalu. Druhd derivace je nulova pro bod x = 3. Tento bod ovSem

nepatii do defini¢niho oboru funkce.
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Nyni pomoci vSech vysledkl a informaci ze vSech intervall sestrojime graf vySetiované

funkce. Tento graf je zndzornén na nize uvedeném obrazku.

Obrazek 17: Graf funkce ptikladu €. 6 (Zdroj: Vlastni vypracovani v GeoGebra)
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Zavér

V prvni ¢asti mé bakalaiské prace jsem se zabyvala definici funkce a zakladnimi pojmy,
které se s timto pojmem poji. Soustiedila jsem se hlavné na pojmy, které piimo souvisi
s vySetfovanim pribéhu funkce o jedné proménné. V kazdé sekci byl proveden alespon
jeden ptiklad, ktery nazorn€ ukéazal problematiku dané ¢asti. Nékteré piiklady v prvni Casti
této prace byly doplnény o vysvétleni, aby Ctenar jasné pochopil, jak jsem dosla
k vysledku.

V druhé ¢asti bakalarské prace se nachézi fesené piiklady. Tyto piiklady jsou komplexnéjsi
nez fesené piiklady v prvni Casti. V této Casti totiz vysetiuji funkci od zacatku az do konce.
Ze ziskanych vysledki jsem byla vzdy schopna vytvofit kompletni graf prabéhu

vySetfované funkce.
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Resumé

This bachelor thesis pursues of the investigation of functions. At first define the term of
function. I write also about basic characteristic of function (for example domain, limits,...).
This theoretical part is explained by easy examples which help to understand this issue

better. The second part of my bachelor thesis contains several exercises with solutions.
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