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Abstrakt

Diplomova prace se zabyva dvouvybérovym Kolomogorovovym-Smirnovovym testem.
Hlavnim cilem je vysSetfit, jak zaokrouhleni vstupnich dat ovlivni vysledky testu o shodé
rozd€leni. V prvni ¢asti prace jsou popsany vysledky simulaci, v druhé ¢asti jsou uvedeny
vysledky pro konkrétni data. Namétem pro vznik této prace byla bakalafskd prace Martiny

Kocandové Srovnani vlivu relativniho véku ve sportu.

Klicova slova: dvouvybérovy Kolmogoroviiv-Smirnoviiv test, simulace, zaokrouhleni dat,

kriticka hodnota, chyba 1. druhu, silofunkce



Abstract

This thesis focuses on Two-sample Kolmogorov-Smirnov test. The main objective of the
thesis is to find out how the rounding of the input data affects the results of the hypothesis of
the same distribution. The first part of the thesis describes the results of the simulations. The
second part gives the results for specific data. The reason of this thesis was the bachelor thesis

of Martina Kocandova Comparison of the influence of the relative age in sport.

Keywords: Two-sample Kolmogorov-Smirnov test, simulation, data rounding, critical value,

type 1 error, power of a test
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1 Uvod

Cilem této diplomové prace bylo vySetiit vliv zaokrouhleni vstupnich dat na vysledek
dvouvybérového Kolmogorovova-Smirnovova testu o shod¢ rozdéleni. Hlavnim namétem pro
vznik prace byla bakalarska prace [1]. Studentka zvolila pro testovani shody vybéra data
narozeni sportovcll v hokeji, fotbale a Sachu. V nasem piipad¢ se omezime pouze na Sachisty.
Vsechna data vSak byla zaokrouhlena na celé mésice, tim byl poruSen ptedpoklad spojitosti
vybéri. V praci jsme si proto polozili otazku, zda zaokrouhleni vstupnich dat ovlivni vysledky
dvouvybérového Kolmogorovova-Smirnovova testu. Nejprve je popsana situace pomoci
simulaci a poté byly poznatky ovéteny na konkrétnich datech o Sachistech. Text je ¢lenén do

sedmi kapitol.

Druha kapitola je zaméfena na popsani dvouvybérového Kolmogorovova-Smirnovova testu.
Tento test byl pouzit pti vSech vypoctech. V kapitole je vysvétlen hlavni princip testu. Pro

ukézku je uveden 1 dikaz Smirnovovy véty, ktera popisuje rozdéleni testovaci statistiky.

Postup jednotlivych simulaci je uveden v tfeti kapitole. Obsahuje volbu a zplsob
zaokrouhlovani vybéra, které vstupuji do testovani. Zminény jsou sledované vystupni
parametry, které se mohou lisit vlivem zaokrouhleni. Je ukdzan postup odhadu kritickych

hodnot pro zvoleny test, které se mohou ménit praveé v zavislosti na mife zaokrouhleni.

Dalsi dvé kapitoly obsahuji rozbor ptipadi, pokud oba vybéry pochézeji z rovnomérného
nebo normalniho rozde¢leni. Simulace jsou provedeny pro rizné rozsahy vybérti a pro zmény
parametrti jednotlivych rozdéleni. Vzdy jsou porovnavany dva ptistupy. Prvni je, zanedbava-li

se zaokrouhleni vstupnich dat. A v druhém piipadé je zahrnut vliv zaokrouhleni do testovani.

V zavérecné casti jsou shrnuty vysledky pro konkrétni data o Sachistech. K dispozici byla data
narozeni Sachistli zaokrouhlena na mésice. VSechna uvedena data byla Cerpana z textu [1].
V praci jsou uvedeny vysledky testti pro tfi vybrané kategorie Sachisti. Je uvadén rozdil mezi
vysledky testovani se zanedbanim zaokrouhleni vstupnich pozorovani, a pokud miru

zaokrouhleni nezanedbavame. Vysledky jsou uvedeny v jednotlivych podkapitolach.

Vsechny vypocty a grafické vystupy byly provedeny v software Matlab a v MS Excel.

Vsechny zdrojové kody a vypocty jsou dostupné na ptilozeném CD.




2 Dvouvybérovy
Kolmogoroviiv-Smirnovtiv test

Kolmogorovliv-Smirnoviv test pro dva vybéry je pouzit pfi vSech testech uvedenych
v diplomové praci. V [1] byl pouzit pro porovnani dat narozeni Sachisti a ¢eské populace.
Kapitola uvadi formulaci testu, jehoz autory jsou Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov a Vladimir

Ivanovi¢ Smirnov.

Kolmogoroviiv-Smirnovuyv test patii do tfidy neparametrickych metod porovnavajicich shodu

rozdé€leni dvou vybért. Jako prvni zavedeme empirické distribu¢ni funkce. [2]

Necht’ Xy, ..., X;, je ndhodny vybér z rozdéleni s distribu¢ni funkei F.Proi =1, ...,m

_(1LproX; <x,
i) = {O, pro X; = x,
jsou nahodné veli¢iny. Nahodny proces F,(x) = % M. &(x) se nazyva empiricka

distribu¢ni funkce. Analogicky zavedeme empirickou distribu¢ni funkci G,(x) pro ndhodny
vybér Y;, ..., ¥, s distribuéni funkci G. UkaZeme, Ze pro takto zavedené empirické distribucni

funkce plati nasledujici tvrzeni. [2]

Véta 2.1 Pro kazdé x plati skoro jisté

m—co
Fq(x) — F(x)
Obdobné G,,(x) = G(x) skoro jisté pron — oo.

Diikaz:Vime, Ze pro pevné zvolena x jsou &;(x) nezavislé stejné rozdélené veli¢iny a plati pro

W

ne

P[§i(x) =1] =F(x), E§&(x) = F(x).

Dokazovani tvrzeni spociva na zakladé silného zakonu velkych C¢isel [3]. Oznaéme
Sm = 2%, &(x) jako soudet ndhodnych veli¢in a E(&;) = u je kone¢na stiedni hodnota.
Zakon velkych cisel nam ftikd, Ze s pravdépodobnosti jedna podil %m

konverguje pro

m — oo ke stfedni hodnoté u. Vidime, ze F,(x) =$ m&EM) :%’" konverguje pro



https://cs.wikipedia.org/wiki/Andrej_Nikolajevi%C4%8D_Kolmogorov
https://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=Vladimir_Ivanovi%C4%8D_Smirnov&action=edit&redlink=1
https://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=Vladimir_Ivanovi%C4%8D_Smirnov&action=edit&redlink=1

m — oo s pravdépodobnosti 1 ke své stfedni hodnoté, coz je pravé E&;(x) = F(x). Opét

analogicky plati pro G, (x).

Jeste silngjsi tvrzeni vyplyva z Glivenkovy véty, které navic tika, Ze S pravdépodobnosti
1 empiricka distribuéni funkce F,(x) konverguje k distribuéni funkci F(x), roste-li pocet
prvkii nahodného vybéru (m — o) stejnomérné. Neboli z dostateéné velkého statistického
souboru muzeme s pravdépodobnosti 1 =ziskat libovolné¢ podrobnou informaci

o distribuéni funkci F (x).

Véta 2.2 Glivenkova Oznacime si D, = sup,|F,(x) — F(x)|. Potom plati

P(lim Dy, =0) =1.

m—oo

Dtkaz Glivenkovy véty lze najit naptiklad v [4] na strané 340.

Pro porovnani dvou vybérui potfebujeme rozhodnout, zda pochazeji ze stejného rozdélent,
tedy zda plati F = G, rozdéleni F a G muze byt libovolné. Pii rozhodovani o shod¢ rozdéleni
se pracuje sodchylkou |E,(x) — Gn(x)|, konkrétn¢ Smaximalni odchylkou

supy|Fn(x) — G, (x)]. Znazornéni odchylky muzZzeme vidét cervené na Obrazku 2.1.

Obrazek 2.1: Odchylka empirickych distribu¢nich funkci




Necht' X3, ..., X, je ndhodny vybér pochazejici ze spojitého rozdéleni s distribuéni funkci
F,F, je empirickd distribu¢ni funkce vybéru a Yj, ..., Y, je ndhodny vybér pochazejici ze
spojitého rozd¢leni s distribu¢ni funkci G, G,, je empiricka distribu¢ni funkce vybéru. Necht
oba vybéry jsou navzajem nezavislé. Hypotézy o shod¢ rozdéleni formulujeme ve tvaru

(oboustrannou alternativu)

Hy:F =G
H:F #G.

ZVéty 2.1 uz vime, ze se empirické distribuéni funkce E,, G, pro m,n — o blizi

k distribu¢nim funkcim F a G.
Testovaci statistika pro dvouvybérovy Kolmogoroviv-Smirnoviv test je ve tvaru
Dypn = supy | B (x) — Gp(x)|,
varianta pro stejné rozsahy vybéru je pak ve tvaru
Dyn = supx|F(x) = Gp(x)].
Nulovou hypotézu H, na hladiné vyznamnosti @ nezamitame, pokud
D (@) > Dy,
naopak nulovou hypotézu o shod¢€ rozdéleni zamitame, pokud plati
Dpn(a) < D,

kde Dy, ,(a) je kriticka hodnota, urcend jako 100 * (1 — @)% kvantil rozdéleni veli¢iny D,y, ,
[2]
Pokud jsou veli¢iny X a Y spojité, rozdéleni veli¢iny D, , je vzdy stejné. Misto pfesné

hodnoty kvantilu se nékdy pouziva aproximativni hodnota, kterd vychazi z limitniho rozdéleni

Dy, . Aproximace ma v tomto piipad¢ tvar

+ ~ |——InZ




varianta pro stejné rozsahy

. 1, 2
Dy n(a) = ’;ln;.

Aproximativni kritickd hodnota je odvozena z limitni Véty 2.8, ktera bude uvedena pozdéji.

Kriticka hodnota nezévisi na rozdéleni veli¢in X a Y.
Nyni uvedeme jednostranné alternativy o shod¢ rozdéleni.

Hy:F =G
Hi:F >G.

Alternativa popisuje, ze vybér Xj,...,X,, pochazi zrozdé€leni, jehoz distribuéni funkce
nabyva ve vSech bodech vétSich hodnot nez druhd distribu¢ni funkce pro ndhodny vybér

Yi, ..., Y, Testovaci statika je ve tvaru
D+m,n = sup, (Fn(x) — Gn(x)).
Nulovou hypotézu H, na hladin€¢ vyznamnosti ¢ nezamitame, pokud

+x +
D imn(a) >D* .

n

naopak nulovou hypotézu o shodé rozdéleni zamitdme, pokud plati
D™ pn(a) < D%y,

kde D**,,, , () je kriticka hodnota.

V piipadé, ze alternativou budou zaporné hodnoty rozdilu mezi E,(x) a G,(x), formulujeme

hypotézy ve tvaru

Hqy:F =G
H:F <G.

Alternativa popisuje, ze vybér Xi,...,X;, pochazi zrozdé€leni, jehoz distribu¢ni funkce
nabyva ve vSech bodech mens$ich hodnot nez druhd distribu¢ni funkce pro ndhodny vybér

Yi, ..., Y,. Testovaci statistika je ve tvaru

D_m,n = Supx(Gn(x) - Fm(x))-




Nulovou hypotézu H, na hladin€ vyznamnosti @ nezamitame, pokud

D_ m,n(a) > D_m 1

n

naopak nulovou hypotézu o shodé rozdéleni zamitdme, pokud plati
D™ (@) <Dy,

kde D™, , () je kriticka hodnota.

K rozhodnuti, kdy odchylka |Fp, (x) — Gp(x)|, resp. (En,(x) — G,(x)) a (Gp(x) — Fp(x)),
dvou rozdéleni uz je vyznamna, lze pouzit tzv. Smirnovovy véty, které hovoii o presném
rozdéleni veliiny sup,|F,(x) — G,(x)|. V diplomové praci pti simula¢nich pokusech bylo
pocitano se shodnymi rozsahy vybérii. Dochazelo tedy k porovndni empirickych distribu¢nich
funkci F,(x) a G,(x). Dokazovat v praci proto budeme Smirnovovu vétu formulovanou
pravé pro shodné rozsahy vybéri. RUzné rozsahy byly pouZity v praci pii srovnavani

vysledku z [1]. Véta pro ruzné rozsahy bude uvedena na konci kapitoly.

Véta 2.4 (Pro jednostranny test) Pokud F(x) = G(x), potom

vl ) P-oco<x<oo I n y 0 jinak.

Véta 2.5 (Pro oboustranny test) Pokud F(x) = G(x), potom

n
lim P( | Sup_cocx<oo | Fn(X) = Gr(x)| <y) =

n—-oo 2

{K (y) proy > 0,
0 jinak,

kde K () = Zi_oo(—1)ke 267",

Pro dokadzani Smirnovovych vét jdou vyuzit Véty 2.6 a Véty 2.7 Koroljuka
a Gnédénka. V nasledujicim textu bude uveden dikaz Véty 2.4 limitnim piechodem
Véty 2.6 ([4] na stran¢ 426 nebo [5] na strané¢ 171) a bude uvedena myslenka dikazu
Véty 2.5.




Véta 2.6 Pokud {x} je nejmensi celé &islo, které neni mensi nez x, pokud c = {zv2n}

a zarovefi F(x) = G(x), potom

0 proz <0,

2n
P (\/gsup_oo<x<oo(Fn(x) - Gu(x)) < z) ={1- ((Zn)) pro0<z< Tzl

1 jinak.

Véta 2.7 Pokud {x} je nejmensi celé &islo, které neni mensi nez x, pokud ¢ = {zv2n}

a zaroven F(x) = G(x), potom

P <\/gsup—oo<x<oo|Fn(x) - Gn(x)l < Z)

Diikaz Vety 2.6: Jadro ditkazu spociva v feSeni kombinatorické tllohy. Nejprve si vytvoiime
sefazenou posloupnost XY 0 rozsahu 2n. Posloupnost vznikne sefazenim veli¢in X, ..., X,
avY,..,Y, podle velikosti. Nyni prvky posloupnosti XY nahradime ¢islem 1, pokud prvek
pochazi zvybéru Xi,..,X,a cislem —1, pokud pochazi z Y;,...,Y,. Takto vzniklou

posloupnost oznacime U 0 rozsahu 2n, K-ty prvek posloupnosti U oznac¢ime Uj.
Pi. X ={1,4,12},Y ={2,5,10}, XY = {1,2,4,5,10,12}, U = {1,-1,1,-1,-1,1},U; = 1

Nyni si zavedeme soucet prvnich k-¢lent posloupnosti U jako S, = U, + U, + ++- + Uj.. Pted

samotnym dokazovanim uvedeme jes$t¢ pomocné tvrzeni

1
SUP_co<x<oo (Fn(x) - Gn(x)) = ;maxlskSZTL(Sk)v

1
Sup—oo<x<oo|Fn(x) G (X)l =—- rrligé( |Sk|




kde &islo n(F,(x) — G,(x)) je rozdil mezi poétem prvkii posloupnosti X;, ..., X, mengich
nez x a po¢tem prvka Yi, ..., Y, menSich nez x. Hodnota vyrazu se méni jen tehdy, pokud
x presahne hodnotu XY, (K-ty prvek posloupnosti XY). Potom pomocné tvrzeni dokazeme
nasledujicim

SUP—eo<x<eot(Fn(6) = Gp(x)) = maxygezn (K (XY +0) = Gu(XYy +0)) = max S,

SUP_ <ol (1) = Gu()] = Mas ciaon MR (XY +0) = Gu(XY, +0)| = max |S].

Nyni mame piipravenou posloupnost U z ¢isel 1 a —1 a zavedeny vztah pro vyraz max Sk-
<ks=2n

Ptistoupime ke kombinatorickému postupu. Pocet vSech moznosti, jak takovou posloupnost
, . ;o ° . “v , . ov ° . 2n

U lze ziskat, je vybranim z 2n prvku (n jedni¢ek a n minus jedni¢ek) n prvkd, tj. (n ) Je

ziejmé, ze kazda takova vznikla posloupnost je stejné pravdépodobna, pokud jsou vybéry

Xq, 0 Xn

a Yy, .., Y, navzijem nezdvislé a stejné rozdélené. Pravdépodobnost kazdé takové

posloupnosti je (an) Z Véty 2.6 potiebujeme nalézt pravdépodobnost P(1n11<a)2( Sk < zV2n).
n sks2n

Pro  zjiSténi  této  pravdépodobnosti  musime  védeét, kolik  posloupnosti
U tuto podminku spliiuje. ReSeni lze zjistit pomoci grafického znazornéni. Na osu
y vyneseme k (pocet sCitanct Sj) a na osu x vyneseme hodnoty S, (soucet prvnich k-¢lenti
posloupnosti U). Vyneseme tedy body [S, k] a spojime je Carou. Tim kazdé mozné
posloupnosti

U ptitadime lomenou ¢aru v roviné vychazejici z bodu [0, 0], jejiz useky sviraji s osou
x +45°. Uhel 45° vychazi z nejjednodussi volby méfitka 1: 1 a v kazdém bodé& [Sy, k] méame
pravé dvé moznosti volby sméru. Tyto lomené ¢ary nazveme cesty. Kazda takova cesta bude
vychazet z bodu [0, 0] a bude kon¢it v bodé [0, 2n], jelikoz soucet vSech U musi byt vzdy

0 (nascitavame stejny pocet 1 a —1). Celkovy pocet k je rozsah posloupnosti U. Na Obrazku

2.2 spliuji nerovnost max S < zV2n body nalevo pifimky x = zv2n =c. Nerovnost je
sks2n

splnéna, jestlize cesta nema s ptimkou x = zv2n = ¢ Zadny spole¢ny bod, viz Obrazek 2.2.
Pocet takovych cest (posloupnosti) zjistime doplitkem k celkovému poctu cest, o kterém uz

vime, Ze je (21:1)




(0,2n)

1 X=c
sk

Obrazek 2.2: Cesta neprotinajici pfimku x = zvV2n = ¢

Pro zjiSténi poctu cest, které nemaji s pfimkou x = zv2n = ¢ Zadny spole¢ny bod, urime
nejprve pocet cest, které naopak alespon jeden spole¢ny bod maji. Na Obrazku 2.3 vidime
zobrazenou cestu, kterd ma s primkou x = zv2n = ¢ pravé jeden spole¢ny bod, cesta je
vyznacena Cerné. Tento pfipad je hrani¢nim pfipadem pro ¢ = n (jedind moznost vytvofeni). Je
to ptipad, kdy jde po sobé€ n-krat ¢islo 1 a n-krat ¢islo —1, aby byla splnéna podminka, ze skon¢ime
v [0,2n]. Vytvofenim zrcadlového obrazu ¢asti cesty podle piimky c¢ od jejich prvniho
spole¢ného bodu ziskame novou cestu zaéinajici v [0,0] a konéici v bodé [2c,2n], pro
hrani¢ni pfipad to je pfimka. Zrcadlenim uméle zménime smér cesty (vyznafena cerveneé),
nové useky sviraji sosou x opét +45° Takto se vytvoii vSechny cesty (pifiklad na
Obrazku 2.4), které maji s pifimkou c alespon jeden spole¢ny bod. Pokud si zvolime napf.

n—1=c, tak cesta mize zménit smér o jednou vickradt nez pro n = ¢, pocet cest bude

2n “r ; ;1 r ; v roee 2n
(n_ (n— 1)), s dalSim posunutim ziskdme vice moZznosti, tj. (n_c).




Y1 (02n)
(2¢,2n)
k
1
|
0 ]l_ X=C =n X
sk

Obrazek 2.3: Cesta protinajici pFimku x = zvV2n = ¢ = n, hrani¢ni ptipad

Y1 (o2n)
(2¢, 2n)

X=c<n

sk

Obriazek 2.4: Cesta protinajici pfimku x = zvV2n = ¢

Tudiz je ziskan dopln€k k poctu cest, které Zadny spolecny bod s ¢ nemaji. Nyni jiZ tento pocet

mizeme vy¢islit jako

(27?)-(112116 )
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Pro nalezeni pravdépodobnosti jevu S, < zv2n bylo zjisténo, kolik posloupnosti Uy, ..., Uy,
tuto podminku spliiuje a vydélime-li ho nyni poftem vSech moznych posloupnosti

Ui, ..., Uy, dostaneme

Vo) = GO-GI) g Gl
P(,mag, e < 2Vn) = 2=t = 1.
Nyni je mozno provést dikaz Véty 2.4 limitnim pifechodem Véty 2.6 pro zv2n = c, bude

vyuzito Stirlingova vzorce

n!
lim —————=1.

)
Diitkaz Vety 2.4:

y o) y (2n)! n! n!
o @ ot (n+ 0)l (n —c)! (2n)!

nln!
i
noh n+c)l(n—-oc)!

. 2mn (g)n 2mn (g)n
= lim = —
e 2n(n+ c) (n -el_ C>n 2n(n —c) (n ; C)

1 1
= lim n™?"(n+¢) 2" (n—c) 2 "¢
n—-o0o

= lim - < i >n (" " C)C
_”—’°°\/(n+c)(n—c) m+c)(n—-c)) \n+c
z/2n

. n ( n? >n<n—z 2n>
nggo\/(n_l_zm)(n_zm) (n+z\/ﬁ)(n—2\/%) n+zm

2z
Vn
\2z
n | (1 =X
n ( 272 222>222 < \/H
= lim <1 + >
n—oo n — 2z2 V2z
J(nﬂm)(n ) ( S
14+ —
Z)
e—Zz2 5
— 1 . 6222 . — e—Zz
8222
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Pro ukazku dikazu Véty 2.7 bude uvedena alespon graficka interpretace.

Myslenka je obdobna jako u piedeslého dukazu. Potfebujeme zjistit P (1rr11(a)2( |Sk| < zV2n).
<Kk<2n

Kwviili absolutni hodnoté nyni budou zkoumany cesty, které nemaji Zadny spole¢ny bod ani

s jednou z piimek x = +zv2n = +c. Pfiklad takové cesty je uveden na Obrazku 2.5.

Y} (0,:2n)

K=-C x=c

Sk

Obrazek 2.5: Cesta neprotinajici pfimku x = +zv2n = +c

Opét podet cest (ozna¢ime N,) neprotinajicich piimky x = +zv/2n = +c budeme hledat pies
doplnék k celkovému poctu cest, ktery je (21;1) Celkem mohou nastat tfi varianty, cesta
S pfimkou nema zadny spolecny bod (Obrazek 2.5), cesta ma spolecny bod jen s jednou

z pfimek (Obrazek 2.6), nebo cesta ma spole¢ny bod s obéma piimkami (Obrazek 2.7).

12



(0,2n)

N+

X=-c X=c

sk

Obrazek 2.6: Cesta protinajici pravé jednu z piimek x = +zv2n = +c

Na Obrazku 2.6 je vidét variantu, kdy cesta ma jeden spole¢ny bod pouze s jednou z piimek
(bud x = ¢ vyznafena Cerng, nebo x = —c vyznaena Cerveng), pocet takovych cest
ozna¢ime N, N_. Ptiklad cesty, ktera ma nejdiive spoleény bod s x = ¢ a poté s x =-c, je
uveden na Obrazku 2.7, takovou cestu budeme znaéit N,_. Nyni je hrani¢nim pfipadem
varianta pro dotyk obou ptimek ¢ = n/2, nebot’ pofet 1 a —1 musi byt opét 2n a cesta je
z usekll vzdy po i z 2n, tj. n/2. Zrcadleni se provede nejprve podle x = ¢, za prvnim
spole¢nym bodem s touto ptimkou (Cervené) a poté takto vzniklou cestu zrcadlime podle
ptimky x = 3¢ od jejiho prvniho spole¢ného bodu s cestou (modie). Tim ndm vznikla cesta

za&inajici v [0, 0] a kon¢ici v bodé [4c, 2n]. Cely dikaz lze najit napt. v [4].
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Y (0,2n) | {4c,2n)

N+ - |

x=3c

X=-C x:r_':n)’
i

sk

Obrazek 2.7: Cesta protinajici nejprve pfimku x = zv2n = ¢ a potom p¥imku x = —zv2n = —c,

hrani¢ni pripad

Na zavér kapitoly je uvedena jesté Smirnovova véta pro rizné rozsahy vybéru. Jeji dikaz lze

najit napt. v [6].

Véta 2.8 Pokud F(x) = G(x), potom

lim P(

mmn—-oo m

m
nsup—oo<x<oo|Fn(x) - Gm(x)l < y) = K(y):
2

kde K(y) = 1— 255, (—1)k+Le 2k

Nelimitni pfipad véty lze nalézt napt. v [5] na stran€ 175 nebo v [7] na strané 1452.
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3 Simulace a zaokrouhlovani dat

Zamérem prace bylo vySetfit vliv zaokrouhleni dat na vysledky dvouvybérového
Kolmogorovova-Smirnovova testu. V [1] Kocandova testuje, zda se rozdéleni dat narozeni
Sachisti shoduje s rozdélenim dat ceské populace. Pti testovani pouziva zaokrouhleni

vstupnich dat na mésic narozeni, tim je poruSen piedpoklad spojitosti rozd€leni.

Pivodni model pfedpoklada, ze Xi,...,X,, je ndhodny vybér pochézejici ze spojité¢ho
rozd€leni a Y;,...,Y, je ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni, my mame ale k dispozici
zaokrouhlené hodnoty X&,.., X% a Y&, .., Y& Pokud bude vyhodnocen test s kritickou
hodnotou Dy, ,(a) pro spojity piipad, ziska se vsak jina hodnota pravdépodobnosti chyby 1.
druhu nez a. Budeme se tedy zabyvat vlivem zaokrouhleni na vysledek dvouvybérového KS

testu. Budou sledovany zmény chyby 1. druhu, silofunkce, kritické hodnoty.

3.1 Kriticka hodnota pro zaokrouhlena data

Kritickou hodnotu ,,spravnou®, Kktera zahrnuje skuteCnost, Ze nahodny vybér obsahuje
zaokrouhlend pozorovani, oznacime D,’n,n (a). Tato ,,spravna‘“ kriticka hodnota se méni pro
rlizné miry zaokrouhleni, rozsahy vybéri i pro zvolena rozdéleni. P¥ibliznd hodnota D, , (@)
byla ziskana simula¢né. Pro dvouvybérovy Kolomogoroviiv-Smirnoviv test pro zaokrouhlena
pozorovéni byla ziskéana pfiblizna Dy, ,, (@) pomoci 100010 simulaci. P¥i kazdé simulaci byla
vygenerovana testovaci statistika, pomoci funkce v software Matlab [Dm,n] = kstest2(x,y).
Pro kazdou miru zaokrouhleni, rozdéleni a velikost rozsahu byla provedena nova sada
simulaci. Tim se pro kazdou kombinaci rozsahu, rozdéleni a miry zaokrouhleni ziskalo
100010 testovacich statistik D, . JelikoZ ndmi zvolena hladina vyznamnosti testu byla
a = 5 %, hledali jsme pro urceni kritické hodnoty Dj, (@) 95% kvantil, ktery jsme odhadli
95% vybérovym kvantilem z 100010 nasimulovanych testovacich statistik. Pocet simulaci
100010 byl volen, aby hodnota D;y, ,(a) byla uréena jednozna¢né. Pokud by simulaci bylo
presné¢ 100000, mohl by nastat ptipad, kdy by 95% vybérovému kvantilu odpovidal cely
interval. Nelze tim vSak podchytit pfipad, ze pro vice simulaci vyjde stejnd hodnota D, ,,.
Pokud se pro nezaokrouhlené vybéry pouZije odhadnuté kritickd hodnota D}y, ,(«), mély by se
ziskat srovnatelné vysledky jako pfi pouziti Dy, , ().

Ptiklad ziskéni jedné D}y, ,(@) je uveden na Obrézku 3.1. Vyznaceny jsou histogramy &etnosti

testovacich statistik ze simulaci Kolomogorvova-Smirnovova testu pro dva vybéry
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z normalniho normovaného rozd€leni o rozsahu 100, oba vybéry jsou zaokrouhleny na
poloviny (zelen¢). Pro srovnani je vyznaCen histogram testovacich statistik 1 pro
nezaokrouhlena data (modfe). V grafu je vyznacen 95% kvantil (¢ervené) pro nezaokrouhlena
data (D;, »(a)) a pro zaokrouhlend data (D}, ,(@)). Histogramy se ptiblizng 1i§i posunutim.
Zeleny histogram pro zaokrouhlené pozorovani je mirné piiklonén doleva. Hodnoty
odhadnutych kritickych hodnot se lisi o 0,3. Pro porovnani uvadime jest¢ empirické

distribu¢ni funkce na Obrazku 3.2, kde se také mize pozorovat posun zhruba o 0,3.

25 T T T T T T

A

0.19: 95%-ni kvantil pro
nezackrouhlena data

0.16: 95%-ni kvantil pro
zaokrouhlend data =

| | Zaokrouhleni na poloviny |

cetnost

[ | | Bez zaokrouhleni

05

0 0.05 01 . U__15 02 0.25 03 0.35
Testovaci statistika

Obriazek 3.1: Simulace kritické hodnoty pro KS test mezi vybéry z N (0, 1) o rozsahu 100 (bez

zaokrouhleni a se zaokrouhlenim na poloviny)
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Obrazek 3.2: Empirické distribu¢ni funkce pro nasimulované testovaci statistiky

Stejnym  postupem  byla ziskdna D, ,(a) pro vyhodnoceni dvouvybérového
Kolomogorvova-Smirnovova testu Sriznymi rozsahy vybérl, rozdélenim a mirou
zaokrouhleni. Nyni se mohou porovnat vysledky, kdyz je zanedbavano zaokrouhleni, a kdyz

je pouzita spravna kriticka hodnota.

Jednim z kritérii pro porovnani vysledkti byla zvolena pravdépodobnost chyby 1. druhu.

Hodnoty se ziskaly nasledujicim postupem

1. Provede se 1000 simulaci, a tim se dostane 1000 krat vybér xa y o uréeném

rozsahu n z daného rozdéleni.
2. Hodnoty vybért se zaokrouhli podle zvolené miry.

3. Pro kazdou miru zaokrouhleni zvlast' se vyhodnoti KS test, nejprve s hodnotou

Dy, n(@) a pak s hodnotu Dy, ().

4. Secte se pocet pripadl, kdy byla Hy zamitnuta, a pocet se vyd¢€li po¢tem simulaci.

Tim se ziska odhad pravdépodobnosti chyby 1. druhu.

Dalsi kritéria porovnani vysledkt jsou naptiklad sila testu a zména kritické hodnoty.
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3.2 Volba miry zaokrouhleni

Variant miry zaokrouhleni je mnoho. Bude ovéfen piedpoklad, Ze ¢im vétsi zaokrouhleni, tim
vetsi vliv na vysledek budeme pozorovat. Je ovSem zbyte¢né volit ptili§ malé zaokrouhleni.
Jako kritérium pro zvolenou miru byl vytvofen graf, ktery je uvedeny v Obrazku 3.3.
Testovani prob&hlo mezi ndhodnymi vybéry s distribuéni funkci normélniho normovaného

rozdé€leni o rozsazich 100. Symbol ,,/* odpovida vybérim bez zaokrouhleni.

Ppst chyby 1. druhu
o
&
L 4

Mira zaokrouhleni

Obrizek 3.3: Volba miry zaokrouhleni

V grafu je vynesena pravdépodobnost chyby 1. druhu v KS testu s kritickou hodnotou
Dy, () v zavislosti na mife zaokrouhleni. Jako hranice tedy byla zvolena mira zaokrouhleni
1073, pii zaokrouhleni na vice desetinnych mist ptedpokladdme obdobné vysledky jako pfi

nezaokrouhleni. Zptuisob zaokrouhleni v software Matlab je uveden Tabulce 3.1.

0

round(x*2)/2

0,25 round(x*4)/4;
0,2 round(x*5)/5;
0,2 roundn(x, -1);

0,17 roundn(x, -2);

0,166 roundn(x, -3);
0,165648 /

Tabulka 3.1: PouZiti zaokrouhleni v software Matlab pro hodnotu x = 0,165648
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Pro zaokrouhlovani byly vyuzity funkce round(x) a roundn(x, a). Prvni funkce zaokrouhli

¢islo x na cela ¢isla, druha funkce ¢islo x zaokrouhli na nejblizsi nasobek 10.
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4 Rovhomeérne rozdeleni

Pro simulacni testy bylo zvoleno rovnomérné a normalni rozdéleni. V této kapitole se budeme
zabyvat rovnomérnym rozdélenim na intervalu (a, b), dle jen R(a, b). V simulacich jsme se
omezili pouze na vybér z R(0,1). Pro simulaci v software Matlab byla pouzita funkce
x =rand(n,1), kde n je zvoleny rozsah. K libovolnému intervalu (a,b) se lze dostat

linearni transformaci
Y=a+(b—-a)=*X,
kde X~R(0,1) aY~R(a, b).

Proto se budou jako reprezentativni piipad simulovat data pouze z R(0,1). Vysledky
dvouvybérového KS testu pro R(0,1) a R(a,b) budou shodné pro nezaokrouhlena
pozorovani. Dostane se shodna kriticka hodnota i testovaci statistika. Posouvaji se jen

hodnoty x a y, ale hodnoty empirickych distribu¢ni funkci F,, a G,, se neméni, protoze plati
E,(a+ (b —a)x) = E,(x).

Pokud se pouziji zaokrouhlené vybéry, transformaci a naslednym zaokrouhlenim uz nemusi
byt odpovidajici hodnoty ptivodnimu vybéru z R(0, 1). (Napf. Pro jedno pozorovani z vybéru
z R(0,1) se zaokrouhlilo nahoru, ale transformované pozorovani z vybéru z R(a,b) se
zaokrouhlilo dold.) Vysledky by zhruba mély byt stejné, pokud Se zvoli odpovidajici
zaokrouhleni a velikost intervalu (a, b). (Napf. Zaokrouhli-li se vybéry z R(0,1) na dvé
desetinna mista a transformované vybéry z R(0,10) na jedno desetinné misto, ziskaji se
shodné vysledky. Analogicky dostaneme shodné vysledky pro vybéry z R(0, 1) zaokrouhlené

na poloviny a transformované vybéry z R(0; 0,5) na étvrtiny.)

Vzdy bylo provedeno 1000 simulaci, tj. 1000 krat se negenerovaly dva vybéry
z R(0,1) a vyhodnatila se shoda rozdéleni pomoci funkce kstest2(x,y) v software Matlab.
Pro kazdou sadu simulaci byly vybéry zaokrouhlovany riznou mirou, ziskané vysledky ze
zaokrouhlovani jsou tedy vzdy provedeny na stejnou sadu dat. V kapitole bude ukazan
zaroven s vlivem zaokrouhleni také vliv velikosti rozsahu vybéru a vliv transformovani

R(0,1).
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4.1 Zména rozsahu
Pii simulacich byl zvolen rozsah vybéri od 10 do 1000. V Tabulce 4.1 jsou pro ukazku
uvedeny nasimulované kritické hodnoty Dj,,(a). Ztabulky je vidét, ze &m vétsi

zaokrouhleni, tim je zména Dy, () vé&tsi. Z toho Ize vyvozovat, ze pokud se vstupni data

zaokrouhli pfili§, mize nastat situace chybného vyhodnoceni KS testu pii pouziti Dy, ,, ().

Tabulka 4.1: Nasimulované kritické hodnoty pro vybéry rovnomérného rozdéleni

Pro rozsah vybéru 10 se nasimulovand kritickd hodnota Dj,,(a) lisila od Dj, ,(a) pii
zaokrouhleni 107!. Ale napiiklad pro rozsah 200 se kritické hodnoty lisily jiz pro
zaokrouhleni 1072, V Tabulce 4.2 a v Tabulce 4.3 jsou uvedeny pravdépodobnosti chyby
1. druhu.

0,019 0,01
0,05 0,049 0,043 0,023 0,017 0,012 0,005
0,046 0,044 0,032 0,016 0,012 0,007 0,004
0,044 0,042 0,035 0,021 0,017 0,01 0,004
0,04 0,039 0,029 0,018 0,011 0,008 0,004
0,046 0,043 0,032 0,016 0,016 0,007 0,005

Tabulka 4.2: Pravdépodobnosti chyb 1. druhu KS testu s Dy, ,(a)

V Tabulce 4.2 vidime sestupnou tendenci vysledkl v zavislosti na mife zaokrouhleni, tj. ¢im
vetsi zaokrouhleni, tim mensi pravdépodobnost chyby 1. druhu. Provedena sada testd

zanedbavala zaokrouhleni vstupnich dat. Pokud se vybéry zaokrouhlily na poloviny, je
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pravdépodobnost chyby 1. druhu piiblizn¢ 10 krat mensi nez pro nezaokrouhlené vybéry..
Ziskané vysledky jsou graficky zndzornény na Obrazku 4.1. Kazda lomena ¢ara odpovida

jinému stupni zaokrouhleni. Pii menS$ich rozsazich vybéra se vliv zaokrouhleni jevil nepatrné

mensi.
0,06
5 0,05 N
< v /
~
E 0,04 —— 10°(-3)
_Q: 0,03 == 10"(-2)
S 002 = 10°(-1)
[%0)
o3 —i—
& 001 1/5
-0—1/4
O T T T T 1
0 200 400 600 800 1000 112
Rozsah vybéru

Obriazek 4.1: Graf s vysledky KS testu s D, ,(a), R(0,1)

Nyni bude porovnan ptipad, kdy se vyhodnoceni testu provede pomoci nasimulované
D, (). Kazdé mife zaokrouhleni odpovidd vyhodnoceni KS testu s piislusnou D}, ,(a),

vysledky jsou uvedeny v Tabulce 4.3 a grafické znazornéni na Obrazku 4.2.

Tabulka 4.3: Pravdépodobnosti chyb 1. druhu KS testu s D}, , (o)

Z vysledkl je patrné, Ze pouzitim D, ,(a) jsme ziskaly vyrazné odlisné vysledky nez
s pouzitim Dy, ,(a). Pfi nizsich rozsazich vysledky osciluji z diivodu, Ze pii simulacich

D (@) mame k dispozici malo pozorovani, ze kterych se testovaci statistika pocita. Pfi
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rozsahu piiblizné od 200 se ale vysledky ustaluji piiblizné na hladiné pravdépodobnosti
chyby 1. druhu 5 %. Pro vysledky s vyhodnocenim s D;,, () byly spo¢itany také intervaly
spolehlivosti. Hodnoty v Tabulce 4.3 jsou pfiblizné srovnatelné, proto bude uveden piiklad
pro jednu hodnotu. Pro rozsah 300 a zaokrouhleni na ctvrtiny vySel 95% interval
spolehlivosti (0,0287;0,0533). Je zjevné, Ze pii zvétSeni poctu simulaci se bude interval

spolehlivosti zuzovat.
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0 200 400 600 800 1000

Rozsah vybéru

Obrazek 4.2: Graf s vysledky KS testu s D}, ,(a), R(0,1)

4.2 Zména sklonu

Nasledujici kapitola je zaméfena nejen na vliv zaokrouhleni vstupnich dat, ale i na moznost,
ze druhy vybér nepochazi piimo z R(0,1), budeme tedy zjistovat silu testu pii vybrané
alternativé. Misto rovnomérného rozdéleni, bude mit druhy vybér linearni hustotu na intervalu

(0,1). Zptsob ziskani jednoho takového rozdéleni je popsan nize.

Nejprve uvedeme funkci hustoty pro rovnomérné rozdéleni, X~R (0, 1)

0 prox <0,
f(x)={1 pro0<x <1,
0 prox > 1.

Hledame transformované rozdéleni R~R*(0,1, a), aby platilo

0 pror <0,
f(r) = {ar +b pro 0 <r < 1,(a,b kosnstanty),
0 pror > 1.
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0 pror <0,

T
2
ar
F(r) = f(at+b)dt=7+br pro0 <r <1,
I0

k 1 pror > 1.

Pro simulaci hodnot, které se budou fidit distribu¢ni funkci z lineérniho rozdéleni R*(0, 1, a)

je potieba provést inverzni transformaci.

Kde X~R(0,1) a konstanty a, b jsou konstanty linearni funkce. Konstanta b zavisi na volbé
parametru a. Zavislost lze vyjadfit jako b =1 — %a. V dal$im simulovani se bude ménit

pravé smérnice (,,sklon*) a (tim se méni i parametr b). Piiklad simulace nahodného vybéru
z rozd€lni s distribuéni funkci pro R*(0,1,a) je uveden na Obrazku 4.3, pro srovnani je

uveden i histogram nahodného vybéru z rozdélni s distribu¢ni funkei pro R(0, 1).

1200 T T T T 1400

1000 12001

1000 |
800

cetnost 800
500
500

400
400

200 200

Obrazek 4.3: Histogramy ¢etnosti pro rozsah vybéru 10000, vlevo simulace nahodného vybéru z rozdélni

s distribucni funkci pro R(0, 1), vpravo nahodny vybér z rozdéleni s distribué¢ni funkei pro R*(0; 1;0,5)
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Nyni si polozime otazku, zda zaokrouhleni obou vybéra zastie sklon jednoho z vybért, ktery
je upraven transformaci na R*(0,1, a). Vysledky pokusu se zanedbanim zaokrouhleni jsou

uvedeny na Obrazku 4.4, bylo provedeno 1000 simulaci s rozsahy vybéra 1000.

1
0,9
0,8 /
5} 017 /\
206 e 10°(3)
505 =t 107(-2)
=04
0 == 107(-1)
01 4 ——1/4
O T T T T T 1 1/2
0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60
smérnice a

Obrazek 4.4: Vysledky KS testu s D;, ,(a) pro nahodny vybér z rozdélni s distribu¢ni funkei pro R(0,1)

a nahodny vybér z rozdélni s distribué¢ni funkei pro R*(0, 1, @) se zménou sklonu

A4

Z grafu lze vy¢ist, ze pravdépodobnost zamitnuti H, pro zaokrouhleni na poloviny je niz$i nez
pravdépodobnost zamitnuti u nezaokrouhlenych vybéra. Napiiklad pro smérnici a = 0,6 je
vysledek sily testu s nezaokrouhlenymi daty o 34 % vys$i neZ se zaokrouhlenim na poloviny.
Test pii zanedbani zaokrouhleni na poloviny mé ve skute¢nosti chybu 1. druhu niz$i nez a.
Z toho lze vyvozovat, ze pokud se nebere v Givahu zaokrouhleni vstupnich dat, tak vlivem
zaokrouhleni se mohou zkreslit vysledky KS testu, a tim i caste¢né zastfit rozdily

V testovanych vybérech. Varianta svyhodnocenim KS testu s Dy, ,(a) je uvedena

v Obrazku 4.5.
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Obrazek 4.5: Vysledky KS testu s D}, ,(a) pro nahodny vyb&r z rozdélni s distribu¢ni funkei pro R(0,1)

a nahodny vybér z rozdélni s distribuéni funkei pro R*(0,1, a)

Po pouziti odhadu kritické hodnoty Dj,,(@) jsou rozdily vysledkil sr@iznymi stupni
zaokrouhleni minimalni. Pokud se tedy bere vtvahu zaokrouhleni vstupnich dat, tak
vyhodnoceni KS testu mezi vybéry z R(0,1)a z R*(0,1,a) je témét totozné jako pro

nezaokrouhleny vybér.
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5 Normalni rozdéleni

Dalsi sada simulaci byla provedena na nahodnych vybérech z normélniho rozdé€leni se sttedni
hodnotou u a rozptylem o2, dale N(u,02). V software Matlab byla pouzita funkce
random('normal’, u, a2,n), kde u je stiedni hodnota, a2 rozptyl a n je rozsah vybéru. Jako
reprezentativni piiklad rozdéleni N (u, 02) bylo zvoleno normalni normované, tj. N(0, 1). Lze

totiz ukazat (viz nize), Ze k libovolnému N (u, 62) se lze dostat transformaci N (0, 1).
Ma-li ndhodna veli¢ina X rozdéleni N (0, 1), pak pro ndhodnou veli¢inu

Y=pu+oX
plati, ze Y~N(u, 62).

Zde nastava obdobny piipad jako pro rovnomérné rozdéleni. Vysledky KS testu budou shodné
i po transformaci N(0,1) na N(u, 02) pro nezaokrouhlena pozorovani. Vlivem zaokrouhleni
transformovaného vybéru muize dojit opét k odliSnym vysledklim, ale u zaokrouhlenych

vybérii by vysledky mély byt zhruba stejné.

V této kapitole se budeme zabyvat zménou rozsahu a odchylkou od N(0,1) pomoci

parametr( u a 0. Viechny variace simulaci byly provedeny s rliznymi mirami zaokrouhleni.

5.1 Zmeéna rozsahu

Nejprve jsme opét nasimulovali odhad kritické hodnoty Dj,, (@) pro rozsahy vybérd od 10 do

1000. Priklad simulaci odhadu je uveden v Tabulce 5.1.

0,6000 0,6000 0,6000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000
0,1900  0,1900 0,1900 0,1800 0,700 0,1700 0,1600
0,1350  0,1350 0,1300 0,1250 0,200 0,2200 0,1100
0,1100  0,1100 0,1067 0,1033 0,0967 0,0967  0,0900
0,0840  0,0840 0,0840 0,0780 0,0760  0,0740  0,0700
0,0600  0,0600 0,0590 0,0560 0,0540  0,0530  0,0500

Tabulka 5.1: Nasimulované kritické hodnoty pro vybéry z normalniho rozdéleni
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Kriticka hodnota Dy, ,, (@) pro zaokrouhleni 1073 se pro viechny délky rozsahi jevila totozna
jako bez zaokrouhleni. Z toho lze usuzovat, ze zaokrouhleni na tfi desetinna mista uz je
zanedbatelné. Z vysledku je vidét, ze pro rozsah 300 se kriticka hodnota nyni méni pro kazdy
dalsi stupenn zaokrouhleni. Grafické znazornéni vysledkd KS testu pii zanedbani zaokrouhleni
pro rizné rozsahy nahodnych vybéru z rozdé€lni s distribu¢ni funkci N(0,1) je uvedeno na

Obrazku 5.1. Kazd4 lomena ¢ara odpovida jinému stupni zaokrouhleni.
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Obrazek 5.1: Graf s vysledky KS testu s Dy, ,,(a), N(0,1)

Z Obrazku 5.1 je mozné vycist, ze mira zaokrouhleni mize mit velky vliv na vysledky
dvouvybérového KS testu. Pro dva nahodné vybéry z rozdé€lni s distribu¢ni funkci N(0,1) je
vliv rozsahu vybéri mensi piiblizné do rozsahu 50. Od rozsahu 300 se hodnoty
pravdépodobnosti chyb 1. druhu pfiblizné ustaluji. V grafu lze pozorovat setazeni vysledku
Vv zavislosti na mife zaokrouhleni (nejvétsi zaokrouhleni odpovida nejmensi pravdépodobnosti
chyby 1. druhu). VSechny sady simulaci KS testi uvedené na Obrazku 5.1 byly také

vyhodnoceny se simulovanou hodnotou Dy, ,(@). Vysledky jsou uvedeny na Obrazku 5.2.
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Obrazek 5.2: Graf s vysledky KS testu s D, ,(a), N(0,1)

V grafu nyni pozorujeme ustaleni vysledki pfiblizné na hladiné a = 0,05. Pii velikosti
rozsahu do 200 je vidét stale kmitani kolem hodnoty 0,05. Nicméné vSechny vysledky jiz jsou
srovnatelné s vysledky KS testu bez zaokrouhlenych hodnot. Pouzitim hodnoty Dy, ,(a) jsme
vzali v ivahu zaokrouhleni vstupnich dat, a tim jsme dostali odpovidajici vyhodnoceni testu.

Zvyraznéni rozdilu pouziti mezi Dy, , (@) a Dy, () je ukazéno na Obréazku 5.3.

Rozsah nahodnych vybéra 100

0,05
0,04 _b./.\ / :
=&="Pouziti Dm,n*

0,02 - == Pouziti Dm,n!

Ppst chyby 1.druhu
o
o
w

O T T T T
12 U4 15  10M-1) 107(-2) 10°(-3) [

Mira zaokrouhleni

Obrazek 5.3: Rozdil vysledku KS testu s pouzitim D}, ,(@) a D}, ,(a), N(0,1)

Rozdil vysledkii je ukdzédn na ptiklad¢ velikosti rozsahu vybérit 100. Nyni je mozné

pozorovat snizovani rozdilu mezi vysledky se zmensujici se mirou zaokrouhleni.
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5.2 Zména u

V nasledujicim odstavci se bude aplikovat dvouvybérovy KS test pro jeden nahodny vybér
z rozdélni s N(0,1) a druhy s N(u, 1), kde parametr 4 budeme ménit. Budeme sledovat, jak
mira zaokrouhleni ovlivni vysledky testovani dvou alternativ, které se 1iSi posunutim pu.
Zvoleny krok zmény pu byl nastaven na 0,1. Pfi jiné volbé kroku se dosahovalo pfiblizné
totoznych vysledki. Pokud se testovala zména u od —1 do 1, vysledky byly témét symetrické
(vlivem zaokrouhleni mize dojit k nepatrnym rozdilim), proto se v praci uvadi pouze
vysledky pro interval (0,1) a krok zmény 0,1. Opét bude porovnavana varianta KS testu
S Dy, (@) (viz Obréazek 5.4) a s Dy, () (viz Obrazek 5.5).

1.2
1 =
0,8 /
3
£ ~8— 107(-3)
E 0,6 == 107(-2)
iz == 107(-1)
04 -
—=1/5
02 —o—1/4
1/2
0 -u" T T T T 1
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00
n

Obriazek 5.4: Vysledky KS testu s D;, ,(a) pro nahodny vybér z rozdélni s distribu¢ni funkei pro N(0,1)

a nahodny vybér z rozdélni s distribu¢ni funkci pro N(u, 1) se zménou u

Na Obrazku 5.4 je vidét vyhodnoceni KS testu pro dva ndhodné vybéry z rozdélni s riznou
distribu¢ni funkei N(0,1) a N(u,1). V grafu lze pozorovat, ze naptiklad pro hodnotu
parametru pu = 0,4 pfi zanedbani zaokrouhleni na poloviny spravné zamitame H, na hladiné
vyznamnosti 5 % ve 46,4 % ptipadi, prestoze pro nezaokrouhlena vstupni data Sse zamita

celkem pro 68,2 % pripadi.
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Obrazek 5.5: Vysledky KS testu s D}, ,(a) pro nahodny vybér z rozdélni s distribu¢ni funkei pro N(0, 1)

a nahodny vybér z rozdélni s distribu¢ni funkci pro N(u, 1) se zménou u

Nyni po vyhodnoceni testu s Dy, (a) jsou vysledky viech sad testi prakticky totozné
s vysledky testd s nezaokrouhlenymi pozorovanimi. Konkrétné pro hodnotu parametru
u = 0,4 pfi zaokrouhleni na poloviny spravné zamitime H, na hladin¢ vyznamnosti 5 % ve
62,9 % ptipadli a pro nezaokrouhlend vstupni data zamitdme celkem ve 68,2 % piipadu.

Vysledky se 1i8i v fadech setin. Jesté se podivame na vysledky podrobnéji, viz Obrazek 5.6.
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Obrazek 5.6: Srovnani vysledki pro stfedni hodnoty 0, 2; 0,4; 0, 6, vlevo vysledky s D, ,,(a) avpravo s
D3y (@)
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Na Obrazku 5.6 |ze porovnat rozdil mezi vyhodnocenim s Dy, (@) @'s Dy, (). Vlevo maji
lomené cary sklon v zavislosti na mife zaokrouhleni. Vpravo naopak jsou lomené ¢ary témeét

konstantni a vliv zaokrouhleni uz neni znatelny.

5.3 Zména o?

Jako dalsi sledovany parametr normalniho rozdéleni byl zvolen rozptyl. Dvouvybérovy KS
test bude proveden pro jeden nahodny vybér z rozdélni s distribu¢ni funkci N(0,1) a druhy
s distribu¢ni funkci N(0,02), kde parametr g2 budeme ménit. Vysledky jsou uvedeny pro

parametr od 0,3 do 3,05, krok byl zvolen 0,25.
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Obrazek 5.7: Vysledky KS testu s Dy, ,(a) pro nahodny vybér z rozdélni s distribu¢ni funkei pro N(0,1)

a nahodny vybér z rozdélni s distribu¢ni funkci pro N(0, 6%) se zménou o>

Z Obrazku 5.7 vyplyva nasledujici. Pokud se zanedbava zaokrouhleni na poloviny pro
0?2 =1,8, tak se hodnota silofunkce od piipadu bez zaokrouhleni ligi o 0,243.
Vyhodnoti-li se vak test s Dy, ,(a), dostavame rozdil v silofunkei pro stejny ptipad uz jen

0,024, tedy po ptihlédnuti k zaokrouhleni témét nulovy, viz Obrazek 5.8.
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Obrazek 5.8: Vysledky KS testu s D}, ,(a) pro nahodny vyb&r z rozdélni s distribu¢ni funkei pro N(0, 1)

a nahodny vybér z rozdélni s distribu¢ni funkci pro N(0, 6%) se zménou o>

Na zavér kapitoly jesté bude ukazan priklad, kdy se zméni oba parametry normalniho
rozdéleni. Takovych kombinaci je ovSem nespocetné. V praci na Obrazku 5.9 je uvedena

alesponi jedna varianta. Rozsah vybérii byl zvolen 100.
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Obrazek 5.9: Rozdil vysledku KS testu s pouzitim D, ,(«) a D, ,(a), jeden vybér pochazi z N(0, 1),
druhy vybér pochaziz N(0,2;1,7)

V grafu jsou vyneseny silofunkce pro dvouvybérovy KS test. Jeden vybér pochazel
Z normalniho normovaného rozdéleni, druhy vybér z normalniho rozdéleni s parametry
pu=0,2aa0?=1,7. Pt pouziti kritické hodnoty se zanedbanim zaokrouhlenim na poloviny,

tvrtiny, pétiny a 1071 se dosahuje nizsich hodnot silofunkce nez pii vyhodnoceni testu
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| 4 r v e v ror r r r .
S D (). Je mozné také vyvozovat, ze pii snizovani miry zaokrouhleni se rozdil mezi

vyhodnocenim s Dy, , () a Dy, ,(a) minimalizuje.
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6 Sachisté

Motivaci pro vznik prace byly vypoéty z bakalaiské prace Kocandové [1]. Studentka se
snazila identifikovat vliv relativniho véku u Sachisti, tj. vysledovat vliv data narozeni na
sportovni vysledky. V praci mimo jiné také uvadi vysledky pro hrace hokeje a fotbalu.
K dispozici bylo vSak malo vstupnich dat, proto i diplomova prace se zaméfuje na data
z prostfedi Sachového svazu Ceské republiky. Vsechna vstupni data uvedena v nasledujici
kapitole jsou Cerpana z [1] a z [8]. K dispozici byly udaje ze dvou databazi, z roku 2010
a z roku 2015. Sachisté jsou fazeni do riiznych mladeznickych Kkategorii. Pro hochy to jsou
kategorie H10,H12,H14,H16,H18 a H20, pro divky D10,D12,D14 a D16. V textu jsou
uvedeny vysledky pro kategorie H10, H20 (databaze z roku 2015) a pro smiSenou kategorii
HD10 (databaze z roku 2010). Do kategorie H10 patii chlapci ve véku do 10 let. V kategorii
H20 soutézi chlapci ve véku 19 a 20 let a kategorie HD10 vznikla spojenim H10 a D10.

K testovani vlivu relativniho véku u Sachistti byl pouzit dvouvybérovy KS test. Testovanymi
vybéry o shodé€ rozdéleni jsou Sachisté a ¢eska populace. V praci Kocandové pii uziti KS testu
se predpoklada, ze Xy, ...,X,, (mé&sic narozeni Sachistl v daném roce) je nahodny vybér
pochazejici ze spojitého rozd¢leni a Yj, ..., Y, (m&sic narozeni ¢eskych déti v daném roce) je
ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni. OvSem ve skuteCnosti do testovani vstupuji data
narozeni jiz zaokrouhlena pravé na mésice, tim dostivdme zaokrouhlené hodnoty XZ, ..., X2
a Y2, ..., Y, Proto pro spravné vyhodnoceni dvouvybérového KS testu by méla byt pouzita
kritickd hodnota D}y, ,(@), ktera bere v uvahu vliv zaokrouhleni vstupnich dat. V kapitole se
budeme zajimat o rozdil vysledku testovani s pouzitim odhadnuté D}, ,(a)

as Dy, ().

Piiblizna ,,spravna* kritickd hodnota D,,,(«) pro zaokrouhlena data bude ziskdna opét
simula¢né obdobnym postupem jako v kapitole 3.1. Nyni budou vsak rizné rozsahy vybéra.
Opét bylo provedeno 100010 simulaci. Pti kazdé simulaci byly vygenerovany dva vybéry
z R(0,12) o rozsahu m a n (jednotlivé rozsahy jsou uvedeny v Tabulce 6.1). Piedpoklada se
totiz, Ze data narozeni déti se Fidi ptiblizné rovnomérnym rozdélenim. Interval (0,12) byl
zvolen, nebot’ vstupnich data nabyvaji pouze hodnot 1,2,...,12, kde 1 odpovida mésici
narozeni leden, 2 odpovida mésici Gnor atd. Vygenerovany vybér byl na ,,mésice*

zaokrouhlen v software Matlab pomoci funkce ceil(x), ktera realné &islo x zaokrouhli na
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nejblizsi vyssi celé Cislo nahoru. Ze sady 100010 testovacich statistik D,,, byla opét

odhadnuta kritickd hodnota Dy, ,(@) 95% vyb&rovym kvantilem.

Vybrané kategorie a poCty narozenych déti v daném roce jsou uvedeny v nésledujici tabulce.

2005, 2006 752 208042
1995, 1996 232 186543
2000,2001 572 181625

Tabulka 6.1: Pocty Sachist a vSech ¢eskych déti narozenych v daném roce

Z Tabulky 6.1 lze vy¢ist, kolik Sachisti patiilo v roce 2015 do kategorie H10 a H20,
popiipadé v roce 2010 do kategorie HD10. Druhy vybér je vzdy ¢eska populace, odpovidajici
poCty k roku narozeni jsou rovnéz uvedeny v tabulce. Kocandova ve své praci pfi testovani
v nékterych piipadech vybrala prvnich 75 nejlepsich Sachistti podle narodniho ela ([1] strana
3) vdané kategorii a ty podrobila testovani. Pfi porovnavani budeme postupovat stejnym

zpisobem.
Dale je kapitola ¢lenéna na podkapitoly podle testované kategorie Sachisti.

6.1 Kategorie HD10

Jako prvni byla vybrana kategorie kK porovnani vysledktt HD10. Jedna se o chlapce a divky ve
véku do 10 let. Byla vybrana data narozeni nejlepSich 75 Sachisti a Sachistek v dané

kategorii. Histogram relativnich Cetnosti narozeni Sachistii a ¢eské populace je ukazan na

Obrazku 6.1.
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Obrazek 6.1: Histogram relativnich ¢etnosti narozeni $achistii a ¢eské populace v letech 2000/2001

Vv daném mésici

Relativni Cetnosti uvedené v histogramu byly ziskdny vypoctem %, kde p je pocet narozeni

v daném mésici a k je pocet narozeni déti v celém roce. Pro Sachisty je k = 75 a pro ¢eskou

populaci k = 181625.

Pro ziskéni odhadu kritické hodnoty Dj, (@) byly tedy pro kazdou simulaci vygenerovany
dva vybéry z R(0,12), jeden o rozsahu 75 a druhy o rozsahu 181625. Oba vybéry byly
zaokrouhleny vy$e popsanym zpiisobem. Odhad kritické hodnoty Dy, ,(a) pro a = 0,05
vySel 0,1373. Kritickd hodnota pro nezaokrouhlena pozorovani vysla Dy, ,(a) = 0,1543.
Testovaci statistika pro dvouvybérovy KS test byla stanovena na hodnotu D,,, = 0,1668.

Plati tedy nasledujici
D75 181625(0,05) = 0,1543 < D75 181425 = 0,1668,
D35,181625(0,05) = 0,1373 < D75 151625 = 0,1668.

P-hodnota testu pti vyhodnoceni s Dy, ,(a) vysla 0,0271 a pti uZiti Dy, ,(a) 0,0107.
Z dosazenych vysledkd lze tvrdit, Ze hypotéza o shodé rozdéleni je zamitana na hladiné
vyznamnosti 5 % V obou pfipadech. Rozdil v kritické hodnot¢ a testovaci statistice pro piipad

se zanedbanim zaokrouhleni je v fadu setin.
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6.2 Kategorie H20

Posledni mladeznickou kategorii je H20. V této kategorii soutézi nejstarSi déti. Porovnani

meésice jejich narozeni s ¢eskou populaci je uvedeno v Obrazku 6.2.
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Obrazek 6.2: Histogram relativnich ¢etnosti narozeni Sachisti a ¢eské populace v letech 1995/1996 v daném
mésici

Pocet vybranych nejlepSich Sachistli je opét 75 a pocet vSech narozenych déti v Ceské

populaci v letech 1995 a 1996 je 186543. Prvni vybér jsou mésice narozeni 75 nejlepsich

Sachisti z kategorie H20 a druhy vybér jsou mésice narozeni 186543 Ceskych déti. Vybéry se

otestuji dvouvybérovym KS testem o shodé rozdéleni. Bylo dosazeno nasledujicich vysledki.

Odhadnuté kriticka hodnota pro a = 0,05 vysla D;,,(a) = 0,1370, kriticka hodnota pro
nezaokrouhlena pozorovani vysla Dy, ,(a) = 0,1543. Testovaci statistika je D, ,, = 0,0918.

Je vidét, Ze plati nasledujici
D75 186543(0,05) = 0,1543 > Dy5 186543 = 0,0918,
D;5,186543(O:05) = 0,1370 > D75 186543 = 0,0918.

P-hodnota testu pii aplikaci Dy, ,(a) vysla 0,5322 a pfi uziti Dy, (@) 0,3125. Z vysledkd
vyplyva, ze v obou piipadech nulovou hypotézu o shod¢ rozd€leni vybérti na hladiné

vyznamnosti 5 % nezamitame.
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6.3 Kategorie H10

V nasledujici kapitole budou porovnany vysledky dvouvybérového KS testu pro kategorii
H10. Byla opét vybrana data narozeni nejlepSich 75 Sachistll v dané kategorii. U niZSich véka
Sachistl se predpoklada vétsi vliv véku na vysledek nez u seniorskych kategorii. Porovnani
relativnich Cetnosti narozeni Sachisti a c¢eské populace v daném mésici je uvedeno

Vv Obrazku 6.3.
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Obriazek 6.3: Histogram relativnich ¢etnosti narozeni $achistii a ¢eské populace v letech 2005/2006

Vv daném mésici

Relativni Cetnosti v histogramu byly ziskany stejnym zpiisobem jako v pfedchozim ptipadé.

Podet $achistl je 75 a déti narozenych v Ceské republice v letech 2005 a 2006 je 208042.

Postup pfi testovani je stejny jako u predchozich kategorii. Odhadnuté kritickd hodnota vysla
pro a = 0,05 D,!n,n (a) = 0,1375, ale kriticka hodnota pro nezaokrouhlena pozorovani vysla

Dy n(a) = 0,1545.

Vidime, Ze plati nasledujici
D75 208042(0,05) = 0,1545 < D75 508042 = 0,1551,
D5 208042(0,05) = 0,1375 < Dy5 508042 = 0,1551.

P-hodnota testu pfi vyhodnoceni s Dy, ,(a) vysla 0,0485 a pfi vziti Dy, ,(a) 0,0205, proto

Vv obou piipadech zamitdme hypotézu o shodé rozdéleni na hladin€¢ vyznamnosti 5 %.
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| vtomto piipadé je finalni vysledek testovani shodny pro oba ptipady, zamita se nulova
hypotéza. Avsak rozdil v nerovnosti pfi uziti Dy, , (@) je jiz velmi maly. Pfislusna p-hodnota
je také téméf na hranici 5 %, proto se podivame na vysledky, snizi-li se hladina vyznamnosti
na 4 %. Bylo nutné znovu odhadnout kritickou hodnotu Dj, () (v tomto piipadé viak

96% vybérovym kvantilem). Vysledky byly nasledujici
D;5,208042(0'04) == 01585 > D75,20804—2 = 0,1551,
D!75,208042 (0,04) = 0.1413 < Dy5308042 = 0,1551,

Z vysledku lze vyvozovat, Ze pii snizeni hladiny vyznamnosti testu z 5 % na 4 %, dochazi ke
zméné vyhodnoceni. Pokud se zanedbdva zaokrouhleni vstupnich dat, nulovou hypotézu
o shod¢ rozdéleni na hladiné vyznamnosti 4 % piijimame. Tento vysledek se neshoduje
s variantou, pouZije-li se odhadnuté kritickd hodnotu Dy, ,(a). Na piikladé Ize pozorovat,

jaky vliv mize mit pocate¢ni zanedbani zaokrouhleni vybéru.

Na zavér uvedeme Obrazek 6.4 se souhrnnymi vysledky pro v§echny kategorie.
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Obrizek 6.4: Srovnani p-hodnot pro vSechny kategorie Sachistii

Uvedeny graf znézoriuje rozdily v p-hodnotich testu, vyhodnoti-li se s D, ,(a) nebo
S Dy n(@). Nejvice nas zajimaji p-hodnoty pohybujici se kolem hodnoty 0,05, popiipadé
kolem hodnoty 0,04. V téchto piipadech muze dojit k odlisnému vyhodnoceni testti (jako pro

kategorii H10). Bylo by dobré tento graf sestrojit pro vSechny vypocty uvedené v bakalaiské
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praci [1], ale k tomu by byly zapotiebi vSechna zdrojova data, k dispozici byla data uvedena

pouze v textu.
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Zaver

Cilem prace bylo vySetfit vliv zaokrouhleni vstupnich dat na vysledky dvouvybérového
Kolmogorovova-Smirnovova testu o shodé rozdéleni. V prvni fadé jsme se zaméfili na
definovdni a zavedeni testu. Pro ukazku byl zminén i dikaz Smirnovovy véty, ktera

pojednéva o rozdéleni testovaci statistiky testu.

Nejdiive testovani probihalo na simulovanych datech. Pozorovanymi parametry byla chyba
1. druhu, kritickéd hodnota a sila testu. Vzdy byly porovnavany ziskané vysledky pii zanedbani
zaokrouhleni na vstupu a nezanedbani zaokrouhleni vstupnich pozorovani. Z vysledki
simulaci lze vyvozovat, Ze vliv zaokrouhleni vstupnich dat ma vliv na vyhodnoceni
dvouvybérového Kolmogorovova-Smirnovova testu. Pii simulaci odhadu kritické hodnoty pro
zaokrouhlené vybéry z rovnomérného i normalniho rozdéleni byly zjistény rozdilné hodnoty
od kritické hodnoty pro nezaokrouhleny piipad. Odhadnuté kritické hodnoty byly ve vétsing
ptipadi nizsi nez kriticka hodnota pro nezaokrouhleny ptipad. Rozdily kritickych hodnot byly

znatelné pro urcité ptipady jiz od zaokrouhleni na dvé desetinna mista.

Ve ¢tvrté kapitole probéhlo testovani hypotézy o shodé¢ rozdéleni, kdy jeden vybér pochézel
Z rovnomérného rozdéleni a druhy z linedrniho rozdéleni. Bylo zjiSténo, Ze mira zaokrouhleni
muze zastiit rozdil v rozdélenich. Nejvétsi vliv na vyhodnoceni testu méla nejhrubsi volba
zaokrouhleni. Ztoho lze vyvozovat, ze ¢im véEtsi zaokrouhleni zanedbame, tim vétsi
nepiesnosti vysledku testu muzeme ziskat. Naopak z vysledki je mozné vyvozovat, Ze

zaokrouhleni na tfi desetinnd mista jiZ bylo prakticky totozné jako pii nezaokrouhleni.

Jako druhé zkoumané rozdéleni bylo norméalni. VIiv zaokrouhleni (pfi vyhodnoceni testu se
zanedbanim zaokrouhleni) byl nepatrné menSi pro malé rozsahy, vysledky se ustélily
piiblizné od rozsahu 300. Zkoumani posunuti stfedni hodnoty a rozptylu od N(0,1) potvrdilo
zavery ziskané pro rovnomeérné rozdéleni. Opét pokus pii zanedbani zaokrouhleni vychazel
rozdilné nez pro nezanedbani. Hodnoty silofunkce (piipad zanedbani zaokrouhleni) pro
vybéry zaokrouhlené na poloviny byly znateln€ nizs§i nez pro nezaokrouhlené. Naopak pro
ptipad vyhodnoceni s ptislusnou odhadnutou kritickou hodnotou byly rozdily v silofunkci jiz

prakticky nulové.
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V zavéretné kapitole byly poznatky ze simulaci aplikované na realna data. Omezili jsme se na
testovani tii kategorii Sachistt H10, HD10 a H20. Postup byl analogicky jako u simulaci. Pro
kategorie HD10 a H20 se vyhodnoceni testu na hladiné vyznamnosti 5 % shodovalo s vlivem
zaokrouhleni 1 bez né&j. U posledni kategorie bylo vyhodnoceni obou variant na hranici. Pokud
se snizila hladina vyznamnosti na 4 %, tak pro zanedbani zaokrouhleni vstupnich dat jsme
hypotézu o shodé rozdéleni nezamitali, ale pro vyhodnoceni testu s odhadnutou kritickou

hodnotou byla nulova hypotéza zamitnuta.

Z dosazenych vysledktl Ize vyvozovat, ze zanedbani vlivu zaokrouhleni vstupnich dat mtze
mit velky vliv na vyhodnoceni dvouvybérového Kolmogorovova-Smirnovova testu, a tim lze

ziskat zkreslené zavery. Nejvétsi vliv byl pozorovan pii nejvétsi mite zaokrouhleni vybéra.
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