
Západočeská univerzita v Plzni
Fakulta aplikovaných věd
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okrajovými podmı́nkami
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Abstrakt
Tato diplomová práce se zabývá úlohou na vlastńı č́ısla a Fuč́ıkovým spektrem radiálně
symetrického Laplaceova operátoru s nelokálńı (integrálńı) okrajovou podmı́nkou.

Nejdř́ıve vyšetřujeme tuto úlohu v prvńı dimenzi, poté v druhé a obecně v n-té dimenzi.
Mezi hlavńı výsledky této práce patř́ı analytické vyjádřeńı prvńı větve Fuč́ıkova spektra
v druhé dimenzi, omezeńı na oblast, ve které Fuč́ıkovo spektrum lež́ı (v obecné dimenzi),
a odvozeńı tečen Fuč́ıkova spektra ve vlastńıch č́ıslech (v obecné dimenzi).

Kĺıčová slova
radiálně symetrický Laplace̊uv operátor, nelokálńı okrajová podmı́nka, úloha na vlastńı
č́ısla, Fuč́ıkovo spektrum

Abstract
This thesis is devoted to studying of an eigenvalue problem of radially symmetric Laplace
operator with a nonlocal (integral) boundary condition. In addition, we are interested in
describing the so-called Fuč́ık spectrum of the corresponding problem.

First, we deal with our problem in the first dimension, then in higher dimensions (2 and
in general n). The main result of our thesis is an analytical description of the first branch
of the Fuč́ık spectrum in the second dimension. We also restrict the region where the Fuč́ık
spectrum lies and give a description of tangents to Fuč́ık curves in the eigenvalues.

Keywords
radially symmetric Laplace operator, nonlocal boundary condition, eigenvalue problem,
Fuč́ık spectrum
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Kapitola 1

Úvod

Zkoumáńı Fuč́ıkova spektra začalo ve 20. stolet́ı při vyšetřováńı řešitelnosti okrajových
úloh se skákaj́ıćı nelinearitou (viz [1]). Od té doby vyšlo mnoho článk̊u, ve kterých se stu-
dovalo Fuč́ıkovo spektrum jednotlivých okrajových úloh. V této práci budeme navazovat
předevš́ım na následuj́ıćı články: [5, M. Arias a J. Campos], který se zabývá Fuč́ıkovým
spektrem radiálně symetrického Laplaceova operátoru s Dirichletovo okrajovou podmı́nkou
a [7, N. Sergejeva], který se zabývá Fuč́ıkovým spektrem Laplaceova operátoru v jedné
dimenzi s nelokálńı (integrálńı) okrajovou podmı́nkou.

Tato práce je věnována spektrálńım vlastnostem radiálně symetrického Laplaceova
operátoru s nelokálńımi okrajovými podmı́nkami v obecné dimenzi n. Budeme se tedy
zabývat úlohami na vlastńı č́ısla

u′′(r) +
n− 1

r
u′(r) + λu(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

u′(0) = 0,

∫ 1

0

rn−1u(r)dr = 0,
(1.1)

a úlohou na Fuč́ıkovo spektrum

u′′(r) +
n− 1

r
u′(r) + αu+(r)− βu−(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

u′(0) = 0,

∫ 1

0

rn−1u(r)dr = 0.
(1.2)

V kapitole 2 zformulujeme úlohu na vlastńı č́ısla a Fuč́ıkovo spektrum.
V kapitole 3 budeme vyšetřovat vlastnosti úloh (1.1) a (1.2) v jedné dimenzi. Nejdř́ıve

vyšetř́ıme vlastńı č́ısla a vlastńı funkce úlohy (1.1). Dále najdeme tzv. adjungované vlastńı
funkce k úloze (1.1), které využijeme pro odvozeńı některých vlastnost́ı Fuč́ıkova spek-
tra úlohy (1.2). Pro úlohu (1.2) najdeme analytický předpis jednotlivých větv́ı Fuč́ıkova
spektra, omezeńı na oblast, ve které Fuč́ıkovo spektrum lež́ı, a najdeme předpis pro tečny
Fuč́ıkova spektra ve vlastńıch č́ıslech.
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2 KAPITOLA 1. ÚVOD

V kapitole 5 vyšetř́ıme vlastnosti úloh (1.1) a (1.2) v druhé dimenzi. Podobně jako
v kapitole 3 vyšetř́ıme vlastńı č́ısla a vlastńı vektory úlohy (1.1) a najdeme tzv. adjungované
vlastńı funkce. V této kapitole však neodvod́ıme předpis celého Fuč́ıkova spektra úlohy
(1.2), ale pouze jeho prvńı větev. Opět najdeme omezeńı na oblast, ve které Fuč́ıkovo
spektrum lež́ı, a najdeme tečny ve vlastńıch č́ıslech.

V kapitole 6 vyšetř́ıme vlastnosti úloh (1.1) a (1.2) v obecné dimenzi n. Opět vyšetř́ıme
vlastńı č́ısla a vlastńı vektory úlohy (1.1) a najdeme tzv. adjungované vlastńı funkce. V této
kapitole opět najdeme omezeńı na oblast, ve které Fuč́ıkovo spektrum lež́ı, a najdeme tečny
ve vlastńıch č́ıslech.

V př́ıloze A poṕı̌seme numerický experiment pro hledáńı Fuč́ıkova spektra úlohy (1.2).
Dále zde můžeme naj́ıt obrázky numericky źıskaného Fuč́ıkovo spektra.



Kapitola 2

Formulace úlohy

V této práci se budeme zabývat úlohou na vlastńı č́ısla ve tvaru

−∆u(x) = λu pro x ∈ Ω,

u′(0) = 0,

∫
Ω

u(x)dx = 0,
(2.1)

kde

Ω = {x ∈ Rn : ‖x‖ < 1}.

Zápis ‖x‖ znač́ı klasickou Euklidovskou normu vektoru x. Budeme však pracovat pouze se
speciálńım př́ıpadem úlohy, ve kterém budeme předpokládat radiálně symetrické řešeńı

u(x) = u(‖x‖).

Můžeme tedy přepsat úlohu (2.1) do tvaru

u′′(r) +
n− 1

r
u′(r) + λu(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

u′(0) = 0,

∫ 1

0

rn−1u(r)dr = 0,
(2.2)

kde

r = ‖x‖.

Přičemž budeme hledat klasické řešeńı úlohy (2.2). Vyžadujeme tedy u ∈ C2(0, 1).

Dále se v této práci budeme zabývat Fuč́ıkovým spektrem úlohy

u′′(r) +
n− 1

r
u′(r) + αu+(r)− βu−(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

u′(0) = 0,

∫ 1

0

rn−1u(r)dr = 0,
(2.3)
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4 KAPITOLA 2. FORMULACE ÚLOHY

kde
u+(r) = max{u(r), 0}, u−(r) = max{−u(r), 0}.

Přičemž Fuč́ıkovým spektrem úlohy (2.3) nazýváme následuj́ıćı množinu

Σ =
{

(α, β) ∈ R2 : úloha (2.3) s parametry α, β má netriviálńı klasické řešeńı
}
. (2.4)

Lemma 2.1. Pokud funkce u řeš́ı úlohu (2.3) s parametry (α, β), pak funkce −u řeš́ı úlohu
(2.3) s parametry (β, α).

D̊ukaz. Předpokládejme, že funkce u řeš́ı úlohu (2.3) s parametry (α, β). Pro funkci −u
dostáváme úlohu ve tvaru

(−u(r))′′ +
n− 1

r
(−u(r))′ + α(−u)+ − β(−u)− = 0 pro r ∈ (0, 1),

−u′(0) = 0,

∫ 1

0

rn−1(−u(r))dr = 0.

Což lze upravit do tvaru

u′′(r) +
n− 1

r
u′(r) + βu+ − αu− = 0 pro r ∈ (0, 1),

u′(0) = 0,

∫ 1

0

rn−1u(r)dr = 0.

A tedy vid́ıme, že −u řeš́ı úlohu (2.3) s parametry (β, α).

Odtud dostáváme následuj́ıćı větu.

Věta 2.2. Dvojice (α, β) lež́ı ve Fuč́ıkově spektru úlohy (2.3) právě tehdy, když (β, α) lež́ı
ve Fuč́ıkově spektru.



Kapitola 3

Dimenze 1

3.1 Úloha na vlastńı č́ısla

Pro začátek prozkoumejme úlohu (2.2) v jedné dimenzi. Dostáváme tedy úlohu

u′′(r) + λu(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

u′(0) = 0,

∫ 1

0

u(r)dr = 0.
(3.1)

Věta 3.1. Úloha (3.1) má netriviálńı řešeńı pouze pro λ > 0.

D̊ukaz. Předpokládejme λ < 0.

1. Pro u(0) = 0 vyhovuje rovnici pouze triviálńı řešeńı. Plyne z věty o jednoznačnosti
řešeńı (viz [4, str. 783]).

2. Nyńı předpokládejme u(0) > 0. Ze spojitosti řešeńı plyne

∃r0 > 0 : u(r) > 0 na (0, r0).

Jelikož je λ záporná, muśı platit u′′(r) > 0 na (0, r0). Jelikož nav́ıc plat́ı u′(0) = 0,
je funkce u rostoućı na intervalu (0, r0). Odsud dostáváme, že v libovolném r > 0 je
funkce u konvexńı a rostoućı. Plat́ı tedy u(r) > 0 pro r ∈ (0, 1). Můžeme tedy psát∫ 1

0

u(r)dr > 0.

Což je spor s integrálńı podmı́nkou úlohy (3.1).

3. Pro u(0) < 0 je d̊ukaz obdobný.

5



6 KAPITOLA 3. DIMENZE 1

Pro λ = 0 má rovnice (3.1) obecné řešeńı ve tvaru u(r) = ar + b, odkud po zohledněńı
prvńı okrajové podmı́nky dostáváme u(r) = b. Aby byla splněná integrálńı podmı́nka, muśı
platit b = 0. Dostáváme tedy triviálńı řešeńı.

Budeme tedy v následuj́ıćım výkladu automaticky předpokládat λ > 0.
Obecným řešeńım diferenciálńı rovnice z (3.1) je funkce

u(r) = C1 sin(
√
λr) + C2 cos(

√
λr) ∀C1, C2 ∈ R .

Po zohledněńı prvńı okrajové podmı́nky dostáváme C1 = 0, a tedy

u(r) = C2 cos(
√
λr).

Nyńı použijeme integrálńı okrajovou podmı́nku

0 = C2

∫ 1

0

cos(
√
λr)dr = C2

[
sin(
√
λr)√
λ

]1

0

= C2
sin(
√
λ)√
λ

.

Dostáváme tedy √
λ = kπ.

Vlastńı č́ısla úlohy (3.1) jsou daná předpisem λk = (kπ)2, kterým odpov́ıdaj́ı vlastńı
funkce uk = cos(kπ), kde k ∈ N.

Obrázek 3.1: Prvńı čtyři vlastńı funkce úlohy (3.1)

3.2 Úloha s zobecněnou okrajovou podmı́nkou

Jelikož k úloze (3.1) neumı́me naj́ıt tzv. adjungovanou úlohu, přejdeme k obecněǰśı úloze.
Nahrad́ıme integrálńı podmı́nku následuj́ıćı podmı́nkou

(1− ε)
∫ 1

0

u(r)dr + εu(1) = 0. (3.2)
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Všimněme si, že pro ε = 0 přecháźı podmı́nka (3.2) na integrálńı okrajovou podmı́nku (na
p̊uvodńı úlohu) a pro ε = 1 na Dirichletovu podmı́nku. My se dále budeme zabývat úlohou,
kde ε ∈ (0, 1]. Dostáváme tedy úlohu ve tvaru

u′′(r) + λu(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

u′(0) = 0, (1− ε)
∫ 1

0

u(r)dr + εu(1) = 0.
(3.3)

Věta 3.2. Úloha (3.3) má netriviálńı řešeńı pouze pro λ > 0.

D̊ukaz. Důkaz je obdobou d̊ukazu věty (3.1).

Dále budeme opět předpokládat λ > 0.

Řešeńı úlohy (3.3)

Obecným řešeńım rovnice z (3.3) je funkce

u(r) = C1 cos(
√
λr) + C2 sin(

√
λr).

Zohledněńım prvńı okrajové podmı́nky dostáváme

u(r) = C1 cos(
√
λr).

Využijme nyńı druhou okrajovou podmı́nku

(1− ε)
∫ 1

0

cos(
√
λr)dr + ε cos(

√
λ) = 0.

Odtud po integraci dostáváme

ε
√
λ = −(1− ε) tg(

√
λ). (3.4)

Dostáváme tedy pro libovolné ε ∈ (0, 1] vlastńı č́ısla úlohy (3.3) jako řešeńı nelineárńı

rovnice (3.4). Máme tedy nekonečnou posloupnost λ
(ε)
k , kde

(i) λ
(ε)
k odpov́ıdá k-tému řešeńı rovnice (3.4) s pevným ε,

(ii) λ
(ε)
k+1 > λ

(ε)
k ,

(iii) λ
(ε)
k > 0 pro každé k ∈ N.

K vlastńım č́ısl̊um dostáváme vlastńı funkce ve tvaru

u
(ε)
k (r) = cos

(√
λ

(ε)
k r
)
.
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Zavedeńı adjungované úlohy

Nyńı zadefinujeme adjungovanou úlohu k úloze (3.3)

v′′(r) + v′(1)
1− ε
ε

+ λv(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

v′(0) = 0, v(1) = 0.
(3.5)

Úlohy (3.3) a (3.5) nazýváme adjungované, jelikož pro všechny u, v ∈ C2(0, 1) splňuj́ıćı
okrajové podmı́nky z úloh (3.3), (3.5) plat́ı∫ 1

0

(
u′′(r) + λu(r)

)
v(r)dr =

∫ 1

0

u(r)
(
v′′(r) + v′(1)

1− ε
ε

+ λv(r)
)
dr. (3.6)

Poznámka 3.3. Pokud bychom na vhodných prostorech zavedli operátory L a L∗ tak, aby
úloha (3.3) přešla na operátorovou rovnici ve tvaru Lu = λu a úloha (3.3) na operátorovou
rovnici ve tvaru L∗u = λu, pak by operátor L∗ představoval adjungovaný operátor k operá-
toru L.

Řešeńı adjungované úlohy

Jelikož úloha (3.5) je adjungovanou úlohou k úloze (3.3) a úlohu (3.3) jsme řešili pro λ > 0,
budeme i úlohu (3.5) řešit pro λ > 0.
Obecným řešeńım úlohy (3.5) je funkce

v(r) = −v
′(1)

λ

1− ε
ε

+ C1 cos(
√
λr) + C2 sin(

√
λx), ∀C1, C2 ∈ R . (3.7)

Po zohledněńı prvńı okrajové podmı́nky máme

v′(0) = −C1

√
λ sin(0) + C2

√
λ cos(0) = 0.

Z čehož plyne C2 = 0. Funkce (3.7) se zjednoduš́ı do tvaru

v(r) = −v
′(1)

λ

1− ε
ε

+ C1 cos(
√
λr). (3.8)

Nyńı vyjádř́ıme z (3.8) hodnotu v′(1)

v′(1) = −C1

√
λ sin(

√
λ), (3.9)

č́ımž (3.8) přejde do tvaru

v(r) = C1
1√
λ

1− ε
ε

sin(
√
λ) + C1 cos(

√
λr). (3.10)
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Nakonec zohledńıme druhou okrajovou podmı́nku

v(1) = C1
1√
λ

1− ε
ε

sin(
√
λ) + C1 cos(

√
λ) = 0.

Odtud po úpravě dostáváme

ε
√
λ = −(1− ε)tg(

√
λ). (3.11)

Vid́ıme tedy, že vlastńı č́ısla úloh (3.3), (3.5) jsou stejná. A dostáváme opět nekonečnou

posloupnost vlastńıch č́ısel λ
(ε)
k .

Dosazeńım (3.11) do (3.10) dostáváme výsledný tvar vlastńıch funkćı úlohy (3.5)

v
(ε)
k (r) = cos

(√
λ

(ε)
k r
)
− cos

(√
λ

(ε)
k

)
. (3.12)

Limitńı přechod ε→ 0

Dosud jsme pracovali s ε ∈ (0, 1], jelikož pro ε = 0 nemá úloha (3.5) smysl. Dodefinujme

nyńı v
(0)
k limitńım přechodem ve tvaru

v
(0)
k (r) = lim

ε→0
v

(ε)
k (r).

Pokud uprav́ıme (3.11) do tvaru

−(1− ε) sin(
√
λ) = ε

√
λ cos(

√
λ),

pak pro ε→ 0 dostáváme sin
(√

λ
(0)
k

)
= 0, a tedy

λ
(0)
k = (kπ)2.

Odtud dostáváme vlastńı funkce ve tvaru

v
(0)
k (r) = cos(kπr)− cos(kπ). (3.13)

Tyto funkce můžeme chápat jako adjungované vlastńı funkce k úloze (3.1).

Lemma 3.4. Funkce v
(0)
k maj́ı následuj́ıćı vlastnosti

(i)
(
v

(0)
k

)′
(1) = 0,

(ii) v
(0)
k neměńı znaménko na (0, 1),

(iii)
(
v

(0)
k (r)

)′′
= −λ(0)

k

(
v

(0)
k (r)− v(0)

k ( 1
2k

)
)
.

D̊ukaz. Důkazy vztah̊u (i) a (ii) jsou zřejmé. Nyńı dokážeme (iii). Zřejmě plat́ı(
v

(0)
k (r)

)′′
= −(kπ)2 (cos(kπr)− cos(kπ) + cos(kπ)) .

Jelikož cos(π
2
) = 0, dostáváme(

v
(0)
k (r)

)′′
= −λ(0)

k

(
v

(0)
k (r)− v(0)

k

( 1

2k

))
.
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Obrázek 3.2: Prvńı čtyři funkce v
(0)
k .

3.3 Fuč́ıkovo spektrum

Nyńı se budeme zabývat Fuč́ıkovým spektrem úlohy

u′′(r) + αu+(r)− βu−(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

u′(0) = 0,

∫ 1

0

u(r)dr = 0.
(3.14)

Odvozeńı Fuč́ıkova spektra

Pro přehlednost rozděĺıme odvozeńı Fuč́ıkova spektra úlohy (3.14) do několika krok̊u.

(I) Vyjádř́ıme řešeńı nedourčené úlohy pro α, β > 0

u′′(r) + αu+(r)− βu−(r) = 0,

u′(0) = 0.
(3.15)

(II) Vyšetř́ıme počet nulových bod̊u řešeńı z úlohy (3.15) v závislosti na parametrech
α, β (opět pro α, β > 0).

(III) Odvod́ıme Fuč́ıkovo spektrum úlohy (3.14) pro α, β > 0.

(IV) Zohledńıme př́ıpad α, β ∈ R .

Překročme nyńı k samotnému odvozeńı.

(I) Začněme tedy řešeńım úlohy (3.15) (pro α, β > 0). Řešeńı této diferenciálńı rovnice
budeme konstruovat postupně pro jednotlivé kladné a záporné p̊ulvlny. A to tak,
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aby na sebe hladce navazovaly. Předpokládejme u(0) > 0 (pro u(0) < 0 je odvozeńı
obdobné)

u(r) =



u0(r) = C
√
β cos (

√
αr)

pro r ∈
(

0, π
2
√
α

]
,

u1(r) = −C
√
α sin

(√
β
(
r − π

2
√
α

))
pro r ∈

(
π

2
√
α
, π

2
√
α

+ π√
β

]
,

u2(r) = C
√
β sin

(√
α
(
r − ( π

2
√
α

+ π√
β
)
))

pro r ∈
(

π
2
√
α

+ π√
β
, 3π

2
√
α

+ π√
β

]
,

u2n(r) = C
√
β sin

(√
α
(
r − ( (2n−1)π

2
√
α

+ nπ√
β
)
))

pro r ∈
(

(2n−1)π
2
√
α

+ nπ√
β
, (2n+1)π

2
√
α

+ nπ√
β

]
,

u2n+1(r) = −C
√
α sin

(√
β
(
r − ( (2n+1)π

2
√
α

+ nπ√
β
)
))

pro r ∈
(

(2n+1)π
2
√
α

+ nπ√
β
, (2n+1)π

2
√
α

+ (n+1)π√
β

]
.

(3.16)

(II) Z tvaru funkćı u2n+1 a u2n+2 vid́ıme, že funkce u má na intervalu (0, 1)

(i) 0 nulových bod̊u pro (α, β) ∈
{

π
2
√
α
≥ 1, β > 0

}
,

(ii) 1 nulový bod pro (α, β) ∈
{

π
2
√
α

+ π√
β
≥ 1, π

2
√
α
< 1
}

,

(iii) 2n nulových bod̊u pro (α, β) ∈
{ (2n+1)π

2
√
α

+ nπ√
β
≥ 1, (2n−1)π

2
√
α

+ nπ√
β
< 1
}

,

(iv) 2n+ 1 nulových bod̊u pro (α, β) ∈
{ (2n+1)π

2
√
α

+ (n+1)π√
β
≥ 1, (2n+1)π

2
√
α

+ nπ√
β
< 1
}

.

Pro lepš́ı přehlednost následuj́ıćıho výkladu zaved’me následuj́ıćı značeńı

N+
n =

{
(α, β) ∈ (R+)2 : u(0) > 0, u je řešeńım úlohy (3.15)

a funkce u má na intervalu (0, 1) právě n nulových bod̊u.
}

N−n =
{

(α, β) ∈ (R+)2 : u(0) < 0, u je řešeńım úlohy (3.15)

a funkce u má na intervalu (0, 1) právě n nulových bod̊u.
}

(3.17)

T́ımto jsme odvodili následuj́ıćı lemma.



12 KAPITOLA 3. DIMENZE 1

Lemma 3.5. Pro N+
n a N−n plat́ı

N+
2n =

{
(α, β) ∈ (R+)2 :

(2n+ 1)π

2
√
α

+
nπ√
β
≥ 1,

(2n− 1)π

2
√
α

+
nπ√
β
< 1
}
,

N+
2n+1 =

{
(α, β) ∈ (R+)2 :

(2n+ 1)π

2
√
α

+
(n+ 1)π√

β
≥ 1,

(2n+ 1)π

2
√
α

+
nπ√
β
< 1
}
,

N−n =
{

(α, β) : (β, α) ∈ N+
n

}
,

kde n ∈ N0 .

(III) Nyńı můžeme přej́ıt k řešeńı úlohy

u′′(r) + αu+(r)− βu−(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

u′(0) = 0,

∫ 1

0

u(r)dr = 0.
(3.18)

Označme jednotlivé větve řešeńı úlohy (3.18) zápisem

I+
n =

{
(α, β) : u(0) > 0, u je řešeńım úlohy (3.18)

a funkce u má na intervalu (0, 1) právě n nulových bod̊u.
}

I−n =
{

(α, β) : u(0) < 0, u je řešeńım úlohy (3.18)

a funkce u má na intervalu (0, 1) právě n nulových bod̊u.
}

(3.19)

Nyńı odvod́ıme větve Fuč́ıkova spektra pro α, β > 0.
Pro I+

0 nemá řešeńı (funkce u) žádný nulový bod, a tedy nelze splnit integrálńı

podmı́nku
∫ 1

0
u(r)dr = 0. Dostáváme tedy I+

0 = ∅.
Nyńı vyšetřeme I+

1 . Hledáme řešeńı, které splňuje
∫ 1

0
u(r)dr = 0, přičemž u má právě

jeden nulový bod. Muśı tedy být splněna následuj́ıćı rovnost

∫ π
2
√
α

0

√
β cos(

√
αr)dr −

∫ 1

π
2
√
α

√
α sin

(√
β
(
r − π

2
√
α

))
dr = 0,

kterou lze přepsat do následuj́ıćıho tvaru∫ π
2
√
α

0

√
β cos(

√
αr)dr −

∫ 1− π
2
√
α

0

√
α sin(

√
βr)dr = 0.

Po integraci dostáváme rovnost ve tvaru
√
β√
α

+

√
α√
β

(
cos

(√
β
(

1− π

2
√
α

))
− 1

)
= 0.
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Dostáváme tedy předpis části větve Fuč́ıkova spektra úlohy (3.14)

I+
1 ⊃

{
(α, β) :

√
β√
α

+

√
α√
β

(
cos

(√
β
(

1− π

2
√
α

))
− 1

)
= 0, (α, β) ∈ N+

1

}
.

Nyńı přejděme k odvozeńı předpisu libovolné větve. Odvod’me nejprve větve I+
2n+1,

kde n ∈ N0. Jelikož se kladné i záporné p̊ulvlny funkce u periodicky opakuj́ı, můžeme
psát √

β

∫ π
2
√
α

0

cos(
√
αr)dr +

n∑
i=1

(
−
√
α

∫ π√
β

0

sin(
√
βr)dr

)
+

n∑
i=1

(√
β

∫ π√
α

0

sin(
√
αr)dr

)
−
√
α

∫ 1− π
2
√
α
−n( π√

α
+ π√

β
)

0

sin(
√
βr)dr = 0.

Což můžeme snadno upravit do tvaru

n

(
−
√
α

∫ π√
β

0

sin(
√
βr)dr +

√
β

∫ π√
α

0

sin(
√
αr)dr

)
+

√
β

∫ π
2
√
α

0

cos(
√
αr)dr −

√
α

∫ 1− π
2
√
α
−n( π√

α
+ π√

β
)

0

sin(
√
βr)dr = 0.

Odtud po integraci dostáváme

(2n+ 1)

√
β√
α
− 2n

√
α√
β

+

√
α√
β

(
cos

(√
β
(

1− π

2
√
α
− n

( π√
α

+
π√
β

)))
− cos(0)

)
= 0.

Dostáváme tedy předpis

I+
2n+1 =

{
(2n+ 1)

√
β√
α
− (2n+ 1)

√
α√
β

+

√
α√
β

(
cos

(√
β
(

1− 2n+ 1

2

π√
α
− n π√

β

)))
= 0, (α, β) ∈ N2n+1

}
.

Nyńı přejděme k odvozeńı větv́ı I+
2n, kde n ∈ N0. Využijeme tvar řešeńı jako při

odvozeńı I+
2n+1, č́ımž dostáváme

√
β

∫ π
2
√
α

0

cos(
√
αr)dr −

√
α

∫ π√
β

0

sin(
√
βr)dr+

+(n− 1)

(√
β

∫ π√
α

0

sin(
√
αr)dr −

√
α

∫ π√
β

0

sin(
√
βr)dr

)
+

+
√
β

∫ 1− π
2
√
α
− π√

β
−(n−1)( π√

α
+ π√

α
)

0

sin(
√
αr)dr = 0.
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Odtud po integraci dostáváme

(2n− 1)

√
β√
α
− 2n

√
α√
β
−

√
β√
α

(
cos

(√
α(1− π

2
√
α
− π√

β
− (n− 1)(

π√
α

+
π√
β

))

)
− cos(0)

)
= 0.

Dostáváme tedy předpis

I+
2n =

{
2n

√
β√
α
− 2n

√
α√
β
−
√
β√
α

(
cos

(√
α
(

1− 2n− 1

2

π√
α
− n π√

β

)))
= 0,

(α, β) ∈ N2n

}
.

(IV) Nyńı uvažujme i záporná α, β. Jelikož předpokládáme u(0) > 0, α muśı být kladná
(viz d̊ukaz věty 3.1 ). Nav́ıc předpokládejme α > π2

4
, aby funkce u měla i zápornou

část.

(i) Uvažujme nejprve β = 0. Kladná část funkce u je dána předpisem

uk(r) = cos
(√

αr
)

pro r ∈
(

0,
π

2
√
α

]
.

Pro zápornou část řešeńı tedy dostáváme rovnici

u′′z(r) = 0,

jej́ımž obecným řešeńım je funkce uz(r) = ar + b. Jelikož funkce uk a uz muśı
být hladce napojené, plat́ı

uz

( π

2
√
α

)
=0,

u′z

( π

2
√
α

)
= −
√
α sin

(π
2

)
=−
√
α.

Máme tedy

uz(r) = −
√
α
(
r − π

2
√
α

)
.

Dostáváme rovnost ve tvaru∫ π
2
√
α

0

cos(
√
αr)dr −

∫ 1

π
2
√
α

√
α
(
r − π

2
√
α

)
dr = 0.

Z které po integraci dostáváme

1√
α
−
√
α

2

(
1− π

2
√
α

)2

= 0.
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Po umocněńı a přenásobeńı
√
α dostáváme kvadratickou rovnici

√
α

2 − π
√
α +

π2

4
− 2 = 0,

jej́ımž řešeńım jsou

√
α1,2 =


√

2 +
π

2
,

√
2− π

2
.

Avšak pouze prvńı řešeńı splňuje podmı́nku α > π2

4
. Dostáváme tedy((√

2 +
π

2

)2

, 0

)
∈ I+

1 .

(ii) Nyńı uvažujme β < 0, přičemž opět předpokládáme α > π2

4
. Kladná část funkce

u je dána předpisem

uk(r) =
√
−β cos

(√
αr
)

pro r ∈
(

0,
π

2
√
α

]
.

Pro zápornou část řešeńı tedy dostáváme rovnici

u′′z(r) + βuz(r) = 0,

jej́ımž obecným řešeńım je funkce

uz(r) = C1 sinh
(√
−β r

)
+ C2 cosh

(√
−β r

)
, ∀C1, C2 ∈ R .

Kterou lze přepsat do následuj́ıćıho tvaru

uz(r) = A1 sinh
(√
−β (r − A2)

)
, A1, A2 ∈ R .

Jelikož funkce uk a uz muśı být hladce napojené, vyžadujeme

uz

( π

2
√
α

)
=0,

u′z

( π

2
√
α

)
= −
√
α
√
−β sin

(π
2

)
=−
√
α
√
−β.

Máme tedy

uz(r) = −
√
α sinh

(√
−β
(
r − π

2
√
α

))
.
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Odtud dostáváme integrálńı rovnost√
−β
∫ π

2
√
α

0

cos(
√
αr)dr −

√
α

∫ 1

π
2
√
α

sinh

(√
−β
(
r − π

2
√
α

))
dr = 0.

Po integraci dostáváme
√
−β√
α
−
√
α√
−β

(
cosh

(√
−β
(

1− π

2
√
α

))
− 1

)
= 0,

což lze upravit do tvaru
√
−β√
α

+

√
α√
−β
−
√
α√
−β

cosh

(√
−β
(

1− π

2
√
α

))
= 0.

Jelikož je funkce uz klesaj́ıćı, u má pouze jeden nulový bod (pro β ≤ 0) na intervalu
(0, 1). Dostáváme tedy, že pro β < 0 jsou In = ∅ pro n = 2, 3, 4, . . .

T́ımto jsme odvodili následuj́ıćı větu.

Věta 3.6. Fuč́ıkovo spektrum úlohy (3.14) se skládá z větv́ı I+
n a I−n , n ∈ N0, které

jsou dané následuj́ıćım předpisem

I+
0 = I−0 = ∅,

I+
1 =

{√
β√
α
−
√
α√
β

+

√
α√
β

(
cos

(√
β(1− π

2
√
α

)

))
= 0, (α, β) ∈ N1

}
∪{((√

2 +
π

2

)2

, 0

)}
∪{√

−β√
α

+

√
α√
−β
−
√
α√
−β

cosh

(√
−β
(

1− π

2
√
α

))
= 0, α >

π2

4
, β < 0

}
,

I+
2n =

{
2n

√
β√
α
− 2n

√
α√
β
−

√
β√
α

(
cos

(√
α
(

1− 2n− 1

2

π√
α
− n π√

β

)))
= 0, (α, β) ∈ N2n

}
pro n ∈ N,

I+
2n+1 =

{
(2n+ 1)

√
β√
α
− (2n+ 1)

√
α√
β

+

√
α√
β

(
cos

(√
β
(

1− 2n+ 1

2

π√
α
− n π√

β

)))
= 0, (α, β) ∈ N2n+1

}
pro n ∈ N,

I−n =
{

(α, β) : (β, α) ∈ I+
n

}
pro n ∈ N .

Fuč́ıkovo spektrum můžeme vidět na obr. A.2.
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Vlastnosti Fuč́ıkova spektra

V předchoźı části jsme odvodili analytický předpis Fuč́ıkova spektra. Nyńı odvod́ıme jeho
d̊uležité vlastnosti. Poznamenejme, že v daľśı části této práce se budeme zabývat obdobou
úlohy (3.14) ve vyšš́ı dimenzi, kde spektrum analyticky odvodit neumı́me. Následuj́ıćı věty
však budou mı́t obdobu i ve vyšš́ı dimenzi.

Věta 3.7 (Omezeńı spektra v 1D). Úloha

u′′(r) + αu+(r)− βu−(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

u′(0) = 0,

∫ 1

0

u(r)dr = 0
(3.20)

má netriviálńı řešeńı pro α, β splňuj́ıćı

(α− (kπ)2)(β − (kπ)2) > 0 ∀k ∈ N,
nebo α = β = (kπ)2, k ∈ N .

(3.21)

D̊ukaz. Nejdř́ıve vynásob́ıme rovnici v úloze (3.20) funkćı v = v
(0)
k a provedeme integraci

přes celý interval (0, 1), č́ımž dostáváme∫ 1

0

u′′(r) v(r)dr + α

∫ 1

0

u+(r) v(r)dr − β
∫ 1

0

u−(r) v(r)dr = 0. (3.22)

Nyńı provedeme integraci per partes

[v(r)u′(r)− v′(r)u(r)]
1
0 +

∫ 1

0

u(r) v′′(r)dr

+α

∫ 1

0

u+(r) v(r)dr − β
∫ 1

0

u−(r) v(r)dr = 0.

(3.23)

Jelikož plat́ı

v′(0) = 0, v(1) = 0, v′(1) = 0, u′(0) = 0 a v′′(r) = −k2π2

(
v(r)− v

( 1

2k

))
,

dostáváme rovnost ve tvaru

−k2π2

∫ 1

0

u(r)

(
v(r)− v

( 1

2k

))
+ α

∫ 1

0

u+(r) v(r)dr − β
∫ 1

0

u−(r) v(r)dr = 0. (3.24)

Jelikož

k2π2v
( 1

2k

)∫ 1

0

u(r)dr = 0,

dostáváme

−k2π2

∫ 1

0

u(r) v(r)dr + α

∫ 1

0

u+(r) v(r)dr − β
∫ 1

0

u−(r) v(r)dr = 0. (3.25)
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Což můžeme upravit do následuj́ıćıho tvaru

(α− (kπ)2)

∫ 1

0

u+(r) v(r)dr = (β − (kπ)2)

∫ 1

0

u−(r) v(r)dr. (3.26)

Jelikož funkce u+, u− jsou nezáporné (a netriviálńı) a v je bud’ kladná nebo záporná skoro
všude, jsou i oba integrály ∫ 1

0

u+(r) v(r)dr,

∫ 1

0

u−(r) v(r)dr

současně kladné nebo záporné.
A tedy muśı platit (3.21).

Oblast, ve které lež́ı Fuč́ıkovo spektrum úlohy (3.14), můžeme vidět na obr. 3.3 a 3.4.

Obrázek 3.3: Oblast, ve které lež́ı Fuč́ıkovo spektrum úlohy (3.14).
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Obrázek 3.4: Fuč́ıkovo spektrum úlohy (3.14).

Tečny Fuč́ıkova spektra

Nyńı odvod́ıme tečny Fuč́ıkova spektra ve vlastńıch bodech. Jelikož budeme pracovat
s adjungovanými funkcemi, uvažujme obecněǰśı úlohu na Fuč́ıkovo spektrum, jež vycháźı
z úlohy (3.3). Máme tedy úlohu na Fuč́ıkovo spektrum ve tvaru

u′′(r) + αu+(r)− βu−(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

u′(0) = 0, (1− ε)
∫ 1

0

u(r)dr + εu(1) = 0,
(3.27)

kde ε ∈ (0, 1] je pevný parametr.

Věta 3.8 (Tečna k Fuč́ıkovu spektru v 1D - pro zobecněnou úlohu). Předpokládejme,
že existuje větev Fuč́ıkova spektra úlohy (3.27), která procháźı vlastńım č́ıslem λk (bo-
dem (λk, λk)). Pak Fuč́ıkovo spektrum úlohy (3.27) má ve vlastńım č́ısle λk tečnu danou
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předpisem

p :
α(t) = λk + t,
β(t) = λk + at,

t ∈ R,

kde

a =

∫ 1

0

u+
k (r) vk(r)dr∫ 1

0

u−k (r) vk(r)dr

. (3.28)

Funkce uk je vlastńı funkćı úlohy (3.3) odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λk a vk je adjungovanou
vlastńı funkćı (neboli vlastńı funkćı k úloze (3.5)).

Obrázek 3.5: Ilustrace Fuč́ıkova spektra.

D̊ukaz. Uvažujme libovolnou dvojici (α0, β0), která lež́ı ve Fuč́ıkově spektru, ve tvaru

α0 = λk + s,
β0 = λk + a s,

(3.29)
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kde a, s jsou vhodně zvolená reálná č́ısla tak, aby platilo (3.29).
Zadefinujme nyńı př́ımku p procházej́ıćı vlastńım č́ıslem (λk, λk) a bodem (α0, β0). Tato

př́ımka je dána předpisem

p :
α(t) = λk + t,
β(t) = λk + a t,

t ∈ R . (3.30)

Do rovnice v úloze (3.27) dosad’me (3.29), č́ımž dostáváme

u′′(r) + (λk + s)u+(r)− (λk + a s)u−(r) = 0. (3.31)

Přenásobme rovnost (3.31) funkćı vk, kde vk je adjungovanou funkćı k úloze (3.3) odpov́ıdaj́ıćı
vlastńımu č́ıslu λk, a proved’me integraci přes interval (0, 1)∫ 1

0

(u′′(r) + λku(r) + su+(r)− a su−(r)) vk(r) dr = 0. (3.32)

Nyńı využijeme vztah (3.6), odkud dostáváme∫ 1

0

u(r)

(
v′′k(r) + v′k(1)

1− ε
ε

+ λkvk(r)

)
dr +

∫ 1

0

su+(r) vk(r)− a su−(r) vk(r) dr = 0.

Funkce vk je však vlastńı funkćı, které odpov́ıdá vlastńı č́ıslo λk, a tedy muśı platit

v′′k(r) + v′k(1)
1− ε
ε

+ λkvk(r) = 0.

Dostáváme tedy, že

a =

∫ 1

0

u+(r) vk(r)dr∫ 1

0

u−(r) vk(r)dr

je směrnićı př́ımky spojuj́ıćı bod (λk, λk) a (α0, β0).
Uvažujme nyńı, že (α0, β0) lež́ı na stejné větvi Fuč́ıkova spektra jako (λk, λk). Pokud

nyńı uděláme limitńı přechod (α0, β0) → (λk, λk), tj. u → uk, př́ımka p přejde na tečnu
Fuč́ıkova spektra v bodě (λk, λk), přičemž směrnice tečny ve vlastńım č́ısle je tedy daná
předpisem (3.28).

Nyńı ukážeme, že výše uvedený vztah plat́ı i pro úlohu (3.14).

Věta 3.9 (Tečna k Fuč́ıkovu spektru v 1 D). Předpokládejme, že existuje větev Fuč́ıkova
spektra úlohy (3.14), která procháźı vlastńım č́ıslem λk (bodem (λk, λk)). Pak Fuč́ıkovo
spektrum úlohy (3.14) má ve vlastńım č́ısle λk tečnu danou předpisem
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p :
α(t) = λk + t,
β(t) = λk + at,

t ∈ R,

kde

a =

∫ 1

0

u+
k (r) vk(r)dr∫ 1

0

u−k (r) vk(r)dr

. (3.33)

Funkce uk je vlastńı funkćı úlohy (3.1) a vk je adjungovanou funkćı (viz (3.13)).

D̊ukaz. Důkaz je podobný d̊ukazu věty 3.8.
Vyjděme z rovnosti (3.32), avšak mı́sto využit́ı adjungované úlohy dosad́ıme za vk rovnou

adjungovanou funkci v
(0)
k (viz (3.13)). Po integraci per partes dostáváme

[vk(r)u
′(r)− v′k(r)u(r)]

1
0 +∫ 1

0

u(r)v′′k(r)dr +

∫ 1

0

(
λku(r) + su+(r)− a su−(r)

)
vk(r) dr =0.

Jelikož plat́ı

v′k(0) = 0, vk(1) = 0, v′k(1) = 0, u′(0) = 0 a v′′k(r) = −λk
(
vk(r)− vk

( 1

2k

))
,

dostáváme

λkvk

( 1

2k

)∫ 1

0

u(r)dr +

∫ 1

0

(
su+(r)− a su−(r)

)
vk(r) dr = 0.

Máme tedy opět

a =

∫ 1

0

u+(r) vk(r)dr∫ 1

0

u−(r) vk(r)dr

,

odkud po limitńım přechodu (α0, β0)→ (λk, λk), tj. u→ uk, dostáváme (3.33).

Poznámka 3.10. Ve větě 3.8 jsme uvažovali ε ∈ (0, 1]. Pokud bychom udělali limitńı
přechod ε→ 0, dostaneme tvrzeńı ekvivalentńı větě 3.9.

Poznámka 3.11. Předpoklad na existenci větv́ı Fuč́ıkova spektra ve větě 3.9 je automa-
ticky splněn, jelikož jsme v této kapitole odvodili analytický předpis Fuč́ıkova spektra úlohy
(3.14), viz věta 3.6. Vı́me tedy, že existuj́ı větve Fuč́ıkova spektra procházej́ıćı vlastńımi
č́ısly (λk, λk).



Kapitola 4

Besselovy funkce

4.1 Besselovy funkce prvńıho a druhého druhu

Besselovy funkce jsou definovány jako řešeńı diferenciálńı rovnice

r2 u′′(r) + r u′(r) + (r2 −m2)u(r) = 0, (4.1)

kde m je obecně libovolné komplexńı č́ıslo. My se však omeźıme v této práci na parametry
m, které lze zapsat ve tvaru m = p

2
, kde p ∈ N0.

Obecné řešeńı diferenciálńı rovnice (4.1) lze zapsat ve tvaru

u(r) = C1 Jm(r) + C2 Ym(r) ∀C1, C2 ∈ R, (4.2)

viz [2, Kapitola 10].
Funkce Jm, Ym se nazývaj́ı Besselovy funkce prvńıho a druhého druhu řádu m.

Funkci Jm lze zapsat ve tvaru

Jm(r) =
(r

2

)m +∞∑
k=0

(−1)k

(r
2

)2k

k! Γ(m+ k + 1)

a funkci Ym jako

Ym(r) = lim
q→m

Jq(r) cos(π q)− J−q(r)

sin(π q)
.

Nyńı uved’me několik vlastnost́ı Besselových funkćı, které budeme v následuj́ıćım textu
potřebovat (zdroj [2, Kapitola 10]).

(i) Pro m ≥ 0 je Jm omezenou funkćı a Ym je neomezená v 0,

23
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Obrázek 4.1: Graf Besselových funkćı prvńıho druhu.

Obrázek 4.2: Graf Besselových funkćı druhého druhu.

(ii) funkce Jm je na intervalu (0, +∞) analytickou funkćı,

(iii) funkce Jm i Ym maj́ı spočetně mnoho nulových bod̊u na [0,+∞),

(iv) k-tý nulový bod funkce Jm označ́ıme µm,k,

(v) ∫
rmJm−1(r)dr = rmJm(r) + C, (4.3)

(vi)

(rmJm(r))′ = rmJm−1(r), (4.4)
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(vii)

(r−mJm(r))′ = −(r−mJm+1(r)), (4.5)

(viii) ∫
rY0(r)dr = rY1(r) + C, (4.6)

(ix)

(rmYm(r))′ = rmYm−1(r), (4.7)

(x)

(r−mYm(r))′ = −(r−mYm+1(r)), (4.8)

(xi)

Jm+1(r) Ym(r)− Jm(r) Ym+1(r) =
2

π r
, (4.9)

(xii) pro r � |m2 − 1
4
| plat́ı následuj́ıćı asymptotické odhady

Jm(r) ≈
√

2

πr
cos
(
r − mπ

2
− π

4

)
,

Ym(r) ≈
√

2

πr
sin
(
r − mπ

2
− π

4

)
,

(xiii) z (xii) plyne pro r � |m2 − 1
4
|

Jm+1(r)

Jm(r)
≈

cos

(
r − (m+ 1) π

2
− π

4

)
cos
(
r − mπ

2
− π

4

) ≈ tg
(
r − mπ

2
− π

4

)
, (4.10)

(xiv) pro nulové body plat́ı

µm,1 < µm+1,1 < µm,2 < µm+1,2 < µm+2,1 < . . . (4.11)

Nyńı odvod́ıme obecné řešeńı diferenciálńı rovnice, se kterou budeme v následuj́ıćım
textu často pracovat.



26 KAPITOLA 4. BESSELOVY FUNKCE

Lemma 4.1. Obecným řešeńım diferenciálńı rovnice

u′′(r) +
n− 1

r
u′(r) + u(r) = 0 (4.12)

je funkce ve tvaru

u(r) = C1 r
2−n
2 Jn−2

2
(r) + C2 r

2−n
2 Yn−2

2
(r) ∀C1, C2 ∈ R . (4.13)

D̊ukaz. Předpokládejme řešeńı ve tvaru

u(r) = r
2−n
2 v(r).

Odtud dostáváme

u′(r) =
2− n

2
r−

n
2 v(r) + r

2−n
2 v′(r),

a

u′′(r) =
n(n− 2)

4
r
−2−n

2 v(r) + (2− n) r−
n
2 v′(r) + r

2−n
2 v′′(r).

Dosazeńım u do (4.12) dostáváme

n(n− 2)

4
r
−2−n

2 v(r) + (2− n) r−
n
2 v′(r) + r

2−n
2 v′′(r)+

(n− 1)(2− n)

2
r
−n−2

2 v(r) + (n− 1) r
−n
2 v′(r) + r

2−n
2 v(r) = 0.

Po zjednodušeńı

r
2−n
2 v′′(r) + r−

n
2 v′(r) + r

−2−n
2

(
r2 −

(
n− 2

2

)2
)
v(r) = 0. (4.14)

Po vyděleńı (4.14) výrazem r
−2−n

2 dostáváme (4.1), kde m = n−2
2

. Máme tedy

v(r) = C1 Jn−2
2

(r) + C2 Yn−2
2

(r),

odkud dostáváme
u(r) = C1 r

2−n
2 Jn−2

2
(r) + C2 r

2−n
2 Yn−2

2
(r).

Uved’me nyńı tvar funkce (4.13) pro n = 1, 2, 3, 4, 5.

(i) Pro n = 1 máme

u(r) = C1 r
1
2 J− 1

2
(r) + C2 r

1
2 Y− 1

2
(r) =

C1

√
2

π
cos(r) + C2

√
2

π
sin(r),

povšimněme si, že tato funkce odpov́ıdá obecnému řešeńı rovnice (3.1).
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(ii) Pro n = 2 máme

u(r) = C1 J0(r) + C2 Y0(r).

(iii) Pro n = 3 máme

u(r) = C1 r
− 1

2 J 1
2
(r) + C2 r

− 1
2 Y 1

2
(r) =

C1

√
2

π

sin(r)

r
+ C2

√
2

π

cos(r)

r
.

(iv) Pro n = 4 máme

u(r) = C1
J1(r)

r
+ C2

Y1(r)

r
.

(v) Pro n = 5 máme

u(r) = C1 r
− 3

2 J 3
2
(r) + C2 r

− 3
2 Y 3

2
(r) =

C1

√
2

π

sin(r)− r cos(r)

r3
+ C2

√
2

π

cos(r) + r sin(r)

r3
.

4.2 Modifikované Besselovy funkce

Modifikované Besselovy funkce jsou definovány jako řešeńı diferenciálńı rovnice

r2 u′′(r) + r u′(r)− (r2 +m2)u(r) = 0, (4.15)

kde m je obecně libovolné komplexńı č́ıslo. My se opět omeźıme na parametry m, které lze
zapsat ve tvaru m = p

2
, kde p ∈ N0.

Obecné řešeńı diferenciálńı rovnice (4.15) lze zapsat ve tvaru

u(r) = C1 Im(r) + C2 Km(r) ∀C1, C2 ∈ R, (4.16)

viz [2, Kapitola 10].
Funkce Im, Km se nazývaj́ı modifikované Besselovy funkce prvńıho a druhého druhu řádum.
Nyńı uved’me několik vlastnost́ı modifikovaných Besselových funkćı, které budeme v následuj́ıćım
textu potřebovat (zdroj [2]).

(i) Funkce Im je v nule konečná a pro r > 0 je rostoućı funkćı.

(ii) Funkce Km je neomezená v 0. Pro r > 0 je klesaj́ıćı funkćı a plat́ı Km(r) → 0 pro
r → 0.
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Obrázek 4.3: Graf modifikovaných Besselových funkćı prvńıho druhu.

(iii) ∫
rmIm−1(r)dr = rmIm(r) + C, (4.17)

(iv)

(rmIm(r))′ = rmIm−1(r), (4.18)

(v)

(r−mIm(r))′ = r−mIm+1(r), (4.19)

(vi) ∫
rK0(r)dr = −rK1(r) + C, (4.20)

(vii)

(rmKm(r))′ = −rmKm−1(r), (4.21)

(viii)

(r−mKm(r))′ = −r−mKm+1(r), (4.22)

(ix)

Im+1(r) Km(r) + Im(r) Km+1(r) =
1

r
. (4.23)
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Obrázek 4.4: Graf modifikovaných Besselových funkćı druhého druhu.

Lemma 4.2. Obecným řešeńım diferenciálńı rovnice

u′′(r) +
n− 1

r
u′(r)− u(r) = 0 (4.24)

je funkce ve tvaru

u(r) = C1 r
2−n
2 In−2

2
(r) + C2 r

2−n
2 Kn−2

2
(r) ∀C1, C2 ∈ R . (4.25)

D̊ukaz. Důkaz je obdobou d̊ukazu lemmatu 4.1.





Kapitola 5

Dimenze 2

5.1 Úloha na vlastńı č́ısla

Nyńı prozkoumejme úlohu (2.2) ve dvou dimenźıch. Dostáváme tedy

u′′(r) +
1

r
u′(r) + λu(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

u′(0) = 0,

∫ 1

0

ru(r)dr = 0.

Tuto rovnici lze po vynásobeńı proměnnou r upravit do tvaru

(ru′(r))′ + λru(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

u′(0) = 0,

∫ 1

0

ru(r)dr = 0,
(5.1)

s kterým budeme v následuj́ıćım textu pracovat.

Věta 5.1. Úloha (5.1) má netriviálńı řešeńı pouze pro λ > 0.

D̊ukaz. Předpokládejme λ < 0.

1. Pro u(0) = 0 vyhovuje rovnici pouze triviálńı řešeńı. Plyne z věty o jednoznačnosti
řešeńı (viz [4, str. 783]).

2. Nyńı předpokládejme u(0) > 0. Ze spojitosti řešeńı plyne

∃r0 > 0 : u(r) > 0 na (0, r0).

Jelikož je λ záporná, muśı platit (ru′(r))′ > 0 na (0, r0). Z toho plyne, že ru′(r)
(a tedy i u′) je na (0, r0) rostoućı funkćı. Jelikož nav́ıc plat́ı u′(0) = 0, je funkce u′

kladná na (0, r0). A tedy i funkce u je rostoućı na intervalu (0, r0). Odsud dostáváme,
že pro libovolné r > 0 je funkce u rostoućı.

31
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A tedy u(r) > 0 pro r ∈ (0, 1). Můžeme tedy psát

∫ 1

0

ru(r)dr > 0.

Což je spor s okrajovou podmı́nkou úlohy (5.1).

3. Pro u(0) < 0 je d̊ukaz obdobný.

Pro λ = 0 má rovnice (5.1) obecné řešeńı ve tvaru u(r) = a ln(r) + b, odkud po
zohledněńı prvńı okrajové podmı́nky dostáváme u(r) = b. Aby byla splněná integrálńı
podmı́nka, muśı platit b = 0. Dostáváme tedy triviálńı řešeńı.

Budeme tedy v následuj́ıćım výkladu automaticky předpokládat λ > 0.

Obrázek 5.1: Prvńı čtyři vlastńı funkce úlohy (5.1)

Obecným řešeńım diferenciálńı rovnice z (5.1) je funkce

u(r) = C1J0(
√
λr) + C2Y0(

√
λr), ∀C1, C2 ∈ R,

viz lemma 4.1.
Jelikož Y′0 je v okoĺı nuly neomezená a J′0(0) = 0, dostáváme po zohledněńı prvńı okrajové
podmı́nky C2 = 0. Máme tedy

u(r) = C1J0(
√
λr).

Nyńı použijeme integrálńı okrajovou podmı́nku

0 = C1

∫ 1

0

rJ0(
√
λr)dr.

Což lze upravit dle (4.3), č́ımž dostáváme

0 =
C1√
λ

J1(
√
λ).
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Obrázek 5.2: Prvńı čtyři vlastńı funkce uk – 3D graf.

Máme tedy √
λ = µ1,k.

Vlastńı č́ısla úlohy (5.1) jsou daná předpisem λk = (µ1,k)
2, kterým odpov́ıdaj́ı vlastńı

funkce uk(r) = J0(µ1,k r), kde k ∈ N.
Grafy těchto vlastńıch funkćı můžeme vidět na obr. 5.1 jako funkci jedné proměnné a na
obr. 5.2 jako radiálně symetrickou funkci dvou proměnných.

5.2 Úloha s zobecněnou okrajovou podmı́nkou

Jelikož k úloze (5.1) neumı́me naj́ıt tzv. adjungovanou úlohu, přejdeme podobně jako
v jedné dimenzi k obecněǰśı úloze. Nahrad́ıme integrálńı podmı́nku následuj́ıćı podmı́nkou

(1− ε)
∫ 1

0

ru(r)dr + εu(1) = 0. (5.2)
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A zabývejme se opět úlohou, kde ε ∈ (0, 1]. Máme tedy úlohu ve tvaru

(ru′(r))′ + λru(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

u′(0) = 0, (1− ε)
∫ 1

0

ru(r)dr + εu(1) = 0.
(5.3)

Věta 5.2. Úloha (5.3) má netriviálńı řešeńı pouze pro λ > 0.

D̊ukaz. Důkaz je obdobou d̊ukazu věty (5.1).

Dále tedy budeme opět předpokládat λ > 0.

Řešeńı úlohy (5.3)

Obecným řešeńım rovnice z (5.3) je funkce

u(r) = C1J0(
√
λr) + C2Y0(

√
λr), ∀C1, C2 ∈ R .

Zohledněńım prvńı okrajové podmı́nky dostáváme

u(r) = C1J0(
√
λr).

Využijme druhou okrajovou podmı́nku

(1− ε)
∫ 1

0

rJ0(
√
λr)dr + εJ0(

√
λ) = 0.

Odtud po integraci máme

− ε

1− ε
√
λ J0(

√
λ) = J1(

√
λ), (5.4)

což lze zapsat tvaru

ψ(
√
λ) := J1(

√
λ) +

ε

1− ε
√
λ J0(

√
λ) = 0.

Jelikož jsou funkce J0 a J1 analytickými funkcemi, je i funkce ψ analytickou funkćı, a tedy
(jelikož ψ neńı nulovou funkćı) má funkce ψ maximálně spočetně mnoho nulových bod̊u
(viz [9]). A tedy existuje maximálně spočetně mnoho vlastńıch č́ısel λ.

Jelikož jsou množiny nulových bod̊u funkćı J0 a J1 disjunktńı (viz (4.11)), můžeme
přepsat rovnost (5.4) do tvaru

ε
√
λ = −(1− ε) J1(

√
λ)

J0(
√
λ)
. (5.5)

Odkud po použit́ı asymptotického odhadu (4.10) dostáváme pro
√
λ→ +∞

ε
√
λ ≈ −(1− ε) tg

(√
λ− π

4

)
.

Dostáváme tedy podobně jako v jedné dimenzi nekonečnou posloupnost λ
(ε)
k , kde
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(i) λ
(ε)
k odpov́ıdá k-tému řešeńı rovnice (5.5) s pevným ε,

(ii) λ
(ε)
k+1 > λ

(ε)
k ,

(iii) λ
(ε)
k > 0 pro každé k ∈ N.

2 4 6 8 10 12 14

- 20

- 10

10

20

Obrázek 5.3: Graf funkce
J1(
√
λ)

J0(
√
λ)

.

K vlastńım č́ısl̊um dostáváme vlastńı funkce ve tvaru

u
(ε)
k (r) = J0

(√
λ

(ε)
k r
)
.

Zavedeńı adjungované úlohy

Zadefinujeme adjungovanou úlohu k úloze (5.3)

(rv′(r))′ + rv′(1)
1− ε
ε

+ rλv(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

v′(0) = 0, v(1) = 0.
(5.6)

Úlohy (5.3) a (5.6) nazýváme adjungované (viz obdoba poznámky 3.10), jelikož pro
všechny u, v ∈ C2(0, 1) splňuj́ıćı okrajové podmı́nky z úloh (5.3), (5.6) plat́ı∫ 1

0

(
(ru′(r))′ + λru(r)

)
v(r)dr =

∫ 1

0

u(r)

(
(rv′(r))′ + rv′(1)

1− ε
ε

+ rλv(r)

)
dr. (5.7)
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Řešeńı adjungované úlohy

Jelikož úloha (5.6) je adjungovanou úlohou k úloze (5.3) a úlohu (5.3) jsme řešili pro λ > 0,
budeme i úlohu (5.6) řešit pro λ > 0.

Obecným řešeńım úlohy (5.6) je funkce

v(r) = −v
′(1)

λ

1− ε
ε

+ C1J0(
√
λr) + C2Y0(

√
λx). (5.8)

Nyńı zohledńıme prvńı okrajovou podmı́nku

v(r) = −v
′(1)

λ

1− ε
ε

+ C1J0(
√
λr). (5.9)

Pomoćı vzorce (4.5) vyjádř́ıme hodnotu v′(1)

v′(1) = −C1

√
λJ1(
√
λ). (5.10)

Dostáváme tedy

v(r) = C1
1√
λ

1− ε
ε

J1(
√
λ) + C1J0(

√
λr). (5.11)

Nakonec zohledńıme druhou okrajovou podmı́nku

v(1) = C1
1√
λ

1− ε
ε

J1(
√
λ) + C1J0(

√
λ) = 0, (5.12)

odkud dostáváme

ε
√
λ = −(1− ε) J1(

√
λ)

J0(
√
λ)
. (5.13)

Vid́ıme tedy, že vlastńı č́ısla úloh (5.3), (5.6) jsou stejná. Máme tedy opět nekonečnou

posloupnost vlastńıch č́ısel λ
(ε)
k .

Dosazeńım (5.13) do (5.11) dostáváme výsledný tvar vlastńıch funkćı úlohy (5.6)

v
(ε)
k (r) = J0

(√
λ

(ε)
k r
)
− J0

(√
λ

(ε)
k

)
. (5.14)

Limitńı přechod ε→ 0

Dodefinujme nyńı v
(0)
k limitńım přechodem ve tvaru

v
(0)
k (r) = lim

ε→0
v

(ε)
k (r).
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Pokud uprav́ıme (5.13) do tvaru

ε
√
λ J0(

√
λ) = −(1− ε) J1(

√
λ),

pak pro ε→ 0 dostáváme J1

(√
λ

(ε)
k

)
= 0, a tedy

λ
(0)
k = (µ1,k)

2.

Po dosazeńı dostáváme limitńı adjungované vlastńı funkce ve tvaru

v
(0)
k (r) = J0(µ1,kr)− J0(µ1,k). (5.15)

Tyto funkce můžeme chápat jako adjungované vlastńı funkce k úloze (5.1).

-

Obrázek 5.4: Prvńı čtyři funkce v
(0)
k .

Lemma 5.3. Funkce v
(0)
k maj́ı následuj́ıćı vlastnosti

(i)
(
v

(0)
k

)′
(1) = 0,

(ii) v
(0)
1 neměńı znaménko na (0, 1),

(iii)
(
r
(
v

(0)
k (r)

)′)′
= −µ2

1,kr
(
v

(0)
k (r)− v(0)

k

(µ0,k
µ1,k

))
.
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D̊ukaz. Tvrzeńı (i) plat́ı, jelikož
(
v

(0)
k (1)

)′
= J1(µ1,k) = 0. Ze vztahu (4.5) plyne, že bod

µ1,1 je prvńım lokálńım extrémem funkce J0 (pro r > 0), a tedy muśı platit (ii). Tyto dvě
vlastnosti můžeme dobře vidět na obr. 5.4. Nyńı odvod́ıme vztah (iii). Nejdř́ıve zderivujeme
vlastńı funkci pomoćı vztahu (4.5)(

r(v
(0)
k (r))′

)′
= −µ1,k

(
rJ1(µ1,kr)

)′
.

Použijeme vztah (4.4), č́ımž dostáváme

(
r(v

(0)
k (r))′

)′
= −µ2

1,krJ0

(
µ1,kr

)
. (5.16)

Nakonec vyjádř́ıme (5.16) pomoćı (5.15). Máme tedy

(
r(v

(0)
k (r))′

)′
= −µ2

1,kr
(
v

(0)
k (r) + J0(µ1,k)

)
= −µ2

1,kr

(
v

(0)
k (r)− v(0)

k

(µ0,k

µ1,k

))
. (5.17)

5.3 Fuč́ıkovo spektrum

Nyńı se budeme zabývat Fuč́ıkovým spektrem úlohy

(ru′(r))′ + αru+(r)− βru−(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

u′(0) = 0,

∫ 1

0

ru(r)dr = 0.
(5.18)

Odvozeńı prvńı větve Fuč́ıkova spektra

Jelikož je odvozeńı Fuč́ıkova spektra (5.18) v druhé dimenzi mnohem komplikovaněǰśı,
odvod́ıme pouze předpis pro prvńı větev. Odvozeńı opět rozděĺıme do několika krok̊u.

(I) Vyjádř́ıme řešeńı nedourčené úlohy pro α, β > 0

u′′(r) +
1

r
u′(r) + αu+(r)− βu−(r) = 0,

u′(0) = 0.
(5.19)

(II) Vyšetř́ıme, pro jaké parametry α, β má řešeńı úlohy (5.19) právě jeden nulový bod
(opět pro α, β > 0).

(III) Odvod́ıme prvńı větev Fuč́ıkova spektra úlohy (5.18) pro α, β > 0.
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(IV) Zohledńıme př́ıpad α, β ∈ R .

Překročme nyńı k samotnému odvozeńı.

(I) Začněme tedy řešeńım úlohy (5.19) (pro α, β > 0). Řešeńı této diferenciálńı rovnice
vyjádř́ıme zvlášt’ pro kladnou a zápornou p̊ulvlnu. A to tak, aby na sebe hladce
navazovaly. Předpokládejme u(0) > 0 (pro u(0) < 0 je odvozeńı obdobné). Kladnou
část funkce u dostáváme ve tvaru

u0(r) = J0(
√
αr) pro r ∈

(
0,
µ0,1√
α

)
. (5.20)

Přejděme k vyjádřeńı záporné části funkce u. Obecné řešeńı můžeme zapsat ve tvaru

u1(r) = C1 J0(
√
βr) + C2 Y0(

√
βr). (5.21)

Jelikož vyžadujeme hladké napojeńı kladné a záporné p̊ulvlny, muśı platit

u0

(µ0,1√
α

)
=u1

(µ0,1√
α

)
, (5.22)

u0

(µ0,1√
α

)
=u′1

(µ0,1√
α

)
. (5.23)

Podmı́nku (5.22) splńıme volbou

C1 = C Y0

(√
β√
α
µ0,1

)
,

C2 = −C J0

(√
β√
α
µ0,1

)
,

kde C ∈ R. Můžeme tedy zapsat u1 ve tvaru

u1(r) = C

(
Y0

(√
β√
α
µ0,1

)
J0

(√
βr
)
− J0

(√
β√
α
µ0,1

)
Y0

(√
βr
))

. (5.24)

Nyńı vyřešme hladkost napojeńı. Vyjádřeme nejprve derivaci funkce u0 v bodě
√
β√
α
µ0,1

pomoćı vztahu (4.5)

u′0

(µ0,1√
α

)
= −
√
α J1(µ0,1).

Vyjádřeme derivace funkce u1 (použit́ım vztah̊u (4.5) a (4.8)) v bodě µ0,1√
α

u′1

(
µ0,1√
α

)
= −C

√
β

(
Y0

(√β√
α
µ0,1

)
J1

(√β√
α
µ0,1

)
− J0

(√β√
α
µ0,1

)
Y1

(√β√
α
µ0,1

))
.
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Nakonec použijeme vztah (4.9), č́ımž dostáváme

u′1

(
µ0,1√
α

)
= −C

√
β

2

π
√
β√
α
µ0,1

= −C
√
α

2

πµ0,1

.

Po dosazeńı do rovnosti (5.23) máme

−
√
α J1(µ0,1) = −C

√
α

2

πµ0,1

.

Odkud plyne

C =
π

2
µ0,1 J1(µ0,1).

Dostáváme tedy tvar záporné p̊ulvlny ve tvaru

u1(r) =
π

2
µ0,1 J1(µ0,1)

(
Y0

(√β√
α
µ0,1

)
J0(
√
βr)− J0

(√β√
α
µ0,1

)
Y0(
√
βr)

)
pro r ∈

(µ0,1√
α
, r0

]
.

Kde r0 je definován jako prvńı nulový bode funkce u1 na intervalu
(µ0,1√

α
, +∞

)
.

(II) Dostáváme tedy, že funkce u má na intervalu (0, 1)

(i) 0 nulových bod̊u pro (α, β) ∈
{
µ0,1√
α
≥ 1
}

,

(ii) 1 nulových bod̊u pro (α, β) ∈
{
µ0,1√
α
< 1, r0 ≥ 1

}
.

Zaved’me nyńı následuj́ıćı množiny

N+
1 =

{
(α, β) ∈ (R+)2 : u(0) > 0, u je řešeńım úlohy (5.19)

a funkce u má na intervalu (0, 1) právě 1 nulový bod.
}

N−1 =
{

(α, β) ∈ (R+)2 : u(0) < 0, u je řešeńım úlohy (5.19)

a funkce u má na intervalu (0, 1) právě 1 nulový bod.
}

(5.25)

Lemma 5.4. Pro N+
1 a N−1 plat́ı

N+
1 =

{
(α, β) ∈ (R+)2 :

µ0,1√
α
< 1, r0 ≥ 1

}
,

N−1 =
{

(α, β) ∈ (R+)2 : (β, α) ∈ N+
1

}
,
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(III) Nyńı můžeme přej́ıt k řešeńı úlohy

u′′(r) +
1

r
u′(r) + αu+(r)− βu−(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

u′(0) = 0,

∫ 1

0

r u(r)dr = 0.
(5.26)

Označme prvńı Fuč́ıkovu větev úlohy (5.26) zápisem

I+
1 =

{
(α, β) : u(0) > 0, u je řešeńım úlohy (5.26)

a funkce u má na intervalu (0, 1) právě 1 nulový bod.
}

I−1 =
{

(α, β) : u(0) < 0, u je řešeńım úlohy (5.26)

a funkce u má na intervalu (0, 1) právě 1 nulový bod.
}

(5.27)

Řeš́ıme tedy následuj́ıćı úlohu.

Pro jaké (α, β) ∈ N+
1 a funkci u plat́ı

∫ 1

0

r u(r)dr = 0, kde

u(r) =



u0(r) = J0(
√
αr)

pro r ∈
(
0, µ0,1√

α

]
,

u1(r) = π
2
µ0,1 J1(µ0,1)

(
Y0

(√
β√
α
µ0,1

)
J0(
√
βr)− J0

(√
β√
α
µ0,1

)
Y0(
√
βr)
)

pro r ∈
(µ0,1√

α
, 1
)
.

(Zde můžeme psát r ∈
(µ0,1√

α
, 1
]
, jelikož předpokládáme (α, β) ∈ N+

1 ).

Vyjádřeme nyńı integrály z funkćı u0 a u1. Připomeňme, že u0 (resp. u1) je kladnou
(resp. zápornou) část́ı funkce u.
Nejdř́ıve vyjádřeme integrál z kladné části. Použit́ım vztahu (4.3) dostáváme∫ µ0,1√

α

0

r u0(r)dr =

∫ µ0,1√
α

0

r J0(
√
αr)dr =

[
r J1(
√
α r)√
α

]µ0,1√
α

0

=
µ0,1

α
J1(µ0,1).

Nyńı vyjádřeme integrál ze záporné části ∫ 1

µ0,1√
α

r u1(r)dr =∫ 1

µ0,1√
α

π

2
µ0,1 J1(µ0,1)

(
Y0

(√β√
α
µ0,1

)
r J0(

√
βr)− J0

(√β√
α
µ0,1

)
rY0(

√
βr)

)
dr.
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Použit́ım vztahu (4.3) a (4.6) dostáváme

∫ 1

µ0,1√
α

r u1(r)dr =

π

2
√
β
µ0,1 J1(µ0,1)

[
Y0

(√β√
α
µ0,1

)
r J1(

√
βr)− J0

(√β√
α
µ0,1

)
rY1(

√
βr)

]1

µ0,1√
α

.

Po dosazeńı meźı máme ∫ 1

µ0,1√
α

r u1(r)dr =

π

2
√
β
µ0,1 J1(µ0,1)

((
Y0

(√β√
α
µ0,1

)
J1

(√
β
)
− J0

(√β√
α
µ0,1

)
Y1

(√
β
))
−

µ0,1√
α

(
Y0

(√β√
α
µ0,1

)
J1

(√β√
α
µ0,1

)
− J0

(√β√
α
µ0,1

)
Y1

(√β√
α
µ0,1

)))
.

(5.28)

Ze vztahu (4.9) plyne

Y0

(√β√
α
µ0,1

)
J1

(√β√
α
µ0,1

)
− J0

(√β√
α
µ0,1

)
Y1

(√β√
α
µ0,1

)
=

2

π
√
β√
α
µ0,1

.

Dosazeńım tohoto vztahu do (5.28) dostáváme ∫ 1

µ0,1√
α

r u1(r)dr =

π

2
√
β
µ0,1 J1(µ0,1)

(
Y0

(√β√
α
µ0,1

)
J1(
√
β)− J0

(√β√
α
µ0,1

)
Y1(
√
β)

)
−

π

2
√
β
µ0,1 J1(µ0,1)

µ0,1√
α

2

π
√

β
α
µ0,1

.

Což lze zjednodušit do tvaru ∫ 1

µ0,1√
α

r u1(r)dr =

π

2
√
β
µ0,1 J1(µ0,1)

(
Y0

(√β√
α
µ0,1

)
J1(
√
β)− J0

(√β√
α
µ0,1

)
Y1(
√
β)

)
−

1

β
µ0,1 J1(µ0,1).
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Nyńı můžeme vyjádřit integrál funkce u na intervalu (0, 1) ve tvaru∫ 1

0

r u(r)dr =

∫ µ0,1√
α

0

r u0(r)dr +

∫ 1

µ0,1√
α

r u1(r)dr =

µ0,1

α
J1(µ0,1) +

π

2
√
β
µ0,1 J1(µ0,1)

(
Y0

(√β√
α
µ0,1

)
J1(
√
β)− J0

(√β√
α
µ0,1

)
Y1(
√
β)

)
−

1

β
µ0,1 J1(µ0,1).

Dostáváme tedy ∫ 1

0

r u(r)dr = 0,

pokud

1

α
− 1

β
+

π

2
√
β

(
Y0

(√β√
α
µ0,1

)
J1(
√
β)− J0

(√β√
α
µ0,1

)
Y1(
√
β)

)
= 0.

Odtud máme

I+
1 ⊃

{
(α, β) :

1

α
− 1

β
+

π

2
√
β

(
Y0

(√β√
α
µ0,1

)
J1(
√
β)− J0

(√β√
α
µ0,1

)
Y1(
√
β)

)
= 0,

(α, β) ∈ N+
1

}
.

(IV) Nyńı uvažujme i záporná α, β. Jelikož předpokládáme u(0) > 0, α muśı být kladná
(viz d̊ukaz věty 5.1 ). Nav́ıc uvažujme α > µ2

0,1, aby funkce u měla i zápornou část.

(i) Uvažujme nejprve β = 0. Kladná část je opět dána předpisem

uk(r) = J0(
√
αr) pro r ∈

(
0,
µ0,1√
α

]
.

Záporná část muśı splňovat následuj́ıćı diferenciálńı rovnici

u′′z(r) +
1

r
u′z(r) = 0, (5.29)

jej́ımž obecným řešeńım je funkce

uz(r) = C1 − C2 ln(r).

Jelikož vyžadujeme hladké napojeńı funkćı uk a uz, muśı být splněny následuj́ıćı
rovnosti
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uz

(µ0,1√
α

)
= 0,

u′z

(µ0,1√
α

)
=− J1(µ0,1).

Po zohledněńı prvńı podmı́nky máme

uz(r) = C

(
ln
(µ0,1√

α

)
− ln(r)

)
,

kde C ∈ R. Nyńı vyjádř́ıme derivaci funkce uz

u′z(r) = −C 1

r
.

a zohledńıme druhou podmı́nku

u′z

(µ0,1√
α

)
= −C 1

µ0,1√
α

= −J1(µ0,1).

Dostáváme C =

√
α

µ0,1

J1(µ0,1). A tedy máme uz ve tvaru

uz(r) =

√
α

µ0,1

J1(µ0,1)

(
ln
(µ0,1√

α

)
− ln(r)

)
.

Vyjádřeme opět

∫ 1

0

r u(r)dr.

∫ 1

0

r u(r)dr =

∫ µ0,1√
α

0

r uk(r)dr +

∫ 1

µ0,1√
α

r uz(r)dr =

∫ µ0,1√
α

0

r J0(
√
αr)dr +

√
α

µ0,1

J1(µ0,1)

∫ 1

µ0,1√
α

r

(
ln
(µ0,1√

α

)
− ln(r)

)
dr.

Po integraci dostáváme∫ 1

0

r u(r)dr =
µ0,1

α
J1(µ0,1) +

√
α

µ0,1

J1(µ0,1)

[
r2

4

(
2 ln

(µ0,1√
α

)
− 2 ln(r) + 1

)]1

µ0,1√
α

.

Po dosazeńı meźı máme ∫ 1

0

r u(r)dr =

µ0,1

α
J1(µ0,1) +

√
α

µ0,1

J1(µ0,1)

(
1

4

(
2 ln

(µ0,1√
α

)
+ 1

))
−
√
α

µ0,1

J1(µ0,1)

(
µ2

0,1

4α

)
.



5.3. FUČÍKOVO SPEKTRUM 45

Což lze zjednodušit do tvaru ∫ 1

0

r u(r)dr =

µ0,1

α
J1(µ0,1) +

√
α

4µ0,1

J1(µ0,1)

(
2 ln

(µ0,1√
α

)
+ 1

)
− µ0,1

4
√
α

J1(µ0,1).

Dostáváme tedy ∫ 1

0

r u(r)dr = 0,

pokud

µ0,1

α
+

√
α

4µ0,1

(
2 ln

(µ0,1√
α

)
+ 1

)
− µ0,1

4
√
α

= 0.

Odtud máme

I+
1 ⊃

{
(α, β) :

µ0,1

α
+

√
α

4µ0,1

(
2 ln

(µ0,1√
α

)
+ 1

)
− µ0,1

4
√
α

= 0, α > µ2
0,1, β = 0.

}

(ii) Nyńı uvažujme β < 0, přičemž opět předpokládáme α > µ2
0,1. Kladná část

je opět dána předpisem

uk(r) = J0(
√
αr) pro r ∈

(
0,
µ0,1√
α

]
.

Záporná část muśı splňovat následuj́ıćı diferenciálńı rovnici

u′′z(r) +
1

r
u′z(r) + βuz(r) = 0, (5.30)

jej́ımž obecným řešeńım je funkce

uz(r) = C1 I0(
√
−β r) + C2 K0(

√
−β r)

(viz lemma 4.2). Jelikož funkce uk a uz muśı být hladce napojené, plat́ı opět

uz

(µ0,1√
α

)
=0,

u′z

(µ0,1√
α

)
=−
√
α J1(µ0,1).

Po zohledněńı prvńı podmı́nky dostáváme

uz(r) = C

(
K0

(√−β√
α

µ0,1

)
I0

(√
−β r

)
− I0

(√−β√
α

µ0,1

)
K0

(√
−β r

))
,
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kde C1 = C K0(
√
−β√
α
µ0,1) a C2 = −C I0(

√
−β√
α
µ0,1), C ∈ R.

Nyńı vyjádřeme derivaci funkce uz v bodě µ0,1√
α

pomoćı vztahu (4.19) a (4.22)

u′z

(µ0,1√
α

)
=

C
√
−β

(
K0

(√−β√
α

µ0,1

)
I1

(√−β√
α

µ0,1

)
+ I0

(√−β√
α

µ0,1

)
K1

(√−β√
α

µ0,1

))
.

Využit́ım vztahu (4.23) dostáváme

u′z

(µ0,1√
α

)
= C

√
−β

(
1

√
−β√
α
µ0,1

)
= C

√
α

µ0,1

.

Odtud máme

C

√
α

µ0,1

= −
√
α J1(µ0,1),

a tedy
C = −J1(µ0,1)µ0,1.

Funkce uz je dána předpisem

uz(r) = −J1(µ0,1)µ0,1

(
K0

(√−β√
α

µ0,1

)
I0(
√
−β r)− I0

(√−β√
α

µ0,1

)
K0(
√
−β r)

)
.

Vyjádřeme nyńı integrály z kladné a záporné části. Pro kladnou část dostáváme∫ µ0,1√
α

0

r u0(r)dr =
µ0,1

α
J1(µ0,1).

Nyńı vyjádřeme integrál ze záporné části ∫ 1

µ0,1√
α

r u1(r)dr = −µ0,1 J1(µ0,1)∫ 1

µ0,1√
α

(
K0

(√−β√
α

µ0,1

)
r I0(

√
−β r)− I0

(√−β√
α

µ0,1

)
rK0(

√
−β r)

)
dr.

Použit́ım vztahu (4.17) a (4.20) dostáváme

∫ 1

µ0,1√
α

r u1(r)dr = − µ0,1√
−β

J1(µ0,1)

[
K0

(√−β√
α

µ0,1

)
r I1(

√
−β r) + I0

(√−β√
α

µ0,1

)
rK1(

√
−β r)

]1

µ0,1√
α

.
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Po dosazeńı meźı máme ∫ 1

µ0,1√
α

r u1(r)dr =

− µ0,1√
−β

J1(µ0,1)

((
K0

(√−β√
α
µ0,1

)
I1(
√
−β) + I0

(√−β√
α
µ0,1

)
K1(
√
−β)

)
−

µ0,1√
α

(
K0

(√−β√
α
µ0,1

)
I1

(√−β√
α
µ0,1

)
+ I0

(√−β√
α
µ0,1

)
K1

(√−β√
α
µ0,1

)))
.

(5.31)

Ze vztahu (4.23) plyne

K0

(√−β√
α
µ0,1

)
I1

(√−β√
α
µ0,1

)
+ I0

(√−β√
α
µ0,1

)
K1

(√−β√
α
µ0,1

)
=

1
√
−β√
α
µ0,1

.

Dosazeńım tohoto vztahu do (5.31) dostáváme ∫ 1

µ0,1√
α

r u1(r)dr =

− µ0,1√
−β

J1(µ0,1)

(
K0

(√−β√
α
µ0,1

)
I1

(√
−β
)
− I0

(√−β√
α
µ0,1

)
K1

(√
−β
))

+

µ0,1√
−β

J1(µ0,1)
µ0,1√
α

1
√
−β√
α
µ0,1

.

Což lze zjednodušit do tvaru ∫ 1

µ0,1√
α

r u1(r)dr =

− µ0,1√
−β

J1(µ0,1)

(
K0

(√−β√
α
µ0,1

)
I1(
√
−β)− I0

(√−β√
α
µ0,1

)
K1(
√
−β)

)
+

µ0,1

−β
J1(µ0,1) .

Nyńı můžeme vyjádřit integrál funkce u na intervalu (0, 1) ve tvaru∫ 1

0

r u(r)dr =

∫ µ0,1√
α

0

r u0(r)dr +

∫ 1

µ0,1√
α

r u1(r)dr =

µ0,1

α
J1(µ0,1)− µ0,1

β
J1(µ0,1)−

µ0,1√
−β

J1(µ0,1)

(
K0

(√−β√
α
µ0,1

)
I1(
√
−β)− I0

(√−β√
α
µ0,1

)
K1(
√
−β)

)
.
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Dostáváme tedy ∫ 1

0

r u(r)dr = 0,

pokud

1

α
− 1

β
+

1√
−β

(
K0

(√−β√
α
µ0,1

)
I1(
√
−β)− I0

(√−β√
α
µ0,1

)
K1(
√
−β)

)
= 0.

A tedy

I+
1 ⊃

{
(α, β) :

1√
−β

(
K0

(√−β√
α
µ0,1

)
I1(
√
−β)− I0

(√−β√
α
µ0,1

)
K1(
√
−β)

)
+

1

α
− 1

β
= 0, α > µ2

0,1, β < 0

}
.

T́ımto jsme odvodili následuj́ıćı větu.

Věta 5.5. Prvńı větev Fuč́ıkova spektra úlohy (5.18) lze zapsat ve tvaru

I+
1 =

{
(α, β) :

1

α
− 1

β
+

π

2
√
β

(
Y0

(√−β√
α
µ0,1

)
J1(
√
β)− J0

(√−β√
α
µ0,1

)
Y1(
√
β)

)
= 0,

(α, β) ∈ N+
1

}
∪

{
(α, β) :

µ0,1

α
+

√
α

4µ0,1

(
2 ln

(µ0,1√
α

)
+ 1

)
− µ0,1

4
√
α

= 0, α > µ2
0,1, β = 0

}
∪

{
(α, β) :

1√
−β

(
K0

(√−β√
α
µ0,1

)
I1(
√
−β)− I0

(√−β√
α
µ0,1

)
K1(
√
−β)

)
+

1

α
− 1

β
= 0, α > µ2

0,1, β < 0

}
,

I−1 =
{

(α, β) : (β, α) ∈ I+
1

}
.

Tuto větev Fuč́ıkova spektra můžeme vidět jako část obr. A.4.
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Vlastnosti Fuč́ıkova spektra

Nyńı odvod́ıme obdobu věty 3.7. V jedné dimenzi byly všechny adjungované funkce v
(0)
k

kladné (nebo záporné) na celém intervalu. Nyńı má tuto vlastnost pouze prvńı vlastńı

funkce v
(0)
1 . Proto dojdeme k mnohem slabš́ımu závěru než v jedné dimenzi.

Věta 5.6 (Omezeńı spektra ve 2D). Úloha (5.18) má netriviálńı řešeńı pro α, β splňuj́ıćı

(α− (µ1,1)2)(β − (µ1,1)2) > 0, (5.32a)

nebo α = β = (µ1,k)
2, k ∈ N . (5.32b)

D̊ukaz. Nejdř́ıve vynásob́ıme rovnici v úloze (5.18) funkćı v = v
(0)
k a provedeme integraci,

přes celý interval (0, 1), č́ımž dostáváme∫ 1

0

(ru′(r))′ v(r)dr + α

∫ 1

0

ru+(r) v(r)dr − β
∫ 1

0

ru−(r) v(r)dr = 0 (5.33)

Nyńı provedeme integraci per partes[
ru′(r)v(r)− ru(r)v′(r)

]1

0
+

∫ 1

0

u(r)
(
rv′(r)

)′
dr+

+α

∫ 1

0

ru+(r) v(r)dr − β
∫ 1

0

ru−(r) v(r)dr = 0

(5.34)

Jelikož plat́ı

v′(0) = 0, v(1) = 0, v′(1) = 0, u′(0) = 0 a
(
rv′(r)

)′
= −µ2

1,1r

(
v(r)− v

(µ0,1

µ1,1

))
,

dostáváme rovnost ve tvaru

−µ2
1,1

∫ 1

0

ru(r)

(
v(r)− v

(µ0,1

µ1,1

))
+ α

∫ 1

0

ru+(r) v(r)dr − β
∫ 1

0

ru−(r) v(r)dr = 0.

(5.35)

Jelikož

µ2
1,1v
(µ0,1

µ1,1

)∫ 1

0

ru(r)dr = 0,

můžeme psát

−µ2
1,1

∫ 1

0

r u(r) v(r)dr + α

∫ 1

0

ru+(r) v(r)dr − β
∫ 1

0

ru−(r) v(r)dr = 0. (5.36)

Což můžeme upravit do následuj́ıćıho tvaru

(α− µ2
1,1)

∫ 1

0

ru+(r) v(r)dr = (β − µ2
1,1)

∫ 1

0

ru−(r) v(r)dr. (5.37)
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Jelikož funkce u+, u− jsou nezáporné (a netriviálńı) a v je kladná skoro všude, jsou i oba
integrály ∫ 1

0

ru+(r) v(r)dr,

∫ 1

0

ru−(r) v(r)dr

kladné. A tedy plat́ı (5.32a). Nav́ıc pokud plat́ı α = β redukuje se úloha (5.18) na úlohu
na vlastńı č́ısla. Pak pro α, β zřejmě plat́ı (5.32b).

Oblast, ve které Fuč́ıkovo spektrum úlohy (5.18) lež́ı, můžeme vidět na obr. 5.5 a 5.6.

Obrázek 5.5: Oblast, ve které lež́ı Fuč́ıkovo spektrum úlohy (5.18).

Tečny Fuč́ıkova spektra

Odvod’me nyńı podobně jako v jedné dimenzi tečny Fuč́ıkova spektra ve vlastńıch č́ıslech.
Uvažujme úlohu na Fuč́ıkovo spektrum ve tvaru

(ru′(r))′ + αru+(r)− βru−(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

u′(0) = 0, (1− ε)
∫ 1

0

ru(r)dr + εu(1) = 0,
(5.38)

kde ε je pevný parametr z intervalu (0, 1]. Tato úloha je obdobou úlohy (3.27).
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Obrázek 5.6: Fuč́ıkovo spektrum úlohy (5.18).

Věta 5.7 (Tečna k Fuč́ıkovu spektru ve 2D - pro zobecněnou úlohu). Předpokládejme,
že existuje větev Fuč́ıkova spektra úlohy (5.38), která procháźı vlastńım č́ıslem λk (bo-
dem (λk, λk)). Pak Fuč́ıkovo spektrum úlohy (5.38) má ve vlastńım č́ısle λk tečnu danou
předpisem

p :
α(t) = λk + t,
β(t) = λk + at,

t ∈ R,

kde

a =

∫ 1

0

r u+
k (r) vk(r)dr∫ 1

0

r u−k (r) vk(r)dr

. (5.39)

Funkce uk je vlastńı funkćı úlohy (5.3) odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λk a vk je adjungo-
vanou vlastńı funkćı (neboli vlastńı funkćı k úloze (5.6)).
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D̊ukaz. Uvažujme opět bod (α0, β0), lež́ıćı ve Fuč́ıkově spektru, ve tvaru

α0 = λk+, s,
β0 = λk + a s,

(5.40)

kde a, s jsou vhodně zvolená reálná č́ısla tak, aby platilo (5.40).
A př́ımku

p :
α(t) = λk + t,
β(t) = λk + a t,

t ∈ R,

procházej́ıćı bodem (α0, β0).
Nyńı do rovnice v úloze (5.38) dosad’me (5.40), č́ımž dostáváme

∫ 1

0

(r u′(r))′ + (λk + s)ru+(r)− (λk + a s)ru−(r) = 0. (5.41)

Rovnici z úlohy (5.41) nyńı přenásob́ıme funkćı vk, kde vk je adjungovanou funkćı k úloze
(5.3) odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λk. A provedeme integraci přes interval (0, 1).∫ 1

0

((
r u′(r)

)′
+ λk r u(r) + s r u+(r)− a s r u−(r)

)
vk(r) dr = 0. (5.42)

Nyńı využijeme vztah (5.7), odkud dostáváme∫ 1

0

u(r)

((
r v′(r)

)′
+ r v′k(1)

1− ε
ε

+ λk r vk(r)

)
dr+∫ 1

0

su+(r) vk(r)− a su−(r) vk(r) dr = 0.

(5.43)

Funkce vk je však vlastńı funkćı, které odpov́ıdá vlastńı č́ıslo λk, a tedy muśı platit(
r v′(r)

)′
+ r v′k(1)

1− ε
ε

+ λk r vk(r) = 0.

Dostáváme tedy, že

a =

∫ 1

0

r u+(r) vk(r)dr∫ 1

0

r u−(r) vk(r)dr

(5.44)

je směrnićı př́ımky spojuj́ıćı bod (λk, λk) a (α0, β0).
Uvažujme nyńı, že (α0, β0) lež́ı na stejné větvi Fuč́ıkova spektra jako (λk, λk). Pokud

uděláme limitńı přechod (α0, β0)→ (λk, λk), tj. u→ uk, př́ımka p přejde na tečnu Fuč́ıkova
spektra v bodě (λk, λk). Směrnice tečny ve vlastńım č́ısle je tedy daná předpisem (5.39).



5.3. FUČÍKOVO SPEKTRUM 53

Podobně jako v jedné dimenzi lze ukázat, že výše uvedený vztah plat́ı i pro úlohu (5.18).

Věta 5.8 (Tečna k Fuč́ıkovu spektru ve 2D). Předpokládejme, že existuje větev Fuč́ıkova
spektra úlohy (5.18), která procháźı vlastńım č́ıslem λk (bodem (λk, λk)). Pak Fuč́ıkovo
spektrum úlohy (5.18) má ve vlastńım č́ısle λk tečnu danou předpisem

p :
α(t) = λk + t,
β(t) = λk + a t,

t ∈ R,

kde

a =

∫ 1

0

r u+
k (r) vk(r)dr∫ 1

0

r u−k (r) vk(r)dr

. (5.45)

Funkce uk je vlastńı funkćı úlohy (5.1) a vk je adjungovanou vlastńı funkćı (viz (5.15)).

D̊ukaz. Důkaz je obdobou d̊ukazu věty 3.9. Opět stač́ı za vk př́ımo dosadit v
(0)
k (viz (5.15)).





Kapitola 6

Dimenze n

6.1 Úloha na vlastńı č́ısla

Nyńı prozkoumejme úlohu (2.2) v obecné dimenzi n. Abychom se vyhnuli určitým tech-
nickým pot́ıž́ım, budeme předpokládat n ≥ 2. Dostáváme úlohu ve tvaru

u′′(r) +
n− 1

r
u′(r) + λu(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

u′(0) = 0,

∫ 1

0

rn−1u(r)dr = 0.

Po přenásobeńı rovnice z této úlohy výrazem rn−1, dostáváme úlohu v následuj́ıćım tvaru(
rn−1u′(r)

)′
+ λrn−1u(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

u′(0) = 0,

∫ 1

0

rn−1u(r)dr = 0.
(6.1)

Věta 6.1. Úloha (6.1) má netriviálńı řešeńı pouze pro λ > 0.

D̊ukaz. Důkaz je obdobou d̊ukazu věty 5.1

Budeme tedy v následuj́ıćım výkladu automaticky předpokládat λ > 0.

Obecným řešeńım diferenciálńı rovnice z (6.1) je funkce

u(r) = C1r
2−n
2 Jn−2

2
(
√
λr) + C2r

2−n
2 Yn−2

2
(
√
λr), ∀C1, C2 ∈ R,

viz lemma 4.1.
Po zohledněńı prvńı okrajové podmı́nky dostáváme C2 = 0. Máme tedy rovnost ve tvaru

u(r) = C1r
2−n
2 Jn−2

2
(
√
λr).

55
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Nyńı použijeme integrálńı okrajovou podmı́nku,

0 =

∫ 1

0

C1r
n
2 Jn−2

2
(
√
λr)dr.

Což lze upravit (pomoćı vztahu (4.3)) do tvaru

0 =
[
r
n
2 Jn

2
(
√
λr)
]1

0
.

Dostáváme tedy √
λ = µn

2
,k.

Vlastńı č́ısla úlohy (6.1) jsou daná předpisem λk = (µn
2
,k)

2, kterým odpov́ıdaj́ı vlastńı

funkce uk(r) = r
2−n
2 Jn−2

2
(µn

2
,kr), kde k ∈ N.

6.2 Úloha s zobecněnou okrajovou podmı́nkou

Nyńı přejdeme podobně jako v druhé dimenzi k obecněǰśı úloze. Uvažujme tedy úlohu ve
tvaru

(rn−1u′(r))′ + λrn−1u(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

u′(0) = 0, (1− ε)
∫ 1

0

rn−1u(r) dr + εu(1) = 0.
(6.2)

Věta 6.2. Úloha (6.2) má netriviálńı řešeńı pouze pro λ > 0.

D̊ukaz. Důkaz je obdobou d̊ukazu věty (6.1).

Dále tedy budeme opět předpokládat λ > 0.

Řešeńı úlohy (6.2)

Obecným řešeńım rovnice z (6.2) je funkce

u(r) = C1r
2−n
2 Jn−2

2
(
√
λr) + C2r

2−n
2 Yn−2

2
(
√
λr), ∀C1, C2 ∈ R .

Zohledněńım prvńı okrajové podmı́nky dostáváme

u(r) = C1r
2−n
2 Jn−2

2
(
√
λr).

Použit́ım druhé okrajové podmı́nky dostáváme

(1− ε)
∫ 1

0

r
n
2 Jn−2

2
(
√
λr)dr + εJn−2

2
(
√
λ) = 0.
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Odtud po integraci dostáváme

(1− ε)√
λ

Jn
2
(
√
λ) = −ε Jn−2

2
(
√
λ). (6.3)

Můžeme tedy podobně jako v druhé dimenzi zavést analytickou funkci ve tvaru

ψ(
√
λ) = Jn

2
(
√
λ) +

ε

1− ε
√
λ Jn−2

2
(
√
λ) = 0.

Existuje tedy opět maximálně spočetně mnoho vlastńıch č́ısel λ.
Jelikož množiny nulových bod̊u funkćı Jn−2

2
a Jn

2
jsou disjunktńı (viz (4.11)), lze rovnost

(6.3) upravit do tvaru

ε
√
λ = −(1− ε)

Jn
2
(
√
λ)

Jn−2
2

(
√
λ)
. (6.4)

Z asymptotických odhad̊u (4.10) pro
√
λ→ +∞ máme

ε
√
λ ≈ −(1− ε) tg

(√
λ− (n− 1)π

4

)
. (6.5)

Máme tedy podobně jako v druhé dimenzi nekonečnou posloupnost λ
(ε)
k , kde

(i) λ
(ε)
k odpov́ıdá k-tému řešeńı rovnice (6.4) s pevným ε,

(ii) λ
(ε)
k+1 > λ

(ε)
k ,

(iii) λ
(ε)
k > 0 pro každé k ∈ N.

K vlastńım č́ısl̊um dostáváme vlastńı funkce ve tvaru

u
(ε)
k (r) = Jn−2

2

(√
λ

(ε)
k r
)
. (6.6)

Zavedeńı adjungované úlohy

Zadefinujeme adjungovanou úlohu k úloze (6.2)(
rn−1v′(r)

)′
+ rn−1v′(1)

1− ε
ε

+ rn−1λv(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

v′(0) = 0, v(1) = 0.
(6.7)

Úlohy (6.2) a (6.7) nazýváme adjungované (viz obdoba poznámky 3.10), jelikož pro
všechny u, v ∈ C2(0, 1) splňuj́ıćı okrajové podmı́nky z úloh (6.2), (6.7) plat́ı∫ 1

0

(
(rn−1u′(r))′ + λrn−1u(r)

)
v(r)dr =∫ 1

0

u(r)

((
rn−1v′(r)

)′
+ rn−1v′(1)

1− ε
ε

+ rn−1λv(r)

)
dr.

(6.8)
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Řešeńı adjungované úlohy

Jelikož úloha (6.7) je adjungovanou úlohou k úloze (6.2) a úlohu (6.2) jsme řešili pro λ > 0,
budeme i úlohu (6.7) řešit pro λ > 0.

Obecným řešeńım úlohy (6.7) je funkce

v(r) = −v
′(1)

λ

1− ε
ε

+ C1r
2−n
2 Jn−2

2
(
√
λr) + C2r

2−n
2 Yn−2

2
(
√
λr) ∀C1, C2 ∈ R .

Po zohledněńı prvńı okrajové podmı́nky máme

v(r) = −v
′(1)

λ

1− ε
ε

+ C1r
2−n
2 Jn−2

2
(
√
λr).

Nyńı pomoćı vzorce (4.5) vyjádř́ıme v′(1)

v′(1) = −C1Jn
2
(
√
λ).

A tedy dostáváme

v(r) = C1
1√
λ

1− ε
ε

Jn
2
(
√
λ) + C1r

2−n
2 Jn−2

2
(
√
λr). (6.9)

Nakonec zohledńıme druhou okrajovou podmı́nku. Dostáváme tedy

v(1) = C1
1√
λ

1− ε
ε

Jn
2
(
√
λ) + C1Jn−2

2
(
√
λ) = 0,

což lze upravit do tvaru

ε
√
λ = (1− ε)

Jn
2
(
√
λ)

Jn−2
2

(
√
λ)
. (6.10)

Vid́ıme tedy, že vlastńı č́ısla úloh (6.2), (6.7) jsou stejná. A tedy máme opět nekonečnou

posloupnost vlastńıch č́ısel λ
(ε)
k .

Dosazeńım (6.10) do (6.9) dostáváme výsledný tvar vlastńıch funkćı úlohy (6.7)

v
(ε)
k (r) = r

2−n
2 Jn−2

2

(√
λ

(ε)
k r
)
− Jn−2

2

(√
λ

(ε)
k

)
. (6.11)

Limitńı přechod ε→ 0

Dodefinujme nyńı v
(0)
k limitńım přechodem ve tvaru

v
(0)
k (r) = lim

ε→0
v

(ε)
k (r).
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Pokud uprav́ıme (6.10) do tvaru

ε
√
λ Jn−2

2
(
√
λ) = −(1− ε) Jn

2
(
√
λ),

pak pro ε→ 0 dostáváme Jn
2

(√
λ

(ε)
k

)
= 0, a tedy

λ
(0)
k = (µn

2
,k)

2.

Dostáváme tedy limitńı adjungovanou vlastńı funkce ve tvaru

v
(0)
k (r) = r

2−n
2 Jn−2

2
(µn

2
,kr)− Jn−2

2
(µn

2
,k). (6.12)

Tyto funkce můžeme chápat jako adjungované vlastńı funkce k úloze (6.1)

Lemma 6.3. Funkce v
(0)
k maj́ı následuj́ıćı vlastnosti

(i) (v
(0)
k )′(1) = 0,

(ii) v
(0)
1 neměńı znaménko na (0, 1).

(iii)
(
rn−1(v

(0)
k (r))′

)′
= −µ2

n
2
,1r

n−1

(
v(r)− v

(µn−2
2
,1

µn
2
,1

))
.

D̊ukaz. Odvozeńı těchto vztah̊u je podobné jako v druhé dimenzi (viz lemma 5.3).

6.3 Fuč́ıkovo spektrum

Nyńı se budeme zabývat Fuč́ıkovým spektrem úlohy

(
rn−1)u′(r)

)′
+ αrn−1u+(r)− βrn−1u−(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

u′(0) = 0,

∫ 1

0

rn−1u(r)dr = 0.
(6.13)

Analytický předpis Fuč́ıkova spektra úlohy (6.13) zde nebudeme odvozovat, jelikož je
odvozeńı technicky náročné.

Vlastnosti Fuč́ıkova spektra

V této části odvod́ıme podobné omezeńı Fuč́ıkova spektra jako ve dvou dimenźıch (viz věta
5.6).
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Věta 6.4 (Omezeńı spektra v n-té dimenzi). Úloha (6.13) má netriviálńı řešeńı pro α, β
splňuj́ıćı

(α− (µn
2
,1)2)(β − (µn

2
,1)2) > 0, (6.14a)

nebo α = β = (µn
2
,k)

2, k ∈ N (6.14b)

D̊ukaz. Nejdř́ıve vynásob́ıme rovnici v úloze (6.13) funkćı v = v
(0)
k a provedeme integraci

přes celý interval (0, 1), č́ımž dostáváme∫ 1

0

(
rn−1u′(r)

)′
v(r)dr + α

∫ 1

0

rn−1u+(r) v(r)dr − β
∫ 1

0

rn−1u−(r) v(r)dr = 0. (6.15)

Nyńı provedeme integraci per partes[
rn−1u′(r)v(r)− rn−1u(r)v′(r)

]1

0
+

∫ 1

0

u(r)
(
rn−1v′(r)

)′
dr+

+α

∫ 1

0

rn−1u+(r) v(r)dr − β
∫ 1

0

rn−1u−(r) v(r)dr = 0.

(6.16)

Jelikož plat́ı

v′(0) = 0, v(1) = 0, v′(1) = 0, u′(0) = 0,(
rn−1v′(r)

)′
= −µ2

n
2
,1r

n−1

(
v(r)− v

(µn−2
2
,1

µn
2
,1

))
,

dostáváme rovnost

−µ2
n
2
,1

∫ 1

0

rn−1u(r)

(
v(r)− v

(µn−2
2
,1

µn
2
,1

))
+

α

∫ 1

0

rn−1u+(r) v(r)dr − β
∫ 1

0

rn−1u−(r) v(r)dr = 0.

(6.17)

Pomoćı následuj́ıćı rovnosti

µ2
n
2
,1 v
(µn−2

2
,1

µn
2
,1

)∫ 1

0

rn−1u(r)dr = 0

lze přepsat (6.17) do tvaru

−µ2
n
2
,1

∫ 1

0

rn−1 u(r) v(r)dr + α

∫ 1

0

rn−1u+(r) v(r)dr − β
∫ 1

0

rn−1u−(r) v(r)dr = 0. (6.18)

Což můžeme upravit do následuj́ıćıho tvaru

(α− µ2
n
2
,1)

∫ 1

0

rn−1u+(r) v(r)dr = (β − µ2
n
2
,1)

∫ 1

0

rn−1u−(r) v(r)dr. (6.19)
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Jelikož funkce u+, u− jsou nezáporné (a netriviálńı) a v je kladná skoro všude, jsou i oba
integrály ∫ 1

0

rn−1u+(r) v(r)dr,

∫ 1

0

rn−1u−(r) v(r)dr

kladné. A tedy plat́ı (6.14a). Nav́ıc pokud plat́ı α = β redukuje se úloha (6.13) na úlohu
na vlastńı č́ısla. Pak pro α, β zřejmě plat́ı (6.14b).

Tečny Fuč́ıkova spektra

Uved’me nyńı větu o tečnách k Fuč́ıkově spektru v obecné dimenzi. Větu uvedeme v obecněǰśım
tvaru nežli v dimenzi 1 či 2. Uvažujme úlohu na Fuč́ıkovo spektrum ve tvaru(

rn−1u′(r)
)′

+ αrn−1u+(r)− βrn−1u−(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

u′(0) = 0, (1− ε)
∫ 1

0

rn−1u(r)dr + εu(1) = 0,
(6.20)

kde ε ∈ [0, 1] je pevný parametr.

Věta 6.5 (Tečna k Fuč́ıkovu spektru v n-té dimenzi). Předpokládejme, že existuje větev
Fuč́ıkova spektra úlohy (6.20), která procháźı vlastńım č́ıslem λk (bodem (λk, λk)). Pak
Fuč́ıkovo spektrum úlohy (6.20) má ve vlastńım č́ısle λk tečnu danou předpisem

p :
α(t) = λk + t,
β(t) = λk + a t,

t ∈ R,

kde

a =

∫ 1

0

rn−1 u+
k (r) vk(r)dr∫ 1

0

rn−1 u−k (r) vk(r)dr

. (6.21)

Přičemž uk a vk jsou funkce (6.6) a (6.11) (resp. (6.12)).

D̊ukaz. Důkaz je podobný jako ve dvou dimenźıch.

(i) Pro ε ∈ (0, 1] je d̊ukaz obdobou d̊ukazu věty 5.7.

(ii) Pro ε = 0 je d̊ukaz obdobou d̊ukazu věty 5.8.





Př́ıloha A

Ilustrace Fuč́ıkova spektra

V této př́ıloze jsou numericky źıskané ilustrace Fuč́ıkova spektra pomoćı metody střelby
a tzv. metody topview. Numerické experimenty byly provedeny v programu Wolfram
Mathematica. Pro nalezeńı Fuč́ıkova spektra s integrálńı okrajovou podmı́nkou jsme použili
následuj́ıćı metodu (nalezeńı Fuč́ıkova spektra s Dirichletovo okrajovou podmı́nkou je
obdobné)

(I) Zvoĺıme pevně dvojici (α, β) a dimenzi n.

(II) Numericky najdeme řešeńı počátečńı úlohy

u′′(r) +
n− 1

r
u′(r) + αu+(r)− βu−(r) = 0 pro r ∈ (0, 1),

u′(0) = 0, u(0) = 1.

(III) Numericky spočteme integrál

I =

∫ 1

0

rn−1u(r)dr.

(IV) Pokud

(i) I > 0 zobraźıme bod (α, β) barvou č. 1,

(ii) I < 0 zobraźıme bod (α, β) barvou č. 2.

T́ımto źıskáme ilustraci oblast́ı, na jejichž rozhrańı lež́ı (v př́ıpadě spojité závislosti)
Fuč́ıkovo spektrum, viz obr. A.1.

(V) Nakonec mı́sto jednotlivých oblast́ı zobraźıme pouze hranici, viz obr. A.2 a dále.
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Obrázek A.1: Ilustrace numerické metody
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Obrázek A.2: Fuč́ıkovo spektrum a jeho vlastńı funkce - dimenze 1
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Obrázek A.3: Fuč́ıkovo spektrum a jeho vlastńı funkce - dimenze 1
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Obrázek A.4: Fuč́ıkovo spektrum a jeho vlastńı funkce - dimenze 2
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Obrázek A.5: Fuč́ıkovo spektrum a jeho vlastńı funkce - dimenze 2
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Obrázek A.6: Fuč́ıkovo spektrum a jeho vlastńı funkce - dimenze 3
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Obrázek A.7: Fuč́ıkovo spektrum a jeho vlastńı funkce - dimenze 3
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Obrázek A.8: Fuč́ıkovo spektrum - dimenze 4

Obrázek A.9: Fuč́ıkovo spektrum - dimenze 5
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Obrázek A.10: Fuč́ıkovo spektrum - dimenze 6

Obrázek A.11: Fuč́ıkovo spektrum - dimenze 7
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