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Abstrakt

Tato diplomova prace se zabyva tlohou na vlastni ¢isla a Fucikovym spektrem radidlné
symetrického Laplaceova operatoru s nelokalni (integrélni) okrajovou podminkou.

Nejdrive vysetifujeme tuto tlohu v prvni dimenzi, poté v druhé a obecné v n-té dimenzi.
Mezi hlavni vysledky této préce patii analytické vyjadreni prvni vétve Fucikova spektra
v druhé dimenzi, omezeni na oblast, ve které Fucikovo spektrum lezi (v obecné dimenzi),
a odvozeni tecen Fucikova spektra ve vlastnich ¢islech (v obecné dimenzi).

Klicova slova

radidlné symetricky Laplaceuv operator, nelokalni okrajova podminka, 1iloha na vlastni
¢isla, Fucikovo spektrum

Abstract

This thesis is devoted to studying of an eigenvalue problem of radially symmetric Laplace
operator with a nonlocal (integral) boundary condition. In addition, we are interested in
describing the so-called Fuéik spectrum of the corresponding problem.

First, we deal with our problem in the first dimension, then in higher dimensions (2 and
in general n). The main result of our thesis is an analytical description of the first branch
of the Fucik spectrum in the second dimension. We also restrict the region where the Fucik
spectrum lies and give a description of tangents to Fucik curves in the eigenvalues.

Keywords

radially symmetric Laplace operator, nonlocal boundary condition, eigenvalue problem,
Fucik spectrum
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Kapitola 1

Uvod

Zkoumani Fucikova spektra zacalo ve 20. stoleti pii vySetfovani fesitelnosti okrajovych
uloh se skékajici nelinearitou (viz [I]). Od té doby vyslo mnoho ¢lanku, ve kterych se stu-
dovalo Fucikovo spektrum jednotlivych okrajovych tloh. V této praci budeme navazovat
predevsim na ndasledujici ¢lanky: [B, M. Arias a J. Campos|, ktery se zabyva Fucikovym
spektrem radialné symetrického Laplaceova operatoru s Dirichletovo okrajovou podminkou
a [7, N. Sergejeval, ktery se zabyva Fucikovym spektrem Laplaceova operdtoru v jedné
dimenzi s nelokalni (integralni) okrajovou podminkou.

Tato prace je vénovana spektralnim vlastnostem radidlné symetrického Laplaceova
operatoru s nelokdlnimi okrajovymi podminkami v obecné dimenzi n. Budeme se tedy
zabyvat tlohami na vlastni ¢isla

n—1

u'(r) + u'(r) 4+ Au(r) =0 pro r € (0,1),

r

(1.1)

a ulohou na Fucikovo spektrum

n—1

u"(r) + u'(r) +aut(r) — pu=(r) =0 pror € (0,1),

r

V kapitole [2| zformulujeme 1lohu na vlastni ¢isla a Fuc¢ikovo spektrum.

V kapitole [3| budeme vysSettovat vlastnosti tiloh a v jedné dimenzi. Nejdtive
vySetiime vlastni ¢isla a vlastni funkce tlohy . Déle najdeme tzv. adjungované vlastni
funkce k tloze , které vyuzijeme pro odvozeni nékterych vlastnosti Fucikova spek-
tra ulohy . Pro dlohu ([1.2) najdeme analyticky ptredpis jednotlivych vétvi Fuéikova
spektra, omezeni na oblast, ve které Fucikovo spektrum lezi, a najdeme ptedpis pro tecny
Fucikova spektra ve vlastnich ¢islech.
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V kapitole |5 vySetiime vlastnosti tloh a v druhé dimenzi. Podobné jako
\ kapitolevyéetﬁme vlastni ¢isla a vlastni vektory tlohy anajdeme tzv. adjungované
vlastni funkce. V této kapitole vsak neodvodime ptedpis celého Fucikova spektra tlohy
, ale pouze jeho prvni vétev. Opét najdeme omezeni na oblast, ve které Fucikovo
spektrum lezi, a najdeme te¢ny ve vlastnich ¢islech.

V kapitole |§| vySetiime vlastnosti tloh a v obecné dimenzi n. Opét vySetiime
vlastni ¢isla a vlastni vektory tlohy a najdeme tzv. adjungované vlastni funkce. V této
kapitole opét najdeme omezeni na oblast, ve které Fucikovo spektrum lezi, a najdeme tecny
ve vlastnich ¢islech.

V priloze |A| popiseme numericky experiment pro hledani Fucikova spektra tlohy .
Dale zde muzeme najit obrazky numericky ziskaného Fuéikovo spektra.



Kapitola 2

Formulace tlohy

V této préaci se budeme zabyvat tlohou na vlastni ¢isla ve tvaru
—Au(x) = Au pro x € €,

u'(0) =0, /Qu(x)dx =0, (2.1)

kde
Q={xeR": x| <1}.

Zapis ||x|| znaci klasickou Euklidovskou normu vektoru x. Budeme vSak pracovat pouze se
specialnim ptipadem tlohy, ve kterém budeme predpoklddat radidlné symetrické feseni

u(x) = u([[x]]).

Muzeme tedy piepsat ulohu (2.1) do tvaru

-1
u’(r) + 1 u'(r) + du(r) =0 pro r € (0,1),
r
1 (2.2)
u'(0) =0, / " tu(r)dr = 0,
0
kde
r=|lz|.
Pricemz budeme hledat klasické fesen{ tlohy (2.2)). Vyzadujeme tedy u € C%(0,1).
Déle se v této praci budeme zabyvat Fuc¢ikovym spektrem tlohy
" n—1 / + _
u’(r) + u(r)+au™(r)—pPu (r)=0 pror € (0,1),
r
(2.3)
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kde
ut (r) = max{u(r),0}, u” (r) = max{—u(r),0}.

Pticemz Fuéikovym spektrem tlohy ([2.3) nazyvame nasledujici mnozinu
Y= {(a, ) € R?: tiloha (2.3) s parametry «, f mé netrividlni klasické i"eéem'}. (2.4)
Lemma 2.1. Pokud funkce u 7esi dlohu (2.3) s parametry (o, (), pak funkce —u 7esi ilohu

(2.3) s parametry (B, «).

Dikaz. Predpokladejme, ze funkce u tesi ulohu (2.3) s parametry («, ). Pro funkci —u
dostavame ulohu ve tvaru

(—u(r))" + nT_l(—u(T))’ +a(—u)t — B(—u)” =0 pror € (0,1),

Coz lze upravit do tvaru

1
"(r) + t u'(r)+ put —au” =0 pro r € (0,1),
1
u'(0) =0, / " u(r)dr = 0.
0
A tedy vidime, ze —u tesi ulohu (2.3 s parametry (5, «). ]

Odtud dostavame nasledujici vétu.

Véta 2.2. Dvojice (o, ) lezi ve Fucikové spektru ulohy (2.3) prdvé tehdy, kdyz (5, o) lezi
ve Fucikoveé spektru.



Kapitola 3

Dimenze 1

3.1 Uloha na vlastni cisla
Pro zacédtek prozkoumejme tlohu (2.2) v jedné dimenzi. Dostavame tedy tlohu
u'(r) + Au(r) =0 pror € (0,1),

1 3.1
u'(0) =0, /0 u(r)dr = 0. (3.1)

Véta 3.1. Uloha (3.1) ma netrividlni reseni pouze pro A > 0.
Diikaz. Predpokladejme A\ < 0.
1. Pro u(0) = 0 vyhovuje rovnici pouze trivialni feseni. Plyne z véty o jednozna¢nosti
feseni (viz [4) str. 783)]).
2. Nyni predpoklddejme u(0) > 0. Ze spojitosti Feseni plyne
Iro > 0:u(r) > 0 na (0,rg).
Jelikoz je A zapornd, musi platit «”(r) > 0 na (0, ry). Jelikoz navic plati «/(0) = 0,

je funkce u rostouci na intervalu (0,79). Odsud dostavame, ze v libovolném r > 0 je
funkce u konvexni a rostouci. Plati tedy u(r) > 0 pro r € (0,1). Muzeme tedy psat

/01 u(r)dr > 0.

Coz je spor s integralni podminkou tlohy (3.1)).

3. Pro u(0) < 0 je dukaz obdobny.
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Pro A = 0 m4 rovnice (3.1)) obecné feseni ve tvaru u(r) = ar + b, odkud po zohlednéni
prvni okrajové podminky dostdvame u(r) = b. Aby byla splnénd integralni podminka, musi
platit b = 0. Dostavame tedy trividlni feseni. ]

Budeme tedy v nésledujicim vykladu automaticky predpokladat A > 0.
Obecnym fesenim diferencidlni rovnice z (3.1)) je funkce

u(r) = Cysin(VAr) + Cycos(VAr) VO, Cy € R.
Po zohlednéni prvni okrajové podminky dostavame C7 = 0, a tedy
u(r) = Cy cos(VAr).

Nyni pouzijeme integralni okrajovou podminku

sin(v/Ar)

VA

1

1
0= OQ/ cos(\/XT)dr =Yy
0

Dostavame tedy
VA = k.
Vlastni ¢isla tlohy (3.1) jsou dand predpisem A\, = (k7)2, kterym odpovidaji vlastni
funkce uy, = cos(km), kde k € N.

u(r)
1

0.5r — cos(7r)
cos(27r)
0.2 0.1 0.6 0.8 1‘7‘ cos(377)
— cos(47r)
—0.5F

Obrézek 3.1: Prvni ¢tyfi vlastni funkce tlohy (3.1))

3.2 Uloha s zobecnénou okrajovou podminkou

o~/

Jelikoz k 1loze (3.1) neumime najit tzv. adjungovanou ulohu, prejdeme k obecnéjsi loze.
Nahradime integralni podminku nésledujici podminkou

(1— e)/o u(r)dr + eu(1) = 0. (3.2)
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Vsimnéme si, ze pro € = 0 prechdzi podminka (3.2]) na integralni okrajovou podminku (na
puvodni dlohu) a pro € = 1 na Dirichletovu podminku. My se déle budeme zabyvat tlohou,
kde € € (0,1]. Dostavame tedy tlohu ve tvaru

u"(r) + du(r) =0 pro r € (0,1),

1 3.3
u'(0) =0, (1-— e)/ u(r)dr + eu(l) = 0. (3:3)

0
Véta 3.2. Uloha (3.3) ma netrividini Tesent pouze pro A > 0.
Dukaz. Dukaz je obdobou dukazu véty (3.1)). O

Déle budeme opét predpokladat A > 0.
Reseni tlohy
Obecnym feSenim rovnice z je funkce
u(r) = Cy cos(VAr) + Cy sin(vV/Ar).
Zohlednénim prvni okrajové podminky dostavame
u(r) = Cy cos(VAr).

Vyuzijme nyni druhou okrajovou podminku
1
(1-— e)/ cos(VAr)dr + € cos(vVA) = 0.
0

Odtud po integraci dostavame
e V= —(1—¢) tg(VN). (3.4)

Dostédvame tedy pro libovolné € € (0,1] vlastni ¢isla dlohy (3.3) jako feseni nelinedrni
rovnice (3.4). Mame tedy nekone¢nou posloupnost )\gf), kde

(i) )\,(:) odpovida k-tému teseni rovnice (3.4) s pevnym e,

(i) Al

k1 = )‘1(:)7

(iii) A >0 pro kazdé k € N.

K vlastnim ¢islum dostéavame vlastni funkce ve tvaru

w9 (r) = cos <\/)\T,:)r>
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Zavedeni adjungované ulohy

Nyni zadefinujeme adjungovanou tlohu k tloze ((3.3)

1—
- i Av(r) =0 pror € (0,1), (3.5)

v'(0) =0, v(1) =0.

V" (r) + (1)

Ulohy (3-3) a (3.5) nazyvame adjungovand, jelikoz pro viechny u, v € C2(0, 1) splitujici
okrajové podminky z 1loh (3.3), (3.5)) plati

/0 (u"(r) + Mu(r))v(r)dr = /0 u(r) (v (r) + v'(l)? + Av(r))dr. (3.6)

Poznamka 3.3. Pokud bychom na vhodnych prostorech zavedli operatory L a L* tak, aby
tloha (3.3)) presla na operdtorovou rovnici ve tvaru Lu = Au a tloha (3.3)) na operdtorovou
rovnici ve tvaru L*u = Au, pak by operator L* predstavoval adjungovany operator k opera-
toru L.

Reseni adjungované tlohy

Jelikoz tloha (3.5)) je adjungovanou tlohou k tloze (3.3)) a ilohu (3.3)) jsme fesili pro A > 0,
budeme i tlohu ([3.5)) Fesit pro A > 0.
Obecnym fesenim tlohy (3.5)) je funkce

V(1)1 —€

v(r) = 5 + Cy cos(VAr) + Cysin(VAz), VO, 0y €R. (3.7)

€

Po zohlednéni prvni okrajové podminky méame
v'(0) = —Cy v/ Asin(0) + Cov/ A cos(0) = 0.
Z ¢ehoz plyne Cy = 0. Funkee (3.7)) se zjednodusi do tvaru

U(r):_@l—e

—+C cos(VAr). (3.8)
Nyni vyjadiime z hodnotu /(1)
V(1) = —Cy1VAsin(VN), (3.9)

¢imz (3.8) prejde do tvaru

‘ sin(VA) 4 Cy cos(VAr). (3.10)
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Nakonec zohlednime druhou okrajovou podminku

v(l) = 01L L-c sin(VA) + Cy cos(V/A) = 0.

Vo€

Odtud po tpravé dostavame
e VA= —(1—etg(V). (3.11)
Vidime tedy, ze vlastni ¢isla tloh (3.3)), (3.5)) jsou stejnd. A dostdvame opét nekoneénou

posloupnost vlastnich ¢isel )\,(:).
Dosazenim (3.11]) do (3.10]) dostavame vysledny tvar vlastnich funkei tlohy (3.5))

v (r) = cos ( )\,(f)r) — cos ( /\,(;)). (3.12)

Limitni prechod ¢ — 0

Dosud jsme pracovali s € € (0, 1], jelikoz pro € = 0 nem4 tloha (3.5 smysl. Dodefinujme

nyni v,go) limitnim prechodem ve tvaru

0 . €
o (r) = lim v (r).
Pokud upravime (3.11)) do tvaru
—(1 =€) sin(vV/X) = eV Acos(VA),
pak pro € — 0 dostavame sin <\/ A,io)> =0, a tedy

A = (k)2

Odtud dostdvame vlastni funkce ve tvaru

vlio)(r) = cos(knr) — cos(km). (3.13)
Tyto funkce muzeme chéapat jako adjungované vlastni funkce k loze (3.1)).

Lemma 3.4. Funkce v,(f)

(i) (v") (1) =0,
(i1) v,(co) nemeént znaménko na (0, 1),
0 " 0 0 0
(iii) (0" ()" = =N (0 (r) = 0 (55))
Dikaz. Dukazy vztahu (i) a jsou zrejmé. Nyni dokazeme . Ztrejmeé plati
(v,(co)(r))” = —(km)? (cos(knr) — cos(km) + cos(km)) .

Jelikoz cos(5) = 0, dostdvame

G0 = A (70 - (5 )

maji nasledujict vlastnosti
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(
(

0.2 04 0.6 0.8 1 cos(3mr) + 1
(

Obrazek 3.2: Prvni ctyti funkce v,(CO).

3.3 Fucikovo spektrum

Nyni se budeme zabyvat Fucikovym spektrem tulohy

u"(r) + aut(r) — Bu=(r) =0 pro r € (0,1),

1 3.14
u'(0) =0, /0 u(r)dr = 0. (3.14)

Odvozeni Fucikova spektra
Pro prehlednost rozdélime odvozeni Fuéikova spektra tlohy (3.14]) do nékolika krok.
(I) Vyjédiime feseni nedourcené tlohy pro «, 5 > 0

u"(r) + aut(r) — Bu(r)
u’(0)

0,
3.15
0 (3.15)

(IT) Vysetiime pocet nulovych bodu feseni z tlohy (3.15) v zavislosti na parametrech
a, B (opét pro a, 5> 0).

(ITI) Odvodime Fucikovo spektrum ulohy (3.14]) pro a, 5 > 0.
(IV) Zohlednime piipad «, § € R.

Ptekrotme nyni k samotnému odvozeni.

(I) Zaénéme tedy fesenfm tlohy (3.15) (pro a, B > 0). Resenf této diferencidlni rovnice
budeme konstruovat postupné pro jednotlivé kladné a zaporné pulviny. A to tak,
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aby na sebe hladce navazovaly. Predpoklddejme «(0) > 0 (pro u(0) < 0 je odvozeni
obdobné)

(

ug(r) = C/Bcos (v/ar)
pror € (O, #&} ,

uy(r) = —Cy/asin (x/ﬁ (r— %))

2
pl“OTE(Ta,m—F\/—B],

w(r) = CVBsin (Va(r - (3% + )
u(r) = h o i (3.16)
prore za * v 7+T]
un(r) = Cy/Bsin (va (r - (%727 + 27)))
pror € ((;f) +\"/7L,(2;\+f1) +\n/—%},
U (r) = —Cyasin (VB (r— (22 + 22)))
| pro7“€<2\/a +f, Qf—i-\/g].
(IT) Z tvaru funkef ugy 41 & ugy1o vidime, ze funkce v mé na intervalu (0, 1)
(i) 0 nulovych bodu pro ( {Q\F >1, >0},
(ii) 1 nulovy bod pro (a, {M > 57 <1},
(iii) 2n nulovych bodu pro («, 8) € {(2"?) +5 > 1, (23\;) + 75 < 1},
(iv) 2n + 1 nulovych bodt pro (a, 3) € (23\?;) + ("\J;%)” > 1, (Zgj;gﬂ + 5 < 1}.
Pro lepsi pfehlednost nésledujiciho vykladu zaved me nésledujici znaceni
N,;F ={(a, 8) € (R*)? : u(0) > 0, u je FeSenim tlohy (3.15)
a funkce u m4 na intervalu (0, 1) prévé n nulovych bodu. }
(3.17)

N, = {(ayﬂ) € (RY)?: u(0) <0, u je feSenim tlohy (3.15)

a funkce u m4 na intervalu (0, 1) pravé n nulovych bodu. }

Timto jsme odvodili nasledujici lemma.
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Lemma 3.5. Pro N, a N, plati

>1

@n+Lm  nm @n—-1r  nm }
T VBT 2/a VB

Ng, = {(0,8) € R")?:

e tvE 2t aa Tyl

kde n € Ng.
(III) Nyni muzeme piejit k feseni ilohy
u"(r) + aut(r) — Bu=(r) =0 pro r € (0,1),

! (3.18)
u'(0) =0, / u(r)dr = 0.
0
Oznacme jednotlivé vétve teSeni tilohy (3.18)) zapisem
I ={(a, 8) : w(0) > 0, u je FeSenim tlohy (3.18)
a funkce u m4 na intervalu (0, 1) pravé n nulovych bodu. }
(3.19)

o= { ) <0, u je tesenim tlohy (3.18 -
a funkce u mé na 1ntervalu (0, 1) prave n nulovych bodu.}

Nyni odvodime vétve Fuéikova spektra pro «, g > 0.
Pro I nemd fesen{ (funkce u) zadny nulovy bod, a tedy nelze splnit integrdlni
podminku fo r)dr = 0. Dostavame tedy I = 0.

Nyni vysetfeme I, +. Hledame teseni, které splnuje fo u(r)dr = 0, pficemz u ma prave
jeden nulovy bod. Musi tedy byt splnéna nasledujici rovnost

T 1
/2f \/Bcos(\/ar)dr — / Vasin (\/_<r — —)) dr =0,
0 - 2y/a
kterou lze prepsat do nasledujiciho tvaru

/0 \/_cos\/_rdr—/ \/asm\/_r

Po integraci dostavame rovnost ve tvaru

GGy (05 )
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Dostavame tedy predpis ¢asti vétve Fucikova spektra tlohy (3.14])

Ifg{(a B) : %Jr%( (ﬂ(uﬁ))q):o,(a,ﬁ)ew}.

Nyn{ piejdéme k odvozeni predpisu libovolné vétve. Odvod'me nejprve vétve I 15
kde n € Ny. Jelikoz se kladné i zaporné pulviny funkce u periodicky opakuji, muzeme
psat

\/6/02;& cos(v/ar)dr + zj: ( - \/5/0\% sin(ﬂr)dr)—%

_n(L_A'_

a L)
e sin(y/Br)dr =

n

m R
va 3a

Z <\/B/ Sin(\/ar)dr> - \/5/

1 0 0

Coz muzeme snadno upravit do tvaru

n <—\/a / 7 n(y/Brydr 1 /B / v sin(\/ar)dr> +
\/_/ cos(v/ar) dr—\/_/ 7_n(7+f)sm(\/5r)dr:

Odtud po integraci dostavame

Ve (eos (VA1 - 555 (5 + 75)) ) -~ cost0)) =0

Dostavame tedy predpis

I, = {(2n+ DYZ 20+ 1)

Vo (eos (VA(L- 22 20 T)) ) =0 () € N}

Nyni prejdéme k odvozeni vétvi I, kde n € Ny. VyuZijeme tvar feseni jako pii
odvozen{ I3}, ., ¢imz dostédvdme

A /0 V cos(Var)dr — v/a /0 7 n(y/Brydr
+n—1) (ﬂ / 7 in(ar)dr — va /0 v sm(\/Br)dr> +

- E+5)
7va VB vatva
—{—\/_/ sin(v/ar)dr =
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Odtud po integraci dostavame

%(cos(ﬁu—i—i—(n—l)(

Dostavame tedy predpis

I = {Qn\/TZ —Qn% — \/—z (Cos (\/a<1 _ %% —n%))) —0,

(o, B) € Ngn}.

(IV) Nyni uvazujme i zédporna «, f3. Jelikoz predpokladdme u(0) > 0, a musi byt kladna
(viz dukaz véty ). Navic predpokladejme o > "72, aby funkce u méla i zdpornou
cast.

(i) Uvazujme nejprve 8 = 0. Kladna ¢dst funkce u je ddna predpisem
() = cos (var) € (0,5
ug(r) = cos (var ro r ,— .
Pro zapornou cast teseni tedy dostavame rovnici

ul(r) =0,

z

jejimz obecnym tesenim je funkce w,(r) = ar + b. Jelikoz funkce uy a u, musi
byt hladce napojené, plati

Mame tedy

Dostavame rovnost ve tvaru
a
/ cos(v/ar)dr — /
0

7 které po integraci dostavame
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Po umocnéni a prendsobeni \/a dostdvame kvadratickou rovnici

2

\/52—7\/5+%—2:O,

jejimz fesenim jsou

T
V2 + oL
\/51,2 =

\/__5.

Avsak pouze prvni feseni splnuje podminku o > ”IQ. Dostavame tedy

((\/_+ ) )eﬁ

(ii) Nyniuvazujme 5 < 0, pficemz opét predpokldddme o > %2. Kladn4 ¢ast funkce
u je ddna predpisem

= /—f cos (Var) pror € (0, %} .
Pro zapornou cast feseni tedy dostavame rovnici
uz(r) + Bu(r) =0,
jejimz obecnym fesenim je funkce
u,(r) = Cy sinh (\/—_ﬁr) + (5 cosh (\/—_r), VCi,C e R.

Kterou lze prepsat do nasledujiciho tvaru
u.(r) = Aysinh (/=3 (r — As)), Aj, Ay €R.
Jelikoz funkce wu; a u, musi byt hladce napojené, vyzadujeme
T
z\q = :Oa
" (2\/‘ )
(557) = (5) - v

Mame tedy
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Odtud dostavame integralni rovnost
e ! m
\/—B/ cos(v/ar)dr — \/a/ sinh (\/—B(r — —)> dr = 0.
0 55 2V

Po integraci dostavame

e (e 59) ) o

coz lze upravit do tvaru
\/a \/a m .
+ 5y (V- 575)) -0

Jelikoz je funkce u, klesajici, u ma pouze jeden nulovy bod (pro § < 0) na intervalu
(0,1). Dostavame tedy, ze pro 8 < 0 jsou I, = ) pron = 2,3,4,. ..

=h

3

Timto jsme odvodili nasledujici vétu.
Véta 3.6. Fucikovo spektrum dlohy (3.14) se sklddd z vétvi I} a I, n € Ny, které

jsou dané ndsledujicim predpisem

Ig=1; =0,

va V=B V=B 2y 4
Ios {2 %—%%—
Blm(le- 2 o)) mmens) e
I;L+1:{(2n+1)%—(2n+1)%+
%(cos(ﬁ(l 2n2—|—1\;T_ \;T_>>):0’(a”8)€N2n+1} pron € N,

In_:{(oz,ﬁ):(ﬂ,a)elj} pron € N,

Fuéikovo spektrum muzeme vidét na obr.
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Vlastnosti Fucikova spektra

V predchozi ¢asti jsme odvodili analyticky predpis Fucikova spektra. Nyni odvodime jeho
dulezité vlastnosti. Poznamenejme, ze v dalsi ¢asti této prace se budeme zabyvat obdobou
ulohy ve vyssi dimenzi, kde spektrum analyticky odvodit neumime. Nasledujici véty
vsak budou mit obdobu i ve vyssi dimenzi.

Véta 3.7 (Omezeni spektra v 1D). Uloha

u’(r) + aut(r) — fu(r) =0 pror € (0,1),
1 3.20
u'(0) =0, /0 u(r)dr =0 (3.20)

ma netrividalng resent pro o, B splnugici

(@ — (km))) (B — (kn)?) >0  Vk N,

3.21
nebo o = f = (km)?, keN. (3:21)

° 1w , , . . , , 0 . .
Dukaz. Nejdiive vyndsobime rovnici v tloze (3.20) funkei v = v,(c ) a provedeme integraci

pres cely interval (0, 1), ¢imz dostavame

/Olu"( You(r )dr+a/ dr—ﬁ/ r=0. (3.22)

Nyni provedeme integraci per partes

[o(r)e (r) = o' (r)u(r)]y + / u(r) v (r)dr

+a/ dr—ﬁ/ r=0.

(3.23)

Jelikoz plati

dostavame rovnost ve tvaru

—k*7? /01 u(r) (v(r) - v<%>> + a/ol u(r)v(r)dr — B [ w (r)v(r)dr=0. (3.24)

Jelikoz

dostavame

—k:27r2/0 u(r)v(r)dr + a/o ut(r)v(r)dr — 8 [ u” (r)v(r)dr = 0. (3.25)
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Coz muzeme upravit do nésledujiciho tvaru

(o = (kr)?) /0 () o(r)dr = (8 — (kr)?2) /0 () v(r)dr. (3.26)

Jelikoz funkce ™, u~ jsou nezdporné (a netrivialni) a v je bud kladnd nebo zépornd skoro
vSude, jsou i oba integraly

/01 ut(r)v(r)dr, /01 u” (r)v(r)dr

soucasné kladné nebo zaporné.

A tedy musi platit (3.21]). O

Oblast, ve které lezi Fucikovo spektrum tlohy (3.14]), muzeme vidét na obr. a .

(1

0 72 (21)2 (47)2 (6m)?

Obrézek 3.3: Oblast, ve které lezi Fuéikovo spektrum tlohy ([3.14]).
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2 (27)? (37

Obrézek 3.4: Fucikovo spektrum tlohy (3.14])).

Tecny Fucikova spektra

Nyni odvodime teény Fucikova spektra ve vlastnich bodech. Jelikoz budeme pracovat

N

z ulohy (3.3)). Mame tedy tlohu na Fuéikovo spektrum ve tvaru

u'(r) + aut(r) — fu(r) =0 pro r € (0,1),
! 3.27
u'(0) =0, (1— (—:)/0 u(r)dr + eu(1) =0, (3.27)

kde € € (0, 1] je pevny parametr.

Véta 3.8 (Tecna k Fucikovu spektru v 1D - pro zobecnénou tlohu). Predpoklddejme,
Ze ezistuje vétev Fucikova spektra tlohy (3.27)), kterd prochdzi vlastnim cislem Ny, (bo-
dem (Mg, M) ). Pak Fucikovo spektrum dlohy (3.27) md ve vlastnim éisle Ny te¢nu danou
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predpisem
) Oé(t) =\ + 1,
Pgty = tat,
kde )
/ w (r) vg(r)dr
a= =Y (3.28)

/01 uy (1) vk(r)dr‘

Funkce uy, je vlastni funkci dlohy (3.3)) odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay a vy, je adjungovanou
vlastni funkci (neboli vlastni funkci k iloze (3.5))).

Ak41

Ak ]

Ak—1]

/\k—l )\k )I\k+1
Obrazek 3.5: Ilustrace Fucikova spektra.

Diikaz. Uvazujme libovolnou dvojici (ayp, By), kterd lezi ve Fucikové spektru, ve tvaru

g = A\ + 8,

Bo= M +as, (3.29)
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kde a, s jsou vhodné zvolend redlné ¢isla tak, aby platilo (3.29)).
Zadefinujme nyni piimku p prochédzejici vlastnim ¢islem (\g, Ax) a bodem («p, fp). Tato
piimka je dana predpisem

. Oé(t):)\k—i-t,
b ﬁ(t):)\k‘i_ata

Do rovnice v tloze (3.27) dosadme (3.29)), ¢imZ dostdvdme

teR. (3.30)

u"(r) + (M + s)ut(r) — (M +as)u™(r) =0. (3.31)

Ptendsobme rovnost (3.31)) funkei vy, kde vy, je adjungovanou funkei k tloze (3.3|) odpovidajici

vlastnimu ¢islu A, a provedme integraci pies interval (0, 1)
1
/ (u"(r) + Meu(r) + sut(r) — asu™(r)) vg(r) dr = 0. (3.32)
0
Nyni vyuzijeme vztah ({3.6]), odkud dostavame

/01 u(r) (UZ(T) + U%(l)? + )\kvk(r)) dr + /01 su™ (r) vp(r) — a su™(r) vi(r) dr = 0.

Funkce vy je vSak vlastni funkci, které odpovida vlastni ¢islo A\g, a tedy musi platit

1—c¢

vp(r) + vi(1) + Aevg(r) = 0.

€

Dostavame tedy, ze

/01 ut (r) vy (r)dr
/01 u” (1) vg(r)dr

je smérnici piimky spojujici bod (A, Ax) a (ao, Bo)-

Uvazujme nyni, ze (ayp, By) lezi na stejné vétvi Fuéikova spektra jako (Mg, A\x). Pokud
nyni udéldme limitni prechod (g, Bo) — (A, Ak), tj. © — uy, piimka p prejde na teénu
Fucikova spektra v bodé (\g, \x), pfiCemz smérnice tecny ve vlastnim ¢&isle je tedy dand
predpisem (|3.28]). ]

a =

Nyni ukdzeme, ze vyse uvedeny vztah plati i pro ulohu (3.14)).

Véta 3.9 (Tecna k Fucikovu spektru v 1 D). Predpoklddejme, Ze existuje vétev Fucikova
spektra tlohy (3.14), kterd prochdzi vlastnim cislem A, (bodem (Mg, Ap)). Pak Fucikovo
spektrum ulohy (3.14]) md ve vlastnim cisle A\, tecnu danou predpisem
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Oé(t) = )\k + t,

: teER
Pogty=xg+at, '€

kde .
/o uy (r) v (r)dr
/01 uy, (1) vk('r’)dr'

Funkce uy, je vlastni funkci dlohy (3.1)) a vi je adjungovanou funkci (viz (3.13))).

Diikaz. Dukaz je podobny dukazu véty
Vyjdéme z rovnosti (3.32)), aviak misto vyuziti adjungované tlohy dosadime za vy rovnou

(3.33)

a =

adjungovanou funkci vko (viz (3.13). Po integraci per partes dostavame
[og () (r) = v (r)u(r)]o +
1 1
/ w(r)vy (r)dr + / (Awu(r) + su™(r) —asu™(r)) vg(r)dr =0.
0 0

Jelikoz plati

04(0) = 0,0e(1) = 0, v4(1) = 0,/(0) = 0 & vf(r) = —y (vkm - vk(i)) ,

dostavame

AUk (%) /01 u(r)dr + /01 (sut(r) —asu(r)) ve(r)dr =0.

Mame tedy opét

/01 ut (r) v (r)dr
/01 u” (r) vg(r)dr

odkud po limitnim prechodu (ag, 59) = (A, k), tj. u — ug, dostavame (3.33)). O

a = 5

Poznamka 3.10. Ve vété jsme uvazovali € € (0, 1]. Pokud bychom udélali limitn{
prechod € — 0, dostaneme tvrzeni ekvivalentni vété 3.9,

Poznamka 3.11. Predpoklad na existenci vétvi Fuéikova spektra ve vété [3.9] je automa-
ticky splnén, jelikoz jsme v této kapitole odvodili analyticky predpis Fucikova spektra tlohy
(3.14), viz véta Vime tedy, Ze existuji vétve Fucikova spektra prochézejici vlastnimi



Kapitola 4

Besselovy funkce

4.1 Besselovy funkce prvniho a druhého druhu

Besselovy funkce jsou definovany jako feseni diferencialni rovnice

r2u(r) +rd/(r) + (r* — m?)u(r) =0, (4.1)

kde m je obecné libovolné komplexni ¢islo. My se vSak omezime v této praci na parametry
m, které lze zapsat ve tvaru m = £, kde p € N.
Obecné teseni diferencidlni rovnice (4.1)) lze zapsat ve tvaru

u(r) = Cidn(r) + CoYn(r) VO, €R, (4.2)

viz [2, Kapitola 10].
Funkce J,,,, Y,, se nazyvaji Besselovy funkce prvniho a druhého druhu radu m.

Funkci J,,, 1ze zapsat ve tvaru

Tm(r) = (g)m 2.O<_1)kk!r((§>

— m+k+1)

a funkci Y, jako

Y1) — T Jol) 05T D) =Ty (r),

a—m sin(7 q)

Nyni uved me nékolik vlastnosti Besselovych funkei, které budeme v nésledujicim textu
potiebovat (zdroj [2, Kapitola 10]).

(i) Pro m > 0 je J,,, omezenou funkci a Y, je neomezend v 0,

23
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(TR o
EEN\/74

Obrazek 4.1: Graf Besselovych funkei prvniho druhu.

u(r)
0.5 F

-0.5

Obrazek 4.2: Graf Besselovych funkci druhého druhu.

(ii) funkce J,, je na intervalu (0, +00) analytickou funkef,

)
(iii) funkce J,,, 1 Y,, maji spoc¢etné mnoho nulovych bodu na [0, +00),
(iv) k-ty nulovy bod funkce J,, oznac¢ime pi,, ,

)

(v

/rme_l(r)dr =r"Jn(r)+C, (4.3)

(r™Jm(r) =" T (r), (4.4)



4.1. BESSELOVY FUNKCE PRVNIHO A DRUHEHO DRUHU
(vii)

(r"Jm(r) = = (r""Jppa(r)),
(viii)

/TYQ(T)dT =rYy(r)+ C,

(F"Ym(r)) = 1" Y (r),

2

Jm+1(r> Ym(T) - Jm(r) Ym+1(T) = E?

(xii) pro r>> |m? — 1| plati nésledujici asymptotické odhady

cos (r— (m+1)m —Z)
Jm+1(r) ~ 2 4 ~ tg (T—m——
Jm(r) _mm T 2
cos (r 5 4)

(xiv) pro nulové body plati

Pm,1 < fUmi11 < Um2 < Umy12 < Umyo1 < ...

25

(4.5)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

Nyni odvodime obecné feseni diferencidlni rovnice, se kterou budeme v néasledujicim

textu casto pracovat.
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Lemma 4.1. Obecnym tesenim diferencidlni rovnice

u”(r) +

u'(r) +u(r) =0 (4.12)
je funkce ve tvaru
u(r) = Cr7 2 Jua(r) + Cor 2" Yaa(r) Y0y, Ch €R. (4.13)

Diikaz. Predpokladejme feSeni ve tvaru

Odtud dostavame

2— n -
u'(r) = 5 i 20(r) +r72 V'(r),
* 2
u'(r) = % rrru(r) 4+ (2= n)r B () 4 0 ().
Dosazenim u do (4.12]) dostavame
— 2 —2—n n 2—n
% r—z o(r)+2-—n)r zJ(r)+r2 J(r)+
- 1 2 - —n—2 —n 2—n
(n )2( n) rz o(r)+(n—1)r=z J{r)+r=2 vr)=0.

Po zjednoduseni

P ) + R () e ( - (” 5 2)) o(r) = 0. (4.14)

Po vydéleni ([I.14) vyrazem r 2 dostdvdme ([4.1), kde m = 252, Méme tedy
v(r)=Ch Janz(r) + Cy Yanz(r),

odkud dostavame . .
u(r)=Cyrz Juzz(r) + Cor'z Yoz (r).

Uvedme nyn{ tvar funkce (4.13) pron =1, 2, 3, 4, 5.

(i) Pron =1 mame

(r) 4+ Csq r2 Y i (r) =

u(r):Clr%J 1 1

2 2
4 \/; cos(r) + Cy \/; sin(r),

povsimnéme si, ze tato funkce odpovidd obecnému feseni rovnice (3.1)).
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(ii) Pro n =2 méame
u(r) = Cy Jo(r) + C2 Yo(r).
(iii) Pro n =3 mame

u(r) =C4 rz J%(r) +Cyr2 Y%(r) =

c, 2 sin(r) +C2\/§cos(7’).
T 7 T o

(iv) Pro n =4 mame

(v) Pron =5 mame

u(r) = Cy r3 J%(r) + r3 Y%(r) —

¢ \/? sin(r) —?’)r’ cos(r) Lo \/2 cos(r) +37“ sin(r).
s r s r

4.2 Modifikované Besselovy funkce

Modifikované Besselovy funkce jsou definovany jako feseni diferencialni rovnice

r2u"(r) +rd/(r) — (r* + m?*) u(r) = 0, (4.15)

kde m je obecné libovolné komplexni ¢islo. My se opét omezime na parametry m, které lze
zapsat ve tvaru m = £, kde p € N,
Obecné feseni diferencidlni rovnice (4.15) lze zapsat ve tvaru

u(r) = C1Ly(r) + CoKpn(r) VO, Ch € R, (4.16)

viz [2, Kapitola 10].

Funkce I,,,, K, se nazyvaji modifikované Besselovy funkce prvniho a druhého druhu fadu m.
Nyni uved me nékolik vlastnosti modifikovanych Besselovych funkei, které budeme v nésledujicim
textu pottebovat (zdroj [2]).

(i) Funkce I, je v nule kone¢nd a pro r > 0 je rostouci funkei.

(ii)) Funkce K,, je neomezend v 0. Pro r > 0 je klesajici funkci a plati K,,(r) — 0 pro
r — 0.
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Obrazek 4.3: Graf modifikovanych Besselovych funkei prvniho druhu.

(iii)

/ L (1) = 1 () + C, (4.17)

(iv)
(r™Ln (7)) = "I (r), (4.18)

(v)
(r" () = 1" L (), (4.19)

(vi)
/ rKo(r)dr = —rK; (r) + C, (4.20)

(vii)
(r"Kn(r)) = ="K (1), (4.21)

(viii)
(r"Kin(r))" = ="Ky (1), (4.22)

(ix)

L1 (1) Ko (7) + L (r) Kppa (1) = % (4.23)
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u(r)
3 L
i — Ko('l“)
2 Ky (r)
0 — Kl(r)
7 — Ky (r)
0 | 1 | 2 g

Obréazek 4.4: Graf modifikovanych Besselovych funkei druhého druhu.

Lemma 4.2. Obecnym tesenim diferencidlni rovnice

-1
u/l(r) + n

. u'(r) —u(r) =0 (4.24)

je funkce ve tvaru
u(r) = C1r 2 Laa (1) + Cor 2" Kusa (r) - W01, G2 €R. (4.25)

Diikaz. Dukaz je obdobou dukazu lemmatu 4.1 ]






Kapitola 5

Dimenze 2

5.1 Uloha na vlastni ¢isla

Nyni prozkoumejme tlohu ([2.2)) ve dvou dimenzich. Dostavame tedy
1
u"(r) + =/ (r) + Au(r) =0 pro r € (0,1),
r

u'(0) =0, /1 ru(r)dr = 0.
0
Tuto rovnici 1ze po vynasobeni proménnou r upravit do tvaru
(ra/(r)) + Mru(r) =0 pror € (0,1),
u'(0) =0, /1 ru(r)dr = 0,
0
s kterym budeme v nasledujicim textu pracovat.

Véta 5.1. Uloha (5.1) md netrividlni eseni pouze pro A > 0.
Dikaz. Predpokladejme A\ < 0.

1. Pro u(0) = 0 vyhovuje rovnici pouze trividlni feseni. Plyne z véty o jednoznaé¢nosti
feseni (viz [4) str. 783]).

2. Nyni predpokladejme u(0) > 0. Ze spojitosti feseni plyne
Jro > 0:u(r) > 0na (0,rg).

Jelikoz je A\ zdpornd, musi platit (ru/(r))" > 0 na (0,79). Z toho plyne, ze ru/(r)
(a tedy i «') je na (0,ry) rostouci funkei. Jelikoz navic plati «/(0) = 0, je funkce o’
kladnd na (0, 7). A tedy i funkce u je rostouci na intervalu (0, ry). Odsud dostédvame,
ze pro libovolné r > 0 je funkce u rostouci.

31
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1
A tedy u(r) > 0 pro r € (0,1). Muzeme tedy psat / ru(r)dr > 0.

Coz je spor s okrajovou podminkou tlohy (/5.1).
3. Pro u(0) < 0 je dukaz obdobny.

Pro A = 0 mé rovnice (5.1)) obecné teseni ve tvaru u(r) = aln(r) + b, odkud po
zohlednéni prvni okrajové podminky dostavame w(r) = b. Aby byla splnénd integralni
podminka, musi platit b = 0. Dostavame tedy trivialni feseni. O

Budeme tedy v nasledujicim vykladu automaticky predpoklddat A > 0.

0.8
0.6 _JO(/ll,l'r')
04 Jo(p,27)
Jo(p1,37)

0.2
— Jo(p1,47)

-0.2

—0.4

Obrézek 5.1: Prvni ¢tyfi vlastni funkce dlohy ((5.1)

Obecnym fesenim diferencialni rovnice z (.1)) je funkce
U,(’f’) = OlJo(\/XT) + CQYO(\/XT'), VCl, Cs € R,

viz lemma (1]
Jelikoz Y|, je v okoli nuly neomezend a J;(0) = 0, dostavame po zohlednéni prvni okrajové
podminky Cy = 0. Mame tedy

u(r) = C1Jo(VAr).

Nyni pouzijeme integralni okrajovou podminku
1
0= Cl/ rJo(VAr)dr.
0
Coz lze upravit dle (4.3)), ¢imz dostavame

C
0= 7 J1(VN).
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Obrazek 5.2: Prvni ¢tyfi vlastni funkce uy — 3D graf.

Méame tedy

\/X = M1k-

Vlastni ¢isla tlohy jsou dand predpisem Ay = (p14)?, kterym odpovidaji vlastni
funkce uy(r) = Jo(p1 1), kde k € N.
Grafy téchto vlastnich funkei muzeme vidét na obr. jako funkci jedné proménné a na
obr. jako radialné symetrickou funkci dvou proménnych.

5.2 Uloha s zobecnénou okrajovou podminkou

Jelikoz k tloze (5.1) neumime najit tzv. adjungovanou tulohu, piejdeme podobné jako

v~

(1— e)/o ru(r)dr 4+ eu(1) = 0. (5.2)
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A zabyvejme se opét tlohou, kde € € (0,1]. Mdme tedy tlohu ve tvaru
(ru'(r))" 4+ Aru(r) =0 pro r € (0,1),

1 (5.3)
u'(0) =0, (1-— e)/ ru(r)dr + eu(1) = 0.
0
Véta 5.2. Uloha (5.3) ma netrividlni Tesent pouze pro A > 0.
Dikaz. Dukaz je obdobou dukazu véty (5.1)). O]

Déle tedy budeme opét predpokladat A > 0.

Reseni tlohy (5.3)

Obecnym feSenim rovnice z (5.3) je funkce
u(r) = CJo(VAr) + CoYo(VAr),  VCi,Ch €R.
Zohlednénim prvni okrajové podminky dostavame
u(r) = C1Jo(VAr).
Vyuzijme druhou okrajovou podminku

(1—¢) /01 rJo(VAr)dr 4 eJo(VA) = 0.

Odtud po integraci mame

: ie VAJo(VA) = T (VN), (5.4)

coz lze zapsat tvaru
: VN I(VN) =0,
—€
Jelikoz jsou funkce Jy a J; analytickymi funkcemi, je i funkce 1 analytickou funkci, a tedy
(jelikoz v neni nulovou funkei) mé funkce ¥ maximalné spoc¢etné mnoho nulovych bodua
(viz [9]). A tedy existuje maximélné spoc¢etné mnoho vlastnich ¢isel A.

Jelikoz jsou mmnoziny nulovych bodu funkei Jo a J; disjunktni (viz (4.11))), muzeme

prepsat rovnost ((5.4]) do tvaru

W(VA) = J1 (V) +

eVi=—(1—¢) % (5.5)

Odkud po pouziti asymptotického odhadu ([4.10)) dostdvéme pro vA — +oo
eVix—(1—¢) tg(\/X— %)

Dostavame tedy podobné jako v jedné dimenzi nekonec¢nou posloupnost )\gf), kde
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(i) )\,(f) odpovida k-tému feseni rovnice (5.5)) s pevnym e,
(i) A, > A,

(iii) A? >0 pro kazdé k € N.

2I 4 8 10 1 14 /)
10k
o0l

1
o

—
E

Obréazek 5.3: Graf funkce

-
E

K vlastnim ¢islum dostéavame vlastni funkece ve tvaru
u,(;) (’I“) = JO ( )\](:)7") .

Zavedeni adjungované ulohy

Zadefinujeme adjungovanou tlohu k tloze (5.3))

1—c¢

(rv'(r))" + ro'(1) +rXv(r) =0 pro r € (0,1),

€ (5.6)
v'(0) =0, v(1) = 0.

Ulohy (5.3) a (5.6) nazyvéme adjungované (viz obdoba poznamky [3.10)), jelikoz pro
vsechny u,v € C*(0, 1) splitujici okrajové podminky z iloh (5.3)), (5.6) plati

/0 1 ((r/ (7)) + Aru(r)) v(r)dr = /0 1 u(r) ((Tv'(r))' +r'(1) Lo, mv(r)) dr.  (5.7)

€
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Reseni adjungované tlohy

Jelikoz loha (5.6)) je adjungovanou tlohou k tloze ([5.3)) a ilohu ([5.3)) jsme fesili pro A > 0,
budeme i tlohu ({5.6) fesit pro A > 0.

Obecnym fesenim tlohy (5.6 je funkce

o(r) = _v’i\l)l—e

+ CLJo(VAr) + CoYo(VAz). (5.8)

€

Nyni zohlednime prvni okrajovou podminku

= -2

Pomoci vzorce (4.5)) vyjadiime hodnotu v'(1)

€ L CLIo(VAr). (5.9)

€

V(1) = —CiVAJL (V). (5.10)
Dostavame tedy
1 1—¢
o(r) = Clﬁ - JL(VX) + CLIo(Vr). (5.11)

Nakonec zohlednime druhou okrajovou podminku

odkud dostavame
(e Ji(VY)
evi=—(1 ) Jo(\/X). (5.13)

Vidime tedy, ze vlastni éisla tloh (5.3)), (5.6 jsou stejnd. Mame tedy opét nekoneénou
posloupnost vlastnich ¢isel )\,(f).
Dosazenim ((5.13)) do (5.11]) dostavame vysledny tvar vlastnich funkei tlohy (5.6))

0l9(r) = JQ(\/)\T;)’I“> — Jo( )\E:)>. (5.14)

Limitni prechod ¢ — 0

Dodefinujme nyni v,go) limitnim prechodem ve tvaru

0 . €
ol (1) = i ()
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Pokud upravime (5.13)) do tvaru
e VA Jo(VA) = —(1—€) J1(VN),

pak pro € — 0 dostavame Jl( )\](:)> =0, a tedy

0
)‘l(c )= (Ml,k)2-

Po dosazeni dostavame limitni adjungované vlastni funkce ve tvaru
UI(CO)O“) = Jo(p,xm) — Jo(ta ) (5.15)

Tyto funkce muzeme chéapat jako adjungované vlastni funkce k uloze (5.1)).

Obrazek 5.4: Prvni ctyti funkce v,io).

Lemma 5.3. Funkce v,(j’) maji nasledujict vlastnosti

(i) (v”)' (1) =0,

i) v\” nemeént znaménko na 0,1),
1

fii) (r(o())) = s (o) — o (222)).
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Diikaz. Tvrzeni () plati, jelikoz (v,io)(l))/ = Ji(u1x) = 0. Ze vztahu (4.5) plyne, ze bod
(1.1 je prvnim lokdlnim extrémem funkce Jy (pro r > 0), a tedy musi platit . Tyto dveé
vlastnosti muzeme dobie vidét na obr. . Nyni odvodime vztah . Nejdtive zderivujeme
vlastni funkci pomoci vztahu

(T(UI(CO) (r))/)’ = — i (rJl <:u1,m“))',

Pouzijeme vztah (4.4)), ¢imz dostdvame

(r(w (1)) = = o (par). (5.16)

Nakonec vyjadiime ([5.16)) pomoci (5.15)). Mame tedy

(001 = e () + Jat) = =sitar (o) = o7 (24)) . )

M1k
O
5.3 Fucikovo spektrum
Nyni se budeme zabyvat Fucikovym spektrem tulohy
(ru'(r)) + aru™(r) — Bru=(r) =0 pro r € (0,1),
(5.18)

u'(0) = 0, /0 1 ru(r)dr = 0.

Odvozeni prvni vétve Fucikova spektra
Jelikoz je odvozeni Fucikova spektra (5.18) v druhé dimenzi mnohem komplikovanéjsi,
odvodime pouze predpis pro prvni vétev. Odvozeni opét rozdélime do nékolika krok.

(I) Vyjédiime feseni nedourcené tlohy pro «, 5 > 0

u”(r) + %U'(r) +aut(r) = pu(r)

u'(0) =

0,
(5.19)
0

(IT) Vysetiime, pro jaké parametry «,  ma teseni ilohy (5.19) pravé jeden nulovy bod
(opét pro a, 8 > 0).

(III) Odvodime prvni vétev Fuéikova spektra ilohy (5.18) pro a, 5 > 0.
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(IV) Zohlednime piipad «, § € R.
Ptekrotme nyni k samotnému odvozeni.

(I) Zacnéme tedy fesenim tlohy (pro a, B > 0). Resenf této diferencialni rovnice
vyjadifme zvlast pro kladnou a zdpornou pulvinu. A to tak, aby na sebe hladce
navazovaly. Predpoklddejme u(0) > 0 (pro u(0) < 0 je odvozeni obdobné). Kladnou
¢ast funkce u dostavame ve tvaru

ug(r) = Jo(ar) pror € <0, %). (5.20)

Prejdéme k vyjadreni zaporné casti funkce u. Obecné feseni muzeme zapsat ve tvaru
ui(r) = C1 Jo(v/Br) + Co Yo(v/Br). (5.21)

Jelikoz vyzadujeme hladké napojeni kladné a zédporné pulviny, musi platit
w(52) = (22). o
). (5.23)

SIES

Podminku ({5.22)) splnime volbou

G =CY, (%ﬂ0,1)7
Cy=—-ClJg (%HO,I)?
kde C' € R. Muzeme tedy zapsat u; ve tvaru

u(r)=C (Yo(%uo,l) Jo(v/Br) — Jo (%um) YO(\/Br)) . (5.24)

Nyni vyfesme hladkost napojeni. Vyjadieme nejprve derivaci funkce ug v bodé \/ig Ho1
pomoci vztahu (4.5

() = Ve hivo)

Vyjddieme derivace funkce u; (pouzitim vztahu (4.5) a (4.8)) v bodé %

i (52) =~ v (5] (L)) (o))
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Nakonec pouzijeme vztah (4.9), ¢imz dostavame

()i o

Po dosazeni do rovnosti (5.23)) méme

—\/aJ1(,uo,1) = —CVa

THo,1

T Mo, .

Odkud plyne
T
C= 5 Hoa J1(po,1)-

Dostavame tedy tvar zaporné pulviny ve tvaru

ui(r) = g,uo,l J1(,u0,1) <Y0(%M0,1> Jo(\/@”) - Jo(%ﬂm) YO(\/BT))

Ho,1
ror € (—’, T ]
p Ja 0
Kde rq je definovan jako prvni nulovy bode funkce u; na intervalu (“L\/al, +oo).
(IT) Dostavame tedy, ze funkce v m4 na intervalu (0, 1)

L1},

<1, 7"021}.

(i) 0 nulovych bodu pro («, ) € {

RS

(ii) 1 nulovych bodu pro («, §) € {

U ’ ’ e’ s v
Zaved me nyni néasledujici mnoziny

N = {(a, B) € (R)? : u(0) > 0, u je fesenim tlohy (5.19)
a funkce u mé na intervalu (0,1) pravé 1 nulovy bod.}

(5.25)
Ny = {(a,ﬂ) € (RM)? : u(0) < 0, u je fesenim tlohy (5.19)
a funkce © mé na intervalu (0, 1) pravé 1 nulovy bod.}

Lemma 5.4. Pro N;* a Ny plati

N = {(a, B) e (RT)?: HoL <1 1y > 1}

NG
N7 = {(a, B) € ®")?: (8, a) € NF
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(III) Nyni muzeme piejit k feseni ilohy

u’(r) + %u'(r) +aut(r) — Bu(r) =0 pror € (0,1),

1 (5.26)
u'(0) =0, /0 ru(r)dr = 0.
Oznacme prvni Fucikovu vétev tilohy zapisem
I = {(a, B3) : u(0) > 0, u je Fesenfm dlohy
a funkce u mé na intervalu (0,1) pravé 1 nulovy bod.}
(5.27)

I = {(a,ﬁ) :u(0) < 0, u je fesenim tulohy (|5.26])
a funkce v mé na intervalu (0, 1) pravé 1 nulovy bod.}

Resfme tedy nasledujici dlohu.

1
Pro jaké (o, 8) € Ny a funkei u plati / ru(r)dr = 0, kde
0

uo(r) = Jo(v/ar)
pror € (0, “L\/ﬂ,

u(r) = 2#0 1 J1(po,) (YO(\\;MO 1) Jo(\/_r) —Jo(\fﬂo 1) Yo(\/_T)>
|pro 7 € (22, 1).

al

(Zde muzeme psat r € (’i%, 1], jelikoz predpokldddme (a, 8) € Ni").

Vyjadireme nyni integraly z funkei ug a uy. Pripomenme, Ze ug (resp. uq) je kladnou

(resp. zdpornou) ¢asti funkce u.
Nejdiive vyjadieme integral z kladné ¢asti. Pouzitim vztahu (4.3|) dostavéame

#Ofl \F rJ ar 351
/ 7 ug(r dT—/ rJo \/_r)dr—{ li/é_ >10 —%L(Mm)

Nyni vyjadieme integral ze zaporné ¢asti

1
/MOY1 ruy(r)dr =
NG

/MO\/} 5 Mo J1(po,1) (Yo <%M0,1> rJo(\/Br) — JO(%MOJ) TYo(ﬂT)) dr

[e3

3
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Pouzitim vztahu (4.3)) a (4.6 dostavame

1
/m1 rup(r)dr =

Ja

# to.1 J1(fo,1) lYo(%Mm) TJI(\/ET) —Jo <%M0,1> TYl(\/BT)] 1

T
52

Po dosazeni mez{ mame

% o1 J1(poq) ((Yo <%uo,1> Jl(\/B) - Jo(%#m) Yl(\/B)) - (5.28)
(

(Vo) 3 (Ymon) (Y )

Ze vztahu (4.9) plyne

Y0<ﬁu01) J1<\/B 1) - Jo(ﬁm’l) Yl(igum) __ 2

Ho,1
f

Va vat Va V&) =
Dosazenim tohoto vztahu do (5.28)) dostavame
1

/MO’1 rup(r)dr =

NG

™ VB VB
m tro1 J1(fio,1) (Yo(ﬁ,&m) Jl(\/ﬁ) —Jo <—aﬂo,1) Yl(\/ﬁ)) -
@ Moi 2

2\/BM01J (M)l)ﬁﬂ 5

Coz lze zjednodusit do tvaru

# Ho,1 Jl(,uo,l) (Yo(%,um) Jl(\/ﬁ) —Jo <%N0,1) Y1(\/E)) -

1
E Ho,1 Jl(,uo,1)-
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Nyni muzeme vyjadiit integral funkce u na intervalu (0,1) ve tvaru

0,1

/01 ru(r)dr = /0\/a ruo(r)dr + /;1 r g (r)dr =
s T (ji0) (Yo(%m,l) 1) - JO(%MM) i ﬂ)) )

1
3 foa J1(poq)-

Ho,1

T
LalUSy =
o 1(pto,1) +

27

Dostavame tedy

é - % + <Y0(%Mo,1> 3 (V/B) = Jo <%Mo,1> Y1(\/B)) =0.
Odtud méame

I o {(047 B) : é - + (Yo(%um) Ji(V/B) - JO(%NO,I) Yl(ﬁ)) =0,

(@ 5) € N7 .

(IV) Nyni uvazujme i zaporna «, (. Jelikoz predpokladame u(0) > 0, o musi byt kladn4a
(viz dukaz véty |5.1] ). Navic uvazujme o > ,ual, aby funkce u méla i zdpornou c¢ast.

(i) Uvazujme nejprve = 0. Kladn4 ¢ést je opét dana predpisem

we(r) = Jo(var)  pror e (0, %} .

Zaporna ¢ast musi splnovat néasledujici diferencidlni rovnici
" 1 !/
uz(r) + ~u(r) =0, (5.29)
r
jejimz obecnym TteSenim je funkce
u,(r) = Cy — Cyln(r).

Jelikoz vyzadujeme hladké napojeni funkci u, a u,, musi byt splnény nasledujici
rovnosti
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U <&> =0
z \/a Y

" (%) =—J1(po1)-

Po zohlednéni prvni podminky mame
w(r) = C (m (%) —In(r )>
kde C' € R. Nyni vyjadiime derivaci funkce u,
1
"(r)=-C-.
() = O

a zohlednime druhou podminku

Ho,1 1
’u;(ﬁ) = —C’HO_71 = —J1<,u071).

Ja

Dostédvame C = — Jl(,uo 1)- A tedy mame u, ve tvaru
Ho,1

u(r) = MTV? T (o) (m (%1) . ln(r)) .

1
Vyjadieme opét / ru(r)dr.
0

/01 ru(r)dr = /Oﬁ rug(r)dr + /HO1 ru,(r)dr =

/uofl rJo(Var)dr + %J (1o, 1)/1,11” (ln <%) _1n(r)> dr

Po integraci dostavame

/Olru(T)dT: @Jl(ﬂmﬁﬁ‘h(““) [%2 <2ln<\/a> —2In(r )+1>]

Po dosazeni mez{ mame
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Coz lze zjednodusit do tvaru

/01 ru(r)dr =

a
% J1(pto,1) + 4\;; J1(po,1) (21n (%) + 1) - f&% J1(po,1).

1
/ ru(r)dr =0,
0

o1 Vo 0,1 Ho,1
ot om (HoL) 4 1) = HoL _
* ( n( >+ ) 1/a

Dostavame tedy

pokud

RE

Odtud mame

Ho,1 Va Ho,1 Ho,1 2
I g Mol 21 (-) 1)L g o> 2, 8=0.
! 3{(0‘ By +4M071( "\va) T ) ha >t f }

(ii) Nyni uvazujme § < 0, pficemz opét predpokldaddme o > :“(2)71- Kladné ¢ast
je opét dana predpisem

ue(r) = Jo(v/ar)  prore (o, ‘%} .

Zaporna ¢ast musi splnovat nasledujici diferencialni rovnici
() )+ Buus(r) =0, (5.30)
jejimz obecnym Tesenim je funkce
us(r) = Cilo(v/=Br) + Co Ko(v/=B7)

(viz lemma [4.2)). Jelikoz funkce w, a u, musi byt hladce napojené, plati opét

U (@) =0
z \/a )

u/<%1> = — VaJi(uo).

Po zohlednéni prvni podminky dostavame

u,(r)=C (KO<\/\/? M0,1> 10(\/—_57“) - Io({?? M0,1> Ko(\/—_ﬁr)) )
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kde Cl CK(]( \/» Ho, 1) a CQ —CIO( \/» Ho, 1) C eR.
Nyni vyjadieme derivaci funkce u, v bodé ’y pomoci vztahu (4.19) a (4.22)

() -
C\/_ <K0< \/— Ko, 1) I1<% Mo,1> +IO<\/\/? Mo,l) Kl(\/\/_?,uo,l))-

Vyuzitim vztahu (4.23) dostdvame

(’“j’i) C\/_< _ oY

f/vLOI

Odtud mame

\/_

MOl

= _\/_JI(MO 1)

a tedy
C= _Jl(,UO,l),UO,l-

Funkce u, je ddna predpisem

UZ(T) = _Jl(HO,l) Ho,1 (K0<\/\/_§,U0,1> Io(\/—_ﬁr) - Io<\/\/_§ M0,1> Ko(\/—_ﬁ7“>> .

Vyjadreme nyni integraly z kladné a zaporné casti. Pro kladnou ¢ést dostavame

£0,1

a Ho,1
[ ruatriar =24 3y o).
0 a
Nyni vyjadieme integral ze zaporné césti

1
/ ruy(r)dr = o J1(j10,)

0

[ () 0750 )
a

Pouzitim vztahu (4.17)) a (4.20]) dostavame

=

B

1
Ho,
/m1 ru(r)dr = _\/L_—lﬁ J1(po,1)

{Ko(\/__ﬁﬁbm) rIi(v/=Br) "’IO(\/\/?

—_

M0,1> TKl(\/—_T)}

=
£
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Po dosazeni{ mez{ mame

/mln rug(r)dr =
—% J1(tt0,1) <(K0(\/\/_§/L0,1> 11(\/—_5) + 1 <\/\/_§M0,1) Kl(\/—_ﬁ)) — (5.31)
% (Ko <\/\/_§Mo 1) L <\/\/_?M0,1> + Io(\/\/_?uo 1) K, (\/\/_?NO 1>)>
Ze vztahu plyne
KO(\/\/_?,UO,I) 5 (%Mm) + IO(\/\/_?,UOJ) Ky <\/\/_§Mo,1> = \/\/;51#071
Dosazenim tohoto vztahu do dostavame
/ml)l rup(r)dr =
— \/j% J1(po) (Ko(\/\/_?,uo;) L (\/—_ﬁ> - Io(\/\/_?/im) K,y (\/—_ﬁ>) +

Coz lze zjednodusit do tvaru

_5% J1(ti0,1) (Ko(\/__ﬂum) 11(\/—_5) — 10(\/\/_?#0,1) K1(\/—_ﬂ)) +

Nyni muzeme vyjadrit integral funkce u na intervalu (0, 1) ve tvaru

BO,1 1

/Olru(r)dr — /Oﬁ 7 uo(r)dr + [M r g (r)dr =

?

%‘]1(#0,1) - %Jl(ﬂo,l) -
\'j% J1(po,1) <K0<\/\/?,u071> L(v/~B) — IO(@MOJ) Kl(\/__/ﬁ)) '
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Dostavame tedy

pokud
é — B + \/L—_ﬁ (K()(\/\/_?,uo@) 11(\/_5) - Io( \/_aﬁ,uo,l) Kl(\/__ﬁ)) =0
A tedy

\/\/_?Mm) L(v/-B) - IO<\/\/?M0,1) Kl(\/—_ﬁ)) +

=0, a>ug’1,ﬁ<0}.

Timto jsme odvodili nasledujici vétu.

Véta 5.5. Pruni vétev Fucikova spektra ilohy (5.18)) lze zapsat ve tvaru

I = {(04, B) : é — % + % (Yo (%Mm) J(vV/B) - Jo(guo,l) Yi(v/B) ) =0,

«Q 4o _704 4\/5
{(oz, B) : \/%_5 (K()(\/\/_?Nm) L(v/-5) — Io<\/\/_§#o 1> K1(\/—_/3)> +
é—%:(), a>Mg,1>ﬁ<0},

I7 ={(a.8): (Ba) e 17 }.

Tuto vétev Fuéikova spektra muzeme vidét jako ¢dst obr. [A.4]
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Vlastnosti Fucikova spektra
Nyni odvodime obdobu véty . V jedné dimenzi byly vSechny adjungované funkce U,E:O)

kladné (nebo zdporné) na celém intervalu. Nyni mé tuto vlastnost pouze prvni vlastni

funkce u§°). Proto dojdeme k mnohem slabsimu zavéru nez v jedné dimenzi.

Véta 5.6 (Omezeni spektra ve 2D). Uloha (5.18) md netrividalni reseni pro o, B spliujict

(o = (1)) (B = (1,1)*) > 0, (5.32a)
nebo a = B = (u11)% keN. (5.32b)

o . ~ 7/ v /. . . v /7 0 . .
Dukaz. Nejdiive vynasobime rovnici v tloze (5.18)) funkei v = "U](c ) a provedeme integraci,

pres cely interval (0, 1), ¢imz dostavame

/Ol(mf(m) o(r)dr + a/ r)dr — 5/ _0 (533

Nyni provedeme integraci per partes

[ru’(r)v(r) — ru(r)v’(’r)} 1 + /1 u(r) (ro'(r ) dr+

+o r)dr — U =0
e [

v'(0) = 0,0(1) = 0,0'(1) = 0,4/(0) = 0 a (rv/(r)) = —pi T (v(r) — U<&)> :

Hi1

(5.34)

Jelikoz plati

dostavame rovnost ve tvaru

—Mil/olm(r) (v(r)— (Z‘i)) +a/ dr—ﬁ/ ru” )dr = 0.

(5.35)
Jelikoz

“ 1
w3 <£> / ru(r)dr =0,
’ Hi1/ Jo

muzeme psat

2, /Olru( Yol )dr—l—oz/ dr—ﬁ/ - r=0.  (5.36)

Coz muzeme upravit do nasledujiciho tvaru

(o — 1)) / rut () v(r)dr = (8 — 22,) / rum(r) v(r)dr. (5.37)
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Jelikoz funkce ut,u~ jsou nezdporné (a netrivialni) a v je kladna skoro vsude, jsou i oba
integraly

/01 rut(r)v(r)dr, /01 ru”(r)v(r)dr

kladné. A tedy plati (5.32al). Navic pokud plati a = 8 redukuje se tloha ([5.18)) na tlohu
na vlastni ¢isla. Pak pro a, § zfejmeé plati ((5.32b)). ]

Oblast, ve které Fucikovo spektrum tlohy (5.18) lezi, muzeme vidét na obr. a .

B

2
M1

Obrazek 5.5: Oblast, ve které lezi Fucikovo spektrum tlohy (5.18)).

Tecény Fucikova spektra

Odvod'me nyni podobné jako v jedné dimenzi teény Fuéikova spektra ve vlastnich ¢islech.
Uvazujme tlohu na Fucikovo spektrum ve tvaru

(ru’(r)) + aru™(r) — Bru=(r) =0 pro r € (0,1),
u/<0) =0, (1 — 6)/ Tu(r)dr + Gu(l) =0, (5'38)

0
kde € je pevny parametr z intervalu (0, 1]. Tato tloha je obdobou ulohy (3.27)).
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B
e ——————
M%,l """"" /,\
0 [0}

Obrazek 5.6: Fucikovo spektrum tlohy (5.18)).

Véta 5.7 (Teéna k Fuéikovu spektru ve 2D - pro zobecnénou ulohu). Predpoklddejme,
Ze existuje vétev Fucikova spektra ulohy (5.38|), kterd prochdzi vlastnim cislem Ay (bo-
dem (Mg, M) ). Pak Fucikovo spektrum dlohy (5.38) md ve viastnim éisle Ny tecnu danou

predpisem

alt) = A\, + t,

Piogity = +at, €

kde
1
/ r uﬁ(r) vg(r)dr
0

/01 ruy (1) Uk(r)dr'

a =

(5.39)

Funkce uy je vlastni funkci ulohy (5.3)) odpovidagici vlastnimu ¢islu N\, a vy je adjungo-
vanou vlastni funkci (neboli vlastni funkci k dloze (5.6)) ).
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Diikaz. Uvazujme opét bod (ay, By), lezici ve Fucikové spektru, ve tvaru

oy = Ak+a S,
Bo = A\ +as, (5.40)
kde a, s jsou vhodné zvolena redlna ¢isla tak, aby platilo ([5.40)).
A primku
. Oé(t) = )\k + t,
D B(t) = Ap + at, teR,
prochéazejici bodem (o, Bo).
Nyni do rovnice v tloze ([5.38)) dosadme ([5.40), ¢cimz dostdvame
1
/ (rd'(r)) + Mg + s)rut(r) — (A, +as)ru=(r) = 0. (5.41)
0

Rovnici z ilohy (5.41]) nyni prendsobime funkei vy, kde vy je adjungovanou funkei k tloze
(5.3) odpovidajici vlastnimu éislu Ax. A provedeme integraci pres interval (0, 1).

/01 <(7“ u'(?“))/ + Apru(r) +srut(r) — asru‘(r)) vg(r)dr = 0. (5.42)

Nyni vyuzijeme vztah (5.7]), odkud dostavame

/01 u(r) ((r o)+ rug(1) ? + M\ rvk(r)) dr + )

/0 sut(r)vp(r) —asu” (r)vg(r)dr = 0.

Funkce vy je vSak vlastni funkci, které odpovida vlastni ¢islo A\g, a tedy musi platit

1—e¢

(r v’(r))/ +roi(1) + M ug(r) = 0.

Dostavame tedy, ze

/0 () o) dr
/0 () v (r)dr

je smérnici piimky spojujici bod (A, Ax) a (ao, Bo)-

Uvazujme nyni, ze (ap, By) lezi na stejné vétvi Fucikova spektra jako (Mg, Ax). Pokud
udélame limitni prechod (g, Bo) — (Mg, Ak), tj. w — ug, piimka p prejde na te¢nu Fuéikova
spektra v bodé (Mg, Ag). Smérnice teény ve vlastnim ¢isle je tedy dand predpisem . ]

a= (5.44)



5.3. FUCIKOVO SPEKTRUM 53

Podobné jako v jedné dimenzi 1ze ukazat, ze vyse uvedeny vztah plati i pro tlohu ([5.18]).

Véta 5.8 (Tecna k Fuéikovu spektru ve 2D). Predpokladejme, Ze ezistuje vétev Fucikova
spektra ulohy (5.18)), kterd prochdzi vlastnim éislem A (bodem (A, \x)). Pak Fuéikovo
spektrum ulohy (5.18]) md ve vlastnim cisle A\ tecnu danou predpisem

Oé(t) = )\k —I— t,
: R

kde

/ru;(r)vk(r)dr
a= 2 : (5.45)

1
/ ruy (r) vg(r)dr
0
Funkce uy, je vlastni funkci dlohy (5.1)) a vy je adjungovanou vlastni funkci (viz (5.15)) ).

Dukaz. Dukaz je obdobou dukazu véty . Opét staci za vy piimo dosadit v,(CO) (viz (5.15))).
O






Kapitola 6

Dimenze n

6.1 Uloha na vlastni é&isla

Nyni prozkoumejme tlohu (2.2) v obecné dimenzi n. Abychom se vyhnuli ur¢itym tech-
nickym potizim, budeme predpokladat n > 2. Dostavame tlohu ve tvaru

-1
u'(r) + Au(r) =0 pro r € (0,1),

n
1
u’(r) + .

1
u'(0) =0, / " tu(r)dr = 0.
0
Po piendsobeni rovnice z této tlohy vyrazem r"~!, dostdvame tlohu v nasledujicim tvaru

(r”’lu’(r))/ + A" lu(r) =0 pro r € (0,1),

1 (6.1)
u'(0) =0, / r"Lu(r)dr = 0.
0
Véta 6.1. Uloha (6.1) md netrividlni resend pouze pro A > 0.
Diikaz. Dukaz je obdobou dukazu véty O

Budeme tedy v nésledujicim vykladu automaticky predpokladat A > 0.
Obecnym fesenim diferencidlni rovnice z (6.1)) je funkce
u(r) = Olrz_Tansz(\/Xr) + Cgr%TnYanz(\/Xr), VC1,Cy € R,

viz lemma [4.1]
Po zohlednéni prvni okrajové podminky dostdvame Cy = 0. Mame tedy rovnost ve tvaru

u(r) = Clr%TanT—z(\/XT).

95
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Nyni pouzijeme integralni okrajovou podminku,
1
0 :/ C’lr%JnT—z(\/Xr)dr.
0

Coz lze upravit (pomoci vztahu (4.3))) do tvaru

. 1
0= [rfJg(\/Xr)] .
2 0
Dostavame tedy
\/X = ,u%k.
Vlastni ¢isla tlohy (6.1)) jsou dand pfedpisem A\, = (Mg,k)z, kterym odpovidaji vlastni
funkce uy(r) = TQ_TnJ%(M%JgT)? kde k£ € N.

6.2 Uloha s zobecnénou okrajovou podminkou

v e

tvaru

(r" (7)) 4+ A" tu(r) = 0 pro r € (0,1),

b (6.2)
u'(0) =0, (1— e)/ r" " u(r) dr + eu(l) = 0.
0
Véta 6.2. Uloha (6.2) ma netrividlni resend pouze pro X > 0.
Diikaz. Dikaz je obdobou dukazu véty (6.1)). O

Déle tedy budeme opét predpokladat A > 0.
Reseni tlohy
Obecnym FeSenim rovnice z je funkce
u(r) = Cir 2" Jua (VAY) + Cor = Yue (VAr), V01, Ch €R.
Zohlednénim prvni okrajové podminky dostavame
u(r) = Clr%TanT—z(\/Xr).

Pouzitim druhé okrajové podminky dostavame

(1—¢) /01 T%JnTa(\/Xr)dr+eJanz(\/X) = 0.
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Odtud po integraci dostavame

(1—¢) T,
5 Jua(VA) = =€ Jaz (V). (6.3)

Muzeme tedy podobné jako v druhé dimenzi zavést analytickou funkci ve tvaru
SOV =I5 (VA) + 2 - - VA (VA) =0,

Existuje tedy opét maximélné spocetné mnoho vlastnich ¢isel \.
Jelikoz mnoziny nulovych bodu funkei J n—2 a Ju jsou disjunktni (viz (4.11))), 1ze rovnost

(6.3]) upravit do tvaru

Jo (VA
eVi=—(1—¢) J(—(\/X)) (6.4)

7 asymptotickych odhadu (#.10) pro vA — +00 méme

Vi —(1—6) tg (\/X — w> . (6.5)

Méame tedy podobné jako v druhé dimenzi nekonecnou posloupnost )\E:), kde
(i) )\,(f) odpovidé k-tému feseni rovnice (6.4)) s pevnym e,

(i) AL

> A,
(iii) A9 > 0 pro kazdé k € N.

K vlastnim ¢islum dostavame vlastni funkce ve tvaru
u,(;) (r)= Juz <\/ )\,(;)7“>. (6.6)

Zavedeni adjungované ulohy

Zadefinujeme adjungovanou tlohu k tloze (6.2))

/ 11—
(r" ' (r)) + T”_lv’(l)—e ‘4 " Av(r) =0 pror € (0,1), 6.7)

v'(0) =0, v(1) = 0.

Ulohy (6.2) a (6.7) nazyvéme adjungované (viz obdoba poznamky [3.10)), jelikoz pro
vsechny u,v € C*(0, 1) splitujici okrajové podminky z uloh (6.2)), (6.7) plati

/0 ((r" " (r)) + X" () )o(r)dr =

/01 u(r) <(rn—1v’(r))' -~ r”—lg/(l)? N Tn_l/\v(r)) " (6.8)
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Reseni adjungované tlohy

Jelikoz tloha je adjungovanou tlohou k uloze ([6.2)) a tlohu (6.2)) jsme Fesili pro A > 0,
budeme i tlohu (6.7]) Fesit pro A > 0.

Obecnym fesenim ulohy (6.7)) je funkce

© 4+ O T (VAP) + Cor T Y s (VAr) V0L Gy €R.

€

Po zohlednéni prvni okrajové podminky méame

o(r) = _U’i\l)l—e

+ Clr%TanT—z(\/Xr).

€

Nyni pomoci vzorce (4.5) vyjadiime v'(1)
V(1) = —CiJz (V).

A tedy dostavame

1 1—e€
U<T):Clﬁ

Nakonec zohlednime druhou okrajovou podminku. Dostavame tedy

Ta(VA) + Crr 2 Jua (VIAr). (6.9)

1 1—e€

VX

o(1) = Cy Ja(VA) + CiJnz (V) =0,

coz lze upravit do tvaru

Ju (VA
eVi=(1—¢) % (6.10)

Vidime tedy, ze vlastni ¢isla tloh (6.2)), (6.7]) jsou stejnd. A tedy méame opét nekoneénou
posloupnost vlastnich ¢isel )\S).
Dosazenim ((6.10)) do dostavame vysledny tvar vlastnich funkei tdlohy

o) =% T (\/EQ ~Jus (@) (6.11)

Limitni prechod ¢ — 0

Dodefinujme nyni v,(co) limitnim piechodem ve tvaru

0 . €
ol (1) = i ()
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Pokud upravime (6.10)) do tvaru

€ \/XJanz(\/X) =—(1—¢) J%(\/X),

pak pro € — 0 dostdvdme Jn (\/)\](:)> =0, a tedy

A = (e p)2.

Dostavame tedy limitni adjungovanou vlastni funkce ve tvaru

o (r) =17 T (g ) = Jazz (g ). (6.12)

Tyto funkce muzeme chépat jako adjungované vlastni funkce k tloze (6.1)

0)

Lemma 6.3. Funkce U,g maji nasledujict viastnosti

(i) (v (1) =0,

(i1) ol nemént znaménko na (0,1).

1/ (0 / . Hn=2 4
(111) (r 1(1},2 )(7’))’) = —/LQ%JT 1 (U(T) — v( ) )
Diikaz. Odvozeni téchto vztaht je podobné jako v druhé dimenzi (viz lemma [5.3)). O

6.3 Fucikovo spektrum

Nyni se budeme zabyvat Fucikovym spektrem tulohy

(r”_l)u'(r))/ +ar™tut(r) = Br T (r) = 0 pror € (0,1),

1 6.13
u'(0) =0, /0 " u(r)dr = 0. (6:13)

Analyticky predpis Fucikova spektra tlohy (6.13) zde nebudeme odvozovat, jelikoz je
odvozeni technicky narocné.

Vlastnosti Fucéikova spektra

V této ¢asti odvodime podobné omezeni Fuéikova spektra jako ve dvou dimenzich (viz véta

53).
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Véta 6.4 (Omezeni spektra v n-té dimenzi). Uloha (6.13) md netrividlni Tesent pro o, [
splnugict

(@ = ()" (B — (ag.0)2) > 0, (6.142)
nebo o = ff = (u%k)Z, keN (6.14b)

Dikaz. Nejdiive vynasobime rovnici v tloze (6.13) funkei v = v,go) a provedeme integraci

pres cely interval (0, 1), ¢imz dostavame

/01 (Tn_lul(r)),Wﬁ)dr*LO‘/O1 " dr—ﬁ/ "y (r)u(r)dr = 0. (6.15)

Nyni provedeme integraci per partes

[r”_lu'(r)v(r) — r"_lu(r)v'(r)] ' + /1 u(r) (7“" W' (r )) dr+

1
+a/"1+ dr—ﬂ/"l_ (r)dr = 0.
0

(6.16)

Jelikoz plati

dostavame rovnost

- 2%,1 17“n_1u(7“) (U(T’)—U el )
' /0 ( 2! ) : (6.17)

lze prepsat (6.17) do tvaru
1 1
— % 1/ " tu(r)v(r)dr + 04/ "t () o(r)dr — 8 [ " ruT (r)v(r)dr = 0. (6.18)
> Jo 0
Coz muzeme upravit do nésledujiciho tvaru

(6.19)

I
—
™

|
=
|3
-
N—

C\,;
2
<
3
N
§|
—~
=
S~—

(w4
—~

=
S~—

(@R

3

(a — uél) /01 "t (r) v(r)dr



6.3. FUCIKOVO SPEKTRUM 61

Jelikoz funkce u™, u~ jsou nezdporné (a netrivialni) a v je kladna skoro vsude, jsou i oba
integraly

1 1
/ "yt (r) v(r)dr, / "ty (r) v(r)dr
0 0

kladné. A tedy plati (6.14al). Navic pokud plati @ = § redukuje se tloha (6.13)) na tlohu
na vlastni ¢isla. Pak pro o, 8 ziejmé plati (6.14b)). [
Tecny Fucikova spektra

Uved'me nyni vétu o tecnach k Fucikove spektru v obecné dimenzi. Vétu uvedeme v obecnéjsim
tvaru nezli v dimenzi 1 ¢i 2. Uvazujme tlohu na Fuc¢ikovo spektrum ve tvaru

(T”_lu’(r))/ +ar" b (r) = BrtuT(r) = 0 pro r € (0,1),

1 6.20
w'(0)=0, (1— e)/o " tu(r)dr + eu(1) = 0, (6:20)

kde € € [0, 1] je pevny parametr.

Véta 6.5 (Tecna k Fucikovu spektru v n-té dimenzi). Predpoklidejme, Ze existuje vétev
Fucikova spektra ilohy (6.20), kterd prochazi vlastnim cislem i (bodem (Mg, \x)). Pak
Fucikovo spektrum lohy (6.20) md ve vlastnim cisle A\ teénu danou predpisem

a(t) = )\k —|— t,

p- B(t):)\k+at,t€R’

kde )

/ "l (r) vg(r)dr
0 '

/ "t (r) vg(r)dr
0

Pricemz uy a vy, jsou funkce a (6.11) (resp. (6.12))).

Diikaz. Dukaz je podobny jako ve dvou dimenzich.

a= (6.21)

(i) Pro e € (0,1] je dukaz obdobou dukazu véty [5.7]
(ii) Pro e = 0 je dukaz obdobou dikazu véty 5.8






Priloha A

Ilustrace Fucikova spektra

V této priloze jsou numericky ziskané ilustrace Fucikova spektra pomoci metody stielby
a tzv. metody topview. Numerické experimenty byly provedeny v programu Wolfram
Mathematica. Pro nalezeni Fuéikova spektra s integralni okrajovou podminkou jsme pouzili
nésledujici metodu (nalezeni Fucikova spektra s Dirichletovo okrajovou podminkou je
obdobné)

(I) Zvolime pevné dvojici (a, ) a dimenzi n.
(IT) Numericky najdeme teseni pocatecni ilohy

n—1

u(r) + u'(r)+aut(r) — Bu(r) =0 pro r € (0,1),

u'(0) =0, u(0) = 1.

r

(III) Numericky spocteme integral
1
]:/ " u(r)dr.
0

(IV) Pokud

(i) I > 0 zobrazime bod (a, /) barvou ¢. 1,

(ii) I < 0 zobrazime bod («, ) barvou ¢. 2.

Timto ziskdme ilustraci oblasti, na jejichz rozhrani lezi (v pfipadé spojité zavislosti)
Fuéikovo spektrum, viz obr. [A.1]

(V) Nakonec misto jednotlivych oblasti zobrazime pouze hranici, viz obr. a déle.
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PRILOHA A. ILUSTRACE FUCIKOVA SPEKTRA

Obrazek A.1: Ilustrace numerické metody
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Obrazek A.2: Fuéikovo spektrum a jeho vlastni funkce - dimenze 1
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Obrazek A.3: Fuéikovo spektrum a jeho vlastni funkce - dimenze 1
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Obrazek A.4: Fuéikovo spektrum a jeho vlastni funkce - dimenze 2
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u(r) @
1
:‘l T
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Obrazek A.5: Fuéikovo spektrum a jeho vlastni funkce - dimenze 2
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Obrazek A.6: Fucikovo spektrum a jeho vlastni funkce - dimenze 3
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Obrazek A.7: Fuéikovo spektrum a jeho vlastni funkce - dimenze 3
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PRILOHA A. ILUSTRACE FUCIKOVA SPEKTRA
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Obrazek A.8: Fuéikovo spektrum - dimenze 4
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