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Piiloha k oponentskému posudku na diplomovou préaci

Be. Martin Hamédek:
Spektralni vlastnosti Laplaceova operatoru s nelokalnimi okrajovymi podminkami

Prace se vénuje vlastnostem klasického a Fuéikova spektra radialniho Laplaceova operatoru —u’ (r)—
2=1y(r) na intervalu (0,1) s okrajovou podminkou u'(0) = 0 a integralni nelokalnf podmin-
kou fol ™ ly(r)dr = 0, kde n € N. Jejich vlastni funkce odpovidaji radialné symetrickym
vlastnim funkeim Laplaceova operatoru na B(0,1), tj. jednotkovém kruhu v R™, s podminkou
fB(O,l) u(z) dz = 0.

V préci jsou odvozeny predpisy vlastnich &fsel a vlastnich funkei pomoci Besselovych funkei
prvniho druhu a jejich nulovych bodd, specialng pro n = 1 pomoci funkce cos. Déle je pron =1
odvozen analyticky pFedpis Fuéikova spektra a pro n = 2 analyticky pfedpis pouze té ¢4sti Fucikova
spektra, jejiz prislusné vlastni funkce maji pravé jeden nulovy bod v (0, 1). Dale jsou pomoci tzv.
adjungovanych vlastnich funkci vymezeny &4sti roviny, ve kterych miize Fucikovo spektrum leZet,
a odvozeno parametrické vyjadieni teden k Fudikovu spektru ve vlastnich &slech, tj. v priseticich
s osou prvaniho kvadrantu.

Prace je ¢lenéna na Sest kapitol a jednu piilohu. Prvni kapitola je Gvodni, druhéd obsahuje
formulaci studovanych tiloh. Kapitoly 3, 5, resp. 6 pojednévaji o pfipadech n = 1, n = 2, resp.
n > 2. Kapitola 4 shrnuje zdkladni vlastnosti Besselovych funkci a odvozeni tvaru obecného
feSeni studované rovnice pro hodnotu spektralniho parametru +1. Nakonec v pifloze A nalezneme
numericky ziskané obrazky Fuéikova spektra pro n € {1,2,...,7}

Préci bych pfednd vytkl, Ze neni viibec uvedeno, co je jejim p¥inosem, co jsou vlastni vysledky
uchazete a které vysledky jsou pievzaté, jak se p¥ipadné vlastni vysledky a pouZité postupy lisf
od téch jiz publikovanych. Z ciléi prace nebyly splndny dva, a to aplikovat spektralni vlastnosti na
feitelnost nehomogennich tiloh a porovnat analytické vysledky s numerickymi.

Za hlavn{ nedostatek prace povaZuji jeji nizkou matematickou troveli. Mnoho dikazl a odvozo-
véani riznych vztaht obsahuje zasadni logické skoky. Castou chybou je nésobeni nebo déleni obou
stran rovnice vyrazem, ktery se miize rovnat nule. Dal3i vécné chyby jsou napiiklad zapomenuta
derivace vnitini funkce, patné vypoéitany koFen kvadratické rovnice, Spatn& opsané znaménko
nebo prehozeni jmenovatele a &itatele. Prace té% obsahuje mnoZstvi formalnich chyb jako p¥eklepy,
nekonzistentni & nestandardni znadeni a terminologii, gramatické a typografické chyby.

Co se tyde Elendni prace, piijde mi zbytedné rozdéleni do tif kapitol pro n=1,n=2an > 2.
Ngkteré jejich &asti 8ly napsat obecn& pro libovolné n € N, takZe jsou v préci zbytetné t¥ikrat.
Jiné ¢asti se lisi pro n = 1 a n > 2, tak¥e za optimalni bych povaZoval dvé kapitoly, jednu pro
n =1 a jednu pro n > 2.

Pokud jde o hodnocenf vysledkt, vlastni &isla a vlastni funkce jsou vice méné& spravng, odhlédnu-
li od preklept — vlastn{ funkce pro n = 1 nejsou coskmn, ale cos knr, k € N. To je oviem klasicky
vysledek. Dale predpis Fugikova spektra pro n = 1 vypadd korektn& s drobnou vyhradou, Ze
vysledny tvar ve vété 3.6 lze vyznamnd zjednodusit. Na rozdil od pifpadu n = 1, kde k odvozent
predpisu Fudikova spektra stadi elementarni integraly, pro n > 2 je potfeba pracovat s Besselovymi
funkcemi a jejich nulovymi body. Je odvozen predpis jen &asti Fudfkova spektra, jejiz vlastni
funkce maji pravé jeden nulovy bod v (0,1). Navic pouze pro n = 2, vjpolet by ale podle mého
nézoru el zobecnit na libovolné n > 2. Tato &ast Fudikova spektra je rozdélena do tif podéasti,
7z nich¥ viechny t¥i obsahuji chyby. Dale vymezeni Fudikova spektra je korektni, byt jde jen o
dva ze &ty¥ (posunutych) kvadrantl v roving (pro n = 1 je presn&j¥i, ale zde mame analyticky
piedpis celého Fugikova spektra). Nakonec véty o tetnach k Fuéikovu spektru ve vlastnich Eislech
nejsou napsény korektng, protoZe se zde pod nenulovym tGhlem kifzf dvé k¥ivky, takZe Zadné tetna
neexistuje. Patrné tim byla myslena tetna jen k jedné z k¥ivek. Navic tvar tefny neni zvolen
vhodnsg, protoze pFedpokladé smérovy vektor ve tvaru (1,a), a € R, kde konstanta a je vyjadiena
ve tvaru zlomku, kde nenf jasné (autor se tim nezabyva), jestli jmenovatel mtZe byt nulovy, coz
by odpovidalo pifmce rovnob&iné s druhou soufadnicovou osou. Nakonec obrazky v priloze A
jsou ziskdny pouze numericky bez uvedeni pouZitych numerickych metod, nejsou porovnany s
odvozenymi analytickymi pfedpisy, nejsou zde vyznaleny Casti spektra znafené ve zbytku prace

1



2

jako I ji, 4 € N, a navic obsahuji riizné kiivky, z nichZ ziejmé jen nékteré tvoii Fucikovo spektrum
a jiné maji jiny vyznam a nikde neni uvedeno jaky.

Pozitivné hodnotim schopnost autora obstojné pracovat s Besselovymi funkcemi, které prav-

dépodobné nemohl znat z Zadného standardniho pfedmétu, a dale zdafilé vyuZiti plzenstiny
(,,spektrum s Dirichletovo okrajovou podminkou®).
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Praci doporuduji uznat jako kvalifikaéni a navrhuji hodnoceni zndmkou dobfte.
Otéazky s obhajobé:

. V tvodu je pouze napsano, Ze price navazuje na lanky [5] a [7]. Uvedte, jaky je piinos pred-

loZené prace, &im rozgitila vysledky z [5] a [7] a jaké znamé ¢ nové metody jste k tomu pouZil.

. Nakreslete kiivky dané piedpisy ve vétach 3.6 a 5.5 a porovnejte, zda opticky odpovidaji ob-

razkitim z pfilohy A.

. Co znamen4 podminka v/(0) = 0 v tloze (2.1)7
. Na strang& 4 se pod tlohou

—1 !
u’ + lr—u,' +put —au” =0, r€(0,1), «'(0)=0, / " ly(r)ydr =0
0

pise ,A tedy vidime, ze —u ¥edf tlohu (2.3) s parametry (8, «).“ Jak by to vypadalo, kdyby u
byla Fegenim tlohy (2.3) s parametry (3, a)?

Na strané 5, v dikazu véty 3.1, pifpad A < 0, bod 2., jak z toho, Ze u je rostouci a konvexni na
(0,70) plyne, Ze w je rostouci a konvexni v libovolném » > 07

Jak z rovnice (3.4) pro € = 1 dostaneme posloupnost feSeni /\gl), ke N?

Dokazte tvrzeni ze strany 8, Ze pro viechny u,v € C2(0, 1) spliwjici «'(0) = 0, (1—¢) fol w(r) dr+
eu(1) = 0, v/(0) = 0 a v(1) = 0 plati (3.6).

e

. Co na strané 9 znaci /\20 )? Pokud lim Agf), z Geho plyne, Ze limita existuje? Pokud existuje,
, ok

pak ze vztahu sin 4/ ,\ECO) = 0 plyne, Ze /\gco) = (Im)? pro ngjakeé | € Ny. Z &eho plyne, ze | = k?

. Plati tvrzeni na stran& 15, Ze obecné Feseni Cjsinh+/—pr + Cycosh/—pr, C1,C2 € R, lze

piepsat do tvaru A; sinh /—B(r — As), A1, A2 € R, nebo to jde jen pro néktera Cy, Ca?

Z ¢eho plyne u — ug pro (cg, Bo) = (Ak, Ak)? O jaky typ konvergence se jedna?

V jakém smyslu plati asymptotické rovnosti v bodu (xii) na strané 25 pro velkd r? Plati, Ze
podil levé a pravé strany konverguje k 1 pro r» — +00?

Co nasleduje ve vztahu (4.11)? Uved'te dva néasledujici vyrazy.

Na strané 31, v dikazu véty 5.1, p¥fpad A < 0, bod 2., jak z toho, Ze ru'(r) je rostouci, plyne,
7e i v’ je rostouci?

Jak z asymptotiky (4.10) plyne, Ze (5.5) m4 posloupnost feseni? Plat{ tedy, Ze ma-li f(z) = g(x)
posloupnost feSeni xx, k € N, a g(z) = h(z) pro x — 400, paki f(z) = h(z) mé4 posloupnost
reseni?

7 &eho plyne, Ze jmenovatelé ve zlomcich v (5.39), (5.44) a (6.21) jsou nenulové?

Jak zvolime konstanty a,s v (5.40) v piipadg, Ze ag = Ay a By # Ai?

Podle jaké proménné se integruje v (5.41)7




