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Abstrakt

Tato prace se zabyva vrcholovym barvenim grafu. V prvni kapitole jsou uvedeny
mozné aplikace barveni grafu. Ve druhé kapitole definujeme jednotliva uvazova-
né barveni - vlastni, p-distanc¢ni, pakovaci, acyklické a seznamové barveni. Treti
kapitola, ktera je rozdélena na ¢tyri podkapitoly, je vénovana znamym vysled-
kiim uvazovanych typi barveni jak pro obecné grafy, rovinné grafy, tak zejména
pro specidlni tifidy grafi uvazovanych v této praci v ramci danych podkapitol.
V jednotlivych podkapitolach vénujeme pozornost srovnani chromatickych ¢isel
jednotlivych typt barveni v ramci dané specialni tridy grafi - cesty, kruznice,
stromy, kaktusy. V posledni podkapitole vénované vrcholovému barveni kaktust
dokazeme tvrzeni pro vlastni, acyklické a seznamové barveni a zaroven uvadime
hypotézy pro p-distancni a pakovaci barveni subkubickych kaktusi.
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Abstract

This thesis deals with vertex colorings of a graph. In the first chapter there
are possible applications of graph colorings. In the second chapter we define con-
sidered colorings - proper, p-distance, packing, acyclic and list colorings. Third
chapter, which is splitted into four parts, is devoted to known results of the consi-
dered colorings of general graphs, planar graphs and for special classes of graphs
considered in this thesis. In these chapters we focus on comparing chromatic num-
bers of considered types of colorings for given classes of graphs - paths, cycles,
trees, cacti. In the last subchapter, which is devoted to vertex colorings of cacti,
we prove theorems for the proper, the acyclic and the list coloring and we also
state conjectures for the p-distance and the packing coloring of cacti.
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Kapitola 1

Uvod

V této kapitole uvedeme historicky vyvoj teorie grafi, ktery je popsén v [21].
Protoze se tato prace zabyva vrcholovym barvenim grafii, je soucéasti této kapitoly
také motivace pro barveni grafi.

1.1 Historie teorie grafii

Za zakladatele teorie grafu je povazovan Svycarsky matematik a fyzik Leonhard
Euler (1707 - 1783), ktery roku 1736 publikoval ¢lanek, ve kterém vyftesil ,,problém
sedmi mosti mésta Krélovee®. Tento problém se zabyval otazkou, zda je mozné
projit vSemi sedmi mosty tohoto mésta tak, aniz by bylo nutné projit nékterym
z nich dvakréat, pricemz bylo nutné cestu ukoncit v misté, kde byla zapocata.

Nasledné zustala teorie grafi na dalsich 100 let téméf bez povSimnuti. To se
vsak zmeénilo v roce 1847. Pravé v tomto roce se némecky fyzik Gustav Kirchhoff
(1824 - 1887) zacal zabyvat nékterymi problémy teorie grafi souvisejicimi s jeho
vypocty v elektrickych obvodech.

Britsky matematik Arthur Cayley (1821 - 1895) roku 1857 zjistoval pomoci grafu
pocty riznych uskupeni molekul alkant. Zjistil, Ze je-1i v molekule alkanu n atomu
uhliku, pak se v ni nachazi presné n+2 atomi vodiku. Stanovil tedy obecny vzorec
pro alkany C,, H, 1.

O dva roky pozdéji irsky matematik, fyzik a astronom sir William Rowan Hamilton
(1805 - 1865) vymyslel hru, v niz bylo tkolem hréce z vychoziho vrcholu pravidel-
ného dvanéctisténu navstivit po hranach vSechny jeho ostatni vrcholy a vratit se
zpét do vychozi vrcholu tak, aby byl kazdy vrchol pouzit pravé jednou. Jednalo
se o hledani hamiltonovské kruznice v grafu.

Jednou z nejznaméjsich tloh teorie grafii 19. stoleti byla tloha ,problému ¢yt
barev*. Ukolem bylo zjistit, zda je mozné kazdou mapu obarvit pomoci éty¥ barev
tak, aby sousedni staty mély rizné barvy. Ackoliv prvni zminky o tomto problému
se objevily v roce 1852, vyfesen byl az v roce 1976. I diky tomuto problému se
dostala teorie grafii do stfedu zdjmu mnoha matematika 19. a 20. stoleti a tak
od poloviny 20. stoleti nastava jeji prudky rozvoj.



1.2 Motivace

Teorie grafu je velmi bohaté, co se tyce aplika¢nich oblasti. Naléza uplatnéni na-
priklad ve fyzice, kybernetice a robotice, elektrotechnice, chemii, biologii, logistice
¢i informacnich technologiich.

Jednou z moznych aplikaci barveni grafu, jakozto ¢asti teorie grafi, je skladovani
nebezpecnych latek, déle pak podavani léku, prirazovani frekvenci ¢i planovani
procest (slozitych rozvrhi). Muzeme také zminit data mining (vytézovani dat),
ktery muze slouzit napiiklad pii analyze genetickych informaci.

Jelikoz si dnesni doba zada velmi rozsahlé a slozité vypocty, at uz se jedné
o vyzkum v oblastech astrofyziky (dynamika galaxii, vybuchy supernov apod.)
¢i o analyzu dat ziskanych v urychlovaci ¢astic LHC (Large Hadron Collider)
v CERNu a jinych problému soucasné védy, ke kterym se vyuzivaji nejmodernéjsi
superpocitace, vznika potieba vhodného pridélovani procesi mnoha procesorum.
Aplikaci barveni grafu lze vhodného pridéleni procesu procesorum dosahnout.
Barveni grafi 1ze také vyuzit v kvantové teorii pole a v mnoha dalsich oblastech.
Neni tedy divu, Ze se praveé této oblasti teorie grafii vénuje znacna pozornost.



Kapitola 2

Prehled zakladnich pojmi

V této kapitole definujeme vSechny zakladni pojmy teorie grafii, které budeme
v tomto textu pouzivat véetné jednotlivych typu vrcholového barveni grafu, kte-
rymi se prace bude zabyvat.

2.1 Zakladni pojmy teorie grafi

Nez pristoupime k definovani pojmu grafu, uvedeme, ze nase definice se omezuje
pouze na neorientované prosté grafy. Prostym grafem rozumime graf bez smycek
a nasobnych hran. Existuji samoziejmé i grafy orientované ¢i multigrafy, jejichz
definice uvadi napt. Diestel v [5].

Graf G je usporadana dvojice G = (V(G), E(G)), kde V(G) je mnozina vrchola
grafu G a E(G) je jeho mnozina hran. Mnozina hran je podmnozinou mnoZiny
v8ech moznych dvojic riznych vrcholu, tedy E(G) C (V(za)). Poznamenejme, ze
vrcholy grafu budeme znacit malymi pismeny. U hran je tomu taktéz, nicméné
hrana je urcena dvojici vrcholl, tedy hranu mezi vrcholy v a v zna¢ime uv.

Stupen, vrcholu v grafu G je pocet hran grafu, které obsahuji vrchol v; znaci-
me dg(v). Vrchol v grafu G, pro ktery plati, ze dg(v) = 0, nazyvame izolovanym
vrcholem. Maximdlni stupen grafu G zna¢ime A(G). Tvrdime, ze dva vrcholy u
a v grafu G jsou sousedni, jestlize uv € E(G).

Graf G nazyvame A(G)-reguldrnim, pokud vSechny vrcholy grafu G maji stu-
peit A(G). Kubicky graf je 3-regularni graf. Graf G nazyvame subkubickgm, pokud
kazdy vrchol v grafu G ma stupen dg(v) < 3.

Uplngm grafem K, na n vrcholech rozumime graf, jehoz kazdé dva vrcholy jsou
sousedni. Tim jsme definovali jednu ze t¥id grafii, kterou budeme v této préci
pouzivat. Dalsi tfidy grafu definujeme nize.

Cesta na n vrcholech pro n > 2 je graf P, = (V(P,), E(P,)), kde V(P,) = {z1,
To, ... T} a E(P,) = {x129, X223, ..., 12, }. Cesta je tedy urcena posloupnosti
vrchola. Délka cesty P, je pocet hran cesty; zna¢ime [(P,). Pro délku cesty P,
tedy plati, ze I(P,) =n — 1.



Kruznice na n vrcholech pro n > 3 je graf C,, = (V(C,), E(C,)), pro ktery
V(C,) = V(P,) a E(C,) = E(P,) U {z,z:}. Poznamenejme, Ze pro suda n
nazyvame kruznici sudou a pro licha n kruznici lichou. Kruznici C5 se také fika
trojuhelnik.

Uvazujme dva grafy G a G'. Pokud V(G') C V(G) a E(G') C E(G), pak G’
je podgrafem grafu G; piSeme, 7e G’ C G. Kdyz G’ C G a G’ obsahuje vSechny
hrany uv € F(G) prislusejici vrcholim u,v € V(G'), pak G’ nazyvame induko-
vanym podgrafem grafu G. Podgraf G' C G nazveme faktorem grafu GG, pokud
V(G") =V(G) a E(G") C E(G).

Podgraf grafu G, ktery vznikne odstranénim vrcholu v € V(G) a v8ech hran
vedoucich z tohoto vrcholu, budeme znacit G —u. Podgraf grafu G, ktery vznikne
odstranénim vrcholi w,v € V(G), budeme znacit G — {u,v}. Podgraf grafu G,
ktery vznikne odstranénim hrany wv € F(G), budeme znadit G — uv.

Dva grafy G a G’ jsou isomorfni (zna¢ime G ~ G'), pokud existuje bijektivni
zobrazeni ¢ : V(G) — V(G') takové, ze pro kazdé dva vrcholy u,v € V(G) plati,
ze wv € E(G) pravé tehdy, kdyz ¢(u)p(v) € E(G').

Cestu v grafu G definujeme jako podgraf G’ C G isomorfni s néjakou cestou P,.
Podobné kruznici v grafu G definujeme jako podgraf G' C G isomorfni s néjakou
kruznici C,,.

Vzddlenost dg(u,v) dvou vrcholiu grafu G je délka nejkratsi cesty mezi témito
vrcholy. V pfipadé, Ze cesta mezi danymi vrcholy neexistuje je dg(u,v) = oo.
Ezcentricita vrcholu, zna¢ime exc(v), je nejvétsi ze vSech vzdalenosti vrcholu v
od ostatnich vrcholi grafu G. Primeér grafu G je maximalni excentricita vrcholu
v grafu G, znac¢ime diam(Q).

Rekneme, ze graf G je souwisly, pokud pro kazdé dva vrcholy u, v grafu G existuje
cesta z u do v. Graf G je vrcholové k-souvisly, pokud po odstranéni libovolnych
méné nez k vrcholi grafu G, zistane vysledny graf souvisly. Nejvetsi ¢islo k
takové, ze graf GG je vrcholové k-souvisly, nazveme wvrcholovou souvislosti, znaci
se k(G). Poznamenejme, Ze 1ze také definovat hranovou k-souvislost grafu G, jejiz
definici uvadi napf. Diestel v [5]. V této praci budeme uvazovat pouze vrcholovou
k-souvislost grafu G' a proto nadale v celém textu k-souvislym grafem G budeme
myslet vrcholové k-souvisly graf G. Dopliime, Ze souvisly graf G je 1-souvisly graf.
Necht G je souvisly graf. Pokud graf G — x neni souvisly, pak vrchol  nazyvame
artikulace. Poznamenejme, Ze pro souvisly graf GG, ktery obsahuje artikulaci, plati
k(G) = 1 a 2-souvisly graf neobsahuje artikulaci. Blok grafu G je souvisly podgraf
bez artikulace obsahujici maximalni pocet vrcholi a hran grafu G.

Nyni definujme dalsi t¥idu grafi. Strom T je souvisly graf neobsahujici zadnou
kruznici. Strom 7', ktery je faktorem grafu G, nazyvame kostrou grafu G. Vrchol
grafu G stupné jedna je list. Strom T je A(T)-reguldrni, pokud vSechny vrcho-
ly T, které nejsou listy, maji stupein A(T). Uplny bindrni strom B; definujeme
induktivné tak, ze B je izolovany vrchol, ktery nazyvame koren, a strom B;,i > 1
ziskame z B;_; pripojenim dvou novych vrcholi hranou ke kazdému listu B;_q,
respektive ke kotfenu pro ¢ = 2. Nové listy jsou na trovni i. Obdobné uplny
terndrni strom T; definujeme induktivné tak, ze T} je izolovany vrchol, ktery na-
zyvame koten, a strom T;,7 > 1 ziskdme z T;_; pfipojenim tfech novych vrchola



hranou ke kazdému listu 7;_;, respektive ke kofenu pro ¢ = 2. Nové listy jsou
opét na urovni ¢. Hloubkou tplného binadrniho stromu B;, respektive iplného ter-
narniho stromu 7;, rozumime vzdalenost libovolného listu a kofene stromu B;,
respektive T}, zvétsenou o 1. Bindrni strom, respektive terndrni strom je souvisly
podgraf (na alesponn dvou vrcholech) tiplného binarniho, respektive uplného ter-
narniho stromu. Poznamenejme, Ze binarni strom je strom s vrcholy stupné 1, 2
nebo 3 a ternarni strom je strom s vrcholy stupné 1, 2, 3 nebo 4.

Kaktus K je souvisly graf na n vrcholech, kde n > 2, jehoz kazda hrana nalezi nej-
vyse jedné kruznici. Trividlni kaktus je kaktus, ktery neobsahuje zadnou kruznici.
Kaktus, ktery obsahuje alespon jednu kruznici, nazyvame netrividlnim kaktusem.
Netrivialni kaktus nazyvame sudym kaktusem (znacime K), jestlize kazda jeho
kruznice je suda. Lichy kaktus je netrivialni kaktus, ktery obsahuje alesponi jednu
lichou kruznici; znac¢ime Kj.

Bipartitng graf je graf, jehoz vrcholy je mozné rozdélit na dvé disjunktni mnoziny
tak, Ze zadné dva vrcholy ze stejné mnoziny nejsou sousedni. Uplngm bipartitnim
grafem rozumime bipartitni graf, jehoz kazdy vrchol z jedné mnoziny velikosti m
je spojen hranou se vSemi vrcholy druhé mnoziny velikosti n, znacime K, .
Hveézda je strom, jehoz jeden vrchol je stupné n a zbylych n vrchold jsou lis-
ty, ¢ili rovnéz uplny bipartitni graf K ,,.

Rovinng graf je graf, pro ktery existuje nakresleni do roviny tak, Ze se zadné
dvé hrany tohoto grafu nekiizi. Sténa rovinného grafu G je ¢ast roviny (souvisla
oblast) ohrani¢ena hranami grafu G pii jeho nakresleni do roviny (vice [9]).

2.2 Vrcholové barveni grafii

Nyni definujeme vlastni, p-distanc¢ni, pakovaci, acyklické a seznamové vrcholové
barveni grafu G.

Definice 2.1. (Vlastni vrcholové barveni)
Necht G je graf. Zobrazeni f : V(G) — {1,2,...,k} takové, Ze pro

Vu,v € V(G) :uv € E(G) = f(u) # f(v),

se nazyva vlastni vrcholové barveni grafu G pomoci k barev. Nejmensi ¢islo k € N,
pro které existuje vlastni vrcholové barveni grafu G pomoci k barev, nazyvame
chromatickym ¢islem grafu G a znacime jej x(G). Graf G je k-obarvitelny, jestlize
existuje vrcholové barveni grafu G pomoci k barev.

Vyse uvedena definice vlastniho vrcholového barveni fika, Ze zadné dva sousedni
vrcholy grafu G nelze obarvit stejnou barvou, pri¢emz chromatické ¢islo vyjadiuje
nejmensi pocet barev potifebnych k barveni tohoto grafu.

Poznamenejme, Ze nize uvedend barveni jsou specidlnimi piipady vlastniho bar-
veni.

Dale uvedme, 7ze lze také definovat hranové barveni grafu G, jehoz definici uvadi
napf. Diestel v [5]. V této praci budeme uvazovat pouze vrcholové barveni grafu G



a proto nadale v celém textu barvenim grafu G budeme myslet vrcholové barveni
grafu G.

Definice 2.2. (p-distan¢ni barveni)
Necht G je graf. Zobrazeni f : V(G) — {1,2,...,k} takové, Ze pro

Vu,v € V(G) : dg(u,v) < p= f(u) # f(v),

kde p € N je kladné ¢islo, se nazyva p-distancni barveni grafu G pomoci k barev.
Nejmensi cislo k € N, pro které existuje p-distancni barveni grafu G' pomoci k
barev, nazyvame p-distancnim chromatickym ¢islem a znac¢ime jej v(p, G).

7 definice 2.2 plyne, ze zadné dva vrcholy grafu G, které jsou od sebe ve vzdale-
nosti mensi nebo rovno p, nelze obarvit stejnou barvou.

Definice 2.3. (Pakovaci barveni)
Necht G je graf. Zobrazeni f : V(G) — {1,2, ..., k} takové, Ze pro

Vu,v € V(G) 1 dg(u,v) <iA flu) =i= f(u) # f(v),

kdei € {1,2, ..., k}, se nazyva pakovact barveni grafu G pomoci k barev. Nejmensi
cislo k € N, pro které existuje pakovaci barveni grafu G pomoci k barev, nazyvame
pakovacim chromatickym cislem grafu G a znacime jej x,(G).

Definice pakovaciho barveni fika, ze vrcholy grafu G lze obarvit shodnou barvou i,
pokud jsou tyto vrcholy ve vzdélenosti vétsi nez i. Je zfejmé, Ze prifazovanim
jednotlivych barev prislusnym vrcholim grafu G, se nam vzdy s kazdou dalsi
pribyvajici barvou méni i pozadavek na vzdalenost dvou vrcholi, kterym lze pii-
radit stejnou barvu. Ptiklad tohoto barveni je na obrazku kde je kruznice Cl
obarvena pravé pakovacim barvenim pomoci 4 barev.

Obrazek 2.1: Pakovaci barveni kruznice Cj.



Definice 2.4. (Acyklické barveni)

Necht zobrazeni f : V(G) — {1,2, ..., k} je vlastni barveni grafu G takové, ze v G
neexistuje zadné kruznice C,, s x(C,,) = 2. Pak toto barveni nazveme acyklickijm
barvenim grafu G pomoci k barev. Nejmensi ¢islo k € N, pro které existuje
acyklické barveni grafu G pomoci k barev, nazyvame acyklickym chromatickym
cislem a znacime jej a(G).

Definice 2.5. (Seznamové barveni)

Necht G je graf. Je-li kazdému vrcholu v € V(G) grafu G dédn seznam pripustnych
barev S, C N, pak zobrazeni f : V(G) — S, které je vlastnim barvenim grafu G,
kde S =J,cy (g So takové, Ze

Vo e V(G): f(v) €Sy,

nazyvame seznamovym barvenim grafu G. Graf G je seznamové k-obarvitelny,
pokud pro libovolné mnoziny S, C N a pro Yv € V(G) existuje seznamové bar-
veni grafu G seznamy délky |S,| = k. Nejmensi cislo k € N, pro které je graf G
seznamové k-obarvitelny, nazveme seznamovym chromatickym cislem nebo vybi-
ravosti a znac¢ime jej x;(G).

Definice seznamového barveni tika, ze kazdému vrcholu grafu G lze prifadit
seznam piipustnych barev tak, ze pro libovolné volby seznamu barev obdrzime
takové barveni grafu G, ze zadné dva sousedni vrcholy nebudou obarveny stejnou
barvou. Na obrazku je vidét, ze uplny bipartitni graf K33 neni seznamové
2-obarvitelny (viz [19]).

Poznamenejme, Ze pokud kazdému vrcholu v grafu G prifadime stejny seznam
barev {1,2,...,k}, pak seznamové barveni je vlastnim barvenim grafu G. Plati
tedy, ze xi(G) > x(G).

{1,2} {1,2}

{2,3} {2,3}

{1,3} {1,3}
K3

)

Obrazek 2.2: Uplny bipartitni graf Kz s x;(K33) = 3.



Kapitola 3

Vrcholové barveni specialnich trid
grafi

V podkapitole 2.1 jsme definovali nékolik specialnich tiid grafi, jejichz barvenim
se budeme v této kapitole zabyvat. Hlavni snahou bude srovnani chromatickych
¢isel jednotlivych uvazovanych typiu barveni v dané tiidé grafii. Tato srovnani
uvedeme v podkapitolach 3.1 az 3.4.

Jedinou speciélni tiidou grafi, jejiz srovnani chromatickych ¢isel neuvedeme v ram-
ci nasledujicich podkapitol, jsou tplné grafy K,. Duvodem je, Ze srovnani chro-

matickych ¢isel jednotlivych typt barveni v této t¥idé grafu je trivialni. Uvedme

pro tuto tfidu grafi nasledujici pozorovéni.

Pozorovani 3.1. Necht K, je uplny graf na n vrcholech. Pak
X(Kn) =(p, Kn) = xp(Ky) = a(Ky) = xi(K,) =n pro Vp € N.

Nez uvedeme znamé vysledky uvazovanych typu barveni definovanych v podkapi-
tole 2.2 pro obecné a rovinné grafy, uvedeme nejprve tvrzeni, které charakterizuje
bipartitni grafy.

Tvrzeni 3.2 [5]. Graf G je bipartitni pravé tehdy, kdyZ neobsahuje lichou
kruznici.

V podkapitolach 3.1 az 3.4 se budeme zabyvat barvenim cesty P,, kruznice C,,
stromu 7" a kaktusu K. Tvrzeni|3.2lumoznuje urcit spole¢nou vlastnost téchto spe-
cialnich t¥id grafi, kterou lze snadno vyuzit pro vlastni barveni téchto grafi. Pro
vyse uvedené specialni t¥idy grafii plyne z tvrzeni[3.2] nasledujici pozorovani.

Pozorovani 3.3. Cesta P, na n vrcholech, suda kruznice C,,, strom T a sudy
kaktus K jsou bipartitni grafy.

Poznamenejme, Ze specidlnim pripadem kaktusu K je cesta ¢i strom, tedy trivi-
alni kaktus, nebo kruznice. Pak trivialni kaktus K dle pozorovani je rovnéz
bipartitni graf.



Pro bipartitni graf G plati, ze x(G) = 2. Vrcholy bipartitniho grafu G lze rozdélit
na dvé disjunktni mnoziny A a B. Protoze zddné dva vrcholy grafu G nélezejici
stejné mnoziné nejsou sousedni, lze je obarvit stejnou barvou. Proto vSechny
vrcholy grafu G 1ze obarvit pomoci dvou barev tak, Ze zddné dva sousedni vrcholy
nejsou obarveny stejnou barvou.

Nasleduje nékolik znamych vysledkt pro vlastni barveni grafu G. Nejprve uvede-
me vétu, kterd udava horni odhad chromatického ¢isla grafu G pomoci maximal-
niho stupné grafu.

Véta 3.4 [5]. Necht G je graf s maximalnim stupném A(G). Pak
X(G) <A(G) + 1.

Ozna¢me vrchol z € V(G), ktery obarvime barvou 1. Ostatni vrcholy grafu G
obarvime hladové, tedy kazdy vrchol grafu G obarvime nejmensi volnou barvou,
ktera neni pouzita na jeho jiz obarvené sousedni vrcholy. Dle predpokladu véty [3.4]
mé kazdy vrchol grafu G nejvyse A(G) sousednich vrcholi. Pokud A(G) soused-
nich vrcholi né&jakého vrcholu v € V(G) obarvime riznymi barvami, pak zcela
jisté zbyde na obarveni vrcholu v jedna barva. Timto zptusobem jsme schopni
obarvit cely graf G pomoci A(G) + 1 barev.

Brooks [4] v roce 1941 ukazal, ze horni odhad chromatického ¢isla grafu G ve vé-
t¢[3.4]1ze zlepsit pro grafy, které nejsou lichymi kruznicemi nebo tplnymi grafy.

Véta 3.5 [4]. Necht G je souvisly graf, ktery neni tplny ani lichd kruznice.
Pak x(G) < A(G).

Dikaz véty [3.5( uvedeme v jiné podobé (viz [10]), nez jak jej lze najit v [4].

Diikaz. Necht G je graf na n vrcholech, kde n € N. Pro A(G) =0 je G = K,
a pro A(G) =1 je G = Ky, coZ je ve sporu s predpoklady véty.

Pro A(G) = 2 je G cestou P, nebo kruznici C,,. Pro lichou kruznici C,, a ces-
tu P, = Ky dostavame spor s predpoklady véty. Uvazujme tedy P,, kde n > 3
a sudou kruznici C),. Protoze cesta P, i suda kruznice C,, je bipartitnim grafem,
ziejmé plati, ze x(P,) = x(C,) = 2.

Pro A(G) > 3 rozlisime nasledujici tii pripady:

Pripad 1. Graf G neni A(G)-regularni. Existuje tedy vrchol x grafu G takovy, ze
dg(x) < A(G). Vrcholy grafu G ozna¢me vy, ..., v, tak, aby x = v,, a kazdy dalsi
vrchol v; grafu G mél alespon jeden sousedni vrchol v; takovy, Ze ¢ < j. Vrcholy
grafu G obarvime hladové barvami 1, 2, ..., A(G) nasledovné. Vrcholu vy pfifadime
barvu 1. Kazdy dalsi vrchol v; pro i < n, ktery mé nejvyse A(G) — 1 obarvenych
sousednich vrchold, obarvime nejmensi volnou barvou. Timto zptsobem jsme
obarvili vSechny vrcholy v; grafu G pro i < n pouZitim nejvyse A(G) barev.
Protoze vrchol z = v, méa méné nez A(G) sousednich vrchold, zbyde na jeho
obarveni jedna barva. Obarvime tedy vrchol x = v,, touto zbyvajici barvou. Tim
je graf G obarven pomoci A(G) barev.



Pripad 2. Grat G je A(G)-regularni a obsahuje artikulaci x € V(G) (viz Ob-
razek [3.1). Oznaéme G;, kde ¢ € N, komponenty grafu G — z. Potom kazdy
podgraf G, ktery vznikne z komponenty G; pfidanim vrcholu x a vSech hran
mezi G; a x, ma vSechny vrcholy stupné A(G) kromé vrcholu z, jehoZz stupen je
mensi nez A(G).

Obrazek 3.1: Priklad A(G)-regularniho grafu G s artikulaci x.

Protoze jsou splnény predpoklady Pripadu 1, kazdy podgraf G lze obarvit A(G)
barvami. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze vrchol z je obarven stejnou
barvou v kazdém podgrafu G). Permutaci barev v rtznych G; je totiz mozné
dosdhnout toho, ze vrchol x ma v kazdém G stejnou barvu. Mame tedy obarven
cely graf G pomoci A(G) barev.

Pripad 3. Graf G je A(G)-regularni a 2-souvisly. Graf G tedy neobsahuje arti-
kulaci. Protoze G neni uplny, obsahuje rizné vrcholy v;,v;, v € V(G) takové,
ze v, v;u, € E(G), ale vivy, € E(G), kde 4, j, k € N. Ukdzeme, ze v;, v;, vy lze
vybrat tak, aby G — {v;, v} byl souvisly.

Zvolme libovolny vrchol z € V(G). Pokud (G — z) = 1, potom = ma sousedni
vrchol v kazdém bloku G — x s pravé jednou artikulaci. Necht v; = x a v;, v;, jsou
sousedni vrcholy vrcholu x v raznych blocich G —z. Ziejmé v;v, ¢ E(G). Protoze
graf G je A(G)-regularni s A(G) > 3, graf G — {v;, v} je souvisly.

Pokud k(G —x) > 2, zvolime v; = x a vrchol vy, bude vrchol ve vzdélenosti 2 od z
(takovy vrchol existuje, protoze G neni tuplny). Protoze k(G — x) > 2, je G —v;
alesponi 2-souvisly a tak plati, ze G — {v;, v} je souvisly.

Graf G — {v;, v} spliwje predpoklady z Pripadu 1, protoze graf G — {v;, vy} neni
A(G)-regularni. Ozna¢me v, ..., v, vrcholy grafu G — {v;, v}, pfifemz v; = v,,.
Ziejmé vrcholy v;, v jsou sousedni vrcholy vrcholu v; = v, a plati pro né, Ze
vivp € E(G). Vrcholy grafu G — {v;, v} (kromé vrcholu v,,) obarvime obdobné
jako v Pripadé 1 nejvySe A(G) barvami. ProtoZe vrchol v, ma A(G) — 2 sou-
sednich vrcholi, které jsou obarveny nejvyse A(G) — 2 barvami, lze jej obarvit
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volnou barvou, pficemz zbyde jedna barva na vrcholy v; a v, které nejsou sou-
sedni. Vrcholy v;, vy obarvime zbyvajici volnou barvou. Mame tedy opét obarveni
grafu G pomoci A(G) barev. ]

Velmi zajimavy vysledek publikovali Appel a Haken [I] v roce 1977 pro rovinné
grafy. Dokazali vice nez 100 let starou hypotézu, ve které se tvrdilo, ze kazdy
rovinny graf G lze obarvit pomoci 4 barev.

Véta 3.6 [1]. Kazdy rovinny graf G Ize obarvit 4 barvami.

Diukaz véty je velmi slozity a rozsahly (pfiblizné 460 stran). Pfi dokazovani
této véty byla pouzita kombinace matematiky a pocitact a proto uvedeme slabsi
vétu, kterou dokazeme. Nejprve uvedeme Eulerovu vétu (véta a nasledné
tvrzeni, které pouzijeme v dikazu véty [3.9

Véta 3.7 [5]. Necht G je rovinny souvisly graf s n vrcholy, m hranami a f sté-
nami. Pak plati, zZen —m + f = 2.

Diikaz. Necht G je rovinny souvisly graf s n vrcholy, m hranami a f sténami.
Diikaz provedeme matematickou indukei podle m. Prom =0jen=1a f = 1.
Tvrzeni véty tedy plati. Necht tvrzeni véty plati pro vSechny rovinné souvislé
grafy s méné nez m hranami, kde m > 1. Pokud je graf G strom, pak n = m +1,
f =1 atvrzeni véty plati. Pokud graf G neni stromem, pak v GG existuje kruznice.
Ozna¢me ji C'. Dale ozna¢me uv hranu kruznice C'. Pak souvisly graf G/ = G —uwv

ma n’ = n vrchola, m" = m — 1 hran a f' = f — 1 stén. Podle induké¢éniho
predpokladu plati, ze n’ — m' + f/ = 2. Dosazenim za n’,m/, f' dostavame, Ze
n—(m-—1)+(f—1) =2, coz je po upravé n —m + f = 2. O

Tvrzeni 3.8 [5]. Kazdy rovinny graf G ma vrchol stupné nejvyse 5.

Diikaz. Jestlize G je rovinny graf s n = 1 nebo n = 2 vrcholy, pak tvrzeni trivialné
plati.

Necht G je rovinny graf s n > 3 vrcholy, m hranami a f sténami. Ziejmé kazda
sténa f ma alespon tii hrany m a kazda hrana m lezi v nejvySe dvou sténach f,
tedy 2m > 3f a z toho plyne, ze f < %m. Podle veéty a dosazenim za f
dostdavame m —n + 2 < %m. Po uprave plati, ze m < 3n — 6.

Sporem predpokladejme, ze kazdy vrchol grafu G' ma stupen vétsi nebo roven
Sesti. Pak soucet stupiii vrcholi grafu G je vétsi nebo roven 6n. Ziejmé soucet
stupni vrcholi grafu G je roven dvojnésobku poc¢tu hran, protoze pri scitani
stupnii vrcholi grafu zapocteme kazdou hranu dvakrat za kazdy jeji vrchol. Plati
tedy, ze 2m > 6n. Upravou dostavame, ze m > 3n, coz je spor s tim, Ze pro
rovinné grafy G plati, ze m < 3n — 6. V rovinném grafu G tedy existuje vrchol
stupné nejvyse 5. [
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Véta 3.9 [11]. Kazdy rovinny graf G Ize obarvit 5 barvami.

Diikaz véty [3.9uvedeme v jiné podobé (viz [10]), nez jak jej lze najit v [11].

Diikaz. Necht G je rovinny graf na n vrcholech. Diitkaz provedeme matematickou
indukei podle n. Pro n < 5 tvrzeni véty plati trivialné. Necht n > 6 a tvrzeni véty
plati pro vSechny rovinné grafy s méné nez n vrcholy. Podle tvrzeni existuje
vrchol z € V(G) takovy, ze dg(z) < 5. Protoze G je rovinny, G — x je také
rovinny. Podle indukéniho predpokladu graf G — x lze obarvit 5 barvami. Pro
rovinny graf G na n vrcholech rozlisime nasledujici dva pripady:

Pripad 1. Pro dg(x) < 5 ma vrchol z méné nez 5 obarvenych sousednich vrcholi
a proto na jeho obarveni zbyde alespon jedna barva.

Pripad 2. Necht dg(x) = 5. V piipadé, Ze sousedni vrcholy vrcholu x jsou obarveny
méné nez 5 barvami, zbyde na obarveni vrcholu = alespon jedna barva.

Predpokladejme, Zze sousedni vrcholy vrcholu z jsou obarveny 5 barvami. Necht
zobrazeni f : V(G —z) — {1,2,...,5} je vlastnim barvenim grafu G — z. Zvolme
nakresleni grafu G v roviné tak, ze sousedni vrcholy vy, vs, ..., v5 € V(G) vrcholu z
jsou obarveny posloupnosti barev {1,2,3,4,5} tak, ze f(v1) = 1,..., f(vs) = 5.
Oznacme G 3, respektive G54 podgraf grafu G indukovany vSemi vrcholy s bar-
vou 1 nebo 3, respektive 2 nebo 4 (viz Obrazek 3.2). Uvazujme G 3. Pokud vr-
choly v, a v3 patii do riiznych komponent GG 3, potom muzeme prohodit barvy 1
a 3 v komponenté obsahujici vrchol v3. Tedy v3 je obarven barvou 1 a vrcholu x
lze priradit barvu 3. Obdobné postupujeme pro podgraf G4 a tak lze vrcholu z
prifadit barvu 4. Tim jsme obarvili graf G 5 barvami.

¢ e,

Vs d

T )
& Ja.

Obrazek 3.2: Podgrafy G 3, G4 indukované barvami 1, 3 resp. 2,4.

Necht v; a vz lezi v jedné komponenté G 3. Pak v G 3 a tedy i v grafu G existuje
cesta mezi vrcholy v; a vs. Oznacme ji P 3.

Necht vy a vy lezi v jedné komponenté Gy4. Pak v G4 a tedy i v grafu G
existuje cesta mezi vrcholy vy a vg. Oznacme ji P 4. Pak ale, diky volbé nakresleni
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grafu G v roviné (viz Obrézek 3.2), cesta P4 protina cestu P 3 nebo alespoi
jednu z hran xv;, zvs, coz je spor s tim, Zze G je rovinny. Pokud cesta P4 a Py 3
mé spoleény vrchol z € V(G), potom vrchol z je obarven 1 nebo 3 a zaroven 2
nebo 4, coz nelze. Graf G jsme tedy obarvili 5 barvami. m

Pro vlastni barveni rovinnych grafii uvedeme jesté jeden dalsi znamy vysledek.
Grotzsch [8] v roce 1959 ukézal, Ze lze k vlastnimu barveni rovinného grafu G
pouzit pouze tii barvy, pokud G neobsahuje trojuhelniky.

Véta 3.10 [8]. Kazdy rovinny graf G bez trojuhelniki Ize obarvit 3 barva-
mi.

Nésleduje prehled nékolika znamych vysledkt pro p-distan¢ni, acyklické a sezna-
mové barveni grafi. Protoze je velmi obtizné stanovit horni mez pakovaciho chro-
matického ¢isla pro obecné grafy, kviili jejich neznamé struktufre, neni v soucasné
dobé zadna takova mez stanovena. Existuji pouze odhady pakovactho chroma-
tického ¢isla pro ruzné tridy grafi. Neékteré z téchto odhadi uvedeme v ramci
danych t¥id grafi uvazovanych v této praci (viz podkapitoly 3.1 az 3.4).

Obdobné¢ jako v ptipadé vlastniho barveni grafu G, uvedeme horni odhady chro-
matickych ¢isel pomoci maximélniho stupné A(G). Jelikoz uvazované tiidy gra-
fi v nésledujicich podkapitolach 3.1 az 3.4 jsou rovinnymi grafy, uvedeme také
nékolik tvrzeni pro rovinné grafy podobné jako v pripadé vlastniho barveni gra-
fu G.

Wong [24] stanovil horni mez pro 2-distan¢éni chromatické ¢islo rovinnych graft G
s maximalnim stupném A(G).

Véta 3.11 [24]. Necht G je rovinny graf s maximalnim stupném A(G). Pak
7(2,G) < 3A(G) + 5.

Van den Heuvel a McGuinnes [12] vylepsili mez ve vété m pro rovinné grafy
s A(G) > 20.

Véta 3.12 [12]. Necht G je rovinny graf s maximalnim stupném A(G) > 20.
Pak v(2,G) < 2A(G) + 25.

Pro distan¢ni barveni rovinnych grafi G uvedeme jesté nésledujici tii véty.

Véta 3.13 [14]. Necht G je rovinny graf s maximalnim stupném A(G). Necht
M = max {8, A(G)}. Pak v(p,G) < 6 + 32 ((M — 1)P~1 — 1).

Madaras a Marcinova [17] vylepsili mez ve vété [3.13]

Véta 3.14 [17]. Necht G je rovinny graf s maximalnim stupném A(G). Necht
M = max {8, A(G)}. Pak 5(p,G) < 6+ 32 (M — 17! — 1),
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Horni mez p-distan¢niho chromatického ¢isla ve vété je lepsi nez ve vété 3.13
pro A(G) > 10, coz lze zjistit dosazenim za A(G) do téchto vét. Pro A(G) < 10
je tomu naopak.

Véta 3.15 [16]. Necht G je rovinny bipartitni graf s maximalnim stupném
A(G) < 3. Pak ~(3,G) <8.

Poznamenejme, ze odhad 3-distan¢niho chromatického ¢isla pro rovinné bipartitni
grafy ve vétd je nejlepsi moZny, protoZe existuji kubické rovinné bipartitni
grafy s v(3,G) = 8. Priklad takového kubického rovinného bipartitniho grafu je
na obrazku . Z obrazku je ziejmé, ze (3,G) = 8, protoze prumér grafu je
roven tfem a tedy podle definice 2.2 (pro p = 3) zadné dva vrcholy grafu nelze
obarvit stejnou barvou. Kazdy vrchol grafu tedy obarvime jinou barvou. Protoze
graf méa osm vrcholt, pouzijeme k obarveni jeho vrcholt pravé osm barev.

Obrézek 3.3: Kubicky rovinny bipartitni graf G takovy, ze v(3,G) = 8.

Srovnejme vétu [3.14] s vétami [3.11] [3.12] a [3.15, Srovnani provedeme dosaze-
nim za A(G) do vztahi pro stanoveni horni meze p-distan¢niho, 2-distanéniho
a 3-distan¢niho chromatického ¢isla téchto vét. Necht G je rovinny graf, respek-
tive rovinny bipartitni graf v ptipadé, kdy uvazujeme vétu . Pro A(G) < 14
je horni mez 2-distan¢niho chromatického ¢isla ve vété lepsi nez ve vété
pro p = 2, nicméné pro 14 < A(G) < 20 je tomu naopak. Pro A(G) > 20 ap =2
je horni mez 2-distan¢niho chromatického ¢isla ve vété [3.14] lepsi nez ve vété [3.12
Pro A(G) < 3 je horni mez pro 3-distanéni chromatické ¢islo ve véte lepsi
nez ve vété [3.14] (pro p = 3).

Poznamenejme, ze véta |3.14| umoznuje stanovit horni mez p-distanéniho chroma-
tického ¢isla pro libovolnou volbu parametru p, nicméné pro nékteré tridy grafi
se nemusi jednat o nejlepsi moznou horni mez, coz bude zfejmé z nasledujicich
podkapitol.

Pro acyklické barveni Griinbaum v [9] dokazal, Ze pro kazdy rovinny graf G exis-
tuje acyklické barveni pomoci nejvyse 9 barev. V [9] zaroven vyslovil hypotézu,
ze pro kazdy rovinny graf G existuje acyklické barveni pomoci 5 barev. Tuto
hypotézu pozdéji dokazal Borodin v [3].
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Véta 3.16 [3]. Pro kazdy rovinny graf G existuje acyklické barveni pomoci 5
barev.

Necht G je graf s maximalnim stupném A(G), pak pro seznamové chromatické
¢islo plati, ze x;(G) < A(G) + 1 (viz [6]). Dukaz je obdobny jako v piipadé
vlastniho barveni grafu G.

Vizing [23] a Erdds a kol. [6] nezéavisle na sobé dokazali analogii Brooksovy véty
pro seznamové barveni.

Véta 3.17 [23] [6]. Necht G je souvisly graf, ktery neni tiplny ani licha kruz-
nice. Pak x;(G) < A(G).

Na zavér této kapitoly uvedeme jesté jeden zajimavy vysledek.

Véta 3.18 [22]. Kazdy rovinny graf G je seznamové 5-obarvitelny.

3.1 Vrcholové barveni cest

V této a v nésledujicich podkapitolach vénovanym barveni specialnich t¥id grafa
uvedeme vysledky pro jednotlivd barveni v poradi, v jakém jsme je definovali
v podkapitole 2.2.

Protoze cesta P, na n € N vrcholech je bipartitnim grafem, pro vlastni barveni
cesty P, plati, ze x(P,) = 2.

Nasledujici dvé véty jsou znamymi vysledky problematiky urceni p-distan¢niho

a pakovaciho chromatického cisla cesty P,.

Véta 3.19 |2]. Necht P, je cesta na n vrcholech a p € N. Pak
v(p, Pn) =2 prop =1,

v(p, P,) = n pro p > diam(P,),

v(p, P,) =p+ 1 pro p < diam(P,).

Pro p = 1 je p-distanc¢ni barveni vlastnim barvenim. Plati tedy, ze

7(17 Pn) = X(Pn) =2.

Pro p > diam(P,) potfebujeme k p-distanénimu barveni vrcholua cesty P, pravé n
barev, protoze pro kazdé dva vrcholy u, v cesty P, plati, ze vzdalenost libovolnych
dvou vrcholt u a v je vzdy mensi nebo rovna p.

Necht p < diam(P,). Tedy pocet vrcholu cesty P, je alespon p + 2 a ziejmé
vrcholy @1, @9, ..., Tp41 cesty P, musi byt obarveny rtiznymi barvami. Z toho plyne,
ze y(p, Pr) > p-

Vrcholim zq, xo, x3, 24, ..., x, cesty P, prifadime posloupnost barev

{1,2,..,p+1,1,2,..p+1,..}.
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Pak jsou obarveny vrcholy stejnou barvou pouze takové, které jsou ve vzdalenos-
ti p+ 1. Vrcholy cesty P, jsme tedy obarvili p + 1 barvami. Tim jsme ukazali, ze

v(p,P,) =p+ 1

Véta 3.20 [7]. Necht P, je cesta na n vrcholech. Pak
Xp(P,) =2 pron = 2,3,
Xp(P,) =3 pron > 3.

Stanoveni pakovaciho chromatického ¢&isla pro cestu P, a Pj je ziejmé. Pred-
poklddejme, Ze k obarveni vSech vrchola cesty P, pro n > 3 stac¢i dvé barvy.
Vrcholum xy, x5, 3, 4, ..., T, cesty P, prifadime posloupnost barev (ziejmé nelze
obarvit sousedni vrcholy stejnou barvou)

{1,2,1,2,1,2,1,2,..}.

Pak ale existuji vrcholy cesty P,, které jsou obarveny barvou 2 a jsou ve vzdale-
nosti 2, coz pro pakovaci barveni nelze. K pakovacimu barveni vrcholi cesty P,
tedy nelze pouzit dvé barvy.

Pro pakovaci barveni vrcholi x4, x9, x3, x4, ..., x, cesty P,,n > 3 pouZijeme po-
sloupnost barev
{1,2,1,3,1,2,1,3, ...},

diky niz lze vSechny vrcholy cesty P, obarvit pakovacim barvenim pomoci ti{
barev.

Protoze cesta P, je graf, ktery neobsahuje zadnou kruznici, je acyklické barveni
vlastnim barvenim. Plati tedy, ze

Protoze cesta P, mé chromatické ¢islo rovno dvéma a vime, Ze pro seznamové
chromatické ¢islo plati, ze x;(P,) > x(P,), tak x;(P,) > 2 a podle véty
dostavame x;(P,) < 2. Z toho plyne, ze x;(P,) = 2. Ukadzeme jak cestu P,
seznamove 2-obarvit.

Vrcholim x4, x9, x3, x4, ..., x, cesty P, prifadime libovolné seznamy barev délky
dva. Vrcholy cesty P, obarvime barvami ze seznamti barev délky dva nasleduji-
cim zptisobem. Vrchol x; obarvime libovolnou barvou ze seznamu barev. Protoze
vrchol x5 mé obarveny pouze jeden sousedni vrchol, zbyde v seznamu barev dél-
ky dva jedna barva na jeho obarveni. Protoze kazdy dalsi vrchol cesty P, mé
obarveny vzdy pouze jeden sousedni vrchol, vzdy zbyde v seznamu barev dél-
ky dva barva na jeho obarveni. Timto zptisobem je cesta P, obarvena barvami
z libovolnych seznamu barev délky dva, tedy x;(P,) = 2.

Nasleduje srovnani chromatickych ¢isel jednotlivych uvazovanych typtu barveni
pro cesty P,. Pro ptrehlednost uvadime jednotliva chromaticka cisla v tabul-
ce 3.1.
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Chromatické c¢islo | Hodnota | Parametr p | Vrcholy P,

X(F) 2 - Vn
2 p=1 vn
V(p, Pr) n p > diam(P,) vn
p+1 p < diam(P,) Vn

Xo(Fn) 2 - n=23

3 - n>3

a(P,) 2 - Vn
xi(Fn) 2 - Vn

Tabulka 3.1: Srovnani chromatickych ¢isel pro cesty P, pro pét typu barveni.

Z tabulky 3.1 je patrné, ze y(p, P,) je pron > 3 a p > 2 vzdy vétsi nebo rovno
nez ostatni chromaticka ¢isla cesty P,, které se rovnaji dvéma az na x,(F,), kde
n > 3.

Na zavér této kapitoly poznamenejme, Ze z rovnosti chromatickych ¢isel jednot-
livych typt barveni grafu neplyne, Ze se jedna o tentyz typ barveni grafu.

3.2 Vrcholové barveni kruznic

Stanovime chromatické ¢islo kruznic C,, na n € N vrcholech. Protoze maximalni
stupen kruznice C,, je roven dvéma, podle véty 3.4 plati, Ze x(C,) < 3. Jelikoz
sudé kruznice C), je bipartitni graf plati, ze x(C,,) = 2.

Protoze licha kruznice C), neni bipartitnim grafem, pfi rozdéleni vrcholta kruzni-
ce C, na dvé disjunktni mnoziny A a B, ve kterych nejsou zadné dva vrcholy kruz-
nice C,, nélezejici stejné mnoziné sousedni, vzdy zbyde jeden vrchol z € V(C,,),
ktery nemuze patfit ani do jedné z mnozin A, B. Na obarveni vrcholu nalezeji-
cich mnozinam A, B sta¢i dvé barvy. Na obarveni vrcholu = je nutné pouzit dalsi
barvu. Pro vlastni barveni liché kruznice C,, plati, ze x(C,) = 3.

Pro distan¢ni barveni plati.

Véta 3.21 [2]. Necht C,, je kruznice na n vrcholech, kde n > 3 a p € N. Pak

v(p,Crn) =2 prop =1 an sudé,
v(p,Crn) =3 prop =1 an liché,
v(p,Cn) = n pro p > diam(C,,),
v(p,Cn) =p+1 prop < diam(C,) a (n mod (p+ 1)) = 0.

Pro p = 1 je p-distan¢ni barveni vlastnim barvenim kruznice C,, a proto pro
suda n plati, ze

(1, Cn) = x(Cr) = 2.
Pro licha n plati, ze

v(1,Cr) = x(Cn) = 3.
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Pro p > diam(C,,) potfebujeme k p-distanénimu barveni vrcholi kruznice C,
pravé n barev, protoze vzdalenost libovolnych dvou vrcholu w, v kruznice C), je
vzdy mensi nebo rovna p.

Pro p < diam(C,,) je v(p,C,) = p + 1, pokud pocet vrcholi kruznice je roven
nasobkium p + 1. Tedy pokud plati, ze n = k(p+ 1), kde k € N a k > 2. Ziejmé
vrcholy 1, 29, ..., p41 kruznice C,, musi byt obarveny riiznymi barvami. Z toho
plyne, ze v(p, P,) > p.

Pro p-distan¢ni barveni vrcholu i, o, x3, x4, ..., z, kruznice C,, pouzijeme po-
sloupnost barev
{1,2,...,p+1,..,1,2,....p+ 1}

Pak jsou obarveny vrcholy stejnou barvou pouze takové, které jsou ve vzdalenos-
ti p+ 1. Vrcholy kruznice C,, jsme tedy obarvili p+ 1 barvami. Tim jsme ukazali,
ze v(p,Cn) =p+1.

Pro kruznice C,,, jejichz pocet vrcholii neni nasobkem p + 1, tedy n # k(p + 1),
se nepodarilo nalézt zadny vysledek. Lze ovSem stanovit trividlni horni mez pro
p-distan¢ni chromatické ¢islo takovych kruznic. Vrcholim kruznice C), zfejmé lze
pritadit vySe uvedenou posloupnost barev, ve které se opakuji barvy 1,....,p + 1,
pti¢emz poslednich [ = (n mod (p+ 1)) vrchola kruznice C,, obarvime pouzitim [
barev, které nejsou pouzity na jiz obarvené vrcholy kruznice C,,. Pro kruznice C,,,
kde n # k(p + 1), tedy plati

(%) (P, Cn) < (p+1)+1

Nasledujici véta urcuje pakovaci chromatické ¢islo kruznic C,.

Véta 3.22 [7]. Necht C,, je kruznice na n vrcholech, kde n > 3. Pak
X,(Cr) =3 pron = 3 nebo (n mod 4) =0,

X,(Cr) =4 pron # 3,(n mod 4) # 0.

Kruznice Cj je Gplnym grafem K3 a tak trivialné plati, ze x,(C3) = 3.

Predpokladejme, 7Ze k obarveni vSech vrcholu kruznice C,,, kde (n mod 4) = 0,
staci dvé barvy. Vrcholim x1, x9, 23, 24, ..., x, kruznice C,, pfifadime posloupnost
barev (zfejmé nelze obarvit sousedni vrcholy stejnou barvou)

{1,2,1,2,...,1,2}.

Pak ale existuji vrcholy kruznice C),, které jsou obarveny barvou 2 a jsou ve vzda-
lenosti 2, coz pro pakovaci barveni nelze. K pakovacimu barveni vrcholi kruzni-
ce C, tedy nelze pouzit dvé barvy.

Pro pakovaci barveni vrcholu x, 9, 23, 24, ..., x, kruznice C,,, pro kterou plati, Ze
(n mod 4) = 0, pouZijeme posloupnost barev

{1,2,1,3,1,2,1,3,....,1,2,1,3},

diky niz lze vSechny vrcholy kruznice C), obarvit pakovacim barvenim pomoci tii
barev.

18



Pokud pocet vrcholi kruznice C),, neni nasobkem ¢tyt, pak pro pakovaci barve-
ni vrcholu xq, x9, 23, 24, ..., x, kruznice C), nestaci tii barvy, protoze pfi barveni
vrcholu kruznice C), prifazenim vysSe uvedené posloupnosti barev vzdy zbyde ale-
spon jeden vrchol, ktery nelze obarvit ani jednou z pouzitych barev, protoze vzda-
lenost neobarveného vrcholu a jiz obarveného vrcholu (pro libovolnou pouZitou
barvu) je vZdy nejvyse tii.

Pro pakovaci barveni vrcholi xq, xs, x3, 24, ..., x, kruznice C, pro kterou plati,
ze n = 4k + 1, respektive n = 4k + 2 nebo n = 4k + 3, kde k£ € N, pouzijeme
posloupnost barev

{1,2,1,3,1,2,1,3,.....,1,2,1, 3,4},

respektive
{1,2,1,3,1,2,1,3,....,1,2,1,3,1,4}

nebo
{1,2,1,3,1,2,1,3,....,1,2,1,3,1,2,4}.

Z definice 2.4 plyne, ze kazda kruznice C), je acyklicky 3-obarvitelna. Protoze
vrcholy liché kruznice C), nelze obarvit méné nez tfemi barvami a na obarveni
vrcholi sudé kruznice C,, dle definice 2.4 nelze pouzit dvé barvy, je nutné vrcholy
sudé i liché kruznice C,, obarvit tfemi barvami. Plati tedy, ze a(C,,) = 3 jak pro
suda, tak pro licha n.

Nyni uréime seznamové chromatické ¢islo kruznic. Protoze x;(C,) > x(C,,), plati,
ze X1(Caoxya) > 2, respektive x;(Cory1) > 3, k € N.

Pro sudé kruznice C,, vime, ze x;(C,,) > 2 a podle véty dostavame x;(C,) < 2.
Z toho plyne, ze x;(C,,) = 2 pro suda n. Ukdzeme jak sudou kruznici C), seznamové
2-obarvit.

Vrcholim xq, x9, 3, 24, ..., T, sudé kruznice C,, prifadime libovolné seznamy ba-
rev Syt = 1,...,n, délky dva. Ozna¢me P = 1,29, ...,2,-1 cestu v kruzni-
ci C,. Protoze kruznice C,, je sudé, cesta P je sudé délky. Cesta P je seznamoveé
2-obarvitelna. Obarvime tedy vrcholy x1, x9, T3, x4, ..., ,_1 cesty P barvami ze se-
znamu barev S, ..., S, _,. V kruznici C,, je neobarven pouze vrchol z,, ktery je
sousedni s vrcholy 1, x,_1.

Necht a, b jsou dvé ruzné barvy. Pokud v seznamu S, existuje barva, kterou neni
obarven zadny sousedni vrchol vrcholu x,, na kruznici C),, pouZzijeme tuto barvu
na obarveni vrcholu z,. Plati tedy, ze x;(C,) = 2 pro suda n. Zbyva tedy, ze
az na symetricky pripad vrchol z; je obarven barvou a, vrchol x,_; je obarven
barvou b a S,, = {a,b}. Potom je nutné prebarvit jeden z vrcholt xy, z, 1, aby
bylo mozné obarvit vrchol z,, volnou barvou z jeho seznamu barev S, . Prebar-
vime vrchol x; tak, Ze pouzijeme na jeho obarveni druhou barvu z jeho seznamu
barev S,, a vrchol z,, obarvime volnou barvou z jeho seznamu barev S, . Jestlize
je vrchol xy obarven jinou barvou nez vrchol zs, jsme hotovi. V opa¢ném pripadé
prebarvime obdobné jako vrchol 1 i vrchol 25 a opakujeme postup, dokud néjaky
vrchol x; pro ¢« < n — 1 cesty P méa sousedni vrchol, ktery neni obarven stejnou
barvou. Ziejmé takto lze ¢astecné prebarvit vrcholy cesty P, protoze cesta P je
sudé délky a tak jisté existuje mezi seznamy barev S, ...,.S alespon jeden

» MTn—1

seznam barev, ktery je rizny od ostatnich (jinak by vrcholy xi, 2, ; nemohly
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byt obarveny riznymi barvami). Vrcholy sudé kruznice C,, jsme obarvili barvami
ze seznamu barev délky dva. Tim jsme ukazali, ze x;(C,) = 2 pro suda n.

Pro liché kruznice C,, vime, Ze x;(C,) > 3 a ze vztahu x,(C,) < A(C,) + 1
dostavame y;(C,) < 3. Z toho plyne, ze x;(C,) = 3 pro licha n.

Nésleduje srovnéani chromatickych ¢isel jednotlivych uvazovanych typa barveni
kruznic C,,, které je uvedené v tabulce 3.2.

Chrom. ¢. | Hodnota | Parametr p Vrcholy C,
x(Cr) 2 - suda n
3 - licha n
2 p=1 suda n
3 p=1 licha n
v(p, C) n p > diam(C,,) vn
p+1 p < diam(C,) | (nmod (p+1)) =0
X,(Ch) 3 - n=3,(n mod 4) =0
4 - n # 3,(n mod 4) # 0
a(Ch) 3 - vn
xi(Ch) 2 - suda n
3 - licha n

Tabulka 3.2: Srovnani chromatickych ¢isel kruznic C), pro pét typi barveni.

Prop > 2 a p < diam(C,,) je vy(p, Cy) v&tsi nebo rovno nez ostatni chromaticka
¢isla. Chromaticka cisla nabyvaji hodnot 2,3 a 4, kromé dvou moznosti, kdy
p > diam(C,) pron > 5 a p < diam(C,,) pro p > 4.

3.3 Vrcholové barveni stromii

Nejprve stanovime chromatické ¢islo stromu 7" na n € N vrcholech. Jelikoz
strom 7' je bipartitni graf plati, ze x(7") = 2.

Nyni se budeme zabyvat p-distanénim barvenim stromi. Pro p-distan¢ni barveni

hvézd K ,, trivialné plyne nasledujici pozorovani.

Pozorovani 3.23.  Necht' T je hvézda K, na n + 1 vrcholech. Pak

v(p,T) =2 prop =1,
v(p,T)=n+1prop>1, kde p € N.

Pro p = 1 je p-distanc¢ni barveni vlastnim barvenim. Plati tedy, ze

WL T) = X(T) =2

Pro p > 1 je vzdy p > diam(T) a tak k p-distanénimu barveni hvézdy T potie-
bujeme pravé n + 1 barev.
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Holub a Poty$ [13] stanovili pfesnou hodnotu p-distan¢éniho chromatického ¢isla
pro A(T')-regularni stromy s maximalnim stupném A(7") > 3.

Véta 3.24 [13]. Necht T je A(T)-regularni strom s A(T) > 3 a p € N. Pak

Y0, T) =1+ 505525 [(A(T) = 1)% = 1] pro suda p,

1 -y
v(p, T) = ﬁ[(A(T) — 1)z — 1] pro licha p.
Poznamenejme, 7e pro A(T) < 3 je A(T)-regularnim stromem cesta P,,n > 2,

pro kterou je jiz stanovena hodnota p-distan¢niho chromatického ¢isla v podka-
pitole 3.1 (viz véta|3.19).

Dosazenim za p = 1 do véty [3.24] dostavame, ze v(1,T) = 2, coz odpovida hodnots
chromatického ¢isla pro stromy. Dosazenim za p = 2, respektive p = 3 do véty[3.24]
dostavame, ze v(2,T) = A(T) +1, respektive (3, T) = 2A(T'). Na obréazku 3.4 je
piiklad 2-distan¢niho barveni A(T')-regularniho stromu 7" pro A(7") = 3 pomoci 4
barev, protoze v(2,7) = A(T)+1=3+1=4.

Obrazek 3.4: Priklad 2-distan¢niho barveni 3-regularniho stromu 7.

Na obréazku 3.5 je priklad 3-distanéniho barveni stejného A(T')-regularniho stro-
mu 7" jako je na obrazku pro A(T) = 3, jehoZ vrcholy jsou tentokrat obarveny
pomoci 6 barev, protoze v(3,T) = 2A(T) = 6.

Véta je pfimym dusledkem véty [3.24] jelikoz udava rovnéz horni mez p-dis-
tan¢éniho chromatického ¢isla pro stromy 7' s maximalnim stupném A(7) > 3.

Véta 3.25 [13]. Necht T je strom s A(T) > 3 a p € N. Pak
¥(p, T) <14 5055 [(A(T) = 1)8 — 1] pro suda p,

WP, T) < w5 l(AT) = 1) = 1] pro lichd p.
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Obrazek 3.5: Priklad 3-distan¢niho barveni 3-regularniho stromu 7.

Protoze stromy jsou rovinné grafy, lze pro stanoveni horni meze p-distancéniho
chromatického ¢isla pouzit vétu(3.14} Véta|3.25|tedy zlepsuje horni mez p-distanc-
niho chromatického ¢isla véty pravé pro stromy.

Nez pristoupime k pakovacimu barveni stromu dopliime pouze, Ze pro strom T
na n vrcholech a pro p > diam(T') plati, ze v(p,T) = n.

Nyni uvedeme pozorovani, které udéava hodnotu pakovactho chromatického éisla
pro hvézdy.

Pozorovani 3.26.  Necht'T' je hvézda K, , na n + 1 vrcholech. Pak
Xo(T) = 2.

Pro pakovaci barveni vrcholt hvézdy T zfejmé nelze pouzit pouze jednu barvu.
Vrcholy hvézdy T lze obarvit tak, ze listy obarvime barvou 1 a zbyvajici neo-
barveny vrchol obarvime nejmensi volnou barvou, tedy barvou 2. Plati tedy, ze

Xp(T) = 2.

Néasleduje nékolik vysledki pro pakovaci barveni stromii. Goddard a kol. v [7]
stanovili horni mez pakovaciho chromatického ¢isla pro stromy.

Véta 3.27 [7]. Necht' T je strom na n vrcholech. Pak
Xp(T) < % +2pron =4 nebon =8,
Xo(T) <™ +2pron+#4an+#8.

Ve vété je pro stromy na 4 vrcholech neostra nerovnost pro horni mez pa-
kovaciho chromatického ¢isla, protoze existuje strom na 4 vrcholech, jehoZ pa-
kovaci chromatické ¢islo je rovno t¥em; je to cesta P, (viz véta . Obdobné
je v této vété také pro stromy na 8 vrcholech neostra nerovnost pro horni mez
pakovaciho chromatického ¢isla, protoze existuji stromy na 8 vrcholech, jejichz
pakovaci chromatické ¢islo je rovno ¢tyfem. Piiklady stromi na 8 vrcholech s pri-
mérem diam(T) = 5, respektive diam(T) = 4, pro které plati, Ze jejich pakovaci
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chromatické ¢islo je rovno ¢tyfem, jsou na obrazku (viz [1]).

Priklad stromu 7T na n vrcholech, kde n # 4 a n # 8, pro ktery z véty plati,
ze x,p(T) = " + 2, neni v [7] uveden.

2 2
12 1 3 1 2 1 4 1
4 2 3 1 3

Obrézek 3.6: Stromy 7" na n = 8 vrcholech takové, ze x,(T") = 4.

Nésledujici dvé véty jsou vysledky, které uvedl Sloper v [20] pro tplné binarni
a uplné ternarni stromy nekonecné hloubky. Pro tplné binarni stromy urcil, Ze
pakovaci chromatické ¢islo je konec¢né, tedy je kone¢né i pro binarni stromy. Pro
Uuplné ternarni stromy nekonec¢né hloubky urcil, ze pakovaci chromatické ¢islo je
neomezengé, z ¢ehoz plyne, Ze libovolné stromy mohou mit libovolné velké pakovaci
chromatické cislo.

Véta 3.28 [20]. Necht T je tplny binarni strom libovolné hloubky. Pak
X(T) < T.

Véta 3.29 [20]. Necht T je tplny ternarni strom libovolné hloubky. Pak
Xp(T) = oo.

Protoze strom T na n vrcholech je graf, ktery neobsahuje Zddnou kruznici, je
acyklické barveni vlastnim barvenim stromu 7'. Plati tedy, Ze

Nyni uréime seznamové chromatické ¢islo pro stromy 7'. Protoze x;(T) > x(T)
plati, ze x;(T') > 2. UkaZzeme jak strom 7" seznamové 2-obarvit.

Necht T je strom na n vrcholech. Vsem vrcholim stromu 7" ptifadime libovolné
seznamy barev délky dva. Zvolime libovolny vrchol stromu 7" a obarvime jej libo-
volnou barvou ze seznamu barev délky dva. Dale postupujme v barveni vrcholi
stromu 7' tak, ze zvolime libovolny vrchol, ktery méa jiz obarveny praveé jeden
sousedni vrchol, a obarvime jej volnou barvou z jeho seznamu barev, které urcité
existuje. Takto obarvime vSechny vrcholy stromu 7" barvami ze seznamt barev
délky dva, protoze strom je souvisly graf, ktery neobsahuje kruznici, tudiz exis-
tuje pravé jedna cesta mezi libovolnymi dvéma vrcholy stromu 7'. Plati tedy, ze
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Nasleduje tabulka 3.3, ve které jsou srovnana chromaticka ¢isla pro stromy.

Chrom. ¢. Hodnota Parametr p | Vrcholy T
x(T) 2 - Vn
2 p=1 Vn
n p > diam(T) Vn

V(. T) p < diam(T)

<1+ 5o l(AM) - DE 1) | sudap Vn
< x5 AT - 1) 1] licha p Vn

X,(T) <7+2 - n=4n=38

< ”T+7 +2 - n#4an#8

a(T) 2 - Vn
xi(T) 2 - Vn

Tabulka 3.3: Srovnéani chromatickych ¢isel pro stromy pro pét typu barveni.

Z tabulky 3.3 je vidét, u kterych chromatickych ¢isel nastava rovnost. Chromatic-
ké ¢islo y(p, T') je pro p > diam(T') vzdy vétsi nez x(T'), a(T), x;(T") pro strom T’
na alespon 3 vrcholech.

Z tabulky 3.3 a pozorovani je patrné, Ze pro hvézdu K;, na n +1
vrcholech nastava rovnost vSech chromatickych ¢isel, kromé p-distanéniho chro-
matického ¢isla pro p > 1.

3.4 Vrcholové barveni kaktust

V této podkapitole se budeme zabyvat vrcholovym barvenim kaktusi. Protoze
jsme pro kaktusy nenasli zadné znamé vysledky, uvedeme v této podkapitole
vlastni vysledky pro vlastni, acyklické a seznamové barveni. Dale uvedeme hypo-
tézy pro pakovaci a 3-distan¢ni barveni subkubickych kaktust.

Pripomenme, Ze kaktus je souvisly graf na n vrcholech, kde n > 2, jehoz kazda
hrana néalezi nejvyse jedné kruznici. Kaktus, ktery neobsahuje zadnou kruznici,
nazyvame trivialnim kaktusem a kaktus, ktery obsahuje alespon jednu kruznici,
nazyvame netrivialnim kaktusem. Rozliujeme sudé a liché netrivialni kaktusy (viz
podkapitola 2.1). Subkubickym kaktusem rozumime kaktus, jehoz kazdy vrchol
ma stupen nejvyse tii. Priklad kaktusu a subkubického kaktusu je na obrazku|3.7
(oba kaktusy jsou netrivialni).

Nez uvedeme prvni tvrzeni této podkapitoly, definujeme nejprve nasledujici po-
jem.

Kaktusovd cesta je podgraf kaktusu K isomorfni s néjakou cestou P,,n > 2,
takovou, ze zadna hrana této cesty nenalezi zadné kruznici v kaktusu K.
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Obrazek 3.7: Priklad kaktusu a subkubického kaktusu.

Spolecné s J. Eksteinem jsme stanovili chromatické ¢islo pro vSechny kaktu-
sy.

Tvrzeni 3.30 [J. Ekstein, R. G.|. Necht K je kaktus na n vrcholech. Pak
X(K) < 3.

Diikaz. Predpokladejme, ze K je trividlni kaktus. Pak na obarveni vSech vrchola
kaktusu K staci dvé barvy, protoze K je bipartitni graf.

Nyni predpokladejme, Ze K je netrividlni kaktus. Na obarveni vrcholi kruznice
kaktusu K staci nejvyse tii barvy, protoze vrcholy sudé, respektive liché kruznice
lze obarvit dvéma, respektive tfemi barvami. Necht C' je kruznice v kaktusu K.
Vrcholy kruznice C' obarvime pomoci dvou ¢i tfech barev podle toho, jestli je
dané kruznice suda ¢i licha. Jestlize v kruznici C' neexistuje artikulace, obarvili
jsme vrcholy kaktusu K pouzitim nejvyse tii barev.

V opacném piipadé najdeme artikulaci x kruznice C. Protoze vrchol x je artikula-
ce, existuje v kaktusu K alespon jedna kaktusova cesta s vrcholy x1, zo, ... takové,
ze r1 = x nebo alespon jedna kruznice s vrcholy vy, vs, ...,y takova, ze y; = x.

Neobarvené vrcholy kaktusu K obarvime nésledujicim zptsobem:

Krok 1. Najdeme libovolné vsechny hranové disjunktni kaktusové cesty Py, ..., Py,
k € N jejichz spoleénym vrcholem je artikulace x. Jestlize neexistuje zadné takova
kaktusova cesta, prejdeme na Krok 2. V opacném piipadé nejprve lze obarvit
vrcholy kazdé kaktusové cesty P; kromé vrcholu z pro ¢ < k dvéma barvami,
protoze P; je bipartitni graf. Obarvime tedy vrcholy kaktusové cesty P; pomoci
dvou barev podle prvniho jiz obarveného vrcholu z.

Krok 2. Najdeme vSechny kruznice C4, ..., C}, | € N, jejichz spole¢nym vrcholem
je artikulace z. Jestlize neexistuje zadna takova kruznice, prejdeme na Krok 3.
V opa¢ném piipadé obarvime vrcholy kazdé kruznice C; kromé vrcholu x pro ¢ <
dvéma ¢ tfemi barvami podle toho, jestli je kruznice C; suda ¢i lichd podle
prvniho jiz obarveného vrcholu .

Krok 3. Jestlize v kaktusu K existuje obarvena artikulace s alespon jednim neo-
barvenym sousednim vrcholem, pifejdeme na Krok 1 s touto artikulaci. V opa¢ném
pripadé jsme obarvili vSechny vrcholy kaktusu K pouzitim nejvyse tii barev. [J
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Z dikazu tvrzeni [3.30] plynou nésledujici disledky.

Disledek 3.31 [J. Ekstein, R. G.]. Jestlize K je trividlni kaktus nebo sudy
kaktus na n vrcholech, pak x(K) = 2.

Zrejmé jak triviadlni kaktus, tak sudy kaktus jsou bipartitni grafy.

Disledek 3.32 [J. Ekstein, R. G.]. Necht K] je lichy kaktus na n vrcholech.
Pak x(K;) = 3.

Protoze kaktus K je rovinny graf, 1ze pouzit pro stanoveni horni meze p-distan¢niho
chromatického ¢isla kaktusu K vétu [3.14] Pro kaktus K s maximalnim stup-
ném A(K) tedy plati, ze

2M + 12

K)<6
10, K) <6+ ——

(M =1 = 1),

kde M = max {8, A(K)}.

Podle véty plati, ze pokud G je rovinny bipartitni graf s maximalnim stupném
A(G) < 3, potom 7(3,G) < 8. Protoze pro sudy subkubicky kaktus K jsou

splnény predpoklady véty [3.15] plati, ze v(3, K) < 8.

Ovsem zda se, ze pro sudy subkubicky kaktus K, bude mozné stanovit nizsi
horni mez 3-distan¢niho chromatického ¢isla nez jaka je dana vétou [3.15 Jak
vime K, obsahuje pouze sudé kruznice C,,, tedy pouZitim véty pro p = 3
a suda n a vztahu (%) pro 3-distan¢ni chromatické ¢islo uvedeného v podkapi-
tole 3.2 dostavame (3, C,) < 6. Obdobné sudy subkubicky kaktus K obsahuje
jako podgraf cesty, pro které ziejmé plati, Ze jejich 3-distan¢ni chromatické ¢islo je
rovno nejvyse ¢tyfem, nebo stromy 7's A(T') = 3, pro které z véty prop =3
dostavame (3,7") < 6. Diky struktufe sudého subkubického kaktusu K pravdé-
podobné nebude k 3-distanénimu barveni jeho vrcholta zapotiebi pouziti vice nez
Sesti barev.

Uvedeme proto prvni ze dvou hypotéz uvedenych v této podkapitole.

Hypotéza 3.33 [R. G.|. Necht K je sudy subkubicky kaktus na n vrcholech.
Pak v(3, K;) < 6.

Priklad 3-distan¢niho barveni sudého subkubického kaktusu K pomoci 6 barev

je na obrazku [3.8

Poznamenejme, Ze specidlnim piipadem kaktusu je cesta, kruznice ¢i strom, pro
néz jsou znamé vysledky pro pakovaci barveni uvedeny v podkapitolach 3.1 az 3.3.
Nyni uvedeme tvrzeni, které je primym dusledkem véty |3.29]

Disledek 3.34.  Existuji nekonecné kaktusy s nekonecnym pakovacim chro-
matickym cislem.
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Obrézek 3.8: Priklad 3-distan¢niho barveni kaktusu K.

Pouziti véty vede k formulovani dalsi hypotézy.

Hypotéza 3.35 [J. Ekstein, R. G.|. Kazdy subkubicky kaktus K na n
vrcholech méa konec¢né pakovaci chromatické cislo.

Dalsim diusledkem tvrzeni je horni mez pro acyklické chromatické ¢islo pro
kaktusy.

Disledek 3.36 [J. Ekstein, R. G.]. Necht K je kaktus na n vrcholech. Pak
a(K) < 3.

Diikaz. Predpokladejme, ze K je trividlni kaktus. Pak K je cesta ¢i strom a tedy
acyklické barveni je vlastnim barvenim kaktusu K. Ziejmé tedy na acyklické
obarveni vSech vrcholi kaktusu K staci dvé barvy.

Nyni predpokladejme, ze K je netrivialni kaktus. Vrcholy kaktusu K obarvime
stejné jako v dikazu tvrzeni [3.30]s tim rozdilem, Zze kazdou kruznici v kaktusu K
obarvime tfemi barvami (kazda kruznice je acyklicky 3-obarvitelné, coz plyne
z definice 2.4). Takové barveni je jisté acyklické a zfejmé jsme takto obarvili
vSechny vrcholy kaktusu K pouzitim nejvyse tii barev. O

7, disledku [3.36| plynou nasledujici diisledky pro specidlni typy kaktusii.

Disledek 3.37 [J. Ekstein, R. G.]. Necht K je trivialni kaktus na n vrcho-
lech. Pak a(K) = 2.

Disledek 3.38 [J. Ekstein, R. G.]. Necht K je netrividlni kaktus na n
vrcholech. Pak a(K) = 3.

V nasledujicim tvrzeni je stanovena horni mez seznamového chromatického ¢isla
pro kaktusy.
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Tvrzeni 3.39 [R. G.]. Necht K je kaktus na n vrcholech. Pak
xi(K) < 3.

Diikaz. Predpokladejme, ze K je trivialni kaktus. Pak K je cesta nebo strom,
ktery je seznamové 2-obarvitelny (viz podkapitola 3.3).

Nyni predpokladejme, Ze K je netrividlni kaktus. Na obarveni vrcholil kruznice
kaktusu K staci nejvyse seznamy barev délky tri, protoze suda, respektive licha
kruznice je seznamové 2-obarvitelné, respektive 3-obarvitelna.

Rozlisime néasledujici pripady:

Pripad 1. K je lichy kaktus. VSem vrcholim kaktusu K pfifadime seznamy barev
délky tfi. Necht C' je kruznice v kaktusu K. Vrcholy kruznice C' obarvime barva-
mi ze seznamu barev délky tfi, protoze lich& kruznice je seznamové 3-obarvitelné
a suda kruznice je seznamové 2-obarvitelna, tedy také seznamové 3-obarvitelné.
Jestlize v kruznici C' neexistuje artikulace, obarvili jsme vrcholy kaktusu K barva-
mi ze seznamu barev délky tii.

V opacném piipadé najdeme artikulaci « kruznice C'. Protoze vrchol x je artikula-
ce, existuje v kaktusu K alespon jedna kaktusova cesta s vrcholy x1, zo, ... takové,
ze r1 = x nebo alespon jedna kruznice s vrcholy vy, vs, ...,y takova, ze y; = x.

Neobarvené vrcholy kaktusu K obarvime obdobné jako v dukazu tvrzeni [3.30]
nasledujicim zptsobem:

Krok 1. Najdeme libovolné vSsechny hranové disjunktni kaktusové cesty Py, ..., Py,
k € N, jejichz spole¢nym vrcholem je artikulace z. Jestlize neexistuje zadna tako-
véa kaktusova cesta, prejdeme na Krok 2. V opac¢ném piipadé nejprve lze obarvit
vrcholy kazdé kaktusové cesty P; kromé vrcholu x pro ¢ < k barvami ze se-
znamu barev délky tTi, protoze P; je seznamové 2-obarvitelna, tedy i seznamoveé
3-obarvitelna. Obarvime tedy vrcholy kaktusové cesty P, barvami ze seznamu
barev délky tii podle prvniho jiz obarveného vrcholu x.

Krok 2. Najdeme vSechny kruznice C4, ..., C}, | € N| jejichz spole¢nym vrcholem
je artikulace z. Jestlize neexistuje zadna takova kruznice, pfejdeme na Krok 3.
V opacném piipadé obarvime vrcholy kazdé kruznice C; kromé vrcholu x pro i <
barvami ze seznamu barev délky t¥i podle prvniho jiz obarveného vrcholu .

Krok 3. Jestlize v kaktusu K existuje obarvena artikulace s alespon jednim neo-
barvenym sousednim vrcholem, piejdeme na Krok 1 s touto artikulaci. V opa¢ném
pripadé jsme obarvili vSechny vrcholy kaktusu K barvami ze seznamu barev délky
tii.

Pripad 2. K je sudy kaktus. VSem vrcholiim kaktusu K prifadime seznamy barev

délky dva. Vrcholy kaktusu K barvime obdobné jako pro Pripad 1 s tim rozdilem,
ze pro sudy kaktus diky neexistenci liché kruznice sta¢i seznamy barev délky dva.

Libovolny kaktus K jsme tedy obarvili barvami ze seznamii barev délky nejvyse
t1i. m

Z dikazu tvrzeni [3.39) plynou nésledujici duasledky.
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Disledek 3.40 [R. G.]. Jestlize K je trivialni kaktus nebo sudy kaktus na n
vrcholech, pak x;(K) = 2.

Disledek 3.41 [R. G.]. Necht K; je lichy kaktus na n vrcholech. Pak
XI(KZ) = 3.

Na zavér této podkapitoly uvedeme podobné jako v pfedchozich podkapitolach 3.1
az 3.3 tabulku, ve které jsou srovnana chromatické ¢isla pro kaktusy. Z tabulky 3.4
je vidét, ze vlastni, acyklické a seznamové barveni ma stejnou horni mez pro
prislusna chromatické ¢isla téchto typi barveni.

Chrom. ¢. Hodnota Parametr p, typ kaktusu K
X(K)

sudy nebo trivialni
lichy

2

3

2 p = 1, sudy nebo trivialni
3 p = 1, lichy
n

M

v(p, K) p > diam(K), libovolny
<64 ZBHEE(M —1)P71 — 1) | M = max {8, A(K)}, libovolny
Xo(K) <n libovolny
a(K) 2 trivialni
3 netrivialni
xi(K) 2 sudy nebo trivialni
3 lichy

Tabulka 3.4: Srovnani chromatickych ¢isel pro kaktusy pro pét typu barveni.
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Kapitola 4
Zaver

V této préci jsme se zabyvali vrcholovym barvenim grafu. Hlavnim cilem préce by-
lo seznamit se s nékolika typy vrcholového barveni (vlastni, p-distan¢ni, pakovaci,
acyklické, seznamové) a porovnat jejich chromaticka ¢isla pro nékolik specialnich
trid grafa.

V tvodu prace jsme uvedli historicky vyvoj teorie grafii a mozné aplikace barveni
grafu. Po vymezeni zédkladnich pojmu a definovani jednotlivych typt vrcholového
barveni uvazovanych v této praci nasledovala kapitola 3, ve které jsme shrnuli zna-
mé vysledky pro jednotlivé typy vrcholového barveni zejména pro obecné rovinné
grafy, pficemz na zacatku této kapitoly jsme také uvedli pozorovani, ve kterém
jsme srovnali chromaticka ¢isla jednotlivych typt barveni pro dplné grafy. Tu-
to kapitolu jsme rozdélili na ¢tyti podkapitoly, které jsou vénovany vrcholovému
barveni jednotlivych uvazovanych specialnich t¥id grafi.

V podkapitolach 3.1 az 3.3 jsme se zabyvali vrcholovym barvenim cest, kruznic
a stromu. V rameci téchto podkapitol jsme opét uvedli zndmé vysledky pro jed-
notlivé typy vrcholového barveni, pricemz na konci kazdé podkapitoly jsme uvedli
tabulku (tabulky 3.1, 3.2, 3.3), ve které jsme srovnali chromaticka ¢isla jednotli-
vych uvazovanych typt barveni pro danou uvazovanou tiidu grafii. V podkapito-
le 3.2 jsme navic stanovili trivialni horni mez p-distan¢niho chromatického ¢isla
pro kruznice, jejichz pocet vrcholi neni roven nasobktim p + 1. Vysledkem dalsi
prace by mohlo byt také stanoveni presné hodnoty p-distanéniho chromatického
¢isla takovych kruznic.

V podkapitole 3.4 jsme se zabyvali vrcholovym barveni kaktusi. V této podka-
pitole jsme dokazali tvrzeni pro vlastni, acyklické a seznamové barveni kaktust.
Pro stanoveni p-distan¢niho a pakovaciho chromatického ¢isla jsme pouzili vy-
sledky pro rovinné grafy, respektive pro stromy. Chromatické ¢isla jednotlivych
typa barveni jsme srovnali v tabulce 3.4. V ramci této podkapitoly jsme také
uvedli dvé hypotézy.

Kromé splnéni cila prace, kterymi bylo porovnani hodnot chromatickych ¢isel
jednotlivych uvazovanych typtu barveni pro nékolik specidlnich t¥id graft v tabul-
kach 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, je vysledkem préace dokazani tvrzeni [3.30] dusledku [3.36]
a tvrzeni [3.39 a stanoveni hypotéz a [3.35] kterymi by v budoucnu na préci

slo navéazat dalsim vyzkumem.
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