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Abstrakt

Cílem bakalá°ské práce je seznámení se s popula£ními modely v diskrétním
£ase, konkrétn¥ s Leslieho maticovým modelem. Na²ím hlavním úmyslem je
roz²í°ení Leslieho modelu o prostorovou strukturu. Nejprve studujeme dvou-
genera£ní model na dvou oblastech a zkoumáme vliv difúzních parametr·,
které popisují migraci dosp¥lých jedinc· mezi t¥mito oblastmi. Poté tento
dvougenera£ní model zobecníme pro n oblastí poskládaných za sebou nebo
do kruhu. Migraci tady pro jednoduchost povolíme pouze do sousedních ob-
lastí. V takto upravených dvougenera£ních modelech ur£ujeme, pro které
hodnoty parametr· dojde k vym°ení modelovaného druhu, nebo naopak
k jeho p°eºití. Umoºn¥ní pohybu dosp¥lých jedinc· mezi oblastmi zajistí
p°eºití, respektive vym°ení populace i tam, kde by tomu bez migrace bylo
naopak.

Abstract

The goal of this bachelor thesis is to get acquainted with population models
in discrete time, speci�cally with the Leslie matrix model. Our main intention
is to extend the Leslie model on general spatial structures. First, we study
a simple two-generation model on two patches and examine the e�ect of di-
�usion parameters describing migration of adults between these two areas.
Then we generalize this two-generation model for n areas which are situated
next to each other or in the circle. Consequently, we only allow migration to
neighboring areas. In these two-generation models we determine for which
parameter values the extinction or the survival of the modeled species will
occurs. Enabling adults to move between areas could ensure the survival of
the populations on patches where they become extinct without di�usion and
vice versa.
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1 Úvod

Otázky týkající se d·vod· vzniku událostí, nebo dokonce jejich p°edvídatel-
nosti, trápí lidstvo jiº odedávna. Zabývají se jimi v²echny obory od �lozo�e
p°es biologii aº k nanotechnologiím. My se budeme zabývat problematikou,
kterou se pokou²í °e²it matematika spole£n¥ s biologií. Seznámíme se totiº
s popula£ními modely, p°i£emº budeme voln¥ vycházet z p°ehledu Bacaër [2].

Jeden ze základních kamen· studia popula£ních model· poloºil, by´ asi
nev¥domky, jiº Leonardo z Pisy, znám¥j²í jako Fibonacci, kdyº ve své knize
z roku 1202 nazvané Kniha po£t·, (která byla v roce 2002 p°eloºena do mo-
derní angli£tiny [15]), uvedl p°íklad s králíky, kde kaºdý pár star²í dvou m¥-
síc· zplodí dal²í pár. Uvedl ho jako p°íklad k dnes dob°e známé Fibonacciho
posloupnosti, která je dána rekurentním p°edpisem

Fn+1 = Fn + Fn−1.

Dal²ím známým v¥dcem, který uº p°ímo zkoumal vývoj populace, byl
L. Euler, který v polovin¥ 18. století ur£il ro£ní míru r·stu lidské populace

na
1

16
[5], £ímº do²el k záv¥ru, ºe m·ºe dojít k p°elidn¥ní planety. Na jeho

my²lenku navázal a více ji proslavil T. R. Malthus [11] o p·l století pozd¥ji.
Malthus do²el k záv¥ru, ºe po£et lidí roste rychleji neº mnoºství pot°ebné po-
travy. Oba, Euler i Malthus, ukázali, ºe populace roste geometricky. Malthus
byl pro své pesimistické názory ohledn¥ vývoje populace nazýván ekonomem
ponuré budoucnosti.

V roce 1838 P. F. Verhulst [17] p°edstavil model, do kterého zahrnul
i parametr udávající omezenou kapacitu prost°edí. Jeho model známý jako
logistická rovnice je popsán diferenciální rovnicí

y′ = ry
(
1− y

K

)
,

kde y je stav populace v £ase t ∈ R+
0 , r koe�cient r·stu a K kapacita.

Populace podle tohoto modelu roste exponenciáln¥, v ur£itém okamºiku se
její r·st zpomalí, a limitn¥ se stav populace blíºí k hodnot¥ parametru K.

S rostoucím po£tem znalostí v této problematice se rozvinul zájem
o tzv. strukturované modely, které modelují populaci rozd¥lenou do sku-
pin podle v¥ku, velikosti, stádia vývoje, názor·, strategií atd. Je tedy moºné
z modelu vy£íst, kolik jedinc· je v jednotlivých kategoriích v jakémkoli £ase
n ∈ N0. Mezi prvními, jenº se zabývali v¥kov¥ strukturovanými modely, byl
P. H. Leslie. Ten publikoval sv·j nejznám¥j²í £lánek [10] v £asopise Biome-
trika v roce 1945. V dne²ní dob¥ je jeho maticový model hojn¥ vyuºíván
biology, viz nap°. M. Kot [9] nebo L. J. S. Allen [1].
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V dal²ích letech nez·stalo jen u vývoje po£tu jedinc· populace. P°ed-
m¥tem zájmu se stala p°edvídatelnost chování jedinc· p°i kon�iktu. Tím se
za£al vyvíjet obor známý jako teorie her. Nejd°íve byl vyvíjen pro oblast eko-
nomie a politiky, hlavn¥ po roce 1944, kdy J. von Neumann a O. Morgenstern
vydali Teorii her a ekonomického chování [14]. Na kon�ikty mezi zví°aty se
pak zam¥°ili J. M. Smith a G. R. Price, kte°í v roce 1973 publikovali £lánek
Logika zví°ecího kon�iktu v £asopise Nature [16]. A vznikly tak vzorové p°í-
klady her, jako V¥z¬ovo dilema, hry o koordinaci s r·znou preferencí nebo
Jest°ábi a holubice. S teorií her a hlavn¥ s °e²ením t¥chto problém· je úzce
spjato jméno J. F. Nash [13].

Mezi matematiky, kte°í se zajímají o problematiku vývoje populací a vy-
dali svá díla aº na konci 20. století nebo na za£átku 21. století, pat°í M. Kot
[9], H. Caswell [3], Cushing [4], J. D. Murray [12] nebo L. J. S. Allen [1].

P°estoºe nem·ºeme brát výsledky z t¥chto model· jako sm¥rodatné, tak jako
odhad budoucího vývoje jsou velmi uºite£né. Kdyby si t°eba v roce 1788 Ev-
ropané p°i cest¥ do Austrálie vzpomn¥li na pana Fibonacciho, uv¥domili by
si, ºe se králíci, které s sebou vezli, bez p°irozeného predátora mohou p°emno-
ºit. Naopak zase v dne²ní dob¥ mohou v¥dci zkoumat, který faktor je t°eba
upravit, aby n¥které ohroºené druhy zví°at nevyhynuly. Protoºe za znalosti
porodnosti a pravd¥podobnosti p°eºití, p°ípadn¥ vlivu prost°edí, lze sestavit
matematický model popisující vývoj dané populace.

Takovým vhodným modelem pro zkoumání vývoje populace ohroºených
druh· je Leslieho maticový model, na který se zde zam¥°íme. Jedná se o jeden
z nejznám¥j²ích strukturovaných lineárních model·, ve kterém je populace
rozd¥lena do n¥kolika generací. Konkrétn¥ se zam¥°íme na situaci, kde se
nejedná o populaci ºijící na jednom míst¥, ale jde o jeden druh, který ºije
ve dvougenera£ních populacích ve více oblastech. Za£neme se dv¥ma oblastmi
a sestavíme modely pro t°i r·zné situace. Nejjednodu²²í z nich je situace,
kdy jedinci jednotlivých populací nemohou opustit svou domovskou oblast,
tzn. populace se vyvíjejí nezávisle na sob¥. Dal²ím krokem je umoºn¥ní mi-
grace dosp¥lých jedinc· jen jedním sm¥rem. Nap°íklad jedinci z oblasti 1
mohou migrovat do oblasti 2, ale oblast 2 nikdo opustit nem·ºe. A nakonec
povolíme migraci oboustrannou. U model· s migrací si m·ºeme p°edstavit
následující situaci. Jsou dv¥ populace jednoho druhu. Jedna populace ºije
na míst¥ s dobrými ºivotními podmínkami a prosperuje. Zatímco ta druhá
nemá daleko k vym°ení nebo p°ímo vymírá. Tím, ºe umoºníme p°esun ur£i-
tého po£tu jedinc· z prosperující oblasti do té upadající, zajistíme, ºe daný
druh p°eºije v obou oblastech. Jako p°íklad lze uvést chovné stanice, které
rozmnoºují jedince ohroºených druh·, a vracejí je zp¥t do p°írody, kde by
bez jejich pomoci daný druh vyhynul.
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Na t¥chto maticových modelech je hezké, ºe pokud umíme v²echny poºa-
dované parametry poskládat do matice, tak díky numerickým metodám do-
káºeme celkem snadno získat klí£ové vlastnosti (nap°. vlastní £ísla a vlastní
vektory Leslieho matic) nebo trajektorii vývoje populace pro známý po£á-
te£ní stav. Takºe jsme nap°íklad schopni tento model roz²í°it i pro libovolný
po£et oblastí, viz poslední £ást této práce. V t¥chto kon�guracích dostáváme
analytické výsledky jen ve speciálních p°ípadech.
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2 Leslieho maticový model r·stu

Jedná se o systém lineárních diferen£ních rovnic prvního °ádu, který popi-
suje chování v¥kov¥ strukturované populace. V takovém modelu se p°edpo-
kládá, ºe populace je uzav°ená a modelují se pouze jedinci ºenského pohlaví.
Zástupci muºského pohlaví jsou samoz°ejm¥ p°ítomni, ale nejsou zahrnuti
do modelu. Pokud bychom cht¥li zjistit jejich po£et sta£í, kdyº známe pom¥r
pohlaví a p°edpokládáme míru p°eºití stejnou pro ob¥ pohlaví.

Populaci si rozd¥líme nam skupin podle v¥ku, vektorX(t) = (x1(t), x2(t),
x3(t), . . . , xm(t))

T o velikosti m obsahuje po£ty jedinc· v jednotlivých skupi-
nách v £ase t. Obecný Leslieho model je dán diferen£ní rovnicí

X(t+ 1) = L ·X(t), t ∈ N0, X(t) ∈ Rm, (1)

kterou lze zapsat vektorov¥
x1(t+ 1)
x2(t+ 1)
x3(t+ 1)

...
xm(t+ 1)

 =


b1 b2 b3 . . . bm−1 bm
p1 0 0 . . . 0
0 p2 0 . . . 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . pm−1 0




x1(t)
x2(t)
x3(t)
...

xm(t)

 , (2)

kde L je Leslieho matice, jejíº první °ádek obsahuje pouze nezáporné prvky
bi ≥ 0, i = 1, 2 . . . ,m, p°edstavující porodnost v dané v¥kové skupin¥, zbylé
prvky pi ∈ [0, 1], i = 1, 2, . . . ,m− 1 udávají pravd¥podobnost p°eºití jedinc·
ze skupiny i do skupiny i+ 1.
Známe-li po£áte£ní stav v t = 0, tzn. X(0), lze zjistit stav v jakémkoli £ase
t ze vztahu

X(t) = LtX(0). (3)

O chování modelu vypovídají vlastní £ísla a vlastní vektory dané Leslieho
matice. Vlastní £ísla získáme pomocí charakteristického polynomu, coº je
determinant (4) matice (L− λI).

det(L− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1 − λ b2 b3 . . . bm−1 bm
p1 −λ 0 . . . 0
0 p2 −λ . . . 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . pm−1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (4)

kde vlastní £ísla matice L jsou ko°eny charakteristické rovnice

det(L− λI) = 0. (5)
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K vlastnímu £íslu λi dostaneme p°íslu²ný vlastní vektor Vi, i = 1, 2, . . . ,m,
°e²ením rovnice

(L− λiI)Vi =


b1 − λi b2 b3 . . . bm−1 bm
p1 −λi 0 . . . 0
0 p2 −λi . . . 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . pm−1 −λi




v1
v2
v3
...
vm

 = 0. (6)

Stav populace v £ase t lze pak také získat ze vztahu

X(t) =
m∑
i=1

ciλ
t
iVi, i = 1, 2, . . . ,m. (7)

Hodnota koe�cient· ci závisí na po£áte£ním stavu populace, X(0), p°esné
koe�cienty dostaneme vy°e²ením rovnice (7) pro t = 0:

m∑
i=1

ciλ
0
iVi = X(0). (8)

De�nice 1. Rozloºitelnost matice. [7, str. 50]
�tvercová matice A se nazývá rozloºitelná, pokud existuje permutace °ádk·
i sloupc·, kterou se matice A p°eskládá do tvaru

A′ =

(
B 0
C D

)
,

kde B a D jsou £tvercové matice. Jinak je A nerozloºitelná.

Leslieho matice má n¥které hezké vlastnosti. Víme, ºe je nezáporná a je-li
i nerozloºitelná, m·ºeme se °ídit zn¥ním Perron-Frobeniovy v¥ty.

V¥ta 1. Perron-Frobeniova v¥ta [6, str. 86].
Nech´ A je £tvercová nezáporná nerozloºitelná matice n-tého °ádu, n > 1.
Pak spektrální polom¥r %(A) je kladné jednoduché vlastní £íslo matice A
a tomuto vlastnímu £íslu odpovídá kladný vlastní vektor. �ádnému jinému
vlastnímu £íslu matice A uº neodpovídá nezáporný vlastní vektor.

Pokud se nám u Leslieho matice s takovými vlastnostmi poda°í ur£it
spektrální polom¥r, nebo-li maximální kladné vlastní £íslo λmax, pro které
platí λmax ≥ |λi|, i = 1, 2, ...,m, je pak snadné pomocí tohoto vlastního £ísla
popsat chování dané populace.
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Lemma 1. M¥jme model (1), jehoº matice spl¬uje p°edpoklady V¥ty 1, a kde
po£átek, tzn. stav X(t) = 0, je klidovým stavem tohoto modelu. Po£átek je

(i) asymptoticky stabilní práv¥ tehdy, kdyº λmax < 1,

(ii) stabilní práv¥ tehdy, kdyº λmax ≤ 1,

(iii) nestabilní práv¥ tehdy, kdyº λmax > 1.

Pokud by matice nespl¬ovala p°edpoklady V¥ty 1, bude pro po£átek platit,
ºe je

(i) asymptoticky stabilní práv¥ tehdy, kdyº pro v²echna i, i = 1, 2, . . . ,m,
platí |λi| < 1,

(ii) stabilní práv¥ tehdy, kdyº pro v²echna i, i = 1, 2, . . . ,m, platí |λi| ≤ 1,

(iii) nestabilní práv¥ tehdy, kdyº existuje i, i ∈ {1, 2, . . . ,m}, tak, ºe
|λi| > 1.

Lemma 1 jsme vyslovili na základ¥ zn¥ní V¥t 4.4, 4.5 a 4.6 z knihy
[8, str. 134-137], kde jsou V¥ty i dokázány.

Pokud bychom nebyli schopni p°esn¥ ur£it vlastní £ísla Leslieho matice
pro roz²í°ení modi�kace modelu pro n oblastí, m·ºeme je odhadnout podle
Ger²gorinovy v¥ty.

V¥ta 2. Ger²gorinova v¥ta [6, str. 183].
Nech´ A = (aij) je £tvercová matice n-tého °ádu (komplexní nebo reálná).
Potom v²echna vlastní £ísla matice A leºí v komplexní rovin¥ ve sjednocení
n⋃
i=1

Ki kruh· Ki o st°edu aii a polom¥ru
∑
j 6=i

|aij| :

Ki = {z; |aii − z| ≤
∑
j 6=i

|aij|}.

3 Leslieho model pro dv¥ oblasti

Standardní Leslieho model (1) jsme modi�kovali pro dv¥ oblasti. Populace
v kaºdé z oblastí se skládá z d¥tí - C a dosp¥lých - A (ozna£ení volíme z anglic-
kého Children, Adults). Budeme p°edpokládat, ºe v oblastech jsou rozdílné
podmínky pro p°eºití, pro p°edstavu m·ºe jít o oblast v horách a oblast
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v údolí. Oblasti si ozna£íme jako oblast 1 a oblast 2. Vektor X popisující po-
£et jedinc· v £ase t de�nujeme ve tvaru: X(t) = (C1(t), A1(t), C2(t), A2(t))

T .
Takto upravený model je dán diferen£ní rovnicí

X(t+ 1) = S ·X(t), t ∈ N0, X(t) ∈ R4, (9)

kde S je p°íslu²ná matice, které budeme °íkat Leslieho prostorová matice.
Model sestavíme pro 3 p°ípady:

1. Model bez difúze, jedinci nemohou migrovat.

2. Model s jednostrannou difúzí, jedinci z oblasti 1 mohou migrovat do ob-
lasti 2.

3. Model s oboustrannou difúzí, umoºn¥na migrace v obou sm¥rech.

3.1 Model bez difúze

Jako první se podíváme na model, kde není umoºn¥na migrace, tzn. populace
v oblastech 1 a 2 se vyvíjejí nezávisle na sob¥. P°íslu²nou matici S = S1

ilustrovanou na Obrázku 3(a) máme ve tvaru:

S1 =


0 b1 0 0
p1 0 0 0
0 0 0 b2
0 0 p2 0

 , (10)

kde parametry b1 > 0, b2 > 0 ur£ují pr·m¥rný po£et narozených d¥tí na jednu
matku, p1 > 0, p2 > 0 pak pravd¥podobnost p°eºití potomk· do dosp¥losti.

Poznámka 1. Parametry b1, b2, p1, p2 uvaºujeme nenulové, protoºe v p°ípad¥
nulového parametru by se jednalo o triviální situaci, kdy by populace v jedné
nebo v obou z oblastí vym°ela.

Jak jiº bylo zmín¥no, abychom zjistili, jak se bude populace vyvíjet, po-
t°ebujeme vlastní £ísla matice S1. Proto si ur£íme charakteristický polynom:

|S1 − λI| = λ4 − λ2b1p1 − λ2b2p2 + b1p1b2p2

= λ2(λ2 − b2p2)− b1p1(λ2 − b2p2)
= (λ2 − b2p2)(λ2 − b1p1),

a vlastní £ísla získáme jako ko°eny charakteristické rovnice, viz (4),(5),

|S1 − λI| = (λ2 − b2p2)(λ2 − b1p1) = 0.
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Obrázek 1: Vývoj populace v oblasti 1
v modelu bez difúze p°i zvolené hodnot¥
b1 = 2 v závislosti na hodnot¥ p1. Hod-
noty p1 jsou 0, 3 (mod°e), 0, 5 (oranºov¥)
a 0, 7 (zelen¥).

Obrázek 2: Vývoj populace v oblasti 1
v modelu bez difúze pro |λ1,2| = 1 s vlast-
ními vektory V1 = (2, 1), V2 = (−2, 1) pro
X(0) = (10, 3) (mod°e) a X(0) = (10, 5)
(oranºov¥).

Vlastní £ísla matice S1 jsou tedy

λ1,2 = ±
√
b1p1, λ3,4 = ±

√
b2p2.

V tomto p°ípad¥ λ1,2 vypovídá o chování v první oblasti a λ3,4 o druhé.
Pro ilustraci vyhodnotíme pouze první oblast.

K vym°ení populace dojde, pokud bude platit |λ1,2| < 1. Pro pevn¥

zvolené b1 pak bude platit p1 <
1

b1
a po£átek bude asymptoticky stabilní.

Z tohoto pohledu pro |λ1,2| = 1 bude po£átek neasymptoticky stabilní a pro
|λ1,2| > 1 nestabilní, viz Obrázek 1.

Speciáln¥ pro |λ1,2| = 1 lze ur£it stacionární stavy, a to jako násobek vlast-
ního vektoru p°íslu²ejícího kladnému vlastnímu £íslu. Pokud bude po£áte£ní
stav k-násobkem tohoto vlastního vektoru, k ∈ N, populace v tomto po£áte£-
ním stavu setrvá. V p°ípad¥ jiného po£áte£ního stavu bude systém oscilovat
mezi dv¥ma stavy - (C1(0), A1(0)) a (b1 · A1(0), p1 · C1(0)), viz Obrázek 2.

Pokud bude b1 = 1 nebo b2 = 1 daná populace vym°e vºdy, kdyº bude
pravd¥podobnost p°eºití men²í neº 1.

Z vý²e uvedeného rozboru první oblasti lze vyvodit následující tvrzení
pro celý model.

Lemma 2. Po£átek je pevný bod modelu X(t+ 1) = S1 ·X(t), který je

(i) asymptoticky stabilní práv¥ tehdy, kdyº b1p1 < 1 a zárove¬ b2p2 < 1,

(ii) stabilní práv¥ tehdy, kdyº b1p1 ≤ 1 a zárove¬ b2p2 ≤ 1,

(iii) nestabilní práv¥ tehdy, kdyº b1p1 > 1 nebo b2p2 > 1.
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D·kaz. O stabilit¥ po£átku rozhodují vlastní £ísla, která jsou λ1,2 = ±
√
b1p1

a λ3,4 = ±
√
b2p2.

(i) Po£átek bude asymptoticky stabilním °e²ením tohoto modelu práv¥ tehdy,
kdyº budou v²echna vlastní £ísla v absolutní hodnot¥ men²í neº jedna. Vy-
°e²íme si tedy jednoduché nerovnice:√

b1p1 < 1

b1p1 < 1√
b2p2 < 1

b2p2 < 1.

(ii), (iii) V t¥chto p°ípadech je d·kaz zaloºen na stejném principu.

Poznámka 2. Se sou£iny b1p1, b2p2 se budeme setkávat i v následujících
modelech. V podstat¥ je moºné chápat je jako pr·m¥rný po£et potomk·
ºenského pohlaví pro kaºdou narozenou dceru. Pro zjednodu²ení n¥kterých
výraz· si je ozna£íme:

a1 := b1p1,

a2 := b2p2. (11)

3.2 Model s jednostrannou difúzí

Dále uvaºujeme model s jednostrannou difúzí, kterou reprezentuje difúzní
parametr d1 ∈ [0, 1] udávající, jaká £ást dosp¥lých emigrovala z oblasti 1
do oblasti 2 je²t¥ p°ed narozením potomk·.

Do diferen£ní rovnice (9) budeme za matici S dosazovat matici S2, která
je ilustrovaná na Obrázku 3(b),

S2 =


0 b1(1− d1) 0 0
p1 0 0 0
0 b1d1 0 b2
0 0 p2 0

 . (12)

Obecný tvar vlastních £ísel matice S2 získáme op¥t p°es charakteristický
polynom

|S2 − λI| = λ4 − λ2b2p2 + λ2b1p1d1 − λ2b1p1 − b1p1d1b2p2 + b1p1b2p2

= λ4 − λ2a2 + λ2a1d1 − λ2a1 − a1a2d1 + a1a2

= λ2(λ2 − a2)− λ2(a1 − a1d1) + a2(a1 − a1d1)
= λ2(λ2 − a2) + (a1 − a1d1)(a2 − λ2)
= (a2 − λ2)(a1 − a1d1 − λ2),
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(a) Model 1 - bez difúze (b) Model 2 -
jednostranná difúze

(c) Model 3 - oboustranná
difúze

Obrázek 3: Schématická ilustrace Model· 1-3.

jako ko°eny charakteristické rovnice, viz (4),(5),

|S2 − λI| = (a2 − λ2)(a1 − a1d1 − λ2) = 0.

Vlastní £ísla matice S2 jsou

λ1,2 = ±
√
a1 − a1d1 = ±

√
b1p1 − b1p1d1, λ3,4 = ±

√
a2 = ±

√
b2p2. (13)

Z modelu (9) s maticí (10) jiº víme, jak se systém chová bez difúzního
parametru d1, a kdyº se podíváme na tvar vlastních £ísel, vidíme, ºe pa-
rametr d1 ovliv¬uje pouze vlastní £ísla λ1,2, proto si zde zvolíme pevné a1
a prozkoumáme závislost vlastních £ísel λ1,2 na tomto parametru.

Lemma 3. M¥jme model X(t + 1) = S2 · X(t). Pro kaºdé a1 > 0 existuje
d∗1 ∈ [0, 1) tak, ºe po£átek je pevný bod tohoto modelu, který je

(i) asymptoticky stabilní práv¥ tehdy, kdyº a2 < 1 a zárove¬ d1 > d∗1.

(ii) stabilní práv¥ tehdy, kdyº a2 ≤ 1 a zárove¬ d1 ≥ d∗1.

(iii) nestabilní práv¥ tehdy, kdyº platí bu¤

• a2 > 1, nebo

• d1 < d∗1 a zárove¬ a1 > 1.

D·kaz. (i) Pro zvolené a2 < 1 jsou vlastní £ísla λ3,4 < 1, viz (13). �ili po£átek
bude asymptoticky stabilní, pokud |λ1,2| < 1.
Rozli²me dv¥ moºnosti.
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1. Pokud a1 < 1, pak bude také a1 − a1d1 < 1 pro v²echna d1 ∈ [0, 1].
Z toho plyne, ºe vlastní £ísla λ1,2 = ±

√
a1 − a1d1 vºdy náleºí intervalu

(−1, 1), a ºe hrani£ní hodnotu sta£í volit d∗1 = 0.

2. V opa£ném p°ípad¥, tedy a1 ≥ 1, si d1 vyjád°íme z nerovnice√
a1 − a1d1 < 1

a1d1 > a1 − 1

d1 >
a1 − 1

a1
,

z toho vyplývá d∗1 =
a1 − 1

a1
= 1− 1

a1
.

(ii) V p°ípad¥, ºe nepoºadujeme asymptotickou stabilitu, ale pouze stabilitu
nahradíme ve výrazech v d·kazu (i) ostrou nerovnost neostrou nerovností.
(iii) Aby nastala nestabilita po£átku, poºadujeme alespo¬ jedno vlastní £íslo
v absolutní hodnot¥ v¥t²í neº 1. Vy°e²íme si následující nerovnice:

√
a2 > 1

a2 > 1,

pro a1 > 1 √
a1 − a1d1 > 1

a1d1 < a1 − 1

d1 <
a1 − 1

a1
= d∗1.

Z toho vyplývá, ºe po£átek bude nestabilní práv¥ tehdy, kdyº a2 > 1, nebo
kdyº a1 > 1 a d1 < d∗1.

Poznámka 3. Z d·kazu lze odvodit p°edpis pro d∗1:

d∗1 =

0 a1 = b1p1 < 1,

1− 1

a1
= 1− 1

b1p1
a1 = b1p1 ≥ 1,

(14)

který je ilustrován na Obrázku 4.

Z Lematu 3 je patrné, ºe pokud by populace v oblasti 2 sm¥°ovala k vy-
m°ení, a2 < 1, a populace v oblasti 1 prosperovala, a1 > 1, tak p°i povolení
migrace d1 < d∗1 p°eºijí populace v obou oblastech. Ale pokud by jich odchá-
zelo více neº d∗1, druh by vym°el.
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Obrázek 4: Závislost d∗1 na b1, barevn¥ jsou odli²eny k°ivky pro r·zné hodnoty p1.

3.3 Model s oboustrannou difúzí

Nakonec umoºníme migraci i z druhé oblasti do první, tu bude reprezentovat
difúzní parametr d2 ∈ [0, 1]. Dosazovaná matice S3 bude nyní ve tvaru:

S3 =


0 b1(1− d1) 0 b2d2
p1 0 0 0
0 b1d1 0 b2(1− d2)
0 0 p2 0

 . (15)

Gra�cká ilustrace matice S3 je na Obrázku 3(c).
I zde získáme vlastní £ísla pomocí vztah· (4) a (5). Charakteristický po-

lynom dostaneme ve sloºit¥j²ím tvaru

|S3 − λI| = λ4 + λ2b2p2d2 − λ2b2p2 + λ2b1p1d1 − λ2b1p1 − b1p1b2p2d2 − b1p1d1b2p2 + b1p1b2p2

= λ4 + λ2a2d2 − λ2a2 + λ2a1d1 − λ2a1 − a1a2d2 − a1a2d1 + a1a2

= λ4 + λ2(a2d2 − a2 + a1d1 − a1)− a1a2d2 − a1a2d1 + a1a2

Zvolíme-li si substituci µ = λ2, dostáváme

|S3 − λI| = µ2 + µ(a2d2 − a2 + a1d1 − a1)− a1a2d2 − a1a2d1 + a1a2.

Ko°eny charakteristické rovnice následn¥ jsou

µ1,2 =
−(a2d2 − a2 + a1d1 − a1)±

√
(a2d2 − a2 + a1d1 − a1)2 − 4(−a1a2d2 − a1a2d1 + a1a2)

2
.

Vlastní £ísla matice S3 dostaneme ze substitu£ního vztahu µ = λ2 jako

12



λ = ±√µ.
λ1,2 = ±√µ1

= ±

√
−(a2d2 − a2 + a1d1 − a1) +

√
(a2d2 − a2 + a1d1 − a1)2 − 4(−a1a2d2 − a1a2d1 + a1a2)

2

λ3,4 = ±√µ2 (16)

= ±

√
−(a2d2 − a2 + a1d1 − a1)−

√
(a2d2 − a2 + a1d1 − a1)2 − 4(−a1a2d2 − a1a2d1 + a1a2)

2
.

(17)

Vzhledem ke sloºitému tvaru vlastních £ísel si zavedeme substituce:

β = a2d2 − a2 + a1d1 − a1,
D = (a2d2 − a2 + a1d1 − a1)2 − 4(−a1a2d2 − a1a2d1 + a1a2).

(18)

Vlastní £ísla (16), (17) si p°epí²eme do tvaru

λ1,2 = ±

√
−β +

√
D

2
, (19)

λ3,4 = ±

√
−β −

√
D

2
. (20)

Lemma 4. Pro libovolné parametry a1, a2, d1, d2 platí β ≤ 0 a D ≥ 0.

D·kaz. Výraz β = a2d2 − a2 + a1d1 − a1 lze vytknutím upravit do tvaru

β = a2(d2 − 1) + a1(d1 − 1).

Protoºe d1 i d2 jsou z intervalu [0, 1] a parametry a1, a2 jsou kladné, je z°ejmé,
ºe β ≤ 0.

Je²t¥ upravíme výraz D:

D = (a2d2 − a2 + a1d1 − a1)2 − 4(−a1a2d2 − a1a2d1 + a1a2)

= a21 − 2a1a2 + a22 − 2a21d1 + 2a1a2d1 + a21d
2
1 + 2a1a2d2 − 2a22d2 + 2a1a2d1d2 + a22d

2
2

= a21(d1 − 1)2 + 2a1a2(d1 − 1 + d2 + d1d2) + a22(d2 − 1)2

Vidíme podobnost s kvadrátem, tzn. výraz D m·ºeme omezit zezdola:

D = a21(d1 − 1)2 + 2a1a2(d1 − 1 + d2 + d1d2) + a22(d2 − 1)2

> a21(d1 − 1)2 + 2a1a2(d1 − 1 + d2 − d1d2) + a22(1− d2)2

= a21(d1 − 1)2 + 2a1a2((d1 − 1)− d2(−1 + d1)) + a22(1− d2)2

= (a1(d1 − 1) + a2(1− d2))2 ≥ 0.

Z toho plyne, ºe D ≥ 0.
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Lemma 5. Pro vlastní £ísla (19), (20) vºdy platí |λ1,2| ≥ |λ3,4|.

D·kaz. Z p°edchozího Lemmatu víme, ºe β ≤ 0 a D ≥ 0. Kdyº se podíváme
na tvar absolutních hodnot vlastních £ísel, tak −β ≥ 0 a

√
D ≥ 0. Z toho je

z°ejmé, ºe
−β +

√
D

2
≥ −β −

√
D

2
,

a z toho plyne, ºe |λ1,2| ≥ |λ3,4|, viz (19), (20).

Lemma 6. M¥jme model X(t + 1) = S3 · X(t), kde matice S3 má vlastní
£ísla (19), (20). Po£átek je pevný bod tohoto modelu, který je

(i) asymptoticky stabilní práv¥ tehdy, kdyº D < (2 + β)2,
za podmínky 2 + β > 0,

(ii) stabilní práv¥ tehdy, kdyº D ≤ (2 + β)2,
za podmínky 2 + β ≥ 0,

(iii) nestabilní práv¥ tehdy, kdyº D > (2 + β)2 nebo 2 + β < 0.

D·kaz. (i) Po£átek bude asymptoticky stabilní práv¥ tehdy, kdyº bude platit
|λ1,2| < 1 (viz Lemma 5), tzn.√

−β +
√
D

2
< 1

√
D < 2 + β, (21)

Aby nerovnice byla spln¥na, musíme poºadovat podmínku 2 + β > 0. Nyní
m·ºeme nerovnici (21) umocnit:

D < (2 + β)2.

(ii) Zde postupujeme stejn¥ jako u d·kazu (i), jen zam¥níme ostrou nerovnost
za neostrou.
(iii) Po£átek bude nestabilní práv¥ tehdy, kdyº |λ1,2| > 1:√

−β +
√
D

2
> 1

√
D > 2 + β.

Tato nerovnice je spln¥na automaticky za podmínky 2 + β < 0. Pokud
2 + β ≥ 0, bude po£átek nestabilní p°i platnosti nerovnice

D > (2 + β)2.
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Na základ¥ p°edchozích Lemmat m·ºeme vyslovit v¥tu o stabilit¥ po£átku
v jazyce parametr· ai a di, i = 1, 2, kde dosadíme ze substituce (18).

V¥ta 3. M¥jme model X(t+ 1) = S3 ·X(t), kde matice S3 má vlastní £ísla
(16), (17). Po£átek je pevný bod tohoto modelu, který je

(i) asymptoticky stabilní práv¥ tehdy, kdyº

d2a2(a1 − 1) < (1− a2)(1− a1 + a1d1), (22)

za podmínky 2 + a2d1 − a2 + a1d1 − a1 > 0,

(ii) stabilní práv¥ tehdy, kdyº

d2a2(a1 − 1) ≤ (1− a2)(1− a1 + a1d1), (23)

za podmínky 2 + a2d1 − a2 + a1d1 − a1 ≥ 0,

(iii) nestabilní práv¥ tehdy, kdyº

d2a2(a1 − 1) > (1− a2)(1− a1 + a1d1), (24)

nebo 2 + a2d1 − a2 + a1d1 − a1 < 0.

D·kaz. (i) Po£átek bude asymptoticky stabilní, pokud |λ1,2| < 1:√
−(a2d2 − a2 + a1d1 − a1) +

√
(a2d2 − a2 + a1d1 − a1)2 − 4(−a1a2d2 − a1a2d1 + a1a2)

2
< 1.

Umocn¥ním a p°evedením na pravou stranu získáme√
(a2d2 − a2 + a1d1 − a1)2 − 4(−a1a2d2 − a1a2d1 + a1a2) < 2− a1 + a1d1 − a2 + a2d2,

za podmínky, ºe pravá strana nerovnice je kladná , nerovnici umocníme

(a2d2 − a2 + a1d1 − a1)2 − 4(−a1a2d2 − a1a2d1 + a1a2) < (2− a1 + a1d1 − a2 + a2d2)
2.

Roznásobením a upravením této nerovnice se dostáváme k:

2a1a2d2 + 2a1a2d1 − 2a1a2 < 4− 4a2 + 4a2d2 − 4a1 + 2a1a2 + 4a1d1 − 2a1a2d1 − 2a1a2d2

4a1a2d2 + 4a1a2d1 < 4− 4a2 + 4a2d2 − 4a1 + 4a1a2 + 4a1d1

a1a2d2 − a2d2 < 1− a2 − a1 + a1a2 + a1d1 − a1a2d1
d2(a1a2 − a2) < (1− a2)− a1(1− a2) + a1d1(1− a2)
d2a2(a1 − 1) < (1− a2)(1− a1 + a1d1).

(ii) V tomto p°ípad¥ °e²íme, kdy |λ1,2| ≤ 1. Je zjevné, ºe budeme postupovat
stejn¥ jako v (i), jenom zam¥níme ostrou nerovnost za neostrou.
(iii) Naopak po£átek bude nestabilní, pokud |λ1,2| > 1:√

−(a2d2 − a2 + a1d1 − a1) +
√

(a2d2 − a2 + a1d1 − a1)2 − 4(−a1a2d2 − a1a2d1 + a1a2)

2
> 1.
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Umocn¥ním a p°evedením na pravou stranu získáme
√

(a2d2 − a2 + a1d1 − a1)2 − 4(−a1a2d2 − a1a2d1 + a1a2) > 2− a1 + a1d1 − a2 + a2d2 (25)

(a2d2 − a2 + a1d1 − a1)2 − 4(−a1a2d2 − a1a2d1 + a1a2) > (2− a1 + a1d1 − a2 + a2d2)
2,

roznásobením a upravením této nerovnice se dostáváme k:

2a1a2d2 + 2a1a2d1 − 2a1a2 > 4− 4a2 + 4a2d2 − 4a1 + 2a1a2 + 4a1d1 − 2a1a2d1 − 2a1a2d2

4a1a2d2 + 4a1a2d1 > 4− 4a2 + 4a2d2 − 4a1 + 4a1a2 + 4a1d1

a1a2d2 − a2d2 > 1− a2 − a1 + a1a2 + a1d1 − a1a2d1
d2(a1a2 − a2) > (1− a2)− a1(1− a2) + a1d1(1− a2)
d2a2(a1 − 1) > (1− a2)(1− a1 + a1d1).

Pokud by se stalo, ºe 2 + a2d2 − a2 + a1d1 − a1 < 0, bude nerovnice (25)
spln¥na automaticky.

V následujícím poznámkách budeme ohledn¥ stability po£átku rozli²o-
vat kombinace parametr· a1 a a2, viz (11), v závislosti na tom, jestli jejich
hodnoty jsou v¥t²í £i men²í neº jedna. Uv¥domme si, ºe tato závislost úzce
a p°irozen¥ souvisí se stabilitou po£átku pro model bez difúze, viz Lemma 2.

Poznámka 4. (Asymptotická stabilita) Jsme schopni omezit jednotlivé pa-
rametry tak, aby nerovnice (22) platila. Zavedeme si zde hrani£ní hodnotu
pro d2, stejn¥ jako ji máme v p°edchozím modelu pro d1. Co se tý£e parametru
d1, tak z modelu s jednostrannou difúzí víme, ºe po£átek bude asymptoticky
stabilní, pokud a1 > 0 a d1 > d∗1 s tím, ºe pro 0 < a < 1 je d∗1 = 0. Zvolíme-li
kombinaci parametr· tak, ºe a1 > 0 a a2 < 1, kde d1 > d∗1, tak v nerovnici
(22) bude výraz (1 − a2) > 0 a (1 − a1 + a1d1) > 0. Pro výraz a2(a1 − 1)
rozli²íme t°i p°ípady:

1. Pro a1 < 1 bude a2(a1 − 1) < 0 a pro d2 bude platit

d2 >
(1− a2)(1− a1 + a1d1)

a2(a1 − 1)
.

Zlomek je záporný a d2 ∈ [0, 1], tudíº nerovnice (22) je spln¥na pro li-
bovolné d2.

2. Obdobn¥ pro a1 = 1 dostáváme

d2 · 0 < (1− a2)d1
0 < (1− a2)d1.

Nerovnost (22) je tedy spln¥na pro libovolné d1, d2.
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3. Pokud ale a1 > 1, bude výraz a2(a1 − 1) > 0 a pro d2 bude platit

d2 <
(1− a2)(1− a1 + a1d1)

a2(a1 − 1)
.

Z toho vyplývá, ºe d∗2 =
(1− a2)(1− a1 + a1d1)

a2(a1 − 1)
.

Souhrn¥ m·ºeme °íct, ºe pro kombinaci parametr· a1 > 0 a a2 < 1 bude
nerovnice (22) spln¥na pro a1 > 0, a2 < 1, d1 > d∗1 a d2 < d∗2. Hrani£ní
hodnotu d∗2 volíme pro první dva p°ípady rovnu jedné.

Asymptotické stability po£átku lze také dosáhnout pro kombinaci para-
metr· a1 < 1 a a2 ≥ 1. Pro výrazy z nerovnice (22) dostaneme,
ºe (1 − a2) ≤ 0, a2(a1 − 1) < 0 a (1 − a1 + a1d1) > 0, protoºe d1 > d∗1 = 0.
Pro d2 bude platit

d2 >
(1− a2)(1− a1 + a1d1)

a2(a1 − 1)
.

Zlomek je nyní nezáporný, tzn. hrani£ní hodnotu volíme

d∗2 =
(1− a2)(1− a1 + a1d1)

a2(a1 − 1)
.

Nerovnice (22) bude spln¥na i pro a1 < 1, a2 ≥ 1, d1 > d∗1 a d2 > d∗2.

Poznámka 5. (Stabilita) Z V¥ty 3 víme, ºe po£átek bude stabilní práv¥
tehdy, kdyº bude spln¥na nerovnice (23). Vzhledem k p°edchozí poznámce
se v dané nerovnici zm¥nila ostrá nerovnost na neostrou. Pro kombinace
parametr· povolíme n¥které hodnoty navíc.

Pro variantu a1 > 0 a a2 < 1 bude nerovnice (24) spln¥na pro a1 > 0,
a2 < 1, d1 ≥ d∗1 a d2 ≤ d∗2.

Pro druhou variantu a1 < 1 a a2 ≥ 1 bude daná nerovnice spln¥na pro
a1 < 1, a2 ≥ 1, d1 > d∗1 a d2 ≥ d∗2.

Pokud by nastalo, ºe a1 = 1 a zárove¬ a2 = 1, bude nerovnice (23)
vypadat následovn¥

d2 · 0 ≤ 0 · d1.

Z toho plyne, ºe tato nerovnice bude spln¥na pro libovolné d1, d2.

Poznámka 6. (Nestabilita) Naopak po£átek bude nestabilní práv¥ tehdy,
kdyº bude spln¥na nerovnice (24). Zde nemá smysl uvaºovat oba parametry a
zárove¬ men²í neº jedna, protoºe pro tuto kombinaci je po£átek vºdy stabilní.
Vezmeme tedy kombinaci a1 > 1 a a2 < 1, pro kterou bude pro výrazy
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z nerovnice (24) platit, ºe a2(a1 − 1) > 0 a (1 − a2) > 0. Pro d2 z toho
vyplývá, ºe

d2 >
(1− a2)(1− a1 + a1d1)

a2(a1 − 1)
= d∗2.

Parametr d1 volíme tak, aby
(1− a2)(1− a1 + a1d1)

a2(a1 − 1)
< 1. Oblast nestability

pro tuto kombinaci vidíme na Obrázku 5, kde je vyzna£ena modrou a zelenou
barvou. Pro správn¥ zvolené d1 je nerovnice (24) spln¥na pro a1 > 1, a2 < 1
a d2 > d∗2.

Pro kombinaci a1 < 1 a a2 > 1, bude a2(a1 − 1) < 0 a (1 − a2) < 0,
d1 volíme v¥t²í neº d∗1 = 0. Výraz (1−a1+a1d1) je kladný. Pro d2 bude platit

d2 <
(1− a2)(1− a1 + a1d1)

a2(a1 − 1)
= d∗2.

Nerovnice (24) bude téº spln¥na pro a1 < 1, a2 > 1, d1 > d∗1 a d2 < d∗2.
Zbývají kombinace a1 ≥ 1, a2 > 1 a a1 > 1, a2 ≥ 1, pro které bude

po£átek nestabilní pro libovolné parametry d1, d2. Protoºe pro vlastní £ísla
λ1,2 vºdy platí |λ1,2| > 1, tzn. je spln¥na nerovnice (24), kde pro a1 ≥ 1,
a2 > 1 bude a2(a1− 1) ≥ 0 a (1− a2) < 0, výraz (1− a1 + a1d1) bude kladný
pro d1 > d∗1 a záporný pro d1 < d∗1. Z toho plyne, ºe pro d1 > d∗1 bude zlomek
záporný a |λ1,2| > 1 pro jakékoliv d2. Pro d1 ≤ d∗1 bude |λ1,2| > 1 pro d2 > d∗2.
Pokud a1 = 1 bude nerovnice (24) spln¥na pro libovolné d1, d2.

V p°ípad¥, ºe a1 > 1 a a2 ≥ 1 bude a2(a1 − 1) > 0, (1 − a2) ≤ 0
a (1− a1 + a1d1) > 0 pro d1 > d∗1 a (1− a1 + a1d1) < 0 pro d1 < d∗1. Z toho
plyne, ºe pro d1 > d∗1 bude zlomek nekladný a |λ1,2| > 1 pro jakékoliv d2.
Pro d1 ≤ d∗1 bude |λ1,2| > 1 pro d2 > d∗2.

Zbývá ukázat, ºe |λ1,2| > 1 i v p°ípad¥, ºe d1 < d∗1 a d2 < d∗2. Kdyº se
podíváme na |λ1,2|√

a1 − a1d1 + a2 − a2d2 +
√

(a2d2 − a2 + a1d1 − a1)2 − 4(−a1a2d2 − a1a2d1 + a1a2)

2
,

tak
√

(a2d2 − a2 + a1d1 − a1)2 − 4(−a1a2d2 − a1a2d1 + a1a2) je kladné £íslo,
viz Lemma 4, a pro a1 > 1, a2 > 1 a dostate£n¥ malé d1, d2 bude
a1 − a1d1 + a2 − a2d2 > 2. �ili £itatel bude v¥t²í neº dva, a celý zlomek
pod odmocninou bude v¥t²í neº jedna, a stejn¥ tak odmocnina z n¥j. Z toho
plyne, ºe i pro d1 < d∗1 a d2 < d∗2 platí |λ1,2| > 1.

Poznámka 7. Z p°edchozích poznámek m·ºeme odvodit obecný p°edpis
pro d∗2:

d∗2 =

1 a1 ≤ 1,
(1− a2)(1− a1 + a1d1)

a2(a1 − 1)
a1 > 1,

(26)
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(a) b1 = b2 = 2, p1 = 0, 8,
p2 = 0, 4

(b) b1 = b2 = 2,
p1 = 0, 625, p2 = 0, 4

(c) b1 = b2 = 2, p1 = 0, 54,
p2 = 0, 4

Obrázek 5: Rozd¥lení parametrické oblasti (d1, d2) podle stability po£átku pro a2 < 1,
a1 > 1. �erný k°íºek nazna£uje hodnotu d∗1, £ervený k°íºek pak hodnotu d∗1k.

d∗2 =

1 b1p1 ≤ 1,
(1− b2p2)(1− b1p1 + b1p1d1)

b2p2(b1p1 − 1)
b1p1 > 1.

Pokud budeme uvaºovat závislost d∗2 na d1, dostaneme d∗2 jako p°ímku:

d∗2 =

1 a1 ≤ 1,

d1
a1 − a1a2
a2(a1 − 1)

+
a2 − 1

a2
a1 > 1,

(27)

d∗2 =

1 b1p1 ≤ 1,

d1
b1p1 − b1p1b2p2
b2p2(b1p1 − 1)

+
b2p2 − 1

b2p2
b1p1 > 1.

Ze záv¥r· Poznámek 4 - 6 vidíme jaké kombinace parametr· ai, di, i = 1, 2,
vypovídají o p°eºití, respektive vym°ení daného druhu. Nap°íklad pokud by
se da°ilo populacím v obou oblastech, mohou libovoln¥ migrovat a druh vºdy
p°eºije. Zajímav¥ji, umoºn¥ní difúze mezi oblastmi zajistí p°eºití, respektive
vym°ení populace i v kon�guracích, kde je tomu bez migrace naopak.

V rovin¥ (d1, d2) si ohrani£íme £tvercovou oblast, danou body [0, 0] a [1, 1],
kterou nazveme �parametrická oblast (d1, d2)�. Tuto oblast m·ºeme rozd¥lit
p°ímkou d∗2 na oblast asymptotické stability po£átku, neboli vym°ení po-
pulace, a na oblast nestability. Hrani£ní p°ímka d∗2 reprezentuje body nea-
symptotické stability. Pro kombinaci parametr· a1 > 0, a2 < 1 je oblast
vym°ení znázorn¥na oranºovou barvou na Obrázku 5, totéº vidíme na Ob-
rázku 6 pro kombinaci a1 < 1, a2 > 1.
Oblast nestability m·ºeme je²t¥ rozd¥lit na oblast slabé persistence, kde
|λ3,4| < 1 a |λ1,2 > 1|, a oblast silné persistence, kde platí |λi| > 1,
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i = 1, 2, 3, 4. Slabá persistence m·ºe znamenat, ºe p°eºijí jedinci jen z jedné
oblasti, ale obývat budou ob¥. Silná persistence vypovídá o p°eºití jedinc·
obou populací. Oblast silné persistence je na Obrázcích 5, 6 znázorn¥na zele-
nou barvou. V²imn¥me si, ºe v obou p°ípadech kombinace parametr· a1, a2,
zelená oblast zmizí, kdyº se bod [1, 1] stane prvkem (oranºové) oblasti vy-
m°ení. Pokud bod [1, 1] dosadíme do výrazu (26),

1− a2
a2(a1 − 1)

= 1

1− a2 = a1a2 − a2
a1a2 = 1

b1p1b2p2 = 1,

dostaneme, ºe se tak stane v p°ípad¥, kdy a1a2 = 1. Z toho plyne, ºe pokud
bude a1a2 > 1, budou se v parametrické oblasti (d1, d2) nacházet t°i oblasti,
oblast vym°ení, oblast slabé persistence a oblast silné persistence, viz Obrá-
zek 5 a) a Obrázek 6 a). V opa£ném p°ípad¥, tedy a1a2 ≤ 1, budou p°ítomny
pouze dv¥ oblasti, oblast vym°ení a slabé persistence, viz Obrázek 5 b),c)
a Obrázek 6 b),c).

Uvaºujme je²t¥ kombinaci parametr· a1, a2 tak, ºe a1 > 1, a2 > 1. Jak jiº
bylo °e£eno, stability po£átku v tomto p°ípad¥ nelze dosáhnout. Ale m·ºeme
zjistit, jak vypadají oblasti silné a slabé persistence v parametrické oblasti
(d1, d2). Z Poznámky 6 víme, ºe |λ1,2| je pro tuto kombinaci parametr· vºdy
v¥t²í neº jedna. Abychom mohli ohrani£it oblast silné persistence, sta£í nám
vy°e²it nerovnici |λ3,4| > 1:

√
−(a2d2 − a2 + a1d1 − a1)−

√
(a2d2 − a2 + a1d1 − a1)2 − 4(−a1a2d2 − a1a2d1 + a1a2)

2
> 1.

Umocn¥ním a p°evedením na pravou stranu získáme

−
√

(a2d2 − a2 + a1d1 − a1)2 − 4(−a1a2d2 − a1a2d1 + a1a2) > 2− a1 + a1d1 − a2 + a2d2√
(a2d2 − a2 + a1d1 − a1)2 − 4(−a1a2d2 − a1a2d1 + a1a2) < a1 − a1d1 + a2 − a2d2 − 2

(a2d2 − a2 + a1d1 − a1)2 − 4(−a1a2d2 − a1a2d1 + a1a2) < (a1 − a1d1 + a2 − a2d2 − 2)2,

roznásobením a upravením této nerovnice se dostáváme k:

2a1a2d2 + 2a1a2d1 − 2a1a2 < 4− 4a2 + 4a2d2 − 4a1 + 2a1a2 + 4a1d1 − 2a1a2d1 − 2a1a2d2

4a1a2d2 + 4a1a2d1 < 4− 4a2 + 4a2d2 − 4a1 + 4a1a2 + 4a1d1

a1a2d2 − a2d2 < 1− a2 − a1 + a1a2 + a1d1 − a1a2d1
d2(a1a2 − a2) < (1− a2)− a1(1− a2) + a1d1(1− a2)
d2a2(a1 − 1) < (1− a2)(1− a1 + a1d1)

d2 <
(1− a2)(1− a1 + a1d1)

a2(a1 − 1)
= d∗2,
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(a) b1 = b2 = 2, p1 = 0, 49,
p2 = 0, 6

(b) b1 = b2 = 2,
p1 = 0, 416, p2 = 0, 6

(c) b1 = b2 = 2, p1 = 0, 3,
p2 = 0, 6

Obrázek 6: Rozd¥lení parametrické oblasti (d1, d2) podle stability po£átku pro a2 > 1,
a1 < 1. �erný k°íºek nazna£uje hodnotu d∗1, £ervený k°íºek pak hodnotu d∗1k.

kde a2(a1 − 1) > 0, (1− a2) < 0 a (1− a1 + a1d1) > 0 pro d1 >
a1 − 1

a1
= d∗1

a (1 − a1 + a1d1) < 0 pro d1 < d∗1. Z toho plyne, ºe uvaºovat d1 > d∗1 nemá
smysl, jelikoº by d2 muselo být záporné. Pro d1 < d∗1 bude zlomek kladný,
tzn. |λ3,4| > 1 pro d1 < d∗1 a d2 < d∗2.

Toto ohrani£ení platí pro reálná vlastní £ísla. V parametrické oblasti
(d1, d2) existuje je²t¥ jedna oblast, kde platí |λi| > 1, která se objeví v p°í-
pad¥, kdy |λ3,4| > 1 vyjdou komplexní.

Tyto oblasti silné persistence vidíme na Obrázku 7, kde jsou znázorn¥ny
zelenou barvou. Mezi nimi je pak oblast slabé persistence. Na stejném prin-
cipu je ohrani£ena oblast silné persistence na Obrázcích 5 a 6.

Jist¥ nás zajímá, £ím je ohrani£ená oblast silné persistence, které dosáh-
neme pro komplexní vlastní £ísla. Vlastní £ísla λ1,2 budou vºdy reálná a platí
pro n¥, |λ1,2| > 1 práv¥ tehdy, kdyº a1 > 0, a2 < 1 a d2 > d∗2, nebo a1 < 1,
a2 > 1 a d2 < d∗2, nebo a1 > 1 a a2 > 1.
Vlastní £ísla λ3,4 mohou být i komplexní. Zde pro kaºdé a1a2 > 1, m·ºe na-
stat |λ3,4| > 1. Najdeme tedy hrani£ní p°ímku d∗2k a hrani£ní hodnotu d∗1k,
které nám ohrani£í oblast silné persistence.

Lemma 7. Pro kaºdé a1a2 > 1 existuje d∗2k a d
∗
1k tak, ºe pro kaºdé d2 > d∗2k

a kaºdé d1 > d∗1k bude platit |λi| > 1, i = 1, 2, 3, 4.

D·kaz. Abychom dostali komplexní vlastní £ísla λ3,4 tak, ºe bude |λ3,4| > 1,
musí platit

−(a2d2 − a2 + a1d1 − a1)−
√

(a2d2 − a2 + a1d1 − a1)2 − 4(−a1a2d2 − a1a2d1 + a1a2)

2
< −1
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(a) b1 = b2 = 2, p1 = 0, 55,
p2 = 0, 55

(b) b1 = b2 = 2, p1 = 0, 6,
p2 = 0, 8

(c) b1 = b2 = 2, p1 = 0, 75,
p2 = 0, 55

Obrázek 7: Rozd¥lení parametrické oblasti (d1, d2) podle stability po£átku pro a2 > 1,
a1 > 1. �erný k°íºek nazna£uje hodnotu d∗1, £ervený k°íºek pak hodnotu d∗1k.

a1 − a1d1 + a2 − a2d2 + 2 <
√

(a2d2 − a2 + a1d1 − a1)2 − 4(−a1a2d2 − a1a2d1 + a1a2)

(a1 − a1d1 + a2 − a2d2 + 2)2 < (a2d2 − a2 + a1d1 − a1)2 − 4(−a1a2d2 − a1a2d1 + a1a2)

4 + 4a1 + 4a2 − 4a1d1 − 4a2d2 < −4a1a2 + 4a1a2d1 + 4a1a2d2

a2d2 + a1a2d2 > (1 + a1)(1 + a2)− d1(a1 + a1a2)

d2 >
1 + a2

a2
− d1

a1(1 + a2)

a2(1 + a1)
.

Z toho plyne d∗2k =
1 + a2
a2

− d1
a1(1 + a2)

a2(1 + a1)
.

Hodnotu d∗1k získáme tak, ºe poloºíme d∗2k = 1:

1 + a2
a2

− d1
a1(1 + a2)

a2(1 + a1)
= 1

d1
a1(1 + a2)

a2(1 + a1)
=

1

a2

d1 =
1 + a1

a1(1 + a2)
,

tzn. d∗1k =
1 + a1

a1(1 + a2)
.

4 Model s difúzí pro n oblastí

Jako dal²í roz²í°ení budeme uvaºovat model pro n oblastí, který je ilustrovaný
na Obrázku 8. Dosp¥lí mohou migrovat pouze do sousedních oblastí, op¥t
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Obrázek 8: Schematická ilustrace Modelu se sousedskou difúzí pro n oblastí.

je²t¥ p°ed narozením potomk· s tím, ºe z oblasti n nemohou jít do oblasti 1
a naopak. Zavedeme si nové zna£ení tak, ºe C(m, t) je po£et d¥tí v m-té
oblasti v £ase t a A(m, t) je pak po£et dosp¥lých v m-té oblasti v £ase t, kde
m = 1, 2, ..., n a t ∈ N0. Difúzní parametry si ozna£íme d−m, který ozna£uje
difúzi z oblastim do oblastim−1, a d+m, difúzi z oblastim do oblastim+1. Je
z°ejmé, ºe d+1 = d−n = 0. Pro zachování nezáporného po£tu jedinc· v populaci
musíme dodat podmínku d−m + d+m ≤ 1.

Sestavíme si diferen£ní rovnice pro d¥ti a dosp¥lé:

C(m, t+ 1) = (1− d−m − d+m)bmA(m, t) + d+m−1bm−1A(m− 1, t)+

+ d−m+1bm+1A(m+ 1, t), (28)

A(m, t+ 1) = pmC(m, t). (29)

Rovnice (28) - (29) p°edstavují jednoduchou soustavu dvou lineárních parci-
álních diferen£ních rovnic. Dosazením (28) do (29) jsme schopni tuto soustavu
redukovat na jednu lineární parciální diferen£ní rovnici:

A(m, t+ 1) = (1− d−m − d+m)bmpmA(m, t− 1) + d+m−1bm−1pm−1A(m− 1, t− 1)+

+ d−m+1bm+1pm+A(m+ 1, t− 1). (30)

Sou£in bmpm si pro zjednodu²ení ozna£íme podobn¥ jako u p°edchozích mo-
del·, viz (11):

am := bmpm, m = 1, 2, ..., n. (31)

Výraz (30) si p°epí²eme do tvaru

A(m, t+ 1) = (1− d−m − d+m)amA(m, t− 1) + d+m−1am−1A(m− 1, t− 1)+

+ d−m+1am+A(m+ 1, t− 1). (32)
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Model budeme °e²it z pohledu po£tu dosp¥lých v jednotlivých oblastech.
Poskládáme si je do vektoruX(t) tak, ºeX(t) = (A(1, t), A(2, t), ..., A(n, t))T .
Rovnici (30) lze následn¥ napsat vektorov¥

X(t+ 1) =M ·X(t− 1), t ∈ N0, X(t) ∈ Rn, (33)

kde M je tridiagonální prostorová Leslieho matice ve tvaru:

M =


(1− d+1 )a1 d−2 a2 0 . . . 0
d+1 a1 (1− d−2 − d+2 )a2 d−3 a3 . . . 0

0 d+2 a2
. . . . . . ...

0 0
. . . . . . d−n an

0 0 . . . d+n−1an−1 (1− d−n )an

 . (34)

Stejným zp·sobem lze sestavit matice i pro Leslieho modely se dv¥ma
oblastmi. Místo matice S1, viz (10), bychom pouºili matici

M1 =

(
a1 0
0 a2

)
,

místo matice S2, viz (12) matici

M2 =

(
(1− d1)a1 0
d1a1 a2

)
a místo matice S3, viz (15) matici

M3 =

(
(1− d1)a1 d2a2
d1a1 (1− d2)a2

)
.

V²imn¥me si, ºe se jedná o vý°ez z matice M pro n oblastí s p°íslu²nými
difúzními parametry. Rozbor t¥chto model· pro 2 oblasti se nám pak zjedno-
du²í, protoºe matice M1 −M3 mají jen dv¥ vlastní £ísla, navíc u matic M1,
M2 leºí vlastní £ísla p°ímo na diagonále.

4.1 Pohyb jen jedním sm¥rem

Ur£it vlastní £ísla matice (34) není úpln¥ triviální záleºitost. Za£neme tedy
se speciálními p°ípadem, kdy se £lenové populací mohou p°esouvat pouze
jedním sm¥rem, bu¤ sm¥rem od první k n-té oblasti, nebo naopak. Pokud se
bude jednat o sm¥r od první k n-té oblasti, budeme do rovnice (33) za matici
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M dosazovat matici

M+ =


(1− d+1 )a1 0 0 . . . 0
d+1 a1 (1− d+2 )a2 0 . . . 0

0 d+2 a2
. . . . . . ...

0 0
. . . . . . 0

0 0 . . . d+n−1an−1 an

 . (35)

Vlastní £ísla leºí na diagonále, tzn.

λi =

{
(1− d+i )ai i = 1, 2, ..., n− 1,

an i = n.

Lemma 8. Uvaºujme model X(t+1) =M+ ·X(t−1). Pro kaºdé ai, i r·zné
od n, existuje d∗i ∈ [0, 1) tak, ºe po£átek je pevný bod tohoto modelu, který
je

(i) asymptoticky stabilní práv¥ tehdy, kdyº an < 1 a zárove¬ d+i > d∗i
pro v²echna i = 1, 2, . . . , n− 1,

(ii) stabilní práv¥ tehdy, kdyº an ≤ 1 a zárove¬ d+i ≥ d∗i pro v²echna
i = 1, 2, . . . , n− 1,

(iii) nestabilní práv¥ tehdy, kdyº

• an > 1, nebo

• existuje i ∈ {1, 2, . . . , n− 1} tak, ºe d+i < d∗i a zárove¬ ai > 1.

D·kaz. (i) Pro zvolené an < 1 je i λn < 1. Jelikoº jsou ostatní vlastní £ísla
kladná, vy°e²íme nerovnici λi < 1, i = 1, 2, ..., n− 1. Rozli²me dv¥ moºnosti

1. Pro ai < 1 je i λi = (1−d+i )ai < 1. Hrani£ní hodnotu d∗i volíme rovnou
nule.

2. Pokud ale ai ≥ 1, získáme d∗i vy°e²ením nerovnice

λi < 1

(1− d+i )ai < 1

d+i > 1− 1

ai
,

z toho vyplývá d∗i = 1− 1

ai
.
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(ii) D·kaz je stejný jako (i), jen zam¥níme ostré nerovnosti za neostré.
(iii)Aby bylo alespo¬ jedno vlastní £íslo v¥t²í neº jedna, tak bu¤ sta£í an > 1,
protoºe λn = an. Nebo pokud an < 1, pak musí být alespo¬ jedno ai > 1
a p°íslu²né d+i < d∗i :

λi > 1

(1− d+i )ai > 1

d+i < 1− 1

ai
= d∗i .

P°i migraci ve sm¥ru z n-té oblasti do první, budeme po£ítat s maticíM−

M− =


a1 d−2 a2 0 . . . 0
0 (1− d−2 )a2 d−3 a3 . . . 0

0 0
. . . . . . ...

0 0
. . . . . . d−n an

0 0 . . . 0 (1− d−n )an

 . (36)

Ohledn¥ vlastních £ísel dojdeme ke stejným záv¥r·m s tím rozdílem, ºe

λi =

{
a1 i = 1,

(1− d−i )ai i = 2, 3, ..., n.

4.2 Odhad vlastních £ísel pomocí Ger²gorinovy v¥ty

Pro obecnou maticiM (34) m·ºeme pro odhad vlastních £ísel pouºít Ger²go-
rinovu v¥tu, V¥ta 2. Vlastní £ísla tak odhadneme pomocí kruºnic Ki v kom-

plexní rovin¥ se st°edy mii a polom¥ry ri =
n∑
j=1

j 6=i

|mij|, kde mij jsou prvky

matice M .

Lemma 9. Po£átek je pevným bodem modelu (33), kde platí, ºe pokud

(i) pro kaºdé i, i = 1, 2, . . . , n, je
∑
j

mij < 1, pak je po£átek asymptoticky

stabilní,

(ii) pro kaºdé i, i = 1, 2, . . . , n, je
∑
j

mij ≤ 1, pak je po£átek stabilní,
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(a)Po£átek je asympt.
stabilní, |λi| < 1.

(b) Po£átek je nestabilní,
existuje |λi| > 1.

(c) O stabilit¥ neumíme
rozhodnout.

Obrázek 9: Odhad vlastních £ísel modelu (33) pomocí Geschgorinovy v¥ty.

(iii) pro alespo¬ jedno i ∈ {1, 2, . . . , n} je mii > 1 a zárove¬ ri < mii − 1,
pak je po£átek nestabilní.

D·kaz. (i) Protoºe je matice M nezáporná, bude suma
∑
j

mij < 1 pro

mii < 1 a
∑
j 6=i

mij < 1 − mii, z toho vyplývá, ºe st°edy kruºnic Ki budou

leºet v intervalu (0, 1) a polom¥ry ri jsou men²í neº 1 − mii, tzn. v²echny
kruºnice leºí v intervalu (−1, 1), viz Obrázek 9 a). Podle Ger²gorinovy v¥ty
víme, ºe |λi| < 1, tudíº po£átek je asymptoticky stabilní.
(ii) Nerovnost

∑
j

mij ≤ 1 bude spln¥na pro mii < 1 a
∑
j 6=i

mij ≤ 1 − mii.

St°edy kruºnic budou po°ád leºet v intervalu (0, 1) a jejich polom¥ry budou
ri ≤ 1− mii. Z toho vyplývá, ºe v²echny kruºnice leºí v intervalu (−1, 1],
coº znamená, ºe |λi| ≤ 1 a po£átek je stabilní.
(iii) Pokud bude pro alespo¬ jedno i mii > 1 a ri < mii − 1, znamená
to, ºe i-tá kruºnice bude vn¥ intervalu [−1, 1], viz Obrázek 9 b). Jelikoº
kaºdá z kruºnic odhaduje jedno vlastní £íslo, tak z Ger²gorinovy v¥ty plyne,
ºe existuje λi > 1, tedy ºe po£átek je nestabilní.

P°íklad 1. Nap°íklad pro konstantní parametry a a d, s omezením d <
1

2
,

bude matice M ve tvaru

M =


(1− d)a da 0 . . . 0
da (1− 2d)a da . . . 0

0 da
. . . . . . ...

0 0
. . . . . . da

0 0 . . . da (1− d)a

 . (37)
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Obrázek 10: Oblasti stability po£átku pro P°íklad 1.

Se£teme-li prvky v °ádcích
1 a n: (1− d)a+ da = a− da+ da = a,
2 aº (n-1): da+ (1− 2d)a+ da = 2da+ 1− 2da = a,
sou£et je vºdy a. Z toho plyne, ºe pokud a < 1, bude po£átek asymptoticky
stabilní, a pokud a ≤ 1, pak bude stabilní.
Pokud bude alespo¬ jedna kruºnice Ki vn¥ intervalu [−1, 1], pak m·ºeme
s jistotou tvrdit, ºe po£átek je nestabilní. Jelikoº v tomto p°ípad¥ máme jen
dv¥ r·zné kruºnice. Stane se tak:

1. pro kruºnice K1 = Kn se st°edem (1 − d)a a polom¥rem da, pokud
a > 1, st°ed (1− d)a > 1 a polom¥r da < (1− d)a− 1.

(1− d)a > 1

d < 1− 1

a

a zárove¬

da < (1− d)a− 1)

d <
1

2

(
1− 1

a

)
,

z toho plyne, ºe d musí být men²í neº
1

2

(
1− 1

a

)
.

2. pro kruºnice K2 = K3 = · · · = Kn−1 se st°edem (1− 2d)a a polom¥rem
2da, kde zase musí být a > 1, (1− 2d)a > 1 a 2da < (1− 2d)a− 1.

(1− 2d)a > 1

d <
1

2

(
1− 1

a

)
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a zárove¬

2da < (1− 2d)a− 1)

d <
1

4

(
1− 1

a

)
,

zde musí být d <
1

4

(
1− 1

a

)
.

Z toho vidíme, ºe pro a > 1 a
1

4

(
1− 1

a

)
< d <

1

2

(
1− 1

a

)
, budou vn¥

intervalu [−1, 1] kruºnice K1 a Kn. Pokud bude d <
1

4

(
1− 1

a

)
budou vn¥

v²echny kruºnice.
Ilustraci oblastí stability v rovin¥ (a,d) vidíme na Obrázku 10. Ve ºluté

oblasti je po£átek téº nestabilní, coº se nám ale povedlo ukázat pouze nume-
ricky.

4.3 Model s difúzí pro n oblastí v kruhu

Dal²ím speciální p°ípadem je model s n oblastmi, kde mohou jedinci migrovat
jen do sousedních oblastí a navíc je povolen pohyb mezi první a n-tou ob-
lastí. Matice M =Mc bude nyní cirkulantní matice, coº je £tvercová matice,
která je dána jedním vektorem, který tvo°í v matici první °ádek. Kaºdý dal²í
°ádkový vektor je oto£ený o prvek doprava. Na²e matice je ur£ená vektorem
c = ((1 − d− − d+)a, d−a, 0, 0, ..., 0, d+a)) o velikosti n, kde d− zna£í difúzi
do p°edchozí oblasti a d+ do následující. Matice Mc vpadá následovn¥:

Mc =


(1− d− − d+)a d−a 0 . . . d+a

d+a (1− d− − d+)a d−a . . . 0

0 d+a
. . .

. . .
...

0 0
. . .

. . . d−a
d−a 0 . . . d+a (1− d− − d+)a

 . (38)

Pro cirkulantní matice je znám obecný tvar vlastních £ísel:

λj = c(1) + c(2)ωj + c(3)ω2
j + · · ·+ c(n)ωn−1j , j = 0, 1, ..., n− 1, (39)

kde ωj = e(
2πij
n ), i je imaginární jednotka.

Po dosazení na²eho vektoru c se dostáváme k

λj = (1− d− − d+)a+ d−aωj + d+aωn−1j

= (1− d− − d+)a+ d−ae(
2πij
n ) + d+ae(

2πij
n )(n−1) (40)
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(a) λ0 = a = 0.8 (b) λ0 = a = 1 (c) λ0 = a = 1.2

Obrázek 11: Vlastní £ísla cirkulantní matice Mc pro n = 15.

V komplexní rovin¥ leºí tato vlastní £ísla na kruºnici s tím, ºe λmax je vlastí
£íslo s nejv¥t²í reálnou £ástí, viz Obrázek 11. A protoºe je matice Mc nezá-
porná a nerozloºitelná tak podle Perron - Frobeniovy v¥ty, V¥ta 1, má jedno
jednoduché kladné vlastní £íslo, které je v absolutní nejv¥t²í ze v²ech. Z tvaru
pro λj vidíme, ºe jediné takové vlastní £íslo je λ0

λmax = λ0

= (1− d− − d+)a+ d−ae(
2πi0
n ) + d+ae(

2πi0
n )(n−1)

= (1− d− − d+)a+ d−a+ d+a

= a

Z toho plyne, ºe není t¥ºké popsat chování tohoto modelu.

Lemma 10. Uvaºujme model (33) s maticí M = Mc. Po£átek je klidovým
stavem tohoto modelu, který je

(i) asymptoticky stabilní práv¥ tehdy, kdyº a < 1,

(ii) stabilní práv¥ tehdy, kdyº a ≤ 1,

(iii) nestabilní práv¥ tehdy, kdyº a > 1.

D·kaz. (i) Nejv¥t²í vlastní £íslo λmax je rovno λ0 = a, tzn. λ0 vypovídá
o chování modelu. Je-li λ0 < 1 bude po£átek asymptoticky stabilním klido-
vým stavem modelu (33) s maticí Mc.
(ii) Co se tý£e stability a nestability jedná se o stejnou my²lenku. Po£átek
je stabilní, pokud λ0 = a ≤ 1 a nestabilní, kdyº λ0 = a > 1.
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5 Záv¥r

V bakalá°ské práci jsme roz²í°ili standardní Leslieho maticový model o pro-
storovou strukturu. Sestavili jsme si jednoduchý model pro dvougenera£ní po-
pulace jednoho druhu na dvou oblastech. První model jsme sestavili za p°ed-
pokladu, ºe jedinci obou populací nesm¥jí opustit svou oblast. Populace se
tedy vyvíjejí nezávisle a tento model lze °e²it i jako dva obecné Leslieho
modely.

Zajímav¥j²í uº pak byly modely, ve kterých jsme umoºnili migraci, bu¤
pouze jednostrannou, nebo oboustrannou. U modelu s jednostrannou migrací
jsme zjistili, ºe povolením pohybu ur£itého po£tu jedinc· (je²t¥ p°ed naro-
zením potomk·) z prosperující oblasti do oblasti sm¥°ující k vyhynutí, lze
druh bu¤ zachránit, nebo vyhubit v obou oblastech. V modelu s oboustran-
nou migrací se nám také poda°ilo najít hrani£ní po£ty migrujících tak, aby
jsme v¥d¥li, ºe pro daný po£et migrujících druh vym°e nebo p°eºije.

Po analýze model· na dvou oblastech jsme ná² p°ístup zobecnili pro n
oblastí spojených vedle sebe nebo v kruhu. Migraci jsme pro jednoduchost
uvaºovali pouze do sousedních oblastí. Pro model popisující oblasti spojené
vedle sebe jsme dostali tridiagonální matici, která má za jistých okolností
hezké vlastnosti. Ale jelikoº má na²e matice 4n − 2 r·zných parametr·, ne-
povedlo se nám ur£it obecný tvar vlastních £ísel tak, abychom mohli s jistotou
tvrdit, jak se bude modelovaný druh vyvíjet. Pro ²ir²í odhad vlastních £ísel
jsme pouºili Ger²gorinovu v¥tu. S její pomocí jsme získali interval, ve kterém
leºí v²echna vlastní £ísla dané matice. Pro n¥které intervaly m·ºeme s jisto-
tou tvrdit, ºe populace p°eºije, respektive vym°e, ale existují i intervaly, kde
nelze rozhodnout.

Pokud bychom v tomto modelu povolili migraci jen jedním sm¥rem, do-
stali bychom horní nebo dolní trojúhelníkovou matici, která má vlastní £ísla
p°ímo na diagonále. Jejich tvar není nijak sloºitý, tedy jsme byli schopni
popsat chování takto modelované populace.

Pro n oblastí spojených do kruhu jsme mohli ur£it vlastní £ísla cirku-
lantní matice, ale pouze za cenu toho, ºe jsme volili konstantní parametry
pro v²echny oblasti.

Dále by mohlo být °e²eno, jak by model vypadal, kdyby jedinci jednotli-
vých populací mohli migrovat do libovolných oblastí, nebo zda se pro obecné
parametry dá ukázat závislost p°eºití druhu na po£tu oblastí.

V²echny modely jsme sestavili za p°edpokladu, ºe máme dvougenera£ní po-
pulace, a ºe k migraci dosp¥lých jedinc· dochází p°ed narozením potomk·,
£ili, ºe tito jedinci v nové oblasti rodí s porodností z té p·vodní oblasti. M·-
ºeme uvést p°íklad, jak by vypadala matice pro dv¥ oblasti s jednostrannou
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difúzí, kdyby jedinci, kte°í migrovali rodili s porodností z oblasti nové:

S ′2 =


0 b1(1− d1) 0 0
p1 0 0 0
0 b2d1 0 b2
0 0 p2 0

 .

Také m·ºeme alternativn¥ uvaºovat model vícegenera£ní, nap°íklad pro t°i
generace na dvou oblastech s jednostrannou difuzí by matice S2 mohla vy-
padat následovn¥:

S̃2 =


0 b1(1− d1) b2 0 0 0
p1 0 0 0 0 0
0 p2(1− d1) 0 0 0 0
0 b1d1 0 0 b3 b4
0 0 0 p3 0 0
0 p2d1 0 0 p4 0

 ,

kde mohou migrovat jen jedinci z prost°ední generace v první oblasti. Moº-
ností, jak tento model modi�kovat, je tedy nespo£et. M·ºeme p°idávat gene-
race, m¥nit po£et oblastí nebo povolit migraci v²ech generací. Reálné vyuºití
by pak muselo být úzce spjato se znalostmi o biologickém a ekologickém
chování konkrétní druhu a daného prost°edí.
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