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Abstrakt

Cilem bakalafské prace je seznameni se s popula¢nimi modely v diskrétnim
case, konkrétné s Leslicho maticovym modelem. Na§im hlavnim amyslem je
rozsiteni Leslieho modelu o prostorovou strukturu. Nejprve studujeme dvou-
genera¢ni model na dvou oblastech a zkouméme vliv difiznich parametru,
které popisuji migraci dospélych jedinci mezi témito oblastmi. Poté tento
dvougenera¢ni model zobecnime pro n oblasti poskladanych za sebou nebo
do kruhu. Migraci tady pro jednoduchost povolime pouze do sousednich ob-
lasti. V takto upravenych dvougeneracnich modelech urc¢ujeme, pro které
hodnoty parametri dojde k vymieni modelovaného druhu, nebo naopak
k jeho preziti. Umoznéni pohybu dospélych jedinci mezi oblastmi zajisti
preziti, respektive vymieni populace i tam, kde by tomu bez migrace bylo
naopak.

Abstract

The goal of this bachelor thesis is to get acquainted with population models
in discrete time, specifically with the Leslie matrix model. Our main intention
is to extend the Leslie model on general spatial structures. First, we study
a simple two-generation model on two patches and examine the effect of di-
ffusion parameters describing migration of adults between these two areas.
Then we generalize this two-generation model for n areas which are situated
next to each other or in the circle. Consequently, we only allow migration to
neighboring areas. In these two-generation models we determine for which
parameter values the extinction or the survival of the modeled species will
occurs. Enabling adults to move between areas could ensure the survival of
the populations on patches where they become extinct without diffusion and
vice versa.
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1 Uvod

Otazky tykajici se divodu vzniku udalosti, nebo dokonce jejich predvidatel-
nosti, trapi lidstvo jiz odedévna. Zabyvaji se jimi vSechny obory od filozofie
pfes biologii az k nanotechnologiim. My se budeme zabyvat problematikou,
kterou se pokousi fesit matematika spole¢né s biologii. Sezndmime se totiz
s popula¢nimi modely, pfi¢emz budeme volné vychazet z prehledu Bacaér [2].

Jeden ze zédkladnich kamenu studia popula¢nich modeli polozil, byt asi
nevédomky, jiz Leonardo z Pisy, znaméjsi jako Fibonacci, kdyz ve své knize
z roku 1202 nazvané Kniha poc¢tu, (ktera byla v roce 2002 prelozena do mo-
derni angli¢tiny [15]), uvedl piiklad s kréliky, kde kazdy par starsi dvou mé-
sici zplodi dalsi par. Uvedl ho jako pfiklad k dnes dobfe znamé Fibonacciho
posloupnosti, ktera je dana rekurentnim predpisem

Fn+1:Fn+anl-

Dalsim znamym védcem, ktery uz piimo zkoumal vyvoj populace, byl
L. Euler, ktery v poloviné 18. stoleti urcil ro¢ni miru riastu lidské populace
na T« |5, ¢cimz dosel k zavéru, ze muze dojit k pfelidnéni planety. Na jeho
myslenku navazal a vice ji proslavil T. R. Malthus [11] o pl stoleti pozdéji.
Malthus dosel k zavéru, ze pocet lidi roste rychleji nez mnozstvi potifebné po-
travy. Oba, Euler i Malthus, ukéazali, ze populace roste geometricky. Malthus
byl pro své pesimistické nazory ohledné vyvoje populace nazyvan ekonomem
ponuré budoucnosti.

V roce 1838 P. F. Verhulst [17] pfedstavil model, do kterého zahrnul
i parametr udavajici omezenou kapacitu prostiedi. Jeho model znamy jako
logistickd rovnice je popsan diferenciélni rovnici

)
,: 1——>
Y ry( K/’

kde y je stav populace v Case t € RJ, r koeficient ristu a K kapacita.
Populace podle tohoto modelu roste exponencialné, v urc¢itém okamziku se
jeji rust zpomali, a limitné se stav populace blizi k hodnoté parametru K.

S rostoucim poc¢tem znalosti v této problematice se rozvinul zéjem
o tzv. strukturované modely, které modeluji populaci rozdélenou do sku-
pin podle véku, velikosti, stadia vyvoje, nazort, strategii atd. Je tedy mozné
z modelu vycist, kolik jedinct je v jednotlivych kategoriich v jakémkoli ¢ase
n € Ny. Mezi prvnimi, jenZ se zabyvali vékové strukturovanymi modely, byl
P. H. Leslie. Ten publikoval sviij nejznaméjsi ¢lanek [10] v ¢asopise Biome-
trika v roce 1945. V dnesni dobé je jeho maticovy model hojné vyuzivan
biology, viz napt. M. Kot [9] nebo L. J. S. Allen [1].



V dalsich letech neztistalo jen u vyvoje poc¢tu jedincti populace. Pted-
métem zajmu se stala predvidatelnost chovani jedinci pii konfliktu. Tim se
zacal vyvijet obor znamy jako teorie her. Nejdiive byl vyvijen pro oblast eko-
nomie a politiky, hlavné po roce 1944, kdy J. von Neumann a O. Morgenstern
vydali Teorii her a ekonomického chovani [14|. Na konflikty mezi zvitaty se
pak zaméfili J. M. Smith a G. R. Price, ktefi v roce 1973 publikovali ¢lanek
Logika zvifeciho konfliktu v ¢asopise Nature [16]. A vznikly tak vzorové pii-
klady her, jako Vézinovo dilema, hry o koordinaci s riznou preferenci nebo
Jesttabi a holubice. S teorii her a hlavné s feSenim téchto problémi je tzce
spjato jméno J. F. Nash [13].

Mezi matematiky, ktefi se zajimaji o problematiku vyvoje populaci a vy-
dali sva dila az na konci 20. stoleti nebo na zacatku 21. stoleti, patii M. Kot
[9], H. Caswell [3|, Cushing [4], J. D. Murray [12] nebo L. J. S. Allen [1].

Prestoze nemuzeme brat vysledky z téchto modelt jako smérodatné, tak jako
odhad budouciho vyvoje jsou velmi uzitecné. Kdyby si tieba v roce 1788 Ev-
ropané pii cesté do Austréalie vzpomnéli na pana Fibonacciho, uvédomili by
si, ze se kralici, které s sebou vezli, bez pfirozeného predatora mohou pfemno-
zit. Naopak zase v dne$ni dobé mohou védci zkoumat, ktery faktor je tieba
upravit, aby nékteré ohrozené druhy zvitat nevyhynuly. Protoze za znalosti
porodnosti a pravdépodobnosti preziti, piipadné vlivu prostiedi, lze sestavit
matematicky model popisujici vyvoj dané populace.

Takovym vhodnym modelem pro zkoumani vyvoje populace ohrozenych
druht je Leslieho maticovy model, na ktery se zde zamétime. Jedna se o jeden
z nejznameéjsich strukturovanych linedrnich modeli, ve kterém je populace
rozdélena do nékolika generaci. Konkrétné se zaméfime na situaci, kde se
nejednd o populaci zijici na jednom misté, ale jde o jeden druh, ktery zije
ve dvougenera¢nich populacich ve vice oblastech. Za¢neme se dvéma oblastmi
a sestavime modely pro tii razné situace. Nejjednodussi z nich je situace,
kdy jedinci jednotlivych populaci nemohou opustit svou domovskou oblast,
tzn. populace se vyvijeji nezavisle na sobé. Dalsim krokem je umoznéni mi-
grace dospélych jedincu jen jednim smérem. Napiiklad jedinci z oblasti 1
mohou migrovat do oblasti 2, ale oblast 2 nikdo opustit nemuze. A nakonec
povolime migraci oboustrannou. U modeli s migraci si mizeme predstavit
nasledujici situaci. Jsou dvé populace jednoho druhu. Jedna populace zije
na misté s dobrymi zivotnimi podminkami a prosperuje. Zatimco ta druha
nemé daleko k vymfeni nebo pfimo vymira. Tim, Ze umoznime piesun urci-
tého poctu jedincu z prosperujici oblasti do té upadajici, zajistime, Ze dany
druh pfezije v obou oblastech. Jako ptiklad lze uvést chovné stanice, které
rozmnozuji jedince ohrozenych druhi, a vraceji je zpét do piirody, kde by
bez jejich pomoci dany druh vyhynul.



Na téchto maticovych modelech je hezké, ze pokud umime vSechny poza-
dované parametry poskladat do matice, tak diky numerickym metodam do-
kdzeme celkem snadno ziskat kli¢ové vlastnosti (napf. vlastni ¢isla a vlastni
vektory Leslieho matic) nebo trajektorii vyvoje populace pro znamy poca-
tecni stav. Takze jsme napiiklad schopni tento model rozsitit i pro libovolny
pocet oblasti, viz posledni ¢ast této prace. V téchto konfiguracich dostavame
analytické vysledky jen ve specidlnich pripadech.



2 Leslieho maticovy model ristu

Jednd se o systém linearnich diferencnich rovnic prvniho fadu, ktery popi-
suje chovani vékové strukturované populace. V takovém modelu se predpo-
klada, ze populace je uzaviena a modeluji se pouze jedinci zenského pohlavi.
Zastupci muzského pohlavi jsou samoziejmé piitomni, ale nejsou zahrnuti
do modelu. Pokud bychom chtéli zjistit jejich pocet staci, kdyz zname pomér
pohlavi a predpokladdme miru pieziti stejnou pro obé pohlavi.

Populaci si rozdélime na m skupin podle véku, vektor X (t) = (z1(t), z2(t),
z3(t), ..., zm(t))" o velikosti m obsahuje poéty jedincii v jednotlivych skupi-
nach v ¢ase t. Obecny Leslieho model je dan diferen¢ni rovnici

X(t+1) =L X(t), teNyX(t)eRm, (1)

kterou lze zapsat vektoroveé

.I'l(t -+ 1) bl bg bg bm—l bm xl(t)
T (t+1) 0 0 0 ... pu O T (t)

kde L je Lesliecho matice, jejiz prvni fddek obsahuje pouze nezaporné prvky
b; >0,i=1,2...,m, predstavujici porodnost v dané vékové skupiné, zbylé
prvky p; € [0,1],4 = 1,2,...,m — 1 udavaji pravdépodobnost pieziti jedinci
ze skupiny ¢ do skupiny ¢ + 1.
Zname-li poc¢atecni stav v t = 0, tzn. X (0), lze zjistit stav v jakémkoli ¢ase
t ze vztahu

X(t)=L'X(0). (3)

O chovani modelu vypovidaji vlastni ¢isla a vlastni vektory dané Leslieho
matice. Vlastni ¢isla ziskdme pomoci charakteristického polynomu, coz je
determinant (4) matice (L — AI).

by—A by by ... bu bn
det(L—A)=| 0 p =A ... 0 0] (4)
0 0 0 ... pma —\

kde vlastni ¢isla matice L. jsou kofeny charakteristické rovnice

det(L — \I) = 0. (5)
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K vlastnimu ¢islu A; dostaneme ptislusny vlastni vektor V;,z = 1,2,...,m,
feSenim rovnice

b1 — )\z b2 b3 Ce bm,1 bm (%1
D1 _>\z’ O .. 0 V2

(L—NI)V; = 0 p2 —A ... 0 0 vs | =0. (6)
0 0 0 i Pmo1 =N U

Stav populace v ¢ase t lze pak také ziskat ze vztahu

m

X(t) =) eV, i=12...m (7)

=1

Hodnota koeficientu ¢; zavisi na pocate¢nim stavu populace, X (0), pfesné
koeficienty dostaneme vyfesenim rovnice (7) pro ¢t = 0:

m

Zci)\?vz‘ = X(0). (8)

=1

Definice 1. Rozlozitelnost matice. |7, str. 50]
Ctvercova matice A se nazyva rozlozitelna, pokud existuje permutace radki
i sloupcti, kterou se matice A ptresklada do tvaru

, (B 0
v=(¢ p).
kde B a D jsou ¢tvercové matice. Jinak je A nerozlozitelna.

Leslieho matice méa nékteré hezké vlastnosti. Vime, Ze je nezaporna a je-li
i nerozlozitelna, miazeme se tidit znénim Perron-Frobeniovy véty.

Vé&ta 1. Perron-Frobeniova véta |6, str. 86].

Necht A je ¢tvercovid nezaporné nerozlozitelnd matice n-tého fadu, n > 1.
Pak spektralni polomér o(A) je kladné jednoduché vlastni ¢islo matice A
a tomuto vlastnimu ¢islu odpovida kladny vlastni vektor. Zadnému jinému
vlastnimu ¢islu matice A uz neodpovida nezaporny vlastni vektor.

Pokud se nam u Leslicho matice s takovymi vlastnostmi podafi urcit
spektralni polomeér, nebo-li maximéalni kladné vlastni ¢islo .., pro které
plati Apae > |Nil, @ = 1,2, ..., m, je pak snadné pomoci tohoto vlastniho ¢isla
popsat chovani dané populace.



Lemma 1. Mé&me model (1), jehoz matice spliuje predpoklady Véty 1, a kde
pocatek, tzn. stav X (t) = 0, je klidovym stavem tohoto modelu. Poc¢atek je

(¢) asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz A\e. < 1,

(71) stabilni pravé tehdy, kdyz Ae. < 1,
(#7i) nestabilni pravé tehdy, kdyz Apa. > 1.
Pokud by matice nespliovala predpoklady Véty 1, bude pro pocatek platit,
ze je

(¢) asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz pro vSechna i, i = 1,2,... ,m,

plati ‘)\1’ <1,
(77) stabilni pravé tehdy, kdyz pro vSechna i, 1 = 1,2,... m, plati |\;| < 1,

(7i7) nestabilni pravé tehdy, kdyz existuje i, ¢ € {1,2,...,m}, tak, ze

Lemma 1 jsme vyslovili na zakladé znéni Vét 4.4, 4.5 a 4.6 z knihy
[8, str. 134-137], kde jsou Véty i dokazany.

Pokud bychom nebyli schopni piesné urcit vlastni cisla Lesliecho matice
pro rozsiteni modifikace modelu pro n oblasti, miZzeme je odhadnout podle
Gersgorinovy véty.

Véta 2. GerSgorinova véta [6, str. 183].
Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice n-tého fadu (komplexni nebo realna).
Potom v8echna vlastni ¢isla matice A lezi v komplexni roviné ve sjednoceni

n
U K; kruhu K; o stiedu a;; a poloméru Z ;|
i=1 i

K = {z|a — 2| <) agl}.

J#i
3 Leslieho model pro dvé oblasti

Standardni Lesliecho model (1) jsme modifikovali pro dvé oblasti. Populace
v kazdé z oblasti se sklada z déti - C a dospélych - A (oznaceni volime z anglic-
kého Children, Adults). Budeme piedpokladat, ze v oblastech jsou rozdilné
podminky pro preziti, pro predstavu mize jit o oblast v horach a oblast



v udoli. Oblasti si oznac¢ime jako oblast 1 a oblast 2. Vektor X popisujici po-
Get jedincit v Case ¢ definujeme ve tvaru: X (t) = (Cy(t), Ay (t), Ca(t), Ax(t))".
Takto upraveny model je dan diferenéni rovnici

Xt+1)=S-X(), teNy,X(t)eR?, (9)

kde S je prislusné matice, které budeme fikat Lesliecho prostorova matice.
Model sestavime pro 3 pripady:

1. Model bez diftize, jedinci nemohou migrovat.

2. Model s jednostrannou difuzi, jedinci z oblasti 1 mohou migrovat do ob-
lasti 2.

3. Model s oboustrannou diftizi, umoznéna migrace v obou smérech.

3.1 Model bez difuze

Jako prvni se podivime na model, kde neni umoznéna migrace, tzn. populace
v oblastech 1 a 2 se vyvijeji nezavisle na sobé. PrisluSnou matici S = 5
ilustrovanou na Obrazku 3(a) mame ve tvaru:

0 b, 0 0
lpo0 0 0

51 = 0 0 0 byl (10)
0 0 po O

kde parametry by > 0, by > 0 urcuji primérny pocet narozenych déti na jednu
matku, p; > 0, po > 0 pak pravdépodobnost pieziti potomki do dospélosti.

Poznamka 1. Parametry by, bo, p1, p2 uvazujeme nenulové, protoze v pripadé
nulového parametru by se jednalo o trivialni situaci, kdy by populace v jedné
nebo v obou z oblasti vymfela.

Jak jiz bylo zminéno, abychom zjistili, jak se bude populace vyvijet, po-
tfebujeme vlastni ¢isla matice S;. Proto si ur¢ime charakteristicky polynom:

1S1 = M| = X' = Nbip1 — Nbapa + bipibaps
= )‘2()\2 - b2p2) - blp1(>‘2 - bzp2)
= (A% = bop2) (N — bypy),

a vlastni ¢isla ziskdme jako koteny charakteristické rovnice, viz (4),(5),

1S1 — M| = (A\* = bapa)(A\* — bipy) = 0.

7
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Obrazek 1: Vyvoj populace v oblasti 1 Obrazek 2: Vyvoj populace v oblasti 1
v modelu bez diftize pfi zvolené hodnoté v modelu bez difaze pro |\ 2| = 1 s vlast-
by = 2 v zavislosti na hodnoté p;. Hod-  nimi vektory Vi = (2,1), Vo = (—=2,1) pro
noty p; jsou 0,3 (modie), 0,5 (oranzové) X (0) = (10,3) (modie) a X(0) = (10,5)
a 0,7 (zelens). (oranzove).

Vlastni ¢isla matice S jsou tedy
A2 = EV0ip1, Aza = £/ bapo.

V tomto piipadé Ao vypovida o chovani v prvni oblasti a A3 4 o druhé.
Pro ilustraci vyhodnotime pouze prvni oblast.
K vymfeni populace dojde, pokud bude platit |A\;2| < 1. Pro pevné

1
zvolené b, pak bude platit p; < W a pocatek bude asymptoticky stabilni.

Z tohoto pohledu pro |Ajo| =1 buclle pocatek neasymptoticky stabilni a pro
|A12| > 1 nestabilni, viz Obrazek 1.

Specialné pro |\ 2| = 1 lze urcit stacionarni stavy, a to jako nésobek vlast-
niho vektoru prislusejicitho kladnému vlastnimu ¢islu. Pokud bude poc¢éatecni
stav k-nasobkem tohoto vlastniho vektoru, £ € N, populace v tomto pocatec-
nim stavu setrva. V piipadé jiného pocate¢niho stavu bude systém oscilovat
mezi dvéma stavy - (C1(0), A1(0)) a (by - A1(0),p1 - C1(0)), viz Obrazek 2.

Pokud bude b; = 1 nebo b, = 1 danéa populace vymie vzdy, kdyz bude
pravdépodobnost pfeziti mensi nez 1.

7 vySe uvedeného rozboru prvni oblasti lze vyvodit nésledujici tvrzeni
pro cely model.

Lemma 2. Pocatek je pevny bod modelu X (t 4 1) = 51 - X(¢), ktery je
(1) asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz bip; < 1 a zaroven bopy < 1,
(17) stabilni pravé tehdy, kdyz byp; < 1 a zaroven bops < 1,

(7i1) nestabilni pravé tehdy, kdyz byp; > 1 nebo bypy > 1.



Diikaz. O stabilité pocatku rozhoduji vlastni ¢isla, kterd jsou A\j o = £+/b1p1
aAzg = d/bapo.

(1) Po¢atek bude asymptoticky stabilnim fegenim tohoto modelu pravé tehdy,
kdyz budou v8echna vlastni ¢isla v absolutni hodnoté mensi nez jedna. Vy-
feSime si tedy jednoduché nerovnice:

bipr <1
b1p1 <1

\/ bgpz <1

bgpg < 1.
(17), (i73) V téchto pripadech je dikaz zalozen na stejném principu. O

Poznamka 2. Se souciny bip;, bops se budeme setkévat i v nésledujicich
modelech. V podstaté je mozné chapat je jako primérny pocet potomki
zenského pohlavi pro kazdou narozenou dceru. Pro zjednoduSeni nékterych
vyrazi si je oznacime:

ap := bipy,
a9 = bgpg. (11)

3.2 Model s jednostrannou diftizi

Dale uvazujeme model s jednostrannou diftzi, kterou reprezentuje diftizni
parametr d; € [0, 1] udavajici, jakd ¢ast dospélych emigrovala z oblasti 1
do oblasti 2 jesté pred narozenim potomku.

Do diferen¢ni rovnice (9) budeme za matici S dosazovat matici Ss, ktera
je ilustrovana na Obrazku 3(b),

0 bi(l—d) 0 0
o 0 0 0

=10 bd, 0 b (12)
0 0 pp 0

Obecny tvar vlastnich ¢isel matice Sy ziskdme opét pres charakteristicky
polynom

|Se — M| = At = N2bopy + N2bipidy — Nbip1 — bipidibaps + bipibaps
=\ — Nay + Naydy — Nay — arasdy + ajas
=M\ —ay) — N (a; — ardy) + az(a1 — aydy)
= N (N —ap) + (a1 — ardy)(ag — \?)
= (ag — \*)(ay — ardy — \?),



Oblast 1 P4 Oblast 1 Pq Oblast 1 P
. — = _—
© ORI OINIO NI
-~ ~ Pty -
b,
, diby dhby o dby
2
® ® 6 B 6 I
~_ ~—_ '~
Oblast 2 b, Oblast 2 b, Oblast 2 b, (1-dy)
(a) Model 1 - bez difuze (b) Model 2 - (c) Model 3 - oboustranna
jednostranné difize difaze

Obrézek 3: Schématicka ilustrace Modelu 1-3.

jako kofeny charakteristické rovnice, viz (4),(5),
|Sy — M| = (ag — A*)(ay — ayd; — N?) = 0.
Vlastni ¢isla matice S5 jsou
Mo =EVa —ard; = £/bipr — biprdi, Asg = /a3 = £/bopa. (13)

Z modelu (9) s matici (10) jiz vime, jak se systém chova bez difazniho
parametru dp, a kdyz se podivime na tvar vlastnich ¢isel, vidime, Ze pa-
rametr d; ovliviiuje pouze vlastni ¢isla A; 2, proto si zde zvolime pevné a;
a prozkoumame zavislost vlastnich ¢isel A\; 3 na tomto parametru.

Lemma 3. Mé&me model X (¢t + 1) = Sy - X(t). Pro kazdé a; > 0 existuje
dj € [0,1) tak, ze poc¢atek je pevny bod tohoto modelu, ktery je

(1) asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz as < 1 a zaroven d; > dj.
(17) stabilni pravé tehdy, kdyz as < 1 a zaroven d; > dj.
(7i1) nestabilni pravé tehdy, kdyz plati bud

® ay, > 1, nebo

e d; < dj a zaroven a; > 1.

Diikaz. (i) Pro zvolené ay < 1 jsou vlastni Cisla A3 4 < 1, viz (13). Cili pocatek
bude asymptoticky stabilni, pokud |A; 5] < 1.
Rozlisme dvé moznosti.
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1. Pokud a; < 1, pak bude také a; — a;d; < 1 pro vSechna d; € [0, 1].
Z toho plyne, ze vlastni ¢isla A\ 2 = £+v/a; — a;d; vzdy nalezi intervalu
(—=1,1), a ze hrani¢ni hodnotu staci volit dj = 0.

2. V opac¢ném ptipadé, tedy a; > 1, si d; vyjadiime z nerovnice

\/al—a1d1<1
ard; >a; — 1
a1—1

dy > ,
ai

ap—1 1
z toho vyplyva di = : =1-—.
ay aq

(17) V piipadé, ze nepozadujeme asymptotickou stabilitu, ale pouze stabilitu
nahradime ve vyrazech v dikazu (i) ostrou nerovnost neostrou nerovnosti.
(#7i) Aby nastala nestabilita po¢atku, pozadujeme alespoii jedno vlastni ¢islo
v absolutni hodnoté vétsi nez 1. VyfeSime si nasledujici nerovnice:

Vas > 1

as > 1,

proa; >1

\/al—a1d1>1
ard; < a; —1
—1
d <82 g

a

Z toho vyplyva, ze pocatek bude nestabilni pravé tehdy, kdyz ay > 1, nebo
kdy2a1>1ad1<d*{. ]

Poznamka 3. Z dikazu lze odvodit pfedpis pro dj:

0 a; = bipr <1,

dy = 1 1 14
' l-—=1--— a = bipr > 1, 14

ktery je ilustrovan na Obréazku 4.

7 Lematu 3 je patrné, ze pokud by populace v oblasti 2 sméfovala k vy-
mieni, a; < 1, a populace v oblasti 1 prosperovala, a; > 1, tak pfi povoleni

migrace d; < dj preziji populace v obou oblastech. Ale pokud by jich odché-
zelo vice nez dj, druh by vymfel.
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Obrézek 4: Zavislost dj na by, barevné jsou odliSeny kiivky pro rtzné hodnoty p;.

3.3 Model s oboustrannou difazi

Nakonec umoznime migraci i z druhé oblasti do prvni, tu bude reprezentovat
difuzni parametr dy € [0, 1]. Dosazovana matice S3 bude nyni ve tvaru:

0 bl(l — dl) O deQ
0 0 0

_ 1P
=10 bdi 0 bo(l—db) (15)
(N

Graficka ilustrace matice S5 je na Obrazku 3(c).
I zde ziskdme vlastni ¢isla pomoci vztaht (4) a (5). Charakteristicky po-
lynom dostaneme ve slozitéjsim tvaru

|S5 — M| = A* 4+ X2bapada — AN2bapa 4+ A2b1p1ds — A2b1p1 — bipibapads — byipidibapa + bipibape
= /\4 + /\2a2d2 — )\2a2 + A2a1d1 — )\20,1 —aiazds — arazdy + aras

=M+ 2%(a2d2 — a2 + a1di — a1) — arazds — a1a2dy + araz
Zvolime-li si substituci ;1 = \?, dostavame
2
|Sg — )\[| = U + ,U((Igdg — a9 + CL1d1 — al) — a1a2d2 — alagdl + aias.

Kofeny charakteristické rovnice nésledné jsou

—(agds — az + a1d1 — a1) £ \/(a2dz — az + a1di — a1)? — 4(—arazds — arazd + aiaz)

pi,2 = 2 .

Vlastni ¢isla matice S; dostaneme ze substitu¢niho vztahu p = A? jako

12



A==/
M2 = +yEn

_4 —(agds — as + a1dy — a1) + /(a2ds — as + a1di — a1)? — 4(—arazds — a1azdy + araz)
- 2

A34 = £z (16)

_ :t\/_(a2d2 —az +a1di —a1) — \/(a2dz — a2 + ardi — a1)? — 4(—a1azds — a1azdy + araz)

2

(17)
Vzhledem ke slozitému tvaru vlastnich ¢isel si zavedeme substituce:
B = axdy — az + ardy — ay,
D = (agdg — a9 + a1d1 — a1)2 — 4(—a1a2d2 — CLlanl + alag).
(18)
Vlastni ¢isla (16), (17) si prepiSeme do tvaru
— D
Al = & M’ (19)
2
—B—+VD
)\374 - :l: %_ (20)

Lemma 4. Pro libovolné parametry aq, as, dq, do plati 5 <0 a D > 0.
Diikaz. Vyraz [ = asdy — as + a1dy — aq lze vytknutim upravit do tvaru
ﬁ = ag(dg — 1) + (11(611 — 1)

Protoze d; i dy jsou z intervalu [0, 1] a parametry aq, as jsou kladné, je ziejmé,
ze <0.
Jesté upravime vyraz D:

D = ((12d2 —az + a1d1 — a1)2 — 4(—a1a2d2 — alagdl + alag)
= a% — 2a1as + ag — 2a%d1 + 2aqa2d; + a%df + 2a1a2ds — 2a§d2 + 2a1a0d1ds + a%d%

= a%(dl — 1)2 + 2@1&2((11 — 1 —+ dg —+ dldg) + a%(dg — 1)2
Vidime podobnost s kvadratem, tzn. vyraz D mizZeme omezit zezdola:

D = a}(dy — 1)? + 2a1as(dy — 1+ dy + dido) + a3(dy — 1)°
> a?(dy — 1)* + 2aya9(dy — 1+ dy — dydy) + a2(1 — dy)?
= a2(dy —1)% + 2aya5((dy — 1) — do(—=1 + dy)) + a2(1 — dy)?
= (a1(dy — 1) + az(1 — dy))* > 0.

Z toho plyne, ze D > 0. ]
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Lemma 5. Pro vlastni ¢isla (19), (20) vzdy plati |A1 2] > [As4].

Diikaz. 7 ptredchoziho Lemmatu vime, ze § < 0 a D > 0. Kdyz se podivame
na tvar absolutnich hodnot vlastnich ¢isel, tak —3 > 0 a VD > 0. 7 toho je

ziejmé, 7e
~8+vD _ —B-VD
2 - 2 ’
a z toho plyne, ze |\ 2| > |As4], viz (19), (20). O

Lemma 6. Mé&me model X (¢t + 1) = S5 - X(t), kde matice S5 méa vlastni
¢isla (19), (20). Pocatek je pevny bod tohoto modelu, ktery je

(1) asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz D < (2 4 )2,
za podminky 2 + 5 > 0,

(i1) stabilni pravé tehdy, kdyz D < (2 4 )2,
za podminky 2 + 5 > 0,
(iii) nestabilni pravé tehdy, kdyz D > (2 + ) nebo 2+ 8 < 0.

Diikaz. (1) Pocatek bude asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz bude platit
|A12| <1 (viz Lemma 5), tzn.

—B+ VD

— <1

2
VD <2+ 5, (21)

Aby nerovnice byla splnéna, musime pozadovat podminku 2 + 8 > 0. Nyni
miizeme nerovnici (21) umocnit:

D < (2+ B)*.

(11) Zde postupujeme stejné jako u dikazu (i), jen zaménime ostrou nerovnost
za neostrou.
(i77) Pocatek bude nestabilni pravé tehdy, kdyz |\ 2| > 1:

e
VD > 2+ 8.

Tato nerovnice je splnéna automaticky za podminky 2 + 5 < 0. Pokud
2+ 3 > 0, bude pocatek nestabilni pti platnosti nerovnice

D > (2+ B)*.
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Na zakladé predchozich Lemmat mtzeme vyslovit vétu o stabilité poc¢atku
v jazyce parametri a; a d;, i = 1,2, kde dosadime ze substituce (18).

Véta 3. Méjme model X (¢t + 1) = S5 - X (t), kde matice S3 ma vlastni ¢isla
(16), (17). Pocatek je pevny bod tohoto modelu, ktery je

(¢) asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz
dayas(a; — 1) < (1 —az)(1 — a3 + a1dy), (22)
za podminky 2 + asdy — as + aydy — ay > 0,
(71) stabilni pravé tehdy, kdyz
doas(a; — 1) < (1 —az)(1 — a; + a1dy), (23)
za podminky 2 + asdy — as + a1dy — ay > 0,
(791) nestabilni pravé tehdy, kdyz
dayas(a; — 1) > (1 —az)(1 — a3 + ardy), (24)

nebo 2 + asdy — ay + a1d; — ay < 0.
Dikaz. (i) Pocatek bude asymptoticky stabilni, pokud |\ 2| < 1:

—(a2d2 — a2 + a1dy — a1) + \/(azda — ag + a1d1 — a1)? — 4(—a1azd2 — arazdi + aiaz)
2

<1

Umocnénim a pfevedenim na pravou stranu ziskame

\/(azdz — a2 +a1d; — a1)? — 4(—ara2d2 — arazd + a1a2) < 2 — a1 +a1dy — az + azda,
za podminky, Ze prava strana nerovnice je kladné , nerovnici umocnime

(a2d2 — a2 + a1dr — (11)2 —4(—ara2dz — a1azdi + a1a2) < (2 — a1 + a1dy — a2 + a2d2)2.
Roznasobenim a upravenim této nerovnice se dostavime k:

2a1asdo + 2a1a2d1 — 2a1a2 < 4 — 4as + 4asds — 4a1 + 2a1a2 + 4a1di — 2a1a2d1 — 2a1a2ds
4aiasds + 4dajazdi < 4 — 4as + dasds — 4aq + 4aras + 4ardy
ajazdy —azde <1 —a2 — a1 +a1az +ai1d; — arazdy
da(araz —a2) < (1 —a2) —ai1(l —a2) + a1di(1 — a2)
d2a2(a1 — 1) < (1 — CL2)(1 —al + aldl).

(#7) V tomto pripadé fesime, kdy |\ 2| < 1. Je zjevné, Ze budeme postupovat
stejné jako v (7), jenom zaménime ostrou nerovnost za neostrou.
(i17) Naopak poc¢atek bude nestabilni, pokud |\ 2| > 1:

—(a2ds — as + a1dy — a1) + /(azds — as + a1di — a1)? — 4(—arazds — a1azdy + araz)
2

> 1.
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Umocnénim a pfevedenim na pravou stranu ziskame

\/(deQ —as +aidy — a1)2 —4(—ara2d2 — ara2di + ara2) > 2 — a1 + a1d1 — a2 + azds (25)

(a2d2 —as +aidy — a1)2 - 4(7a1a2d2 —ajazd] + a1a2) > (2 —a1 +a1d; —az + 0«2d2)27
roznasobenim a upravenim této nerovnice se dostavame k:

2a1a2d2 + 2ai1a2d) — 2a1a2 > 4 — 4ao + 4asde — 4a1 + 2a1a2 + 4ar1d; — 2a1a2d1 — 2a1a2ds
4aiazds + 4dajasdy > 4 — dag + 4dasde — 4ay + 4daras + 4ard;
ajazdy — azde > 1 — a2 — a1 + a1az + ai1d1 — arazdy
da(araz —a2) > (1 —a2) —a1(l —a2) + a1d1(1 — a2)
dgaz(ar —1) > (1 —a2)(1 — a1 + ardy).

Pokud by se stalo, ze 2 + asds — ag + a1dy — a3 < 0, bude nerovnice (25)
splnéna automaticky. O

V nasledujicim pozndmkach budeme ohledné stability pocatku rozliSo-
vat kombinace parametri a; a ag, viz (11), v zéavislosti na tom, jestli jejich
hodnoty jsou vétsi ¢i mensi nez jedna. Uvédomme si, Ze tato zavislost dzce
a prirozené souvisi se stabilitou poc¢atku pro model bez difize, viz Lemma 2.

Poznamka 4. (Asymptoticka stabilita) Jsme schopni omezit jednotlivé pa-
rametry tak, aby nerovnice (22) platila. Zavedeme si zde hrani¢ni hodnotu
pro ds, stejné jako ji mame v predchozim modelu pro d;. Co se tyc¢e parametru
dq, tak z modelu s jednostrannou difizi vime, Ze pocatek bude asymptoticky
stabilni, pokud a; > 0 a dy > dj s tim, Ze pro 0 < a < 1 je dj = 0. Zvolime-li
kombinaci parametru tak, ze a; > 0 a as < 1, kde d; > dj, tak v nerovnici
(22) bude vyraz (1 —az) > 0 a (1 —a; + a1dy) > 0. Pro vyraz as(a; — 1)
rozlisSime tii pripady:

1. Pro a; < 1 bude ay(a; — 1) < 0 a pro dy bude platit

(1—ag)(1—a;+ aldl).

d
2> ag(al — 1)

Zlomek je zaporny a dy € [0, 1], tudiz nerovnice (22) je splnéna pro li-
bovolné d,.

2. Obdobné pro a; = 1 dostavame

d2 -0 < (1 — (Zg)dl
0< (1 — ag)dl.

Nerovnost (22) je tedy splnéna pro libovolné dy, ds.
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3. Pokud ale a; > 1, bude vyraz as(a; — 1) > 0 a pro dy bude platit

(1—az)(1—a+ a1d1)’

dy <
i az(ar — 1)
1— 1— d
Z toho vyplyva, ze d; = ( az)( ay + ap 1)'
as(a; — 1)

Souhrné muzeme ftict, Ze pro kombinaci parametrii a; > 0 a as < 1 bude
nerovnice (22) splnéna pro a; > 0, as < 1, d; > dj a dy < dj. Hrani¢n{
hodnotu d; volime pro prvni dva piipady rovnu jedné.

Asymptotické stability poc¢atku lze také dosdhnout pro kombinaci para-
metri a3 < 1 a ay > 1. Pro vyrazy z nerovnice (22) dostaneme,
ze (1 —ag) <0, a(a; —1) <0a (l—ay+ady) > 0, protoze dy > d; = 0.
Pro dy bude platit
(1 — CLQ)(l —ay + Clldl)

a2<a1 — 1) ’

Zlomek je nyni nezéporny, tzn. hrani¢ni hodnotu volime

doy >

(1 —az)(1—a+ a1d1)‘

di =
2 as(a; — 1)

Nerovnice (22) bude splnéna i pro a; < 1, ag > 1, dy > dj a dy > d;.

Poznamka 5. (Stabilita) Z Véty 3 vime, Ze pocatek bude stabilni prave
tehdy, kdyZ bude splnéna nerovnice (23). Vzhledem k piedchozi poznamce
se v dané nerovnici zménila ostrd nerovnost na neostrou. Pro kombinace
parametri povolime nékteré hodnoty navic.

Pro variantu a; > 0 a as < 1 bude nerovnice (24) splnéna pro a; > 0,
a2<1,d12d’{ad2§d§.

Pro druhou variantu a; < 1 a as > 1 bude dana nerovnice splnéna pro
a1<1,a221,d1>d>{ad22d§.

Pokud by nastalo, ze a; = 1 a zarovenn a; = 1, bude nerovnice (23)
vypadat nasledovné

dy-0<0-ds.

Z toho plyne, Ze tato nerovnice bude splnéna pro libovolné dy, ds.
Poznamka 6. (Nestabilita) Naopak pocatek bude nestabilni pravé tehdy,
kdyZ bude splnéna nerovnice (24). Zde nema smysl uvazovat oba parametry a

zaroven mensi nez jedna, protoze pro tuto kombinaci je pocatek vzdy stabilni.
Vezmeme tedy kombinaci a; > 1 a ay < 1, pro kterou bude pro vyrazy
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z nerovnice (24) platit, Ze az(a; —1) > 0 a (1 —ag) > 0. Pro dy z toho
vyplyva, ze
(]_ — ag)(l — a + aldl)

dy > = dj.
2 CLQ(CLl — 1) 2
1— 1— d
Parametr d; volime tak, aby ( aQ)(( a11;- adi) < 1. Oblast nestability
Ao\ —

pro tuto kombinaci vidime na Obrézku 5, kde je vyznac¢ena modrou a zelenou
barvou. Pro spravné zvolené d; je nerovnice (24) splnéna pro a; > 1, as < 1
a d2 > d;

Pro kombinaci a; < 1 a ag > 1, bude as(a; — 1) < 0 a (1 —ag) < 0,
d; volime vétsi nez df = 0. Vyraz (1 —aj +a1d;) je kladny. Pro ds bude platit
(1 — G,Q)(l —ap + aldl)

&2(@1 — 1)

Nerovnice (24) bude téZ splnéna pro a; < 1, ay > 1, d; > dj a dy < d.

Zbyvaji kombinace ay > 1, ao > 1 a a; > 1, as > 1, pro které bude
pocatek nestabilni pro libovolné parametry dy, ds. Protoze pro vlastni ¢isla
A2 vzdy plati [A;2] > 1, tzn. je splnéna nerovnice (24), kde pro a; > 1,
as > 1 bude ag(a; —1) > 0a (1 —ag) <0, vyraz (1 — a; + a1d;) bude kladny
pro dy > dj a zaporny pro d; < dj. Z toho plyne, Ze pro d; > dj bude zlomek
zaporny a |A1 2| > 1 pro jakékoliv do. Pro dy < dj bude |\ 2| > 1 pro dy > d.
Pokud a; = 1 bude nerovnice (24) splnéna pro libovolné d;, ds.

V piipadé, Zze a; > 1 a az > 1 bude as(a; — 1) > 0, (1 —ag) < 0
a (1—a1+a1d1) >0 pro dl > di a (1—a1+a1d1) < OpI'O dl < di Z toho
plyne, ze pro d; > dj bude zlomek nekladny a |\ 2| > 1 pro jakékoliv d.
Pro d; < dj bude |\ 2| > 1 pro dy > d5.

Zbyva ukazat, ze |A\12| > 11 v piipadé, ze dy < dj a dy < dj. Kdyz se
podivame na |\ o

dy <

= dj.

\/al —aidy + a2 — asda + /(azds — az + a1di — a1)? — 4(—arazds — a1azdy + araz)
2 b

tak \/(a2d2 — a9 + a1d1 — a1)2 — 4(-&1&2(12 — a1a2d1 + Cllag) je kladné éiSlO,
viz Lemma 4, a pro a; > 1l,a, > 1 a dostatetné malé d,ds bude
a; — ardy + ag — asdy > 2. Cili ¢itatel bude véts nez dva, a cely zlomek
pod odmocninou bude vétsi nez jedna, a stejné tak odmocnina z néj. Z toho
plyne, Ze i pro dy < dj a dy < dj plati [\ > 1.
Poznamka 7. 7 predchozich poznidmek miizeme odvodit obecny predpis
pro dj:
1 a; <1,
d; = (1 — ag)(l —a + aldl)
CLQ(CLl — 1)

(26)

a; > 1,
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{1 Slabé persistence (1 Vymieni (1 Silng persistence {1 Slabé persistence (1 Vymieni (1 Silng persistence {1 Slabé persistence (1 Vymieni (1 Silng persistence

1.0 ‘ ‘ X 1.0 ‘ ‘ : 1.0

0.4 0.4} 0.4
0.2 0.2 0.2
0.0 X 0.0 X% 0.0ty
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0
dy dy dy
(a)b1=b2:2,p1:0,8, (b) b1:b2:2, (C)b1:b2:2,p1:0,54,
p2=0,4 p1=0,625, pp = 0,4 p2=0,4

Obréazek 5: Rozdéleni parametrické oblasti (di,ds) podle stability pocatku pro az < 1,
a1 > 1. Cerny kiizek naznacuje hodnotu dj, ¢erveny kiizek pak hodnotu d7.

1 blpl S 17
dy = ¢ (1 = bapa)(1 — bypy + bip1dy)
b2p2(b1p1 - 1)

Pokud budeme uvazovat zavislost d; na d;, dostaneme d; jako piimku:

blpl > 1.

1 ai S 17
dy = — —1 27
2 d1 “ @iz 2 ap > 1, ( )
ag(al — ].) a9
1 bip1 <1,
dy = bip; — bip1b bops — 1
2 dy 1P1 1P102P2 202 bpy > 1.
bzpz(blp1 - 1) bap2

Ze zavéri Poznamek 4 - 6 vidime jaké kombinace parametrua a;, d;, i = 1,2,
vypovidaji o preziti, respektive vymreni daného druhu. Naptiklad pokud by
se dafilo populacim v obou oblastech, mohou libovolné migrovat a druh vzdy
prezije. Zajimavéji, umoznéni diftize mezi oblastmi zajisti pieziti, respektive
vymieni populace i v konfiguracich, kde je tomu bez migrace naopak.

V roviné (dy, d) si ohrani¢ime ¢tvercovou oblast, danou body [0, 0] a [1, 1],
kterou nazveme ,parametricka oblast (dy,dy)“. Tuto oblast muZeme rozdélit
pfimkou dj na oblast asymptotické stability poc¢atku, neboli vymfeni po-
pulace, a na oblast nestability. Hrani¢ni piimka d; reprezentuje body nea-
symptotické stability. Pro kombinaci parametri a; > 0, as < 1 je oblast
vymieni znazornéna oranzovou barvou na Obrazku 5, totéz vidime na Ob-
razku 6 pro kombinaci a; < 1, as > 1.

Oblast nestability miizeme jesté rozdélit na oblast slabé persistence, kde
As4] < 1 a |A\12 > 1|, a oblast silné persistence, kde plati |A\;| > 1,
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1 =1,2,3,4. Slaba persistence miize znamenat, ze pfeziji jedinci jen z jedné
oblasti, ale obyvat budou obé. Silna persistence vypovida o pieziti jedinct
obou populaci. Oblast silné persistence je na Obrazcich 5, 6 znazornéna zele-
nou barvou. VSimnéme si, ze v obou piipadech kombinace parametri aq, as,
zelend oblast zmizi, kdyZ se bod [1, 1] stane prvkem (oranzové) oblasti vy-
mieni. Pokud bod [1, 1] dosadime do vyrazu (26),

1— a9
- =1
ag(al — 1)
].—CLQZCL16L2—CL2
ajo = 1
bip1bapz = 1,

dostaneme, 7e se tak stane v piipadé, kdy aias = 1. Z toho plyne, ze pokud
bude ajay > 1, budou se v parametrické oblasti (di, ds) nachézet tii oblasti,
oblast vymfeni, oblast slabé persistence a oblast silné persistence, viz Obré-
zek 5 a) a Obréazek 6 a). V opa¢ném piipadé, tedy ajay < 1, budou pfitomny
pouze dvé oblasti, oblast vymieni a slabé persistence, viz Obréazek 5 b),c)
a Obrazek 6 b),c).

Uvazujme jesté kombinaci parametru ay, as tak, ze a; > 1, ag > 1. Jak jiz
bylo fec¢eno, stability po¢atku v tomto pripadé nelze dosdéhnout. Ale miuzeme
zjistit, jak vypadaji oblasti silné a slabé persistence v parametrické oblasti
(dy,ds). Z Poznamky 6 vime, Ze |\ 2| je pro tuto kombinaci parametri vzdy
vétsi nez jedna. Abychom mohli ohranicit oblast silné persistence, sta¢i nam
vyFesit nerovnici Az 4| > 1:

\/(a2d2 —az +aidi —a1) — \/(a2d2 — a2 + ardi — a1)? — 4(—aja2dz — arazds + aias) > 1

2

Umocnénim a pfevedenim na pravou stranu ziskame

—\/(a2d2 —az +a1d1 — a1)? — 4(—ara2dz — arazd; + araz) > 2 — a1 + a1di — a2 + azxdz

\/(a2d2 —az +a1d1 —a1)? — 4(—araz2dz — arazdi + ara2) < a1 —ardy + ag — azda — 2

(a2d2 — a2 +aidy — (11)2 — 4(—a1a2d2 — ajaz2di + a1a2) < (al —aidy + as — asdsy — 2)2,
roznasobenim a upravenim této nerovnice se dostavame k:

2a1a2d2 + 2ai1a2d] — 2a1a2 < 4 — 4ag + 4asde — 4ay + 2a1a2 + 4ar1d; — 2a1a2d1 — 2aia2ds
4aiagds + 4ajazd; < 4 — 4ag + 4asds — 4a1 + 4araz + 4ardy
arazds —azds <1 —az —a1 +aiaz +a1di —arazdy
da(araz —a2) < (1 —a2) —ai(l —a2) + a1di(1l — a2)
deaz(a1 — 1) < (1 —a2)(1 — a1 + a1dr)
(1—-a2)(1—a1+aidy)

do <
az(a1 — 1)

*
:d27
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0.8} 0.8} 0.8}

0.6r 0.6r 0.6r

04 0.4 04
0.2 0.2} 0.2
0.0 ﬂ.ﬂl uul
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
dy dy dy
(a) b1:b2:2,p1:0,49, (b) b1:b2:2, (C) b1:b2:2,p120,3,
p2=0,6 p1 = 0,416, p» = 0,6 p2=0,6

Obréazek 6: Rozdéleni parametrické oblasti (di,ds) podle stability pocatku pro az > 1,
a1 < 1. Cerny kiizek naznacuje hodnotu dj, ¢erveny kiizek pak hodnotu d7.

a1—1

kde ag(al — 1) > O, (1 —CLQ) <0a (1—a1+a1d1) >0 pro dl > = dT
a (1 —a; + aidy) <0 pro dy < dj. Z toho plyne, ze uvazovat d; > il’{ nema
smysl, jelikoz by dy muselo byt zaporné. Pro d; < dj bude zlomek kladny,
tzn. |As4| > 1 pro dy < dj a dy < dj.

Toto ohranic¢eni plati pro realnd vlastni ¢isla. V parametrické oblasti
(dy,dy) existuje jesté jedna oblast, kde plati |\;| > 1, kterd se objevi v pii-
padé, kdy |As4| > 1 vyjdou komplexni.

Tyto oblasti silné persistence vidime na Obréazku 7, kde jsou znazornény
zelenou barvou. Mezi nimi je pak oblast slabé persistence. Na stejném prin-
cipu je ohranic¢ena oblast silné persistence na Obrazcich 5 a 6.

Jisté nas zajimé, ¢im je ohranicend oblast silné persistence, které dosah-
neme pro komplexni vlastni ¢isla. Vlastni ¢isla A; o budou vzdy redlna a plati
pro né, |A;2| > 1 pravé tehdy, kdyz a1 > 0, ax < 1 a dy > d3, nebo a; < 1,
as >1lady, <d; neboa; >1aay>1.

Vlastni ¢isla A3 4 mohou byt i komplexni. Zde pro kazdé a;ay > 1, mize na-
stat [As4| > 1. Najdeme tedy hrani¢ni piimku d5, a hrani¢ni hodnotu dj,
které nam ohranic¢i oblast silné persistence.

Lemma 7. Pro kazdé ajas > 1 existuje d3;, a dy, tak, ze pro kazdé dy > d5,
a kazdé d; > dj, bude platit |\;| > 1,7 =1,2,3 4.

Diikaz. Abychom dostali komplexni vlastni ¢isla A3 4 tak, ze bude [A34] > 1,
musi platit

—(a2d2 — a2 + ard1 — a1) — v/(a2d2 — a2 + ardy — a1)? — 4(—araz2ds — arazds + araz) o
2

1
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10 ‘ ‘ = 10 ‘ —% r 10 ‘ ‘ %
0.8 0.8 0.8l
0.6 0.6H 06H
d; dy dy
0.4 0.4H 0.4
0.2 0.2 0.2
0.0L% 0ol ¥ 0.0] X
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
dy dy dy
(a) by = b2 =2, p1 = 0,55, (b) by = b2 =2, p1 = 0,6, (c) by =by =2, p1 =0,75,
p2:0755 P2:078 p2:0555

Obréazek 7: Rozdéleni parametrické oblasti (di,ds) podle stability pocatku pro az > 1,
a1 > 1. Cerny kiizek naznacuje hodnotu dj, ¢erveny kiizek pak hodnotu d7.

a1 —aidy + a2 —azdz +2 < \/(a2d2 —az +a1di — a1)? — 4(—ara2dz — arazd; + ara2)
(a1 — a1dy + az — azds + 2)? < (azd2 — a2 + a1dy — a1)? — 4(—arazdz — a1azdy + ajaz)
4+ 4aq + 4das — 4a1d1 — dasds < —4aias + 4aiasdl + 4aiasds
azda + arazds > (14 a1)(1 + a2) — dl(a1 + a1a2)
1+aso CL1(1+02)

do > —d .
2 az 1CL2(1+a1)

1 .
(05} a2(1 + al)
Hodnotu dj,, ziskdme tak, ze polozime d;, = 1:

1 1
Z toho plyne d, = 222 _ g, 11+ 42)

1+ as _d CL1(1+G2) —1
(05} 1a2(1+a1)
d (1,1(1 +CL2) . l
1a2(1+a1) as
1+Cl1
d J—
! al(l—l—ag)’
1
tzn. dj, = ﬂ. O
a1(1+a2)

4 Model s diftizi pro n oblasti

Jako dalsi rozsiteni budeme uvazovat model pro n oblasti, ktery je ilustrovany
na Obrazku 8. Dospéli mohou migrovat pouze do sousednich oblasti, opét
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Oblast 1 Oblast 2 Oblast n

e 0@

LAl Pn b,(1-d,")

n-1 dn-1 ¥

P1 by(1-dy™=d,")

Obrazek 8: Schematicka ilustrace Modelu se sousedskou difazi pro n oblasti.

jesté pred narozenim potomki s tim, 7e z oblasti n nemohou jit do oblasti 1
a naopak. Zavedeme si nové znaceni tak, ze C(m,t) je pofet déti v m-té
oblasti v case t a A(m,t) je pak pocet dospélych v m-té oblasti v ¢ase t, kde
m = 1,2,...,n at € Ny. Difazni parametry si oznacime d,, ktery oznacuje
diftzi z oblasti m do oblasti m—1, a d.!,, difazi z oblasti m do oblasti m+1. Je
ziejmé, 7e di = d,; = 0. Pro zachovani nezaporného poc¢tu jedincii v populaci
musime dodat podminku d, + d < 1.
Sestavime si diferenc¢ni rovnice pro déti a dospélé:

Clm,t+1) = (1 —d-. — dt)bpA(m,t) + d bm_1 Alm — 1,8)+
+ d;@Jrlbm-I—lA(m + 17 t)v (28)

A(m,t +1) = p,,C(m,t). (29)

Rovnice (28) - (29) piedstavuji jednoduchou soustavu dvou linearnich parci-
alnich diferen¢nich rovnic. Dosazenim (28) do (29) jsme schopni tuto soustavu
redukovat na jednu linedrni parcidlni diferen¢ni rovnici:

Am,t+1) = (1 —d,, — &} )ompmA(m,t — 1)+ d _bp_1pm_1A(m —1,t — 1)+
+ d;l+1bm+1pm+A(m +1,¢— 1) (30)
Soucin b,,p,, si pro zjednoduseni oznac¢ime podobné jako u predchozich mo-
delu, viz (11):
Ay, = bpPm, m=1,2,...,n. (31)

Vyraz (30) si prepiseme do tvaru

Am,t+1) =1 —d, —danAlm,t — 1) +d} am, 1A(m —1,t — 1)+

m—1

+d, amyA(m + 1,6 —1). (32)
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Model budeme fesit z pohledu poc¢tu dospélych v jednotlivych oblastech.
Poskladame si je do vektoru X (¢) tak, ze X (t) = (A(1,t), A(2,t), ..., A(n,t))".
Rovnici (30) Ize nasledné napsat vektorové

Xt+1)=M-X(t—1), teNyX(t)eR", (33)

kde M je tridiagonalni prostorova Lesliecho matice ve tvaru:

(1 — df)al dZ_GQ 0 NP 0
di“al (1 — d2_ - d;—)ag d;ag e 0
M = 0 dfas : . (34)
0 0 d-a,
0 0 coedb ja, (1—d))ay,

Stejnym zpusobem lze sestavit matice i pro Leslicho modely se dvéma
oblastmi. Misto matice Sy, viz (10), bychom pouzili matici

[ 0
Ml_ <0 GQ) ’

misto matice S, viz (12) matici

M, — <(1 —dy)ay 0>

dyay a2

a misto matice S3, viz (15) matici

(1 — dl)al d2a2 )
My = .
3 ( d1a1 (1 — dz)ag

V8imnéme si, Ze se jedné& o vyfez z matice M pro n oblasti s pfislusnymi
difaznimi parametry. Rozbor téchto modeli pro 2 oblasti se nam pak zjedno-
dusi, protoze matice M; — M3 maji jen dvé vlastni ¢isla, navic u matic M,
M lezi vlastni ¢isla pfimo na diagonéle.

4.1 Pohyb jen jednim smérem

Urcit vlastni ¢isla matice (34) nenf aplné trividlni zalezitost. Zacneme tedy
se specidlnimi piipadem, kdy se ¢lenové populaci mohou presouvat pouze
jednim smérem, bud smérem od prvni k n-té oblasti, nebo naopak. Pokud se
bude jednat o smér od prvni k n-té oblasti, budeme do rovnice (33) za matici
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M dosazovat matici

(1—d)a 0 0 o 0
diay (1—df)ay 0 0
M* = 0 dy as i (35)
0 0 0
0 0 d:{_lan_l Qn,

Vlastni ¢isla lezi na diagonéle, tzn.

A-—{“_dm% i=1,2,..n—1,

an 1 =n.

Lemma 8. Uvazujme model X (t+1) = M- X (t —1). Pro kazdé a;, i rizné
od n, existuje df € [0, 1) tak, Ze pocatek je pevny bod tohoto modelu, ktery
je

(i) asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyZ a, < 1 a zaroven dj > d;
pro vSechna¢=1,2,...,n —1,

(ii) stabilni prave tehdy, kdyZ a, < 1 a zéroven df > d pro viechna
i=1,2,....n—1,

(7ii) mnestabilni pravé tehdy, kdyz

e a, > 1, nebo

e existuje i € {1,2,...,n — 1} tak, Ze d} < d; a zarovei a; > 1.

Diikaz. (i) Pro zvolené a, < 1jei A, < 1. JelikoZ jsou ostatni vlastni ¢isla
kladna, vytesime nerovnici \; < 1,7 =1,2,...,n — 1. RozliSme dvé moznosti

1. Proa; <1jei); = (1—d;)a; < 1. Hrani¢ni hodnotu d; volime rovnou
nule.

2. Pokud ale a; > 1, ziskAme d; vyfeSenim nerovnice

(1 — df)az <1
1
df >1—-—,
a;
AP 1
z toho vyplyva d; =1 — —.
a;
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(17) Dukaz je stejny jako (i), jen zaménime ostré nerovnosti za neostré.
(#7i) Aby bylo alespoii jedno vlastni ¢islo vét3i nez jedna, tak bud staci a,, > 1,
protoze A\, = a,. Nebo pokud a, < 1, pak musi byt alesponi jedno a; > 1
a prislusné df < d:
)\7; >1
(1 — d:_)CLZ > 1

1
df <1-—=d;.
a;

]

Pti migraci ve sméru z n-té oblasti do prvni, budeme pocitat s matici M~

aq dQ_CI,Q 0 0
0 (1 — dz_)ag dgag c. 0
M- =10 0 : . (36)
0 0 L doa,
0 0 .0 (1=d)ay

Ohledné vlastnich ¢isel dojdeme ke stejnym zavérim s tim rozdilem, ze

L (1 —d;)ai 1=2,3,...,n.

4.2 Odhad vlastnich ¢isel pomoci Gersgorinovy véty

Pro obecnou matici M (34) mizeme pro odhad vlastnich ¢isel pouzit Gersgo-
rinovu vétu, Véta 2. Vlastni ¢isla tak odhadneme pomoci kruznic K; v kom-
n

plexni roviné se stiedy m;; a poloméry r; = Z]mij|, kde m;; jsou prvky
j=1
) J#
matice M.

Lemma 9. Pocatek je pevnym bodem modelu (33), kde plati, ze pokud

(1) prokazdéi, i =1,2,...,n,je Z m;; < 1, pak je pocCatek asymptoticky
J
stabilni,

(17) pro kazdé i, i =1,2,...,n, je Zmij < 1, pak je pocatek stabilni,
J
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(a)Pocatek je asympt. (b) Pocatek je nestabilni, (¢) O stabilité neumime
stabilni, [A;| < 1. existuje |A\;| > 1. rozhodnout.

Obrazek 9: Odhad vlastnich ¢isel modelu (33) pomoci Geschgorinovy véty.

(7i) pro alespon jedno i € {1,2,...,n} je m; > 1 a zaroven r; < my; — 1,
pak je pocatek nestabilni.

Diikaz. (i) Protoze je matice M nezaporna, bude suma Zmij < 1 pro
J
m; < 1 a Zm“ < 1 — my;, z toho vyplyva, ze stiedy kruznic K; budou
J#i
lezet v intervalu (0,1) a poloméry r; jsou mensi nez 1 — my;, tzn. vSechny
kruznice lezi v intervalu (—1, 1), viz Obrazek 9 a). Podle Gersgorinovy véty
vime, Ze |\;| < 1, tudiz pocatek je asymptoticky stabilni.
(#7) Nerovnost me < 1 bude splnéna pro my; < 1 az mi; < 1 — my.

J#i
Stredy kruznic budou porad lezet v intervalu (0, 1) a jejich poloméry budou

ri < 1— my. Z toho vyplyva, ze vSechny kruznice lezi v intervalu (—1, 1],
coz znamend, Ze |\;| < 1 a pocatek je stabilni.

(731) Pokud bude pro alespon jedno i m;; > 1 a r;, < my — 1, znamena
to, Ze i-t4 kruznice bude vné intervalu [—1,1], viz Obrazek 9 b). Jelikoz
kazda z kruznic odhaduje jedno vlastni ¢islo, tak z Gersgorinovy véty plyne,
7e existuje \; > 1, tedy 7ze pocatek je nestabilni. O

Priklad 1. Napiiklad pro konstantni parametry a a d, s omezenim d < —,

2
bude matice M ve tvaru
(1—-d)a da 0o ... 0
da (1-2d)a da ... 0
M= 0 da . - : . (37)
0 0 da
0 0 oo da (1—=d)a
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Obrazek 10: Oblasti stability poc¢atku pro Ptiklad 1.

Sec¢teme-li prvky v tadcich

1an: (1-d)a+da=a—da+da=a,

2 az (n-1): da+ (1 —2d)a + da = 2da + 1 — 2da = a,

soucet je vzdy a. Z toho plyne, Ze pokud a < 1, bude pocatek asymptoticky
stabilni, a pokud a < 1, pak bude stabilni.

Pokud bude alespon jedna kruznice K; vné intervalu [—1, 1], pak mizeme
s jistotou tvrdit, 7Ze pocatek je nestabilni. Jelikoz v tomto pripadé méame jen
dvé razné kruznice. Stane se tak:

1. pro kruznice K; = K, se stiedem (1 — d)a a polomérem da, pokud
a > 1, stied (1 — d)a > 1 a polomér da < (1 — d)a — 1.
(1—d)a>1
1

d<1l—-—
a

a zaroven

da < (1 —d)a—1)
1 1
d<§(1—a),

1 1
z toho plyne, Ze d musi byt mensi nez 5 <1 — —).
a

2. pro kruznice Ky = K3 = --- = K,,_1 se stiedem (1 — 2d)a a polomérem
2da, kde zase musi byt a > 1, (1 —2d)a > 1 a 2da < (1 — 2d)a — 1.

(1—2d)a > 1
1 1
d<=>(1-=
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a zaroven

2da < (1 —2d)a—1)
1 1
d<-(1-=

“i(-a)

1 1
zde musi byt d < — (1 — —).
4 a

1 1 1 1
7 toho vidime, zZe pro a > 1 a 1 (1 — —) <d< 5 (1 — —), budou vné
a a

1 1
intervalu [—1, 1] kruznice K; a K,,. Pokud bude d < 2 (1 - —) budou vné
a

vSechny kruznice.

Iustraci oblasti stability v roviné (a,d) vidime na Obréazku 10. Ve zluté
oblasti je pocatek téz nestabilni, coz se nam ale povedlo ukazat pouze nume-
ricky.

4.3 Model s diftizi pro n oblasti v kruhu

Dalsim specialni pfipadem je model s n oblastmi, kde mohou jedinci migrovat
jen do sousednich oblasti a navic je povolen pohyb mezi prvni a n-tou ob-
lasti. Matice M = M. bude nyni cirkulantni matice, coz je ¢tvercova matice,
ktera je dana jednim vektorem, ktery tvori v matici prvni fadek. Kazdy dalsi
fadkovy vektor je otoceny o prvek doprava. Nase matice je urcena vektorem
c=((1-d —d")a,d a,0,0,...,0,d"a)) o velikosti n, kde d~ znaci diftzi
do predchozi oblasti a d* do nésledujici. Matice M, vpad4 nasledovné:

(1—d —d"a d"a 0o ... d*a
dta (1—d —d")a da ... 0
M, = 0 d*a : . (38)
0 0 d a
d"a 0 . dta (1—d —dMa

Pro cirkulantni matice je zndm obecny tvar vlastnich cisel:

Aj=c(l) + (2w +eB)wi + - Fe(n)wf ™ j=0,1,,n=1 (39)

kde w; = e<21ij), 7 je imaginarni jednotka.

Po dosazeni naseho vektoru ¢ se dostavame k

N=(1—d —d"a+d aw;+dtaw]!
27ij 2mij

=(1—-d —d")a+ dae(*%) + d+ae(*)D) (40)
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Obrézek 11: Vlastni ¢éisla cirkulantni matice M, pro n = 15.

V komplexni roviné lezi tato vlastni ¢isla na kruznici s tim, ze A4, je vlasti
¢islo s nejvétsi redlnou ¢éasti, viz Obrazek 11. A protoze je matice M, neza-
porné a nerozlozitelna tak podle Perron - Frobeniovy véty, Véta 1, ma jedno
jednoduché kladné vlastni ¢islo, které je v absolutni nejvétsi ze vSech. Z tvaru
pro A; vidime, Ze jediné takové vlastni ¢islo je Ag

)\max
2mi0 27i0

Ao

(1—d —d")a+ d=ae() 4 d*ae(5) 1)
(

a

—d —da+d a+d"a

7 toho plyne, Ze neni tézké popsat chovani tohoto modelu.

Lemma 10. Uvazujme model (33) s matici M = M. Pocatek je klidovym
stavem tohoto modelu, ktery je

(7) asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz a < 1,

(77) stabilni pravé tehdy, kdyz a < 1,
(7ii) nestabilni pravé tehdy, kdyz a > 1.
Diikaz. (i) Nejvétsi vlastni ¢islo Ayq. je rovno A\g = a, tzn. Ay vypovida
o chovani modelu. Je-li \;j < 1 bude pocéatek asymptoticky stabilnim klido-
vym stavem modelu (33) s matici M..

(17) Co se tyce stability a nestability jedna se o stejnou myslenku. Poc¢atek
je stabilni, pokud \g = a < 1 a nestabilni, kdyz \g = a > 1. O
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5 Zaveér

V bakalaiské praci jsme rozsitili standardni Lesliecho maticovy model o pro-
storovou strukturu. Sestavili jsme si jednoduchy model pro dvougeneraéni po-
pulace jednoho druhu na dvou oblastech. Prvni model jsme sestavili za pted-
pokladu, zZe jedinci obou populaci nesméji opustit svou oblast. Populace se
tedy vyvijeji nezavisle a tento model lze fesit i jako dva obecné Leslieho
modely.

Zajimavéjsi uz pak byly modely, ve kterych jsme umoznili migraci, bud
pouze jednostrannou, nebo oboustrannou. U modelu s jednostrannou migraci
jsme zjistili, Ze povolenim pohybu ur¢itého poé¢tu jedincu (jesté pied naro-
zenim potomki) z prosperujici oblasti do oblasti sméfujici k vyhynuti, 1ze
druh bud zachranit, nebo vyhubit v obou oblastech. V modelu s oboustran-
nou migraci se nam také podafilo najit hrani¢ni pocty migrujicich tak, aby
jsme veédéli, ze pro dany pocet migrujicich druh vymie nebo prezije.

Po analyze modelt na dvou oblastech jsme né&s piistup zobecnili pro n
oblasti spojenych vedle sebe nebo v kruhu. Migraci jsme pro jednoduchost
uvazovali pouze do sousednich oblasti. Pro model popisujici oblasti spojené
vedle sebe jsme dostali tridiagonalni matici, kterd ma za jistych okolnosti
hezké vlastnosti. Ale jelikoz mé naSe matice 4n — 2 rtiznych parametri, ne-
povedlo se nam urc¢it obecny tvar vlastnich ¢isel tak, abychom mohli s jistotou
tvrdit, jak se bude modelovany druh vyvijet. Pro Sirsi odhad vlastnich ¢isel
jsme pouzili GerSgorinovu vétu. S jeji pomoci jsme ziskali interval, ve kterém
lezi v8echna vlastni ¢isla dané matice. Pro nékteré intervaly mizeme s jisto-
tou tvrdit, ze populace piezije, respektive vymie, ale existuji i intervaly, kde
nelze rozhodnout.

Pokud bychom v tomto modelu povolili migraci jen jednim smérem, do-
stali bychom horni nebo dolni trojihelnikovou matici, kterd ma vlastni ¢isla
pfimo na diagondle. Jejich tvar neni nijak slozity, tedy jsme byli schopni
popsat chovani takto modelované populace.

Pro n oblasti spojenych do kruhu jsme mohli urc¢it vlastni ¢isla cirku-
lantni matice, ale pouze za cenu toho, 7ze jsme volili konstantni parametry
pro vSechny oblasti.

Déle by mohlo byt feSeno, jak by model vypadal, kdyby jedinci jednotli-
vych populaci mohli migrovat do libovolnych oblasti, nebo zda se pro obecné
parametry da ukazat zavislost pteziti druhu na poc¢tu oblasti.

V8echny modely jsme sestavili za predpokladu, Ze mame dvougenera¢ni po-
pulace, a ze k migraci dospélych jedincti dochazi pred narozenim potomkii,
¢ili, Ze tito jedinci v nové oblasti rodi s porodnosti z té plivodni oblasti. M-
zeme uvést piiklad, jak by vypadala matice pro dvé oblasti s jednostrannou
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difazi, kdyby jedinci, ktefi migrovali rodili s porodnosti z oblasti nové:

0 b(l—d) 0 0

S/ — D1 0 0 0
2 0 b2 d1 0 b2
0 0 pe 0

Také muzeme alternativné uvazovat model vicegenera¢ni, naptiklad pro tri
generace na dvou oblastech s jednostrannou difuzi by matice Sy mohla vy-
padat nésledovné:

0 b(l—dy) b 0 0 O

D1 0 0O 0 0 O

g . 0 p2(1 — dl) 0 0 0 0
710 bid, 0 0 by by’

0 0 0 p3 0 O

0 pady 0 0 ps O

kde mohou migrovat jen jedinci z prostiedni generace v prvni oblasti. Moz-
nosti, jak tento model modifikovat, je tedy nespocet. Muzeme pridavat gene-
race, ménit pocet oblasti nebo povolit migraci vSech generaci. Realné vyuziti
by pak muselo byt tzce spjato se znalostmi o biologickém a ekologickém
chovéani konkrétni druhu a daného prostiedi.

32



Reference

[1]

2]

3]

19]
[10]
[11]

[12]
[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

L. J. S. Allen, An Introduction to Mathematical Biology, Pearson/Prentice
Hall, Upper Saddle River 2007.

N. Bacaér, A Short History of Mathematial Population Dynamics, Springer
Verlag, Londyn 2011.

H. Caswell, Matriz Population Models: Construction, Analysis and Interpre-
tation, Second edition, Mass.: Sinauer Associates, Sunderland 2001.

J. M. Cushing, An introduction to structured population dynamics, Society
Industrial and Applied Mathematics, Philadelphia 1998.

L. Euler, Introductio in analysin infinitorum, Tomus primus. Bousquet,
Lausanne 1748. Také v: Leonhardi Euleri Opera omnia, Ser. I, Teubner, Leizig
1922. Anglicky pFeklad, Springer, New York 1988.

M. Fiedler, Specidlni matice a jejich pouZiti v numerické matematice, SNTL -
Nakladatelstvi technické literatury, Praha 1981.

F. R. Gantmacher, The Theory of Matrices, Chelsea Pub. Co., New York 1964.

W. G. Kelley, A. C. Peterson, Difference FEquations, Academic press , San
Diego 2001.

M. Kot, Elements of mathematical ecology, Cambridge University Press,
Cambridge 2001.

P. H. Leslie, On the use of matrices in certain population mathematics, Bio-
metrika 33(1945), no.3, 183-212.

T. R. Malthus, An Essay on the Principle of Population, 1st edn., J. Johnson,
Londyn 1798.

J. D. Murray, Mathematical Biology, Springer-Verlag, Berlin 1989.

J. Nash, Equilibrium points in n-person games, Proceedings of the National
Academy of Sciences 36(1950), no.1, 48-49.

J. von Neumann, O. Morgenstern, Theory of Games and Economic Behavior,
Princeton University Press 1944.

L. E. Sigler Fibonacci’s Liber abaci: a translation into modern English of Le-
onardo Pisano’s Book of calculation, Springer, New York 2002.

J. M. Smith, G. R. Price, The logic of animal conflict, Nature 246(1973),
15-18.

P.-F. Verhulst, Notice sur la loi que la population poursuit dans son accrois-
sement Corresp. Math. Phys. 10(1838), 113-121.

33



