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Abstrakt

Hlavnim cilem této bakalarské prace je studovat vlastnosti p-trigonometrickych
a p, g-trigonometrickych funkci a tyto vysledky nasledné vyuzit pti vysettovani dvourozmér—
ného zobecnéného normalniho rozdéleni. Déle je v této praci uveden prehled derivaci a in-
tegrali zobecnénych trigonometrickych funkei. V posledni fadé je prace zaméfena na gene-

rovani dat se zobecnénym normalnim rozdélenim.
Klicova slova

p, g-trigonometrické funkce, zobecnéné normalni rozdéleni, kvantily, generovani dat

Abstract

The main goal of this bachelor thesis is to study the properties of p-trigonometric and
p, g-trigonometric functions and these results to use in investigating the two-dimensional
generalized normal distribution. Further, in this work is presented an overview of derivatives
and integers of generalized trigonometric functions. Finally, the work is focused on generating
data with a generalized normal distribution.

Keywords

p, g-trigonometric functions, generalized normal distribution, quantiles, generate data

Zusammenfassung

Das Hauptziel dieser Bachelorarbeit ist Eigenschaften p-trigonometrischen und p, g-trigono—
metrischen Funktionen studieren und dann diese Ergebnisse bei der Untersuchung der zwei-
dimensionalen generalisierten Normalverteilung verwenden. Dariiber hinaus liefert diese Ar-
beit einen Uberblick tiber Ableitungen und Integrale der generalisierten trigonometrischen
Funktionen. Letzlich ist die Arbeit auf der Erzeugen von Daten mit der generalisierten Nor-
malverteilung fokussiert.

Schliisselworter

p, g-trigonometrischen Funktionen, generalisierten Normalverteilung, Perzentile, Erzeugen

von Daten
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1 Uvod

Nasim cilem je studovat vlastnosti p-trigonometrickych a p, g-trigonometrickych funkei (po-
drobné viz v sekcich 4 a 5), jez byly studovany od konce 70. let 20. stoleti. Dané vysledky
budou nasledné vyuzity pri vysettovani dvourozmérného zobecnéného normalniho rozdéleni
(podrobné viz sekce 3), které je pouzivano jiz od 60. let 20. stoleti. V literatufe se ndm ne-
podarilo najit clanek, ktery by kombinoval teorii dvourozmérného zobecnéného normalniho
rozdéleni s teorii p, g-trigonometrickych funkci. Ukazuje se (viz Zavér této bakalarské prace),
ze nami navrzena metodika vede na mnohem jednodussi vypocCty v porovnani s jinymi pra-
cemi (viz [19, 20, 21]).

Nejprve si v kapitole 2 predstavime néktera statistickd jednorozmérna rozdéleni a uvedeme
jejich zakladni vlastnosti a vztahy mezi témito rozdélenimi. Déle se v této kapitole zamérime

na koeficient Spicatosti a Sikmosti zobecnéného normélniho rozdéleni.

Kapitola 3 bude vénovana dvourozmérnému zobecnénému normalnimu rozdéleni. Uvedeme
si zde jeho historii, zdkladni vlastnosti a také si zde vykreslime grafy vyznacujici hladiny

vyznamnosti tohoto rozdéleni.

V kapitole 4 a 5 se seznamime se zobecnénymi trigonometrickymi funkcemi a to nejprve
s jednim parametrem a poté se dvéma parametry. Opét si zde uvedeme zakladni vlastnosti
téchto funkci. Déle v obou kapitolach bude cilem nalézt feSeni problému dané pocatecni

tlohy a to nejprve pomoci analytického pristupu tak poté pomoci numerického pristupu.

Kapitola 6 bude zamérena na prehled derivaci a integrali. V této kapitole si uvedeme vzorce
pro jednotlivé derivace a integraly zobecnénych trigonometrickych funkei.

Po sezndmeni se zobecnénymi trigonometrickymi funkcemi (viz kapitola 4 a 5) bude ka-
pitola 7 vénovana grafiim téchto funkci. Kromé grafti zobecnénych trigonometrickych funkci
vykreslime zde také grafy zmén hodnoty 7, popt. 7, , v zdvislosti na parametru p popf. p a q.

Kapitola 8 bude vénovana normalizaci a kvantilim dvourozmérného zobecnéného normalniho
rozdéleni. Cilem bude znormalizovat funkci hustoty tohoto rozdéleni a vypoéitat 95% kvantil
na zakladé provedené normalizace. Tento postup bude proveden jak pro hodnotu p = ¢ tak
pro hodnotu p # q.

V kapitole 9 se zamérime na generovani dvourozmérnych dat s dvourozmérnym zobecnénym
normalnim rozdélenim. Budou zde vykresleny histogramy c¢etnosti na zakladé vygenero-
vanych hodnot daného rozdéleni. Tento postup bude proveden nejprve pro jednorozmérné
zobecnéné normované normalni rozdéleni a dale pro dvourozmeérné zobecnéné normované

normalni rozdéleni.

Zaver této bakalarské prace je uveden v kapitole 10, kde je porovnan nas pristup s pristupem
praci [19, 20, 21].



Prehled znaceni

V celé bakalarské praci pouzivame pro exponencielu jak znaceni e” tak znaCeni exp(x).
Pouziti téchto dvou rozdilnych znaceni téze funkce je z dtivodu lepsi ¢itelnosti danych vyrazi.

A2 B Vyraz B byl obdrzen z vyrazu A pomoci softwaru Wolfram Mathematica.
R Mnozina vsech realnych ¢isel.

RY Mnozina vSech usporadanych N-tic realnych ¢isel.

N Mnozina vsech ptirozenych ¢isel.

7 Mnozina vsech celych ¢isel.

E(...) Stfedni hodnota.

D(...) Rozptyl (nékdy také oznacovan jako var(...)).

Y2 Koeficient $picatosti.

o F(...) Hypergeometricka funkce.

A Laplacetv operator.



2 Neéktera statisticka rozdéleni

V nésledujicich sekcich si predstavime néktera rozdéleni a jejich zakladni vlastnosti, ktera
budou pro tuto bakalarskou praci potiebna.

2.1 Vybrana jednorozmeérna rozdéleni a jejich zakladni vlastnosti
2.1.1 Gama rozdéleni

Zactneme rozdélenim gama. Toto rozdéleni fadime mezi spojité rozdéleni s dvéma parame-
try. Specidlnimi pripady tohoto rozdéleni jsou exponencialni rozdéleni a y-kvadrat rozdéleni.
Gama rozdéleni se vyuziva napriklad pii modelovani pravdépodobnosti doby ¢ekani.

Ma-li tedy ndhodna veli¢ina X gama rozdéleni s parametry «, 5 > 0, potom muizeme psat,

ze X ~ T (a, ) a jeji hustota pravdépodobnosti mé tvar

Ba xaflefﬁx
fl@a, 8) = { T'(a)

0 pro x < 0.

pro x > 0,

(1)

Oznaceni I' () nazyvame Eulerovym integrdlem druhého druhu ¢ uplnou gama funkei de-

finovanou vztahem

F(a):/we_mxo‘_ldx:(a—l)F(oz—l) : (2)
0
Diikaz.
['(a) = /OO e "y = [—:L’a’l e,z}oo + /oo (a—1)2* e da =
0 0 0

:(a—l)/oooa:o‘2exdx:(o¢—1)F(o¢—1).
[l

Jak jiz bylo vyse uvedeno specialnimi piipady tohoto rozdéleni jsou exponencialni rozdéleni
tj. « = 1 a x-kvadrét rozdéleni tj. « =n/2, kde n € Na § = 2.

Mezi zakladni vlastnosti tohoto rozdéleni patii stfedni hodnota a rozptyl, které jsou defi-
novany vztahy

o
E(X)=— 3
(X) 3 (3)
a
o
D(X) = ik (4)
Déle je dobré pripomenout distribucni funkci rozdéleni gama, kterd je definovana jako
v 7 (o, f)
F ) & = / 3 @ du = TPy 0 5
(@i ) = [ flusce = LS o)

kde 7 (o, fx) je nizsi nedplna gama funkce definovand vztahem

v(s,x) = /Ox e tdt. (6)
4



Poznamenejme také vyssi netplnou gama funkci definovanou vztahem
Disa)= [t e dt=Q(s,2)T (5), (7)

kde @ (s,z) je regularizovand gama funkce. Z rovnice (7) muzeme tak fici, ze regularizo-
vana gama funkce je podil vyssi neidplné gama funkce a uplné gama funkce. Jako posledni

pripomeneme velmi dobfe zndmy vztah

/0

L)l (1—z2) = (8)

sin (7z)

2.1.2 Beta rozdéleni

Dalsim rozdélenim je rozdéleni beta. Toto rozdéleni opét fadime mezi spojité rozdéleni defi-
nované na intervalu (0, 1) s dvéma parametry «, 5 > 0. Beta rozdéleni se vyuziva napiiklad
k modelovani chovani ndhodnych proménnych.

Ma-li tedy nahodna veli¢iny X beta rozdéleni s parametry «, § > 0, potom muzZeme psat,

ze X ~ B(a, ) a jeji hustota pravdépodobnosti mé tvar

1 -1
fx;a,ﬁzixo‘_ll—xﬁ pro0 <z <1, 9
(@) = gy (1) 0
kde B(«, ) je uplna beta funkce definovana vztahem
! 1
B(a,B) = / 21— ) de . (10)
0
Pro beta funkci déle plati vztah
['(a)T'(5)
B =B = =" 11

kde I je gama funkce definovana vztahem (2).

Diikaz. Vyjdeme ze vztahu

['(a)T(B) = /;OO e "dx - /yo Yy leVdy = /yO /33:0 oy e Y dady

Zavedenim substituce x = zt a y = z (1 — t) dostavame
T (8) _/ / 22 (2 (1= )P T (2,0) |dtdz =
z=0Jt 0

—/ / (z0) (2 (1= )" 2dtdz =
z=0Jt 0

1
= / e 7 2T, / =) de =
z=0 t=0
=I'(a+pB)B(a,p),

kde |J (z,t)| je determinant Jacobiovy matice funkei @ = 2t a y = 2 (1 — t). Z této rovnice
lze uz jednoduse vyjadrit vztah (11). Prvni rovnost ze vztahu (11) plyne ze symetri¢nosti
funkce beta. O



Mezi zakladni vlastnosti patii opét stiedni hodnota a rozptyl, které jsou definovany jako

:04+ﬁ
D(X) = _oP .
(a+B) (a+p+1)

Déle je opét dobré definovat distribucni funkci téz regularizovanou beta funkci a to vztahem

Feia,g) = S0 = 1 (@ia,). (14)

kde I (z;a, ) je regularizovand beta funkce a B (z; «, ) je neiplnd beta funkce definovana

E(X)

(12)

(13)

vztahem

B(z:a,f8) = / 21— 2)" de. (15)
0
Z rovnice (14) muzeme netplnou beta funkci definovat jako nasobek tiplné a regularizované
beta funkce. K této funkci se pozdéji vratime v kapitole 4 a 5.
2.1.3 Normalni rozdéleni

Jako treti predstavime normalni rozdéleni. Opét se jedna o spojité rozdéleni s dvéma pa-
rametry u a o2. Toto rozdéleni se pouziva pfedevsim ve statistice a za uréitych podminek
dobte aproximuje fadu jinych pravdépodobnostnich rozdéleni.

Ma-li tedy nahodna velicina X normalni rozdéleni s parametry p € R a ¢ > 0, potom
muZeme psat, ze X ~ N (u,0?) a jeji hustota pravdépodobnosti ma tvar

1 (=)’
2
T, 0%) = exp| ——— |, 16
flx;p,07) NG P ( 252 (16)
kde p = E(X) je stfedni hodnota, 0> = D(X) je rozptyl a 0 = /D(X) je smérodatna
odchylka. Déle je jesté dobré pripomenout normované normalni rozdéleni znac¢eno N (0, 1),
které ma hustotu pravdépodobnosti definovanou vztahem

1 x?
o) = e (—2) | a7

Distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni nelze vyjadrit elementarni funkcemi a proto je de-

F(z) = /_; ! exp (_(t—u)Q> dt. (18)

210 202

finovana jako

2.1.4 Zobecnéné normalni rozdéleni

Poslednim rozdélenim, které predstavime a které bude nasi prioritou v této praci je zobecnéné
normalni rozdéleni. Jedna se o spojité statistické rozdéleni se tfemi parametry p, ¢ > 0
a u € R. Parametr p v tomto rozdéleni predstavuje hodnotu, ktera vede k symetrickym
rozdélenim podobnym normalnimu rozdéleni. Avsak tato rozdéleni mohou mit vétsi rozpéti,

vyssi vysku ¢i Spicatéjsi nebo strméjsi prubéh grafu funkce. Toto rozdéleni bylo poprvé

6



navrzeno M.T. Subbotinem v roce 1923 jako obecnéjsi model rozdéleni chyb méfeni zo-
becnujici Gaussovo normélni rozdéleni, viz [25]. V ¢lanku [25] bylo toto rozdéleni odvozeno
z nésledujicich axiomu:

(i) Pravdépodobnost chyby zavisi pouze na velikosti této chyby a muze byt popsana funkci
jejiz prvni derivace je spojita.

(ii) Nejpravdépodobnéjsi hodnota veli¢iny, kterou stanovujeme z namérenych hodnot, nesmi

zaviset na pouzitych jednotkach méreni.

Toto rozdéleni se uplatnilo ve statistickém zpracovani dat ze zdravotnictvi viz napt. M.E. Tur-
ner [27]. Déle bylo pouzivano R.M. Smithem a L.J. Bainem [23] a to v poloviné 70. let jako
celozivotni model. Od této doby bylo toto rozdéleni pouzivano k modelovani rady jevii jako
naptiklad doby pfeziti u pacientt trpicich riznymi typy rakoviny nebo méteni koncentrace
krevni plazmy u atlett (viz napf. [30]). Z numerického hlediska se timto rozdélenim zabyva
napf. ¢lanek A.M. Mineo a M. Ruggieri [16], kde 1ze nalézt odkazy na dalsi literaturu jak
numerickou tak teoretickou. Funkce hustoty zobecnéného normovaného normalniho rozdéleni

()
S 2.pre D (14 1)

[e’s) p 0 D ]_
/ exp <—|x|> d:l::2-/ exp (_x) d:L‘W':M'2~F<1+) 'pl/p pro p > 0.
— D 0 p p

V softwaru Wolfram Mathematica je toto rozdéleni implementovano ve funkci

je dana jako

fo(@) (19)

kde

ExponentialPowerDistribution a je tedy mozné snadno vykreslit jak tvar funkce hustoty
pravdépodobnosti tak tvar distribu¢ni funkce tohoto rozdéleni. Nyni si vykreslime funkci
hustoty a distribu¢ni funkci zobecnéného normovaného normalniho rozdéleni a to pro hod-
notu p=1/2, 2 a 5.

3F
0‘ -
0.2
0.2
0.1
_ 4 N\ /

-4 -2 2 4 6 -4 -2 2 4 6

Obrézek 1: Graf vlevo znazornuje funkci hustoty, graf vpravo distribué¢ni funkci.

Mizeme vidét, ze v pripadé p = 2 se jedna o klasické normované normélni rozdéleni
pravdépodobnosti. Zobecnéné normalni rozdéleni také déle zobecnuje Laplaceovo rozdéleni.
V ptipadé, Ze je hodnota p = 1, p € R a o0 = f > 0 ma distribuéni funkce zobecnéného
normalni rozdéleni stejny tvar jako distribucni funkce Laplaceova rozdéleni s danou hodnotou
wa .



2.2 Sikmost a spicatost zobecnéného rozdéleni

Sikmost zobecnéného normalniho rozdéleni je z divodu sudosti funkce exp (—|z[?) nulov.
Spicatost se u tohoto rozdéleni vypotte ze vzorce (viz napi. [29])
_ E[X - E@X)

P T T ) (20)

kde p4 predstavuje Ctvrty centralni moment, o je smérodatnd odchylka, E (X) oznacuje
stfedni hodnotu a var (X) je rozptyl. Pro spicatost tohoto jednorozmérné zobecnéného
normalniho rozdéleni potom plati

/°° s _exp(=|zf)

x S —
—c0 2.-T'(1+1/p) _
o] — p 2
/ xZ . eXp( |x| ) d:L’
—o00 2-T'(1+1/p)
Pomoci softwaru Wolfram Mathematica nyni dopocteme integraly vyskytujici se v rov-
nici (21) a tedy

Ve = (21)

fe'e) — p FM
/ A exp (—|x[P) dp VM (p)

w2 T(x1/p) T T 5-T(1+1/p)

3+p

[ e bt r (%)

x - x —_—
—o0 2-I'(1+1/p) 3-T(1+1/p)
Po téchto vypoctech 1ze psat

r(%2) 54 p
. ST 3W‘M.9-F(1+1/p)r<2p )_3
[ r (%) 5~F<3+p>
3.T(1+1/p) p

Nyni si k tomuto rozdéleni vykreslime zménu koeficientu Spicatosti v zavislosti na zméné
hodnoty p.

=N
o
1

= N W » 00O N 00 ©
— e

Obrazek 2: Graf zmény koeficientu sSpic¢atosti v zavislosti na hodnoté p.



Ve vyse uvedeném grafu jsou zobrazeny diilezité body a asymptoty. Pro koeficient Spicatosti
plati pli_rrgofyg = 00, plii)nl Yo = 3, plii)n272 =0a pli_r}noony = —6/5. Pokud je hodnota p = 2
je koeficient Spicatosti nulovy a funkce hustoty ma normalni rozdéleni pravdépodobnosti.
Je-li hodnota p > 2 je koeficient Spicatosti zaporny a funkce hustoty ma zobecnéné normélni
rozdéleni, které ma oproti klasickému normalnimu rozdéleni plossi tvar. Naopak pro hodnotu
p < 2 je koeficient Spicatosti kladny a funkce hustoty mé zobecnéné normalni rozdéleni, které

ma oproti klasickému norméalnimu rozdéleni Spic¢atéjsi tvar.



3 Dvourozmeérné zobecnéné normalni rozdéleni

V této bakalarské praci se budeme zabyvat predevsim dvourozmérnym zobecnénym
normalnim rozdélenim (viz napft. ¢lanky Goodman a Kotz (1973) [8], Taguchi (1978) [26],
Osiewalski a Steel (1993) [17], Gupta a Song (1997) [10, 11, 24], Richter (2009) [19] a Kalke
a Richter (2013) [12]), které vychézi z jednorozmérného zobecnéného normdlniho rozdéleni.
V tomto pripadé se predpokladaji dvé nezavislé proménné x a y z nichz kazda ma zobecnéné
normalni rozdéleni s mocninami p > 0 a ¢ > 0. Pravdépodobnostni rozdéleni vektorové
veli¢iny (z,y) € R? je tedy dano funket

) () ()
_2-p1/p-1“<1—|—%).2-q1/q-F(1—|—%>_4-p1/p-q1/q-1“<1+1%>1“(1~|—é)'
(22)

Toto rozdéleni zobecnuje dvourozmérné normalni rozdéleni, které dostaneme jako specidlni

fra(z,y)

pripad pro parametry p = q¢ = 2, tedy funkce hustoty je definovana jako

2 2

o) = Flo) = 5o (L0, (23
jejimiz hladinami vyznamnosti jsou kruznice se stfedem v pocatku a o poloméru r» > 0.
Hladiny tohoto rozdéleni tedy splituji rovnici #? + y* = r?. Naproti tomu, z vyrazu (22)
plyne, Ze hladinami dvourozmérného zobecnéného normalniho rozdéleni jsou kiivky splnujici
rovnici

@qLM = const. > 0.
p q

K tomu, abychom mohli s kiivkami tohoto typu pracovat, musime definovat vhodné funkce,
kterymi lze tyto kiivky parametrizovat. Tato parametrizace nas omezuje na hodnoty p > 1
divergence nékterych integralt a v této praci se ji tedy nezabyvame. Planujeme se ji zabyvat
v budoucnu. Nyni si pro lepsi predstavu vykreslime hladiny vyznamnosti dvourozmérného
zobecnéného normovaného normalniho rozdéleni pro urc¢ité hodnoty p > 1 a ¢ > 1.

4F

e

Obrézek 3: Hladiny vyznamnosti - graf vlevo pro p = 3, ¢ = 5, graf vpravo pro p =5, ¢ = 3.

N

o

N
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3F
6F
2F
4F
1 s
0 0
-1 -2F
—4F
_2F
—6f
-3k L L L L L L ) ) ) ) ) ) )
-6 -4 -2 0 2 4 6 -3 -2 -1 0 1 2 3

Obrazek 4: Hladiny vyznamnosti - graf vlevo pro p = 3/2, ¢ = 4, graf vpravo pro p = 4,
q=3/2.
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4 Zobecnéné trigonometrické funkce

4.1 Klasické trigonometrické funkce

Na tivod poznamenejme, ze p-trigonometrické funkce (viz [1], [3], [4], [7], [13], [14], [15] a [31])
vznikaji v souvislosti s fesenim tloh na vlastni ¢isla pro nelinearni Dirichletovu tilohu, kterou
uvedeme nize v podsekci 4.2. Z tohoto divodu nejprve pripomeneme zakladni vlastnosti
klasickych trigonometrickych funkeci. Klasicka linearni Dirichletova tloha na vlastni ¢isla je
uloha pro nalezeni vlastniho ¢isla A a nenulové funkce u splnujici:

(24)

—Au = —u" = A,
u(0) =u(l) =0.

Tento problém mé vlastni &isla A, = (n7)” a k nim pifslugné vlastn{ funkce u, (z) = sin (n7z),
kde n € N. K vysvétleni co jsou zobecnéné trigonometrické funkce si nejprve pripomenme
zékladni vlastnosti trigonometrické funkce sin(x). Tato funkce mé néasledujici vlastnosti:

o defini¢ni obor funkce sin(x) je R,
e Vo € R:sin(—x) = —sin(z) (tj. funkce je lichd),
e Vz € R:sin(x + 27) = sin(x) (tj. funkece je 2m-periodicka),

o sin(x) je omezena funkce a jeji obor hodnot je v intervalu (—1,1) (tj. funkce nabyva

svého maxima a minima v nekone¢né mnoha bodech).

Déle pripomenme, ze funkce arcsin(z) je funkei inverzni a je definovana nasledovné

arcsin

(z) = /0 ' ﬂl_iSst, (25)

kde 0 < x < 1. Uvazujeme-li vztah (25) v nejvyssi mozné mezi, tj. © = 1, dostavame

= arcsin(1) =

bo| 3

1 1 .
/0 V1 — 52 °

Odtud lze uz snadno odvodit nasledujici vztah

L
:2/ - s 26
m 0\/1—325 (26)

Jelikoz funkce dand vyrazem (1 — 52)_1/ ? je na intervalu (0,1) rostouci a prosté, zobrazuje
interval (0, 1) na interval (0,7/2). Dale tuto funkci muzeme zobecnit pro 1 < p < oo a to
nasledujicim zptisobem

arcsin,,

() = /0 ' ml_ispds, (27)

kde 0 < x < 1. Vyraz (1 — sp)fl/p je opét na intervalu (0, 1) rostouci a prosta funkce a tedy
zobrazuje interval (0,1) na interval (0, m,/2), kde hodnota ,/2 je definovana nasledujicim

vztahem
o[-y ras - —o [y as 2T oy
2 Jo ° ° =, ° ° psin (7/p)
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Lze si vsimnout, ze pro p = 2 plati vztah my = 7, tj. arcsiny(z) = arcsin(z). Jak jiz bylo
receno funkce arcsin(z) je inverzni funkef k funkei sin(z) na intervalu (—m,/2, m,/2). Stejnym
zpusobem lze definovat funkei sin,(x) jako inverzni funkei k funkei arcsin, (). Funkce sin,(z)
zobrazuje interval (0, 7,/2) na interval (0, 1) a je na tomto intervalu rostouci a prostou funkei.

Déle rozsifime tuto funkci na interval (0, m,) a to nasledujicim zptisobem
sin,(z) = sin, (7, — ),

kde m,/2 < z < m,. Tuto funkci pak mizeme rozsitit na interval (—m,, ;) pouzitim lichosti
a dale 1ze funkci rozsirit na R pomoci 27,-periodi¢nosti. Tento postup poprvé pouzil A. Elbert
(1979) [7]. Celé rozsifeni funkce sin,(z) z intervalu (0, 7,/2) na R lze zapsat nasledovné

sin, (7, — x) /2 < x < mp,
sin,(z) = § —sin,(z — ) T, <z < 2m, (29)
sin, (v — 2km,) k=+1,42,---.

Jelikoz je funkce sin,(x) diferencovatelna na celém R muzeme definovat funkei cos,(z) jako

cos,(x) 1= cfa: sin, (), (30)

kde x € R. Plati zde, Ze funkce cos,(x) je suda, 2m,-periodickd a lichd podle hodnoty .
Déle si definujeme funkce tan,(z), cotan,(x), cosec,(z) a sec,(x).

tan, (z) = ELI;Z((E)) _ Cotarllp(a:)’ rEeR\ <k: + ;) r, keZ (31)
cotan, (i) = ‘;fs:g)) _ tani o TeR\Gm). kez (32)
cosec,(z) = Smi@) v R\ (km), keZ (33)

sec, () :COS;:E), rER\ (k:+;) . ker (34)

Funkce tan,(z) a cotan,(z) jsou m,—periodické a liché funkce.

4.2 Analyticky pristup

Jak ukézal A. Elbert [7] pomoci funkee sin,(z) lze vyjadiit vlastni funkce nelinedrnfho Di-
richletova problému pro zobecnény Laplacian zvany p-Laplacian:

{—Apu = — (ju[P~2u) = Nulr~u, (35)

u(0) = u(m,) =0,

kde p > 1, A > 0 jsou redlna ¢isla. Vlastni ¢isla jsou pak ve tvaru A, = n” (p — 1) a k nim
odpovidajici vlastni funkce ve tvaru u, (z) = sin, (nz), kde n € N. Nyni ukdzeme souvislost
funkei arcsin,(x) a siny(z) s rovnici (35). K tomuto pouzijeme metodu stfelby. Budeme

uvazovat nasledujici pocateéni tlohu

(Ju'[P~2u!) + AulP~2u = 0,
u(0) = 0, (36)
W(0) =1,

13



kde A > 0 je zatim neurceny parametr. Necht je splnéna rovnice (36). Vynasobime ji ¢lenem
u' a poté dostavame
rno—1\" 1 p—2 1
(|u|p ) u 4+ AulP"uu’ =0

(p— 1) |u/|P~2u"u + Nu|P 2w’ =0 //0 coodz

p—1 A
— (W' (@) = [ (0)[") + — (Ju(z)[” — [u(0)]")
p p

-1
Pokud budeme predpokladat A = p — 1 dostaneme zobecnény Pythagoriv vztah

D
IU@H+|(HP 1.

W' (@) + [u(z)[” =1 (37)

a muzeme tak definovat funkci sin,(z) jako TeSeni problému pocatetni tlohy (36)
pro A = p — 1. Nyni se omezime na interval x € (0,a), kde a je voleno tak aby u/(z) > 0
i u(xz) > 0 na intervalu (0,a) a zaroven interval (0,a) byl maximélni interval s touto vlast-
nosti. Potom vztah (37) lze pfepsat jako

(' ()" + (u(z))” = 1,

z ¢ehoz vyplyva
(@) = (1= (@) (38)

Po vydéleni rovnice (38) pravou stranou a zintegrovanim ptes [0, ¢] dostavame

t /
[t
0 (1 —u(x)p)/”
Zavedenim substituce
s = u(x)
ds =/ (x)dx (39)
D=u(0)=0
H = u(t)
dostaneme
u(t) 1
/ 71/d3 =t. (40)
o (-

Tento integral 1ze vyjadrit dvéma zpusoby. Prvnim z nich je prevedeni na hypergeometrické
rozdéleni. Jelikoz je funkce u(t) = sin,(z) ddna implicitnim vztahem (40) lze psét

1
sin,(z) - oFy | —, —, 1+ —;sin?(x ) =x.
@) oF (3L Lo
Nyni musime dopocitat hodnotu a. Z rovnice (38) vyplyva, ze u/(z) > 0 pokud 0 < u(x) < 1.
Pro u(z) = 1 dostaneme u/(z) = 0. Tedy v bodé x = a nabyva funkce u(x) hodnoty 1, z ¢ehoz
plyne

11 1
a= oI <,,1+;1> W'ZM’.LZQ- (41)
pp P psin (7/p) 2

14



Druhym zpusobem vyteseni integralu v rovnici (40) je prevedeni na beta funkci. Toto pro-
vedeme zavedenim nésledné substituce

z=1-—3s"
= —psP~1
dz psP~ ds (42)
D=1
H=1—u(t)y

Potom muzeme psat

1—u(t)? 1 B 1 1 _
/ R 1dz:f-/ P (1= )P =
| p p Jicuwy

1 1 1—u(t)P
=— [/ VP (1= )Pz —/ VP (1= )P dz] :
p |Jo 0

Lze si vsimnout, ze vysledné integrély jsou ve tvaru velmi dobre znamé beta funkce (viz
rovnice (10) a (15)) a to pro hodnoty a =1 —1/p a f = 1/p. Muzeme tak psat

z ¢ehoz po drobnych tpravach dostavame
11 s
B |cosf(z);1— =, = :p'<p—x>. 43
(coptari=12) = (7 (43
Funkci cosb(z) pripadné sinf(z) si z rovnice (43) vyjddifme pomoci regularizované beta
funkce, ktera byla stanovena pomoci vzorce (14). Nyni tedy rovnici (43) vydélime tplnou

beta funkci s parametry a =1 —1/p a = 1/p. Poté dostavame

Blesp@il-53)  p (m
i (3-)

11 - 11
B(1-33)  B(-53) \?2
11 2
:>I<COS§($);1—,> —1-
pp Tp
Z tohoto tvaru lze uz snadno odvodit rovnici pro funkci cosp(z), kterd ma tvar
2 11
cosb(z) = 17" <1 — —x; 1—-, ) . (44)
Tp pp
Pomoci vztahu (37) muzeme psét
2 11
sinf(z) =1—1"" (1—x;1—,> (45)
Tp pp

a odtud pro z € (0, m,/2)

o) = (1= (1= 220 ] 1))”}’. o

T PP
Tento tvar je vhodny pro vykreslovani této funkce v softwaru Wolfram Mathematica, protoze
inverzni regularizovana beta funkce je v tomto softwaru implementovana. Tento pristup
umoziuje pocitat hodnoty sin,(x) s libovolnou pfesnosti ale je vypocetné narocény a tedy
relativné pomaly.
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4.3 Numericky pristup

Pojd'me si nyni najit pfepis problému poc¢dtecni tilohy (36) vhodny pro pouziti numerickych
metod. Zavedeme substituci ve tvaru
vi=u
’ : , 47
w:= [P = = P e = (47)
kde 1/p+ 1/p' = 1, z &ehoz plyne, ze p’ = p/ (p — 1). Tyto dvé rovnice jsou tedy navzajem
inverzni a problém FeSeni pocéatecni ulohy (36) lze prepsat jako

v = oy (w),
w'=—(p—1) v~
v(0) =0, (48)
w(0) =1,
kde
p' =2
) = {l)w' vzl (19
prow = 0.

Pokud bychom chtéli tedy numericky nalézt priblizné reseni problému této pocatecéni tlohy
pomoci softwaru Wolfram Mathematica pouzijeme funkci NDSOLVE na nasledujici poc¢atecni

podminku:
v = YD - sgn(w),
w' = —(p—1) o]~ sgn(v),
v(0) =0,
w(0)=1.

Numerickym Fesenim této tlohy dostaneme méné presnou aproximaci funkce sin, () ale za to
je jeji vypocet o mnohem rychlejsi.
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5 Zobecnéné trigonometrické funkce se dvéma para-

metry

V této kapitole se budeme zabyvat zobecnénymi trigonometrickymi funkcemi se dvéma para-
metry (viz [5] a [6]), konkrétné p a ¢. Tyto funkce byly studovany jiz Schmidtem (1940) [22].
Zde budeme Tesit pocatec¢ni tlohu

(|u’|p*2u’), + AMul?"%u =0,
u (0) =0, (50)
u (0) =1,

kde p > 1, ¢ > 1, A > 0 jsou redlnd cisla. V tomto pripadé je hodnota ,, ddna vztahem

Wp,q=2/01 L w2 T(A-1/pT(i+1/g) (51)

Yi—ti I1-1/p+1/q)

5.1 Analyticky pristup

Déle lze Tici, ze funkce sin, ,(x) je FeSenim (50) pro hodnotu A = @ a také zde plati opét

zobecnénd Pythagorova identita:
| cO8p.q(2) |7 + [ iy q(2)|* = 1. (52)
Necht je splnéna rovnice (50) vyndsobenim ¢lenem v’ dostdvame

<|u’]p_1)/ u' + Mul?un’ =0

(p— 1) |/ [P~*u"u + Nu|?*uu’ = 0 //0 o-dz

p—1 A
—— (| (@) = [ (0)") + = (u(z)]* — [u(0)]7)
p q
Ap
u'(2)|P + u(z)]? =1
[’ ()]” + [u(x)] =1
7 posledni rovnosti vyplyva, ze pokud uvazujeme A = % dostavame rovnici ve tvaru
o' ()" + Ju(z)|* = 1, (53)

ktera je totozna s identitou (52). Nyni budeme uvazovat rovnici (50) pouze na intervalu
z € (0,a), kde a je voleno tak aby u(z) > 0 i (z) > 0 na intervalu (0,a) a zéroven aby
dany interval byl maximalni s touto vlastnosti. Potom lze tuto rovnici prepsat do tvaru

z ¢ehoz plyne
() = (1= u(z)’)'"”. (54)

Po vydéleni rovnice (54) pravou stranou a néslednym zintegrovanim pies [0, ¢] dostaneme

/t U/(I)Upda: =t.
0 (1—u(z)9)
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Zavedenim substituce (39) vznikne rovnice ve tvaru

u(t) 1
/ ——ds =t (55)
o (1— )

Stejné jako u zobecnénych trigonometrickych funkei s jednim parametrem i zde tento integral
lze vyjadrit dvéma zptsoby. Prvnim je opét prevedeni na hypergeometrické rozdéleni, kdy

funkce wu(t) = sin, ,(z) je dana implicitnim vztahem (55) a tedy plati
(o) o (3004 L )
sin, ,(z) - oF1 | =, —, —;sin? (z) | = .
P P q g
Opét nejprve musime spocitat hodnotu a. Z rovnice (54) vyplyva, ze u/(x) > 0 pokud

0 < u(z) < 1. Opét pro hodnotu u(z) = 1 dostaneme u'(x) = 0 a tedy v bodé x = a nabyva
funkce u(x) hodnoty 1, z ¢ehoz plyne

11 1 rt—-1/pr(a+1
a= oI <’a1+;1> WM. ( /p) ( + /Q)_Wp,q_ (56)

't-1/p+1/q) 2

Druhym vyjadienim integralu v rovnici (55) je prevedeni na beta funkci. Toto provedeme

zavedenim néasledné substituce

z=1-—3s1

dz = —¢s77ds

D1 (57)
H=1-—u(t)

Pomoci této substituce lze dany integral prepsat do tvaru

1—u(t) - 1 -
/ —— P (1= )Y 1dz:f-/ P (1= )z =
! q g Ji-u@ys

_ L /1 VP (1= ) s - /1u(t)q VP (1= ) e
q 0 0

Vysledné integraly jsou opét ve tvaru velmi dobfe znamé beta funkce (viz rovnice (10) a (15))
a to pro hodnoty « =1 —1/p a = 1/q. Rovnici (55) lze tak prepsat do tvaru

1 11 1 11
-B(l—,)—-B<1—Singq(x);1—,) =z.
q P q q ’

Po drobnych upravach dostavame vyjadreni netplné beta funkce ve tvaru

B (cosﬁyq(a:); 1-— 1, 1) =q- (7Tg’q — a:> . (58)

Funkci cosb () pifpadné sinf () si z rovnice (58) vyjadifme opét pomoci regularizované
beta funkce, kterd byla stanovena pomoci vzorce (14). Po vydéleni rovnice (58) tiplnou beta
funkei s parametry o« =1 —1/p a f = 1/q dostdvame

B (cosgq(x); - %, %) B q . <7rp7q B x)
B(1-33)  B(1=33)

p’q



2 11
cosh (z) =1"" (1 — —x; 1--, ) (59)
a pomoci rovnice (52) 1ze uz snadno odvodit, ze

2 11
sing ) = 1= 17 (1= 251 1,0 (60
’ Tog D4
a odtud pro z € (0,7, ,/2)
1/q
2 11
$in, o (1) = (1 - (1 SR )) . (61)
7Tp,q p q

Vyse uvedeny tvar lze opét pouzit v softwaru Wolfram Mathematica pro vykreslovani funkce
sin, ,(z). Na druhou stranu pro vypocet hodnot této funkce je dany postup opét velmi
narocny a relativné pomaly.

5.2 Numericky pristup

Funkce sin, ,(x) je definovéna jako feseni problému pocatecni tlohy

(|ul|p—2u/)/ + q(pp—l) |u|q_2u =0,
u(0) =0, (62)
u'(0) =1,

kterd po zavedeni substituce (47) je opét ekvivalentni s rovnici

w = —a®=1) Mq—%
p Y

lw|P~%w  pro w # 0,

by (w) = {O prow = 0. (64)

Opét v softwaru Wolfram Mathematica bychom pro nalezeni ptiblizné hodnoty problému
této pocatecni ulohy pouzili funkci NDSOLVE na pocatecni tlohu:

U, = ’w|1/(p_1) . Sgn(u})7

W = — 2Dy (),
v(0) =0,
w(0) =1

Numerickym Tesenim této tlohy dostaneme opét méné presnou aproximaci funkce sin, ,(z)

ale jeji vypocet je mnohem rychlejsi.
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6 Prehled derivaci a integralt p,g-trigonometrickych

funkci

Pri praci se zobecnénymi trigonometrickymi funkcemi c¢asto pouzivame substituci v urcitém
integralu. Nez si ukazeme par téchto integrali definujeme zakladni vzorce pro derivace zo-
becnénych trigonometrickych funkci, které poslouzi jako pomticka pri nasledném integrovani.
Tato sekce doplnuje a rozsituje vysledky z bakalarské prace M. Vasinové [28]. Pro snazsi refe-
renci jsou vysledky této sekce usporadéany v duchu tabulek integrali Gradstejna a Ryzika [9]
nebo Prudnikova, Bryckova a Mariceva [18].

6.1 Prehled derivaci

Necht p, ¢ > 1 a z € (0,7,,/2) potom uzitim vztahu (30) az (34) a vztahu (52) lze odvodit
nasledujici derivace. Vypocty derivaci jsou o mnohem snazsi nez vypocty integrali. Nékteré

z nasledujicich vysledki téchto derivaci lze nalézt napt. v [2].

d
6.1.1 L cosp(x) = —tan? ™! (2) cos, ()

Vypocet:
d d . 1/p o 1 ) 1/p—1
T cos,(x) = e (1 — smﬁ(x)) = —cosy(z) - p-sinh~(x) - . (1 - smg(;v)) =
- N sind = (x .
= —cos, P(z)sin) " (z) = —— 1 cosy(x) = —tan) " (x) cosy() .
cosy  (z

d
6.1.2 e tan,(z) = 1 + tan(z)

Vypocet:
. . /
9 an (2) = d siny(z) _ cosp () cosp(x) — sin, () cos,, () _
dz dx cos,(x) cos? ()
27 . 71 .
_ oS, P(z) 511215 (x) siny(x) _ 14 tan?(a)
cos? () P
6.1.3 d cotan,(z) = — cotan? ?(x) — cotan?(x)
T dz p o P P
Vypocet:
d cos,(z)  cos,(x)sin,(x) — cos,(x) cos,(z)
— cotan,(z) = —— = - —
dz dx sin,(z) sin‘ ()
—cos?7P(z) sin?~!(z) sin, () — cos?(x
= p () sing , (2) »(7) ) = — cotan?P(x) — cotan?(x).
sinz () b P
6.1.4 d =
14— cosec,(x) = — cotan,(x) cosec,(x)
Vypocet:
d 1 — cosp(x)
T cosec,(x) = @ 5ty (2) = sin]%é)x) = — cotan,(z) cosec,(x) .
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d

6.1.5 . secy (1) = tank ' (z) sec,(z)
d d 1 tang_l(x) cos,(x) .
- [ p— g p— t p .
da 0P () dz cos,(x) cos? () amy, () secy ()

d
6.1.6 e (cosg(:c) - sinﬁ(az)) = —2p - sin? ' (z) cos,(z)

Vypocet:

e (Cosg(a:) - sinﬁ(m)) = —p - cosh ! (x) cos, P () sink " (z) — p - sin? ! (z) cosy () =

= —2p - sin? () cosp(z) .

d
6.1.7 . sin, 4(x) = cos, 4(2)

Definice funkce cos, ,(z):
d .
cospq(7) := dr sinp,¢() -

q _ . g—
6.1.8 dz o8y 4(T) = _]3 COS;qp(ZB) Sln;ql(:ﬁ)
Vypocet:
. 1/p ol 1 ' p-1
@ COSp,q(l’) = @ (1 — Slng’q(x‘)) = — COSp,q(IIJ) -q- Slnqu (fﬂ) . ]; . (1 - Slngjq(l')) _

=1 cos> P(x) sin? ().

po P P
d g sing,(z)
6.1.9 —ta =1+ —3=
dx tpa () " p cospg()
Vypocet:
d sing g (z)  €OSpq(x) cosyq(x) 4 sinyq(z) - - cos, P(x) sind” ! (z)
—tan, ,(z) = ——— = 7 ’ ’ =
dz dx cos, 4(2) cos? ()

q singjq(x)

=1 .
T cosha(@)

d
6.1.10 — (coszq(:c) - sing’q(x)) = —2q - sin?_'(z) cos,q(2)

dx
Vypocet:
e (cosgq(x) - singg(a:)) =—p- cosﬁ,;l(:c)z cosy P(x)sind '(z) — ¢ - sin? ' (x) cospq(x) =
=—2q- singgl(x) coSp () .
d
Poznamenejme také, ze o (Cosg(x) + sing(a:)) =4 (cosgq(x) + singq(x)) =0.
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6.2 Prehled urcitych integralt

Necht p, ¢ > 1 a m,n € N potom plati

Tp/2
6.2.1 / cosy(z)der =1
0

Vypocet:
/7rp/2 ( )d . (7Tp> —1
| cosp(a)de =sin, (o7 ) =1.
/2 1 1 p—1
6.2.2 / sin”(z)dz = ~B (n i ,p>
0 p p p
[Viz [2].]
Vypocet:
z = sin,(x),
1/p
7TP/2 = = — gin?
/ sin (z)dz = dz = cosy(x)dx (1 smp(x)> do, | _
0 D=0,
H =
—1
r(? r n+1
1 n WM. P P 1 n+1 p—1
= / 71/79(312 — - 7B ) N
0 (1— z») T (n> p p P
p
/2 1 —1
6.2.3 / cos,(r)dr = —B (, 1+ )
0 p p p
[Viz [2].]
Vypocet:
z = sin,(x),
1/p
ﬂ-P/2 7T;D/2 n = = — sin?
/ cosZ(:c)dx:/ (1 sin(x)) P 4z |42 = cosp(w)du (1= sing(x)) " dz, | _
0 0 D=0,
H=1

p

1 -1
1 r(1+>r<1+n ) o o
—/ (1 — 27)(n=D/p g WL P P = B<,1+ ) :
0 p
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I
| =
Sy
R
3
+
—_
—
S
|
—_
~——

Tp/2
6.2.4 /0 sin' () cos, (v)dx
[Viz [2].]
Vypocet:
z = sin,(x),
dz = cosy(z)dr = (1 - sing(x))l/p de, | _

D=0,
m+1>F<p+n—1>
p p B

H=1
r
1 ,m . (1 — Lp)/P 1 <
:/ 2™ Zl/) dZ:/ Zm.<1_zp>(n—l)/deW.IM.
0 (1—zp)/? 0 'F<p—|—m+n>
p

/2
/0 sin)’ () cos, (z)dxr =

1 1 1
:B(m+ 14 )
p p p

6.3 Prehled neurcitych integralt

Necht p, ¢ > 1 a n € N potom plati

6.3.1 /tang_l(:rz)dx = —In (cos,(z))
[Pro z € (0,7,/2). Viz [2].]

Vypocet:
- sin?~!(x) 2 = cos,(z),
/tang Hao)de = —2—de =" _p 9N ip] =
cosy  (z) dz = — cos; P(z) sinb = (r)dw

— _/idz = —1In (cos,(z)) .

cost P (x
6.3.2 /sinﬁ’l(x) cos, (r)dr = np—i—p—(l)

[Pro z € (0,7,/2). Viz [2].]
Vypocet:
z = cosy(x), B
dz = — cos27P(z) sint ! (z)dw |
cosp TP ()

n+p—1

/sinf;_l(x) cos, (r)dx =

= /z"“”zdz =

1

6.3.3 /Sinp(x) Cosﬁ_l(x)dm = In (tan,(z))

[Pro z € (0,7,/2). Viz [2].]

Vypocet:

cos, P ()
/ ! dx:/sinp(x)l dx:/mnp(m)dx.

sin, (z) cosh ()



sin? ()

cosh(x)

fici, ze v integralu 6.3.3 je derivace jmenovatele rovna citateli a tedy uplatnénim vztahu

P F(2)) lze psét

d
Jelikoz ze vztahu 6.1.2 vime, ze . tan,(z) = 1+ tanh(z) = 1+ = cos,”(r) mizeme

cos, P(z)

dr =1In(t .

tanp(l') T 1’1( anp(x))

Zintegrovanim vztahu 6.1.2 lze také odvodit, ze
/tang(x)dx = tan,(z) — .

[Pro x € (0,7,/2).]

n+p—1
6.3.4 /qu Y ) cos, ,(z)dz = b <M>
7 4q

n+p—1
[Pro z € (0,7m,,4/2).]

Vypocet:
Z = €08y (1)
sin? }(x) cos”  (z)dx = bav L =
/ pa pa dz = —% cos; P(x)sind ' (x)dz
n+p—1
— /Ezn+p—2dz — Zz <COSP P (ZE)) .
q g\ n+p—1

. sin?t1(x)

6.3.5 /cosgjgl(x)dx = sin, ,(z) — ﬁ

[Pro z € (0,7m,4/2).]

Vypocet:

o si q+1

/ cosp ! (w)dz = Z _Smp’q(x)’ = / (1— 27)dz = sin, ,(z) — singy (@)

z = cospq(x)de q+1
6.3.6 /tanq Yz)dr = Lcosgqq(:c)

qa(p—4q)

[Pro z € (0,7m,4/2).]

Vypocet:

z = cosy 4(z),
_ 2— g1 =
dz = I cos, F(z)sin} ' (z)dx

sind ()
/ tan z)dx = / —PA " qy

Ccosp. q1 (x)

P 1
g ) zeett

3

PNy = —Lcosp U x).
/ q(p—q) pa'(7)
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7 Grafy

Z nize uvedenych grafii 1ze vidét, Zze pro hodnotu p — 1 hodnota 7, roste do nekonecna

(1. lim1 7, = 00) a tedy se dany graf rozsifuje. Naopak pro hodnotu p — oo hodnota m,
p—>

klesd k hodnoté 2 (t;. pgnm 7, = 2) a dany graf se zuzuje. Pomoci derivace funkce cos,(x)

jsme déle schopni vykreslit graf druhé derivace funkce sin,(z). AvSak graf druhé derivace
této funkce lze vykreslit pouze pro hodnoty p € (1,2), jelikoz pro hodnoty p > 2 by druha
derivace klesala k hodnoté —oo z diivodu déleni nulou.

05F 05 /
1 2 3 4 2 4 6 8
-05F -05F

Obrazek 5: Graf vlevo znazornuje sing(z) a cosy(x), vpravo zas sing 5(z), cos; 5(z) a cos| ().

Na nésledujicich obrazcich muzeme vidét, jak se méni hodnota 7, v zévislosti na hodnoté p

a to i véetné funkce sin,(z).

sin_p (x) p

5-
1.0F °

4k
05k

st °

X °
°
1 2 3 4 7] . ®__o0 _e__o __e¢__9o__o

-05f N
-1.0 2 4 6 8 10 P

Obrazek 6: Graf vlevo znézornuje funkce siny 5(z), sing(z) a sing(z) a graf vpravo znézornuje
zménu hodnoty 7, v zavislosti na hodnoté p € {3/2,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}.

Nyni si vykreslime grafy pro p, g-trigonometrické funkce (tj. sin, ,(z) a cos, 4(x)), kdy budeme
uvazovat nejprve hodnotu p = 3 a ¢ = 2 a v druhém pripadé zas hodnotu p = 2 a ¢ = 3.
Také vykreslime opét graf znazornujici zménu hodnoty m,, pfi zménach parametru p a gq.
V prvnim ptipadé budeme nejprve uvazovat konstantni hodnotu p = 3 a budeme ménit
hodnotu ¢ a v druhém pripadé budeme uvazovat konstantni hodnotu ¢ = 3 a budeme ménit
hodnotu p.
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10 1.0F
05F 05F
1 2 3 4 1 2 5
-05F -0.5
-10F -10F

Obrézek 7: Vlevo vidime graf sin, ,(x) a cos, 4(x) pro hodnoty p = 3, ¢ = 2, vpravo vidime

stejné funkce avsak pro hodnoty p = 2, ¢ = 3.

mpq mpq
° e
. 35
26f o
25k 3.0F
L ]
24} ¢
23} ¢ 25}
[} [ ]
(]
22F Y ° [ ]
® e °
. . . :
0 2 4 6 8 10 2 4 10
Obréazek 8: Graf vlevo znazornuje zménu hodnoty m,, pii konstantni hodnoté p = 3

aqe {3/2,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}, vpravo zas zménu hodnoty ,, pii konstantni hod-
noté ¢ =3 ape€ {3/2,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}.

Pro hodnotu 7, , plati (viz [13]) nésledujici:

20 prol<p<oo,q=1,
2 prol <p<oo,q=o00,
pa = oo prop=11<qg<oo,
2 prop=o00,1<qg<oo.

26



8 Normalizace a kvantily dvourozmérného zobecnéného

normalniho rozdéleni

V této kapitole se budeme zabyvat dvourozmérnym zobecnénym normalnim rozdélenim
se stfednf hodnotou i, = 1, = 0 a rozptylem o, = (1/p)"/? a o, = (1/q)"/". Tedy v p¥ipadé
p = q se bude jednat o funkci ve tvaru

fp,p(xv y) = exp <_|x|p - |y‘p) ) (65)

splnujici |z|P + |y’ < rP. V piipadé p # ¢ se bude jednat o funkei ve tvaru

fp,q(xv y) = exp <_|x|p - |y‘q) ) (66)

splnujici |x|P + |y|? < rP4. Pro piipad dvourozmérného rozdéleni nend pojem kvantilu presné
definovdn, nebot se jednd o oblast v R? a tudiZ zdvisi nejen na obsahu dané oblasti ale
1 na jejim tvaru. Proto se omezime na oblasti, které jsou vymezené hladinami vyznamnosti

daného rozdéleni. Tim se problém zredukuje na vypocet jednoho readlného parametru.

8.1 Normalizace dvourozmeérného zobecnéného normalniho rozdéleni
pro p=gq

Nez se pokusime o vypocet uré¢itého kvantilu tohoto rozdéleni budeme se snazit o normalizaci
funkce (65) a (66). Nejprve si ukazeme zakladni normalizaci funkce (65), kdy predpokladdme

p = q = 2. Chceme tedy nyni nalézt reseni

o= [ [ e (<l [yP) dady, (67)

kdy integrujeme pres oblast {z? + y? < r?}. Pfejdeme do polarnich soufadnic a to zavedenim

substituce
x =r1-cos(¢p)

y =1 -sin(o)
€ (0,00),¢ € (0,2m)
cos(¢p) —rsin(¢) _
sin(¢)  rcos(¢)

kde |J(z,y)| je Jakobidn funkci x = r - cos(¢) a y = r - sin(¢). Po této substituci dostavame

7 (68)
[/ (z,y)| =

0o 2

1 oo 2w
— :/ / exp(—r?)rdedr :/ exp(—r?)rdr 1d¢ =
K o Jo 0 0

1

o0

= {—2 exp(—rz)} 2r=1 = K=

1
0 T

Pro prehled vykreslime graf znézornujici funkei (65) pro hodnotu p = ¢ = 2. Déle vykreslime

graf hladin vyznamnosti této funkce a vyznac¢ime oblast 95% kvantilu.
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-4 -2 0 2 4

Obrizek 9: Hladiny vyznamnosti a graf funkce f(z,y) = exp (—|z|> — |y|*). K¥ivka vyznacena
silnou &ernou ¢érkovanou ¢arou odpovidd bodém splitujicim rovnice |z|? + |y|> = 1. Cervené
vybarvend plocha ohrani¢end krivkou vyznacenou silnou ¢ervenou ¢arou predstavuje oblast
95% kvantilu.

Pojdme se nyni vrétit k integralu funkce (65), kdy se budeme snaZit nalézt normalizovanou

verzi této funkce. Budeme se tedy snazit o vyfeSeni rovnice ve tvaru
L= [ [ K exp(=fal” = lyl?) dzay, (69)

kdy integrujeme pres oblast {|z[? + |y’ < rP}. Jelikoz se snazime o normalizaci funkce (65)
musime integrovat pres cely defini¢ni obor (tj. plocha pod grafem) a tedy ¢ € (0,2m,)
ar € (0,00). Nejprve pomoci prevodu do zobecnénych polarnich soufadnic zavedeme néaslednou

substituci

x =71 -cos,(p)
y =1 -sin,(¢)
€ (0,00),¢ € (0,7m,/2) ., (70)

eyl = cosy(¢) —rcosy P (o) Sin£—1(¢)| i (cosf,(@ + cos2 P (¢) sing(gb))

sin, (o) 7 cos,(¢)

kde |J(x,y| je Jakobidn funkci z = 7-cos,(¢) a y = r-sin,(¢). Integrujeme pouze pres oblast
¢ € (0,m,/2) a to z duvodu, Ze zde plati osova symetrie jak podle osy y tak podle osy z,
z ¢ehoz plyne, Ze zde plati i stfedova symetrie a proto jsou vSechny Ctyti ¢asti symetrické.
Vysledny integral tedy pouze prenasobime hodnotou 4. Po zavedeni vyse uvedené substituce
a aplikovani Fubiniovy veéty lze psat

1
== [ [ exp (=l — y) dedy =

oo

L </07rp/2 cosﬁ(gb)dqs N /07rp/2 COS}Q)—p(qg) sinﬁ(gb)dqﬁ) . /0 exp (—r?) - rdr

Prvni integral spocteme vyuzitim vztahu 6.2.3 pro n = 2 a tedy

/2 1 1 1
/ cosy(¢)d¢ = —B (—, 1+ —) :
0 p p p
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Druhy integral spocteme zavedenim substituce

z= Sinp<¢)7

dz = con (0100 = (1 -sg(@) a0, |_ 0ot
D = O, 0 (1 _ Zp)l/p

H=1

Lo g v 477 VET (1)
z = F(l—l—l) .
2 p

Treti integral spoc¢teme ihned pomoci softwaru Wolfram Mathematica a tedy v tomto pripadé

o0 I (22
/ exp (—rP) - rdr WAL (2p ) )
0

:/Olzp(l—zp)(

Po téchto vypoctech tak muzeme rovnici danou vztahem (69) definovat jako

1:2.F<w>.(13(1,1+1>+4”p-ﬁ-r<1+;)) -
K p p \p P F(%Jr]—l))

a hodnotu K lze uz snadno vyjadrit jako

h= P 1 (1 11 47V T (14 1))
2-F<+p>-(3<,1+>+ p)
p po\p p r(z+1)

Poznamenejme také, ze pomoci Fubiniovy véty lze vypocitat hodnotu
1_ 4. /ooexp(—|x|p)dx : /ooexp(—|y|p)dy W2yr (1 + 1) T <1 + 1)
K 0 0 p p
B 1
4 r(1+ b r(i+l)

Pomoci softwaru Wolfram Mathematica bylo ovéreno, ze tyto dva vysledky se shoduji.

=K

8.2 Vypocet 95% kvantilu dvourozmérného zobecnéného normalniho
rozdéleni pro p =gq

Nyni budeme predpokladat r € (0, R). Budeme se snazit dopocitat hodnotu R, tak aby
objem pod grafem tvoril 95 % z celkového objemu. Vime, Ze plati

1= [ [ K exp(~[af? = y?) dudy =

[e.e]

/2 Tp/2 .
=4-K- (/0 cosz(¢)de +/0 coss (¢) smg(@dqﬁ) ~/0 exp (—rP) - rdr
Nasim cilem je tedy nalézt hodnotu R takovou pro kterou plati

R

0,95=4-K- </07r,,/2 cosp(¢)d¢o + /0%/2 cosy ?(¢) sing(gzﬁ)dgb) : /0 exp (—=rP) - rdr  (72)
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Oznacme nyni

C=4-K- ( /0 w2 cos?(¢)dg + /0 " cos;, P (¢) Sinﬁ(qb)dqﬁ) =

() )

:F(1+%>-F(1+%) p\p p r(3+3)

Po zavedeni této substituce lze psat

2+ 2
0,95=C- /OR exp (_rp) rdr W.M. C . (F (QPP) _ I (P]’)Rp>) ) (73)

Po drobnych tpravach dostavame vyjadieni vyssi netiplné gama funkce ve tvaru

r @,R”) . (F (Zm _ 0’55> | (74)

Nyni pro dopoé¢teni hodnoty R vyjadiime pomoci vztahu (7) regularizovanou gama funkei.
7 tohoto vztahu tedy plyne, Ze

, (2’Rp> ) r (i’Rp> ) b (F(?) B 0295) |

(75)

2 2

) r6)
p p
Odtud vyjadiime hodnotu R pomoci inverzni regularizované gama funkce a tedy
11/p
L(%2) 0,95
p . J—
9 2 C

R=|Q'|= : (76)

Pokud hodnota R bude vétsi nebo rovna vyse uvedenému vyrazu miizeme se spolehnout, Ze
objem pod grafem bude minimélné z 95 % pokryt. Nyni si vykreslime hladiny vyznamnosti
této funkce pro hodnoty p = 11/10, 3 a 16. Lze si vSimnout jaky vliv ma parametr p
na zménu téchto hladin. Pro p — 1 miizeme vidét, Ze hladiny se tvaruji do ¢tverce s vrcholy
[1,0], [0,1], [-1,0] a [0,—1]. Naopak pro p — oo se hladiny tvaruji do ¢tverce s vrcholy
[1,1], [-1,1], [-1,—1] a [1, —1]. Pro hodnotu p = 2 dostdvame hladiny ve tvaru kruznice.
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Obréazek 10: Hladiny vyznamnosti funkce f,,(z,y) = exp(—|z[? —|y/’) pii hodnoté
p = 11/10, 3 a 16.

8.3 Normalizace dvourozmeérného zobecnéného normalniho rozdéleni
pro p # q

Nyni si zkusime znormalizovat vztah (66), kdy predpokladame p # ¢. Bude se tedy jednat
o vyTeseni rovnice ve tvaru

2= [ el — lyl?) ddy, (77)

kdy budeme integrovat pres oblast {|z[’ + |y|? < rP7}. Opét se presuneme do zobecnénych
polarnich souradnic a to zavedenim substituce ve tvaru

x =17 cosp,(9)
y =P -sin, ,(¢)

c <0a OO) 7¢ € <O7 WP:Q/Q)
Q-7 c0s,g(6) —f-rt-cos p(6) sing {(9) _ | (7%)

@l =1 ot n () P cosy(9)

=q-rPtal. (cosf,’q(@ + cosf,;]p(qﬂ : sing,q(cb))

kde J|(x,y)| je Jakobidn funkci & = r? - cos,,(¢) a y = rP - sin, ,(¢). Opét integrujeme
pouze pres oblast ¢ € (0,7,,/2), jelikoz zde plati osova symetrie jak podle osy x tak podle
osy y tj. rovnici |z|P + |y|? < rP4 spliuji body (z,y), (—z,y), (x,—y) a (—x,—y). Jelikoz
plati symetrie podle obou os plati zde i sttedova symetrie a tedy dany integral opét pouze
prenasobime hodnotou 4. Na zakladé aplikovani Fubiniovy véty lze poté psat

1 ) _ Tp,q/2 Tp,a/2 _ .
=4 '/o (exp (—rP) . q.rPTa 1) dr - (/0 coss (¢)dg +/0 coss P(¢) smg,q((ﬁ)d(é)
(79)
Pomoci softwaru Wolfram Mathematica opét dopocteme jednotlivé integraly. Tedy
/ (exp (—rPl)-q- Tp+q_1) dr "2 —(p q> )
0 p

31



Druhy integral je zobecnéni integralu 6.2.3 pro dva parametry p, ¢ a opét pro hodnotu n = 2.

Tedy plati
Tp,q/2 1 1 1
/ cos2, (¢)dp = - B ( 1+ )
0 q q’ D

Posledni integral spoc¢teme zavedenim substituce

z = sin, 4(¢),

dz = cos,4(¢)de = (1 - singﬂ(@)l/l? do, | _ /1 29 (1 — zq)(Lp)/de _
0

D= O7 (1 _ Zq)l/p
H=1
[ 2 (11)
¢(p+q) \q'p
Rovnici (79) muzeme tak vyjadrit nasledujicim vztahem
1 P(o+g) 1 /1 1 11
:4-<Z’Q)-[B<,1+>+pB<,>]. (80)
K p ¢ \¢ »p) alpta) \avp
Hodnota K je tedy opét udéna jako
1

1 1 ’
p ¢ \¢ p) aqp+q \¢p

I v tomto ptipadé aplikovanim Fubiniovy véty plati

1 00 00 1 1

- :4-/0 exp<—|xv’)dx-/0 exp (—|y|9) dy W:M'4-r(1+p> -r<1+q>
1

4-T(1+2)-T(1+1)

Opét pomoci softwaru Wolfram Mathematica bylo ovéreno, ze tyto dva vysledky se shoduji.

= K =

8.4 Vypocet 95% kvantilu dvourozmérného zobecnéného normalniho

rozdéleni pro p # g

Opét i zde budeme hledat hodnotu R spliujici rovnici

Tp,q/2 Tp,q/2
0,95 =4-K- (/0 cos) ,(¢)de + /0 cosy P(¢) sin? (gb)dgb) / (exp (—rPh) . q - rp+q_1) dr
(81)
Jako u p-trigonometrickych funkci i zde si zavedeme substituci

C=4-K- (/OM’Q/Q cos;q(gzﬁ)dgzﬁ + /OMQ/2 cosi;lp(gb) sinf,’q(gb)dgb) —

:F(1+;)%F(1+é) ' BB<611’1+;>+(1(;;®B<;’;>] |
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Potom plati

0,95=C- /OR (exp (_qu) .q- Terqfl) dr W.M. o (F (% + %) —L (119 ™ %’ qu)) ) (82)

p
Nejprve jako v predchozim pripadé vyjadiime z vyse uvedené rovnice vyssi netplnou gama
funkci a to naslednym zptisobem

1 1 1 1 0,95
P<—+—JW>=F<—+—>—p~L— (83)
poa poa C
Nyni opét za pomoci vztahu (7) vyjadiime regularizovanou gama funkci, ktera bude ve tvaru
11 T(L4+L Rra) TD(Lyl)—p. 05
Q<_+_,qu>: <p1q1 ): (p q1) : c (84)
¢ ri+s) rG+s)

7 vyse uvedené rovnice poté plyne

11 0,05\ /P
o Wty T e
R=1Q7'|-+-,

1 1
e
p q

Hodnotu R nakonec dopoc¢teme pomoci softwaru Wolfram Mathematica za pouziti inverzni

(85)

regularizované gama funkce a to pro konkrétni hodnoty p a q.

Na zavér si vykreslime hladiny vyznamnosti této funkce véetné jejiho grafu. Nejprve budeme
uvazovat p > ¢. Na nize uvedenych grafech mtuzeme vidét, ze hladiny jsou ve tvaru vodo-
rovnych ,, sudu®, v pripadé p, ¢ € (1,2) ve tvaru vodorovného , oka“. S postupem zvySovani
hodnoty r se tyto grafy tvaruji do svislé polohy. V pripadé, ze predpokladame hodnotu p < ¢
jsou hladiny vyznamnosti ve tvaru svislych , sudi“, v p¥ipadé p, ¢ € (1,2) ve tvaru svislého
,oka“. Opét s postupem zvysovani hodnoty r se tyto grafy tvaruji do vodorovné polohy.

4T

-1.0

Obrazek 11: Hladiny vyznamnosti a graf funkce f,,(x,y) = exp (—|z|? — |y|?) pro p = 5,
g = 3. Kiivka vyznacena silnou cernou ¢arkovanou c¢arou odpovidd bodim splnujicim
rovnici |zP + |y|¢ = 1. Cervené vybarvend plocha ohranitend k¥ivkou vyznacenou silnou
¢ervenou ¢arou piedstavuje oblast 95% kvantilu.
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Obrazek 12: Hladiny vyznamnosti a graf funkce f,,(z,y) = exp(—|z|P —|y|9)
pro p, ¢ € (1,2), kdy p > ¢. Kfivka vyznacen4 silnou ¢ernou ¢arkovanou ¢arou odpovida
bodtum spliujicim rovnici |z|P + |y|? = 1. Cervené vybarvena plocha ohranicena kiivkou
vyznacenou silnou ¢ervenou ¢arou predstavuje oblast 95% kvantilu.
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Obrézek 13: Hladiny vyznamnosti a graf funkce f,,(x,y) = exp (—|z|’ — |y|?) pro p = 3,
qg = 5. Kfivka vyznacena silnou ¢arkovanou cernou c¢arou odpovida bodim splnujicim
rovnici |z|P + |y|¢ = 1. Cervené vybarvend plocha ohranitend k¥ivkou vyznacenou silnou
¢ervenou Carou predstavuje oblast 95% kvantilu.
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Obrazek 14: Hladiny vyznamnosti a graf funkce f,,(x,y) = exp(—|z|P —|y|9)
pro p, ¢ € (1,2), kdy p < ¢q. Kfivka vyznacen4 silnou ¢ernou ¢arkovanou ¢arou odpovida
bodém splitujicim rovnici |z|P + |y|2 = 1. Cervené vybarvens plocha ohranicens kiivkou
vyznacenou silnou ¢ervenou ¢arou predstavuje oblast 95% kvantilu.
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9 Generovani ndhodnych dvourozmérnych dat s dvou-

rozmeérnym zobecnénym normalnim rozdélenim

Nejdfive pripomeneme generovani jednorozmérnych dat normovaného normalniho rozdéleni.
Toto provedeme v softwaru Wolfram Mathematica pomoci funkce

RandomVariate [NormalDistribution[0, 1], x], kde x pTedstavuje pocet hodnot gene-
rovanych norméalnim rozdélenim. Pro generovani jednorozmérného zobecnéné normovaného
normalniho rozdéleni pouzijeme funkci

RandomVariate [ExponentialPowerDistribution[p, 0, 1], x], kde = predstavuje pocet
hodnot generovanych p-zobecnénym normélnim rozdélenim. Na ukazku uvedeme grafy histo-
gramu Cetnosti pro jednorozmérné normované normalni rozdéleni a jednorozmérné zobecnéné
normované normalni rozdéleni pro parametr p = 3/2 a p = 7. Poznamenejme, zZe pro p = 2
by se jednalo o jednorozmérné normované normalni rozdéleni. K histogramim cetnosti také
vykreslime prislusné funkce hustoty daného rozdéleni a to pomoci funkce PDF. Vsechny nize
uvedené grafy jsou vygenerovany pro 1000 hodnot daného rozdéleni.
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Obrézek 15: Histogramy ¢etnosti a funkce hustoty ptislusného jednorozmérného zobecnéného

normovaného normdalniho rozdéleni.

Nasim cilem je vsak provést generovani nahodnych dvourozmérnych dat a to s dvourozmérnym
zobecnénym normalnim rozdélenim. Opét nejprve vygenerujeme hodnoty pomoci funkce
RandomVariate a to jak pro dvourozmérné normované normalni rozdéleni tak pro dvou-
rozmérné zobecnéné normované normalni rozdéleni. Toto generovani musime provést nej-
prve jak pro slozky x tak pro slozky y. Déale pak pomoci funkce Transpose transponujeme
tyto dvé slozky do usporadané dvojice (z,y). Poté muzeme vykreslit 3D histogram ¢etnosti
déleny na urcity pocet dilkt jak ve sméru osy x tak ve sméru osy y. Na nize uvedenych
grafech miizeme vidét 3D histogramy ¢etnosti pro 10° hodnot délenych na 20 dilkt ve sméru
kazdé z os x a y. Pro 3D histogram dvourozmérného normovaného normalniho rozdéleni plati
p = q = 2. Naopak 3D histogramy dvourozmérnych zobecnénych normovanych normalnich
rozdéleni jsou vykresleny nejprve pro hodnotu p = 10, ¢ = 3, poté pro hodnotu p = 3/2,
q = 5 a nakonec pro hodnotu p = g = 5.
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Obrazek 16: 3D histogram cetnosti dvourozmérného normovaného normalniho rozdéleni
tj.prop = q = 2.

Obréazek 17: 3D histogram cetnosti dvourozmérného zobecnéného normovaného norméalniho
rozdéleni pro hodnotu p = 10 a ¢ = 3.
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Obrazek 18: 3D histogram c¢etnosti dvourozmérného zobecnéného normovaného normalniho
rozdéleni pro hodnotu p = 3/2 a ¢ = 5.

Obrézek 19: 3D histogram cetnosti dvourozmérného zobecnéného normovaného normalniho

rozdéleni pro hodnotu p = ¢ = 5.
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10 Zaveér

V &lancich [19, 20, 21] Richter pracuje v dimenzi RY kde N > 2 a pouzivd zobecnéné sférické
soutadnice s jednim parametrem p > 0. Pro pripad N = 2, kterym se zabyvame v této praci

toto odpovida zobecnénym polarnim souradnicim

r=r: Op(¢)7
y=r- Sp(¢)
s Jacobidnem
r

J(x,y)| = 7 -
N = Cm@)r + [eos@) )

Richter definuje funkce S,(¢) a Cy(¢) jako

5.(6) = y _ sin(¢)
@ (|2 + [yl")"" (I sin(@)l7 + | cos(@)[7)”

v _ cos(9) |
(|z|P + |y|p)1/p (|sin(¢)|? + | cos(¢)|p)1/p

Cp(¢) =

Plati zde —1 < S,(¢) <1, =1 < Cp(¢) < 1 a zaroven také |S,(9)|P + |Cp(4)[P = 1. Vypocty
v téchto zobecnénych polarnich souradnicich vyzaduji vypocty integralu typu

/7r/4 d¢
0 (sin? () + cos? ()’

(86)
ktery je velice obtizny vypocitat pro obecné p > 01ip > 1.

Naproti tomu nase volba zobecnénych polarnich souradnic zaloZenych na p-trigonometrickych
funkcich sin,(¢) a cos,(¢) (kterd vede na jiny Jacobidn) umoznuje mnohem jednodussi
vypocty (viz kapitola 8). Diky tomu jsme mohli v této kapitole stanovit dvourozmérny
95% kvantil dvourozmérného zobecnéného normalniho rozdéleni. N4S pristup umoznuje téz
uvazovat toto rozdéleni pro dva parametry p a q. Tyto vypocty lze provést pro libovolnou
hodnotu p, ¢ > 1.

V budoucnu bychom se radi vénovali pripadim, kdy alespon jedna z hodnot p nebo ¢ lezi

v intervalu (0, 1). Déle bychom chtéli zkusit nasim ptistupem fesit vicerozmérnd zobecnéna

normalni rozdéleni pro dimenze vétsi nez 2.
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