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Abstract

This thesis attempts to identify and describe main problems of application of Petr Vopénka’s
(1935 — 2015) Alternative set theory (AST). In AST it’s author introduces phenomeno-
logical approach to mathematics. Proposing such concepts as natural infinity, horizon
bounding perception of phenomenons, blurriness and semisets. This thesis provides in-
troduction to these basic concepts and axiomatization of the theory. Further the AST
is discussed in context of important directions mathematics of the 20% century, namely
classical Zermelo-Fraenkel axiomatic set theory based on Cantor’s set theory, intuitionism
and constructivism and non-standard analysis.

Main problems of application of the AST identified in this work are: apparent con-
tradiction between the theory and classical concept of infinity, need to admit horizon
bounding one’s ability to see and understand, lack of publications regarding the theory
in international scientific press, uncertainty regarding strength of the theory, insufficient
development of the theory and lack of motivation to contribute to the theory which is
presented as rejection of previous set theories.

Abstrakt

Tato prace se pokousi identifikovat problémy v aplikaci Alternativni teorie mnozin (ATM)
prof. Petra Vopénky (1935 — 2015). Prostiednictvim ATM vn&si jeji autor do matematiky
fenomenologicky pristup a predstavuje pojmy jako pfirozené nekonecno, obzor, neostrost
a polomnoziny. V praci nalezne ¢étenar predstaveni téchto zakladnich pojmu a axiomati-
zaci teorie. Déle je ATM zasazena do kontextu ostatnich sméru vyvoje matematiky 20.
stoleti: klasické Zermelo-Freankelovy axiomatizace Cantorovy mnozinové teorie, intuicio-
nismu a konstruktivismu a nestandardni analyzy.

Hlavni problémy aplikace ATM vyjadiené v této praci jsou: zdanlivy spor mezi ATM
a klasickym pojetim nekonecna, ptiznani obzoru, nezndmost teorie v zahrani¢i, pochybnosti
o sile ATM, nedostatecna rozvinutost teorie a odtrzeni od klasické teorie mnozin.
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1 Uvod

Jak je mozné, ze nékteré poznatky klasické infinitni matematiky jsou pouzitelné
v prirozeném realném svété a jiné nejsou pouzitelné dokonce ani pii vykladech
sveta redlného? [18; s. 9]

V numerické matematice je spojity model povazovan za ideal, kterého je koneény nu-
mericky model jen neptfesné ptiblizeni. Je ovSem mozné uvazovat i opacné, totiz konecny
numericky model brat jako presny a jeho zjemnéni do kontinua povazovat za aproximaci
vhodnou k tvahdam. Vzdyt’ v pozorovaném svété nikdy nepracujeme s absolutné neko-
nec¢né mnoha ¢asticemi, nekoneéné malymi nebo velkymi vzdalenostmi. Ani spojitost, ve
svetle zjisténi kvantové fyziky, neobstoji. Neni tak nakonec blizsi skutecnosti pravée dis-
krétni a kone¢ny numericky model? Ostatné i ten muzeme, diky vypocetni sile dnesnich
pocitacu, zjemnit az za hranice skute¢ného svéta.

Klasicka matematika nenabizi k témto tivaham prilis prostoru, model je bud’ konecny
a diskrétni, nebo spojity a nekoneény, prechod od jednoho k druhému vede skrz nedozirné
dalky za obzorem. V realném svété se nezda byt cesta tak dlouhd, vzdyt’® Avogadrova
konstanta 6,022-10%* m4 k aktudlnimu nekoneénu stejné daleko jako jakékoliv jiné piirozené
¢islo. Jak je tedy viibec mozné aplikovat poznatky infinitni matematiky o nekoneénu? A da
se tato cesta zkratit? Existuje elegantnéjsi zpusob, jak postihnout ptechod od diskrétnich
¢asti ke spojitému celku? Alternativni teorie mnozin (ATM) a na ni zaloZena nova infinitni
matematika navrhovana profesorem Vopénkou tuto cestu nabizi, dokonce ji stavi do svého
sttedu.

Cilem této prace je ve zkratce predstavit ¢tenari predevsim ATM, zasadit ji do kontextu
ruznych sméru matematiky 20. stoleti a identifikovat a shrnout prekazky, kvuli kterym se,
pres potencial, ktery ji pfisuzuje mnoho téch, kdo se s ni seznamili, napiiklad [2, 8, 10, 20],
neprosadila v sirsi matematické obci.



2 Alternativni teorie mnozin

Ve svych pozdéjsich publikacich se prof. Vopénka zaméruje na filozofické zaklady své te-
orie a méné na jeji formalni stranku. Nésledujici kapitola se sestava ze dvou casti, prvni
se snazi priblizit pravé filozoficka vychodiska a cile ATM ptredevsim podle knihy Meditace
o zdkladech védy [16]. Druhd pak predstavuje formélni axiomaticky systém teorie mnozin
a polomnozin zalozeny na téchto vychodiscich a cilech, cerpa predevsim z knihy Uvod do
matematiky v alternativnej teorii mnozin [15]. V prubéhu vyvoje ATM dochézelo k drob-
nym zménam terminologie i vystavby celé teorie; déle se budeme drzet novéjsiho znaceni
a terminologie podle [16, 18], kde budou k dispozici, a podle [15] budeme postupovat pii
forméalnim budovani teorie. Tento text je tak pokusem o aktualizovany formélni vyklad
ATM, kterému je v novych publikacich vénovdano méné prostoru.

2.1 Fenomenologicky pristup k matematice

Fenomenologicky pristup profesora Vopénky k matematice je inspirovan dilem Edmunda
Husserla (viz napiiklad [4]). Fenomenologie se snazi piivést k evidenci skutecnost, ze vé-
decké teorie a vlastné jakékoliv nase poznani nezachycuji podstatu véci tak, jak jsou. Pred-
métem naseho mysleni jsou vzdy pouze popisy véci, jevu, které pozorujeme, nikdy primo
jevy samotné. Toto zjisténi vystavuje na odiv otazku zminénou jiz v ivodu. Jak je mozné
vubec néjaké poznani? Odpovéd’ na ni dava nasledujici Husserluv princip vSech principu
(16, s. 57].

Princip 1 (Princip v8ech principti) Pramenem vseho pozndni a vsi pravdy je danost,
a to takovd, kterd jev poddvd v jeho puvodni podobé (v origindle), to je zieni jevu tak
a jenom tak, jak je nam ddan. Tento pramen pozndni musi byt vytéZen z toho, co zreni jevu
jako takového ddva a co jenom ddva.

Nasleduje predstaveni nékterych dulezitych fenomenologickych konceptu.

Jev je néco, co se ndm jevi, , co lze pohledem zachytit a odlisit od vSeho ostatniho® [16,
vidime. Svét pak fenomenologie vykladd jako splet’ jevi. Mezi jevy budeme rozliSovat dva
dulezité druhy. Prvoevidovatelnyj jev je takovy jev, ktery jsme schopni evidovat, t.j. vidét ho
a védét, ze ho vidime, jakmile ho evidovat muzeme, to je, jakmile se ndm poprvé ukaze [18,
p. 43]. Neprvoevidovatelnyj jev je dopliitkem jevu prvoevidovatelného, dokazeme jej evidovat
az tehdy, kdyz zname s nim spojeny jev prvoevidovatelny. Prikladem prvoevidovatelného
a neprvoevidovatelného jevu je vlastnost geometrickych objektu , byt kruznici“; kruznici
totiz rozpozname hned, jak ji uvidime, i kdyz ji tak tieba nebudeme nazyvat, naopak
o ostatnich geometrickych objektech neprohlasime, Zze nejsou kruznice, dokud nebudeme
kruznici znéat.

Objekt je jev, ktery vykladdame jako samostatného jedince. Ostatni jevy pak vykla-
ddme jako vlastnosti objektu (jednomistné jevy) nebo vztahy mezi nimi (vicemistné jevy).
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Pro teorii mnozin je klicovy vyklad nejruznéjsich svét, at’ uz matematickych nebo jinych,
jako spolecenstvi objektu, pricemz velkou vyhodu poskytuje vyklad libovolnych jevu jako
objektu [16, s.23]. Tak jsme schopni vyklddat néjakou vlastnost objekttu jako objekt (mno-
zinu nebo tfidu objektu majicich tuto vlastnost) a stejné tak i vztah néjakych objektu
muzeme vylozit jako objekt (relaci mezi tfidami objektu do tohoto vztahu vstupujicich).

Pozorujeme-li a zkoumame néjaky predmét, at’ uz cely svét nebo i jediny objekt v ném,
lhostejno jakymi prostiedky, je toto nase zkoumani omezeno, bud’ je ukonc¢eno pevnou hra-
nici, kterd zkoumany predmét ostie ukoncuje, nebo v néjakém sméru ztraci na zretelnosti
a ostrosti, az uz nedokazeme zietelné poznat, jak zkoumany predmét pokracuje. Jsme nu-
ceni priznat, ze dédle nevidime. Takto jsme tento predmét rozdélili na dvé ¢asti — znamou
a neznamou. Pro to, co je oddéluje se v ¢estiné nabizi pithodny nazev obzor. Obzor po-
ukazuje na neptekrocitelné hranice poznani a na zahady lezici za nimi. Za obzorem tedy
pozorovany predmét pokracuje plynule do ¢asti, kterou sice nevidime, ze znalosti pozoro-
vané ¢asti o ni muzeme ale leccos usuzovat. Samotny obzor neni nehybny, ale zostfenim
pozornosti jej lze posunovat a odhalovat tak dosud nepozorované oblasti.

Piikladem jevu ubihajiciho k obzoru a za néj je puleni tsecky, viz obrazek 1. Zacneme
s useckou uskutecnénou pred obzorem, odejmeme jeji polovinu a druhou si ponechame pro
dalsi puleni. Opakujeme-li tento proces dale, po case se usecka propadne pod obzor a na
jejim misté zustane bod. Bod lezici na obzoru rozlisitelnosti malého. Oddalime-li tento
obzor, odhalime za bodem dalsi usecky, pii jejich dalsim puleni se ndm ovSem na naSem
novém obzoru opét ukaze bod. Tento bod je stopou usecek propadlych za obzor, znackou
oznacujici misto na obzoru, jimz toto puleni Usecky prochazi. V ptirozeném geometrickém
svété je bodem v Euklidovském smyslu, tedy objektem, jez neméa zadné dalsi ¢asti. V casti
svéta za obzorem je tento bod useckou. Ve svété, jehoz vidéni nepfiznavame obzor, tento
bod nenajdeme.

Obrazek 1: Puleni tsecky



Novovéka evropska véda posouva obzor az do absolutniho nekonecna, jak ve sméru
mnozstvi néjakych objektu, tak i ve sméru rozlisitelnosti malého, ¢ini z néj tak pevnou
mez. Cely svét je pro ni uzavien do pevnych mezi v nichz neni pro neostrost misto. Piesto
vsak neni schopna se jej zcela zbavit, stietdva se s nim v infinitesimalnim poctu, topologii
i jinde. S timto jevem se nepiimo vyrovnava pomoci absolutniho nekonecna.

2.2 Teorie mnozin a polomnozin

2.2.1 Zakladni pojmy

Nésledujici pojmy tvoii zaklad formalizace vyse popsaného fenomenologického ptistupu.
Vzhledem k jejich jednoznacnosti a vyznamnému postaveni v celém pojeti je uvadime
v presném znéni prevzatém z [18, s. 15] a doplnéném o nékteré jejich uptesnujici vlastnosti
podle [15].

Jestlize z nékterych diive jiz vytvorenych objektu néjaké vydélime, vznikne seskupeni
téchto vydélenych objektu.

Obor neni souhrn néjakych jiz existujicich objektu; je to zdroj ¢i jimka, do niz padaji
vhodné objekty z téch, které se objevuji nebo vznikaji. Kazdé seskupeni néjakych objektu
lze vykladat i jako obor, byt’ jiz vycerpany.

Aktualizaci néjakého oboru myslime jeho vycerpani, to je nahrazeni tohoto oboru
seskupenim vsech objektu, které do néj padaji ¢i mohou padnout.

Ttidou rozumime kterékoliv jiz uskutecnéné seskupeni néjakych danych objektu (jejich
prvki), které vykladame jako samostatného jedince neboli jako objekt jediny. Skutecnost,
ze objekt X je tfidou, zapiseme Cls(X).

Mnozinou rozumime takovou tiidu, kterd je ostfe vymezenda. Navic je kazdd mno-
zina v ATM z klasického hlediska kone¢na. Skutecnost, ze objekt X je mnozinou, budeme
zapisovat Set(X).

Tiidu, kterda neni mnozinou, nazveme vlastni trida. Vlastni tfidou rozumime seskupenti,
které je vydéleno neostie. Vlastni tiidy existuji a jsou mnohdy vhodnym néastrojem pro
popis nékterych jevi. Napriklad seskupeni vSech malych prirozenych ¢isel je vlastni ttidou.
Kdybychom je chtéli nahradit mnozinou, existuje mnoho zpusobu jak to ucinit, které je
vSechny mozné povazovat za spravné. To, co tyto zpusoby spojuje, je pravé neostie vyme-
zend tfida vsech malych prirozenych ¢isel (volné podle [15, s. 39]). Na tomto misté je tieba
zduraznit, ze takto zavedené vlastni tiidy nejsou tiidami v Bernays-Godelové teorii.

Polomnozinou rozumime neostie vymezenou tiidu (tedy vlastni tiidu), kterd je pod-
tiidou néjaké mnoziny. V [15, s. 40] je tento pojem Sirsi a oznacuje libovolnou tiidu, kterd
je podtiidou néjaké mnoziny, v tomto textu se budeme drzet novéjsiho, uzstho vyznamu.

Polomnoziny taktéz existuji, stietavame se s nimi dokonce témér na kazdém kroku:
tida vsSech zajimavych knih v néjaké dostatecné obsdahlé knihovné, tiida vSech planék
plotu, které od sebe jesté dokazeme rozlisit, nebo pravé tiida vsech malych piirozenych
¢isel jsou polomnoziny.



Obory budeme oznacovat velkymi gotickymi pismeny (jako i, 20, J), pro tiidy vy-
hradime velkd pismena latinské abecedy (A, ..., X, Y ...) a pro mnoziny mald pismena
latinské abecedy (a, ..., x, y ...). Relaci ndlezeni oznacime , €%, jak je obvyklé, a pro tiidy
bude mit obvykly vyznam nalezeni objektu do objektu.

Kazdou tiidu (a tedy i mnozinu) si muzeme vykladat jako obor. Existuji ovsem obory,
které si jiz jako tridy nevykladame, tedy nepristupujeme k nim jako ke spolecenstvim jiz
vytvorenych objekti. Vztah nalezeni objektu do oboru budeme opét znacit ,€“, je vsak
tfeba si uvédomit, ze jde o jiny druh nélezeni, protoze obory si nevykladame jako objekty.
To mimo jiné znamena, ze nedovolujeme oboru byt prvkem néjakého jiného oboru. Timto
se vyhybame Russelovu paradoxu [15, s. 43].

Kromé proménnych a konstant pro oznac¢ovani oboru a znaku ,,€“ pro oznaceni ope-
race nalezeni budeme uzivat bézné matematické znaceni. Pomoci néj budeme sestavovat
mnozinové formule nésledovné:

1. ; € z; a x; = x; jsou mnozinové formule.

2. pokud jsou ¢(x,...,x,) a P(zo,...,r,) mnozinové formule, potom i
o —p(zg,...,Tp),
e 0(Zo,. .. Tn) ANU(To, - .., Tn),
e 0(Zo,. .. Tn) VU(To, ..., Tn),
o o(Tg, ., Tn) = Y(Tos- -, Tn),
® ©(Zo,...,Tn) & V(2o, ..., Tn),

(Fz)p(zo,- - T
o (Vai)p(zo,. .-, n
jsou mnozinové formule.

Mmnozinovou vlastnosti, poptipadé vztahem, budeme rozumét takovou vlastnost, poptipadé
vztah, ktery lze zapsat mnozinovou formuli [15, s. 49]. Navic tridovou formuli budeme
rozumét takovou formuli, kterou lze sestavit podle stejnych pravidel, kromé proménnych
a konstant pro mnoziny v ni vSak mohou vystupovat i proménné a konstanty pro ttidy,
obdobné pak zavedeme tiidovou vlastnost a tiidovy vztah [15, s. 71-72].

2.2.2 Obor dédi¢cné konecnych mnozin

Nasledujicich Sest axiomu zavadi obor dédiéné konecnych mnozin, Hereditary Finite Sets

(HES), ktery se i pres rozdilné axiomy formalné shoduje s oborem koneénych mnozin
Zermelo-Fraenkel-Choice (ZFC) [3].

Axiom 2.1 (Extenzionality pro mnoziny)

Ve,y)(x =y (V2)(z €x < 2 €9))



Axiom 2.2 (Prazdné mnoziny) FEzistuje jedna prazdnd trida, kterd je zdroven mnoZi-

nou, tedy
(Fz)(Vy)(y ¢ x),

toto x trvale oznacime () [106, s. 80)].

Axiom prazdné mnoziny zarucuje existenci alespon jedné mnoziny, kterd se posléze
stane stavebnim prvkem vsech ostatnich mnozin. V ZFC je existence této mnoziny zarucena
axiomem nekone¢né mnoziny (viz axiom 3.1).

Axiom 2.3 (Mnozinového néaslednika)
(Vo) (Vy)(32) (2 = {u;u € 2V u = y})

Na zakladé tohoto axiomu muzeme zavést operaci mnozinového néslednika = U {y}.
Predeslé tii axiomy a zakladni mnozinové operace nam staci k zavedeni modelu prirozenych
¢isel i s operaci naslednika n 4+ 1. Abychom totiz mohli v libovolné teorii mnozin pracovat
s prirozenymi a vubec vSemi ¢isly, musime vytvorit jejich mnozinovy model. Zvolime, jak je
zvykem, von Neumanuv model pfirozenych ¢isel. Modelem cisla 0 bude prazdnd mnozina,
modelem kazdého nasledujiciho ¢isla pak bude mnozina vSech ¢isel mensich. Méame tedy:

0=0, 1={0}
2={0,{0}}, 3=1{0.{0},{0,{0}}}

atd.

Formalné definujeme modely pfirozenych ¢isel nasledovneé.

Definice 1 (von Neumanovy modely pfirozenych &isel) Rekneme, Ze mnoZina x je
von Neumanovym modelem prirozeného ¢isla, oznacend Nat(x), prdvé tehdy kdyz plati:

1. (Vy € z)(y C ),
2. Vy,zex)lyezVzeyVy =z).
Operaci néaslednika n + 1 definujeme pro von Neumanovy modely jako
n+1=nU{n}.

Mezi ¢islem a jeho von Neumanovym modelem budeme rozliSovat jen tam, kde to bude
nezbytné.

Axiom 2.4 (Indukce) Necht’ ¢ je mnoZinovd vlastnost. Potom plati

((0) A (Y2) (YY) (p(2) = p(z U {y}))) = (Va)p(z).



Tento axiom neni axiomem v pravém slova smyslu, jde o schéma axiomu. Jednotlivé axiomy
z néj dostaneme tak, ze budeme za ¢(x) dosazovat ruzné mnozinové vlastnosti. Zde uvedend
axiomatizace ATM tedy neni konec¢na. Klasicka teorie mnozin axiom indukce nepfijima,
samotny princip je v ni vSak odvoditelny z ostatnich axiomu, viz sekce 3.1. V. ATM hovorime
s prihlédnutim k vytracejici se ostrosti smérem k obzoru o slabnouci indukei.

Pomoci axiomu indukce lze dokazat fadu dulezitych tvrzeni pro obor vsech dédicné
konecnych mnozin. Uvadime néktera z nich i s jejich dukazy, predevsim pro porovnani
s nékterymi axiomy ZFC.

Tvrzeni 1 (O potenéni mnoziné)

(Va)(32)(z = {u;u C x})

Dukaz Mnozinovou vlastnost (32)(z = {u;u C x}) oznacime p(z). Ziejmé plati o(().
Necht’ je z takové, ze plati p(z), z = {u;u C x} a y je libovolné. Polozme w = {uU{y};u €
z}. Jak je okamzité ziejmé, je z Uw = {u;u C x U {y}} a tedy plati ¢(z) = p(z U {y}),
podle axiomu indukce méme (Vz)p(z).

Poten¢ni mnozinu mnoziny = ozna¢ime P(zx). Z axiomu indukce pifmo plyne i uplné
indukce podle prirozenych ¢isel, respektive jejich modelu v HEFS. Takto definované mo-
dely pfirozenych ¢isel tedy zachycuji vSechny ordindlni, kardindln{ i aritmetické vlastnosti
prirozenych ¢isel, a tvoif model Peanovy aritmetiky uvnitit HFS [15, s. 69 a 70].

Axiom 2.5 (Regularity) Necht’ p(z) je mnozinovd vlastnost takovd, zZe (3z)p(2). Potom
plati

(Fy) (p(y) A (Yu € y)—p(u))

Axiom 2.6 (e-indukce) Necht’ p(z) je mnozinovd vlastnost takovd, Ze

(V) ((Vz € y)o()) = (y).
Potom plati (Vz)p(z).

Axiom e-indukce a axiom regularity jsou ekvivalentni [15, s. 62]. Jejich prijetim zajist'u-
jeme, ze vSechny mnoziny z oboru dédiéné konecnych mnozin jsou vytvoteny jen z prazdné
mnoziny.

Struktura, ktera splinuje téchto Sest axiomu je univerzum dédiéné koneénych mnozin,
které si prozatim budeme vykladat jen jako obor, oznacime jej 9. Obor {z; Nat(x)} je
podoborem oboru 901, jde tedy o obor vSech konec¢nych ptirozenych ¢isel, oznac¢ime jej FN.

2.2.3 Axiomatizace neostrosti a prirozeného nekonecna
Kromé mnozin vystupuji v ATM i tfidy, axiom extenzionality plati i pro né.
Axiom 2.7 (Extenzionality pro t¥idy)

VX, Y)X =Y V2)(ze X 2zeY))



Axiom 2.8 (Cesty k obzoru) Necht’ p(X,Y) je takovy vztah, zZe plati (¥n)(3X)p(X,n).
Potom existuje funkce G takovd, Ze dom(G) = FN a plati (Vn)ep(G(n),n). [15, s. 145]

Stejné jako v piipadé axiomu indukce 2.4 jde o schéma axiomu, jednotlivé axiomy
z néj dostaneme dosazenim vztahu ¢, ktery splni podminku (Vn)(3X)e(X,n). Toto ¢
neni pritomno v 91, ostatné ani nemuze, protoze jde o vlastnost, kterou nevykladame jako
tiidu. Funkci G lze povazovat za jeho reprezentaci uvniti 9, presnéji G je jev vznikly
vyprazdnénim néplné vztahu ¢ a jeho redukei na spolecenstvi (tiidu) objektu. Axiomem
cesty k obzoru jsme zarucili jeji existenci. Podstatou axiomu cesty k obzoru je predstava,
ze pri zkoumani svéta jako souboru objektu se lze vydat v uskuteénéni smérem k obzoru
a struktura této cesty je zachycena na struktute prirozenych ¢isel. Cesty k obzoru mohou
mit ovSem i jinou strukturu nez jakou maji prirozena ¢isla. Bezprostfednimi dusledky
axiomu cesty k obzoru jsou:

Tvrzeni 2 Obor FN vsech konecnijch prirozenych cisel je trida.

Diukaz Za ¢(X,Y) zvolime vztah X = Y. Pak podle pravé ptijatého axiomu existuje
funkce, t.j. tiida, G takova, ze dom(G) je obor vsech kone¢nych piirozenych éisel. Jelikoz
jsou ale vsechny prvky tiidy G jiz uskutecnény, jsou uskutecnény i vSechny prvky ttidy
dom(G) a tedy dom(G) = FN je tiida. [16, s. 145]

Tvrzeni 3 Obor M viech dédicné konecniych mnoZin je trida (oznacime FV ).

Tridy FN a FV zachycuji stavbu konecnych prirozenych ¢isel a mnozin, které lezi pred
obzorem. Jak jsme vSak popsali v sekci 2.1, neni studovany predmét obzorem ostie ukoncen,
pokracuje za nim do krajiny znamosti a obzor lze zostienim pozornosti oddalit. I obzor
ohranicujici nas pohled do univerza dédicné koneénych mnozin lze oddalovat a tiidy FN
a F'V rozsitovat na tridy F*N a F*V | ty lze opét rozsitit a tak dale. Jedno takové hodné
velké rozsiteni oznac¢ime N a V [15, s. 162]. Tidu V pak budeme povazovat za tiidu vubec
vSech mnozin, viz nasledujici axiom.

Axiom 2.9 (Prvka a podmnozin) Pro libovolny objekt X plati X € V < Set(X) A
X CV. [15, 5. 16}

Definice 2 (Rez) Rekneme, e tiida X je fezem na von Neumannovych modelech pfiro-
zenych cisel, ddle jen rezem, jestlize plati, X C N a pro kazdé x € X je 1 x C X. Tedy pro
kazdé y < x jey € X. [16, s. 141]

Pro fez, jehoz nejvétsim prvkem je ¢islo a, budeme pouzivat znaceni [«].

Axiom 2.10 (Prodlouzeni) Necht’ G : FN — V je funkce. Potom existuje funkce g
takovd, Ze G C g [15, 5. 175].



Axiom prodlouzeni odpovidd Robinsonové lemmatu o preteceni (vice v sekci 3.2), tiidu
FN muzeme vykladat jako pocatecni usek t¥idy prirozenych ¢isel N, tiidu N —FN pak tvori
nekonecné velka prirozena ¢isla. Funkce g, jejiz existenci axiom 2.10 zarucuje, ma explicitni
tvar g : [y] = V, kde je v € N — FN. V matematice zalozené na alternativni teorii mnozin
a polomnozin nahrazuje tento axiom vsechny nejruznéjsi podoby pojmu limity [18, s. 32].
Axiomy 2.8 a 2.10 jsme polozili zaklad matematizaci neostrosti a zavedeni o a w-tiid. Pro
srovnani néasleduje novéjsi formulace stejnych principu.

Definice 3 (Stabilni funkce) Rekneme, Ze funkce F je stabilni na vezu X C N, je-li na
ném definovina (tedy dom(F) = X) a pro kazdé x z X je F|gy1) mnoZina ndleZejici do
tridy V [16, s. 142].

Stabilni funkce je tedy takova funkce, jejiz obrazy jsou vSechny mnoziny z univerza mno-

7zin V.

Definice 4 (Prodlouzeni) Rekneme, Ze f je turdym prodlouzenim funkce F definované
na rezu X, jestlize f je funkce, dom(f) € N a F = f|x.

Definice 5 (Obzorny fez) Rekneme, Ze neprdzdnd mnozina H C N je obzorngm fezem,
jesthize plati:

o H je rez, ktery v usporaddni prirozenych cisel nemd nejvetsi prvek.
e Je-li F stabilni funkce na rezu H, pak existuje jeji tvrdé prodlouzeni f [16, s. 143].

Axiom 2.11 (Existence polomnozin, obzorného fezu) Ezistuje obzorny rez, rozumi
se na mnoziné N, oznacime jej FN. [16, s. 143]

Axiom existence polomnozin je sjednocenou formulaci axiomu cesty k obzoru 2.8 a axi-
omu prodlouzeni 2.10, tim je v novéjsi formulaci ATM ([16] a [18]) kladen vétsi duraz na
pokracovani svéta za obzorem.

Axiom 2.12 (Vybéru) Necht’ p(X,z) je vztah takovy, Ze plati (Vx)(3X)e(X, x). Potom
existuje relace S takovd, Ze plati (Vx) o(S7{x} = rmg(S|(}), ).

Axiom vybéru ,prekryva‘ axiom cesty k obzoru, je jeho silngjsi verzi [15, s. 401].

2.2.4 RGzné druhy kardinality

Definice 6 (Koneéna tiida) Rekneme, Ze tiida X je konecénd, oznacime Fin(X), pokud
je kazda jeji podtrida, tedy i ona sama mnoZinou. Tuto definici muzZeme zapsat ve tvaru

Fin(X) < Cls(X) A (VY)(Y € X = Set(Y))
Trida X, kterd neni konecénd, plati tedy —Fin(X), se nazyva nekone¢na.
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Definice 7 (Spocitatelna tiida) Rekneme, Ze tiida X je konetné spocitatelnd prdvé
tehdy, kdyz existuje n € FN takové, Ze existuje vzdjemné jednoznacnd funkce f : n —
X. Rekneme, Ze tiida X je nekoneéné spocitatelnd, prdvé tehdy, kdyz existuje vzdjemné
jednoznacnd funkce f :n — FN. Trida X je spocitatelnd prdve tehdy, kdyz je konecné
spocitatelna nebo nekonecné spocitatelna.

Nespocitatelna tiida je pak takova trida, ktera neni spocitatelna.

Axiom 2.13 (Kardinality (slaby)) KaZdd nekonecnd trida je ekvivalentni V. [15, s. 188]

Axiom 2.14 (Kardinality) KaZdé dvé nespocitatelné tridy jsou ekvivalentni. [15, s. 187]
ATM pristupuje k problému kardinality jinak nez klasicka teorie mnozin, v jejim pojeti,

podobné jako v Bolzanové, neni nekoneéné mnozstvi ruznych kardinalit, ale v zavislosti na
prijaté verzi axiomu kardinality pouze dvé.

2.2.5 Ostatni

Nésledujici axiomy uvadime jen pro uplnost, v naSich tivahach se neobjevi, svoje vyuziti
nalézaji pii metamatematickych tivahdch o ATM a modelovani nékterych slozitych struk-
tur.

Definice 8 (Kédovaci dvojice) Rekneme, ze (K, S) je kddovaci dvojice, pokud K a S
jsou tridy z rozsireného univerza a S je relace.

Axiom 2.15 (Tridy tiid) Necht’ (K, S) je kédovaci dvojice. Potom obor
{57{x} = mg(Slmy);z € K}
je trida trid. [15, s. 180]
Axiom 2.16 (Extenziondlni kédovani) Necht’ 9 je tiida trid. Potom existuje exten-

ziondlni kodovaci dvojice (K, S) takovd, Ze M = {S7"{x} = ng(S|(y);x € K} [15, 5. 181]

2.3 Neékteré dilezité druhy trid a modely jeva v ATM

2.3.1 o am tridy

Cilem ATM je formalizace a modelovani jevu neostrosti, prijeti axiomu cesty k obzoru
a axiomu prodlouzeni je pouze prvnim krokem. Samotnymi modely neostrych jevu jsou o
a m-tTidy.

Definice 9 (Piehledné tiida) Rekneme, Ze tiida A je prehlednd na obzorném fezu H
(ddle jen prehlednd), jestlize existuje stabilni funkce F' na rezu H, takovd, Ze A = rng(F).
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Definice 10 (o-tiida) Rekneme, Ze X je o-tiida (vzhledem k tezu H), jestlize existuje
prehlednd trida mnozin A takovd, Ze X = |J A. Tedy existuje stabilni funkce F : FN — V
t.z. X =Jrng(F)

Tvrzeni 4 (O vytvarejici posloupnosti o-ttidy) [15, s. 196] Necht’ X je o-trida. Po-
tom ezistuje posloupnost {X,;n € FN} trid takovd, Ze pro kazdé n plati

X, € Xp1a X =| J{X.;n e FN}.

Tedy o-ttidu X lze zkonstruovat inkrementalné pridavanim dalsich prvku, klidné i po
skupinach. Jelikoz toto pridavani sleduje cestu prirozenych cisel smérem k obzoru, i na
tiidu X se muzeme divat tak, ze k nému ubihd a ztraci na ostrosti. Rozdil oproti fuzzy
mnozinam je tak jasné patrny: prvky, které do X jiz spadly, do ni prosté nalezeji, bez pii-
modelovat mnoho jevu prirozeného svéta i nejruznéjsich svétu matematickych a jinych. Na-
priklad tiidu vSech soustav linedrnich rovnic, které dokazeme vytesit (rozumi se odpoveédét
na otazku, jestli ma feseni, piipadné toto Feseni nalézt) i s pomoci pocitace lze povazovat
za o-ttidu. Dokazeme-li totiz vyfesit soustavu n rovnic jsme schopni nalézt feseni i sou-
stavy m + 1 rovnic. S rostoucim poctem rovnic je vSak nalezeni feSeni stéle tézsi a ¢asoveé
nedovedeme, bud’ by na né nestacilo ani nékolik lidskych zivotu nebo pamét’ pocitace. Po-
moci o-tiid modelujeme prvoevidovatelné jevy. Vlastnost soustavy byt vyresitelnd® je jev
prvoevidovatelny, protoze, jakmile jsme schopni jej nahlédnout, nepotrebujeme k tomu jiz
znalost jiného jevu. Neprvoevidovatelné jevy modelujeme pomoci m-tiid.

Definice 11 (7-t¥ida) Rekneme, Ze X je m-tiida (vzhledem k tezu H ), jestlize existuje
prehlednd trida mnozin A takovd, Ze X = () A. Tedy existuje stabilni funkce F : FN — V
t.z. X =\ rng(F)

Tvrzeni 5 (O vytvarejici posloupnosti m-tfidy) /15, s. 196] Necht’ X je w-tiida. Po-
tom ezistuje posloupnost {X,;n € FN} trid takovd, Ze pro kazdé n plati

Xon1 € X, a X =(){X,;,n € FN}.

Tedy m-tridu X lze vytvorit tak, ze z néjaké obsahlé tiidy V, A C V ,ukrajujeme* prvky,
které nemaji danou vlastnost. Jejich postupné odebirani, stejné jako pridavani v pripadé
o-t¥id, ubiha k obzoru vedeno posloupnosti prirozenych ¢isel, postupné ztraci na ostrosti,
jevu a m-tiidy, kterou ji modelujeme je tiida vsSech soustav linearnich rovnic jejichz te-
Seni nalézt nedokazeme. Kazdou soustavu, jejiz feseni dokdzeme nalézt odebereme z tiidy
vSech soustav, tak postupné odkryvame m-tifidu nefeSitelnych soustav, postupné, jak se
vypocet prodluzuje zacne byt rozhodovani tézsi a tézsi. Vlastnost ,,byt nevyftesitelnd* neni
prvoevidovatelnd, k tomu abychom ji evidovali musime nejprve znat néjaké vyteSitelné
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soustavy. Klasicka teorie mnozin a nakonec i logika rozliseni prvoevidovatelnych a nepr-
voevidovatelnych jevu zakryla, kdyz se rozhodla povazovat i negace prvoevidovatelnych
vlastnosti, potazmo jevu, za plnohodnotné vlastnosti, potazmo jevy [15, s. 197]. ATM se
tomuto pristupu nebrani, vynasi ovSem na svétlo fundamentdlni odliSnost téchto druhu
jevu a obohacuje tim nasSe vidéni svéta i nastroje, s nimiz jej muzeme modelovat.

Pro lepsi vhled do vztahu ¢ a 7 tfid uved’'me alespon jedno tvrzeni.

Tvrzeni 6 Trida X je o-trida prdve tehdy, kdyz V — X je m-trida.
Dikaz Oznacime Y = V — X, podle véty o vytvarejici posloupnosti o-tiidy existuje

posloupnost {X,,;n € FN} t.z. X = [J{X,;n € FN}. Dostavame Y =V — |, X,, a podle
de’Morganovych pravidel je Y = (V — X,,).

2.3.2 Figury a monady

o a 7 tTidy lze mimo jiné vyuzit k modelovani nerozlisitelnosti a nasledné topologické spoji-
tosti pomoci neostrosti, kterou zachycuji. Spojité tvary povstavaji na obzoru rozlisitelnosti
malého, umisténi tohoto obzoru zachytime relaci nerozlisitelnosti.

Definice 12 (Kompaktni relace) Rekneme, Ze relace R je na tridé dom(R) kompaktni
praveé tehdy, kdyz plati

(Vu C dom(R))(—Fin(u) A (Fz,y € u)(x # y A xRy))

Definice 13 (m-ekvivalence) Rekneme, e R je m-ekvivalence, pokud R je ekvivalence
a T-trida.

Definice 14 (Ekvivalence nerozlisitelnosti) Rekneme, Ze R je ekvivalence nerozlisi-
telnosti, pokud R je kompaktni m-ekvivalence.

Definice 15 (Monada) Monddu bodu x v relaci nerozlisitelnosti R definujeme takto:
Mon(x) := {y; yRx}

Monéada bodu je tiida vSech bodu od néj nerozliSitelnych, jakasi nejmensi ¢ast, kterou
dokazeme z dané mnoziny, napiiklad roviny vydélit, tedy vlastné bod. Jelikoz ale jako bod
jiz oznacujeme néco jiného, budeme monadam v pripadé, ze budeme chtit zduraznit jejich
geometricky vyznam, fikat geometrické body.

Definice 16 (Figura) Rekneme, Ze X je figura, pokud plati
(Vx,y)(x € X NyRr = y € X)

Definice 17 (Figura tiidy) Figuru tridy X definujeme takto:
Fig(X) :={y; (3z € X)(yRx)}
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Tvrzeni 7 (Vztah figur a monad) Pro kaZdou tridu X plati
Fig(x) = U{Mon(a:); re X}
a pro kazdy bod x plati
Mon(z) = Fig({x}).
Tvrzeni 8 Fig(X) je figura.
Figura je stopa mnoziny na obzoru ,poslepovana® ze stop jednotlivych bodu. Z hlediska
topologie muzeme na mondady nahlizet jako na nejmensi oteviené mnoziny, které jesté

dokazeme rozlisit, figury z nich pak skladame podobné jako oteviené mnoziny v klasické
teorii z geometrickych bodu.
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3 ATM v kontextu klasické matematiky

Alternativni teorie mnozin se jiz svym nazvem vymezuje proti klasické cantorovské teorii.
Neni vsak jedinou alternativou ke klasické teorii mnozin, Stanfordska encyklopedie filo-
sofie [3] ji fadi mezi tzv. malé teorie mnozin (,small set theories“), které obsahuji méné
struktur nez klasickd teorie mnozin, a presto poskytuji dostatek nastroju pro budovani
matematiky.

V této kapitole popiSeme, v ¢em spocivaji zdsadni rozdily mezi ATM a cantorovskou
tizaci klasické teorie mnozin — Bernays-Godel (BG) a Zermelo-Fraenkel (ZF) — se budeme
zabyvat tou Zermelo-Fraenkelovou s axiomem vybéru (Zermelo-Fraenkel-Choice (ZFC)).
Axiomatizace BG se od ni odliSuje predevsim tim, ze kromé klasickych mnozin zavadi
i existenci tfid,a a¢ je v jejich axiomech casto uvadéno jedno schéma axiomu, je jiz od
svého vytvoreni Benraysem a Godelem axiomatizovatelnd konecné [12]. Mimo to se poku-
sime zasadit ATM do kontextu ostatnich sméru vyvoje matematiky 20. stoleti.

3.1 ATM a klasicka teorie mnozin ZFC

Abychom pochopili vztah alternativni teorie mnozin s klasickou, bude nejjednodussi popsat,
co vedlo k jejimu vytvoreni. Nejprve pripomeneme klasickou teorii mnozin. Nahradime-li
v axiomech ZFC axiom nekonecné mnoziny 3.1 jeho negaci, dostavame stejnou teorii dé-
diéné kone¢nych mnozin jako vyse [3]. Jednotlivé axiomy lze na sebe prevést ndsledovné
(v8echny axiomy ZFC i s negaci axiomu nekone¢na nalezne ¢tenafr v piiloze A). Axiom
extenzionality pro mnoziny 2.1 a A.1 je v obou teoriich ekvivalentni. Z axiomu mnozi-
nového néslednika 2.3 a axiomu extenzionality mnozin 2.1 piimo plynou axiomy dvojice
A.2 i sjednoceni A.4. Axiom regularity 2.5 je piimo pfevoditelny na axiom fundovanosti
A.6. Existenci prazdné mnoziny zarucuje vhodna volba v negaci axiomu nekonec¢na A.10.
Axiomy vydéleni A.3 a nahrazeni A.5 lze v ATM odvodit diky axiomu indukce.

Naopak indukei Ize v teorii ZFC odvodit z axiomu fundovanosti, axiomu dvojice, ne-
gace axiomu nekonecna a axiomu vybéru. ZFC se tak od ATM lisi predevsim pfijetim
nasledujicich dvou axiomu 3.1 a 3.2.

Axiom 3.1 (Existence nekoneéné mnoziny)
(Fa)(Set(a) AND € aAn (z €a= (zU{zx}) €a))

Jde o jednu z mnoha verzi axiomu nekonecné mnoziny, v tomto piipadé dostavame nekonec-
nou mnozinu von Neumanovych modelu pfirozenych ¢éisel, oznacime ji wy. Existuji i jiné
zpusoby, jak nekonec¢nou mnozinu konstruovat, které na sebe sice nejsou v piitomnosti
ostatnich axiomu prevoditelné, nicméné lze ukézat, ze vytvareji teorie o stejné sile [3].
V terminologii zavedené vyse muzeme prohlésit, ze pfijetim axiomu nekoneéné mnoziny
aktualizujeme obor vSech pfirozenych ¢isel a rovnou z néj vytvarime mnozinu. Obdobné
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jako vyse tvori von Neumanovy modely pfirozenych ¢isel model Peanovy aritmetiky uvnitt
ZFC.

Axiom 3.2 (Potenéni mnoziny)
(Vx)(3y)(Set(y) A (V2)(z € y) & (Yw)(w € z = w € x))

Jak jsme ukdzali vyse, je existence potencéni mnoziny dokazatelnd pro vsechny dédi¢né ko-
necné mnoziny pomoci indukce (viz véta 1). Toto tvrzeni vak nedosahuje az na nekone¢nou
mnozinu, jejiz existence je zaru¢ena axiomem nekonecna 3.1, axiom 3.2 tedy zarucuje pre-
devsim existenci mnoziny P(wp). K vykladu oboru vsech podmnozin mnoziny pfirozenych
¢isel jako mnoziny vedl predevsim vyklad kontinua jako mnoziny bodu. Obor vSech mnozin
ZFC budeme oznacovat V.

Ovsem jak poprvé ukézal T. Skolem [6], existuji nestandardni modely Peanovy aritme-
tiky, jejich konstrukci uvniti ZFC pomoci ultraproduktu a ultrafiltru ukazuje i prof. Vo-
pénka v [17, s. 103-116]. Pomoci ultraproduktu lze obor V vSech mnozin rozsitit operatorem
ultraextenze na obor W, do kterého spadnou vSechny koneéné mnoziny z V a navic v ném
budou vsechny nekoneé¢né mnoziny rozsiteny o nové prvky. Mnozinou vSech pfirozenych
¢isel ve W tedy bude mnozina @y, puvodni mnozina wy bude jeji podmnozinou, kterou jiz
ale nebudeme schopni z @wy vydeélit. Jinymi slovy vytvoiime-li v Peanové aritmetice pomoci
operace naslednika mnozinu vsech prirozenych ¢isel, bude tato mnozina vzdy rozsiritelna
o dalsi nestandardni ¢isla. A to tak, ze tato nova nestandardni ¢isla budou vsechna vétsi
nez puvodni prirozend ¢isla, bude tedy platit (a € wo,n € wp)(a < n = a € wy)[6, s. 12].
Tak dostavame ,zvlastni“ strukturu, pro kterou plati (wy C @p) A (wo # @), ktera je uspo-
rfadana standardni relaci ,,<“ na prirozenych ¢islech, mnozina wy ale nema nejvétsi prvek,
standardni a nestandardni pfirozena ¢isla od sebe nejde ostie oddélit.

Vztahem mezi ttidami FN a N, respektive FV a V| se ATM snazi zachytit vztah mezi
wo a Wy, respektive V a W, avsak jiz od zacatku nevykladd FN jako mnozinu. Podstatny
rozdil oproti nestandardnim modeltm ptirozenych ¢isel je, ze FN najdeme jiz uvniti ttidy
N. To znamenad, ze si jako extenzi néjakého mensiho oboru vykladame jiz t¥idy V a N.

Cantorova teorie mnozin reprezentuje v matematice prevazujici Platonismus, tedy na-
zor, ze matematické jevy existuji nezavisle na nas, mimo nas. V Platonismu jsou matema-
tické vyroky nezavislé na case. Jak jsme vidéli na ptikladech v sekci 2.3.1, ATM se snazi
temporalitu spolecné s neostrosti do matematiky vnést a tim ji obohatit.

3.2 ATM a Robinsonova nestandardni analyza

Vyse popsany princip je znamy také jako Robinsonovo lemma o pteteceni (overspill), A. Ro-
binson jej vyuzil pii konstrukci modelu infinitesimélnich velicin uvnitt ZFC, které vyuzil
v budovani své nestandardni analyzy [9]. Ackoliv jsou Robinsonovy infinitesimélni veli¢iny
rehabilitaci puvodniho Newtonova a Leibnizova pojeti infinitesimalniho poctu, je k jejich
konstrukci a pochopeni jejich vlastnosti tieba znalosti z pokrocilé teorie modelu, jmeno-
vité konstrukce ultraproduktu. Postrdadaji tak intuitivni rovinu [13], jakou méli v pocét-
cich rozvoje infinitesimalniho poc¢tu. V. mnoha pokusech o jejich vyuziti ve vyuce je tento
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jejich nedostatek obchazen tak, ze jsou nejprve predstaveny intuitivné a az posléze za-
vedeny formalné [13]. V. ATM je x nekonecné malé redlné ¢islo pravé tehdy, kdyz plati
(Vn € FN)(n # 0 A |z| < 2). Coz je na zdkladé axiomu prodlouzeni 2.10 ekvivalentni
tomu, ze existuje @« € N — FN, «a je tedy nekonecné velké, takové, ze |z| < é [15, s. 278].
Nekonecné mala realnd cisla jsou realna c¢isla, kterd se propadla pod obzor rozlisitelnosti
malého. Zavedeme-li relaci nekoneéné blizkosti x = y < |z —y| < L, o € N—FN, kterd je
ekvivalenci nerozlisitelnosti (viz definice 14)[15, s. 268], tvoii vSechna nekoneéné mald ¢isla
monadu ¢isla 0. Takto modeluje ATM infinitensimalni veli¢iny intuitivnéji a pfirozenéji nez
nestandardni analyza.

3.3 ATM a konstruktivni matematika

Zajimavy je i vztah ATM a konstruktivni matematiky a to ve dvou rovinach. V té prvni —
¢isté formalni — je tfeba odpovédét na otazku, jestli se ATM fadi do proudu konstruktivni
matematiky a jaky vztah k jejim principum ma. V té druhé je podnétné ptat se, v éem se lisi
vyvoj a prijeti téchto dvou pristupu k matematice, oba totiz zkoumaji filozofické zdklady
matematiky a vyvozuji z nich dusledky pro formalni teorie. Konstruktivni matematika
ma dnes mnoho odvétvi, ktera vznikala z ruznych pohnutek. Z hlediska srovnani systému
a filozofie matematiky je asi nejzajimavéjsi smeér, kterym se konstruktivisticky pristup
poprvé piedstavil — Brouweruv intuicionismus. V nésledujicich odstavcich se tak budeme
zabyvat predevsim jim.

3.3.1 Srovnani systému ATM a intuicionistické matematiky

Konstruktivni matematika se vyhybd uziti obecného principu vylouceného tietiho (,tertium
non datur®) tam, kde ho neni mozné dokazat. Nepfijima jej tedy jako axiom, nasledkem
¢ehoz v ni neni piistupny ani obecny axiom vybéru [1]. Jelikoz je kazdy konstruktivni
dukaz (tedy dukaz bez pouziti principu vylouceného tiettho a axiomu vybéru) dukazem
i v klasické matematice, je konstruktivni matematika zobecnénim té klasické [1, s. 6].

V ATM prijimame jistou slabsi verzi axiomu vybéru jiz s axiomem cesty k obzoru
(axiom 2.8) a hned vzépéti prijimame i jeho plnohodnotnou verzi, axiom 2.12. Prijeti
téchto axiomu je ekvivalentni prijeti axiomu vylouceného tirettho. ATM se tedy neradi do
vymezuje proti Brouwerové intuicionistické logice.

Proc¢ bychom tedy méli srovnavat matematiku zalozenou na ATM a konstruktivni mate-
matiku? Pravé pro jejich rozdilny ptistup k nekonecénu a epistemologickym a ontologickym
zakladum matematiky, ktery se 1lisi od klasického pojeti. Vopénka podobné jako Brouwer
zastdval nazor, ze matematické mysleni presahuje kazdy pokus o formalizaci [13, s. 585].
Zatimco ATM prijima nekonecno ve formé t¥id, konstruktivni matematika se ziika aktuali-
zace nekonecna a tak i neostrosti (v intuicionistickém pojeti je nekonecno vzdy povazovano
za potencidlni [5]). Utind obor svého studia pred obzorem a nedovoluje si k nému vubec
vykrocit.
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Takovyto pristup k nekoneénu muzeme v obou pripadech vykladat jako vstup tempo-
rality do matematiky. Zatimco v ATM se temporalita projevuje pfirozené nekoneénymi
polomnozinami, v konstruktivni matematice se projevuje nerozhodnutelnymi tvrzenimi.
Zatimco konstruktivni matematika neptipousti rozhodnout néktera tvrzeni kvuli obzoru,
za ktery nedohlédne, a netroufd si ani hadat, ATM v tomto sméru modeluje rostouci ne-
ostrost. Opusténi nekonecna je vysledkem snahy intuicionisti vypotadat se s krizi naivni
teorie mnozin [15, s. 103].

Konstruktivni matematika nepracuje naptiklad ani s klasickou spojitosti nebo vétou
o nabyvani mezihodnot, k jejichz zavedeni je pravé princip vylouceného tietiho nezbytny.
Dokaze je vsak nahradit. V pripadé spojitosti zavedl jiz Brouwer jeji konstruktivni po-
jeti. Véta o nabyvani mezihodnot je pak nahrazena svou slabsi verzi. Zajimavym ptikla-
dem, zvlasté ve srovnani s Vopénkovym pojetim figur a monad, je ,,bezbodova“ topologie
(,,pointelss topology*), ve které nejsou topologické prostory tvoreny body, ale piimo otevie-
nymi mnozinami (,locales) [1]. V tomto pfistupu jsou si ATM a intuicionistickd topologie
blizké, monady a figury zavedené v 2.3.2 muzeme ztotoznit s otevienymi mnozinami a na
podkladové body ,zapomenout®. Tento piistup se snazi prirozenéji zachytit pojem intu-
itivné vnimaného spojitého prostoru a je v souladu s pojetim spojitosti a realnych ¢isel
v konstruktivni matematice. Pro iplnost dodejme, ze nejde o jediny piistup ke konstruk-
tivni topologii [7].

3.3.2 Srovnani prijeti ATM a konstruktivni matematiky

Prestoze byla konstruktivni matematika ve svych pocatcich zatracovéana [1], podafilo se ji
od poloviny 20. stoleti prosadit a nyni se tési pfizné v mnoha oborech a jeji techniky jsou
povazovany za obohaceni matematiky.

Tak jako jsou pro studium neeukleidovskych geometrii nedocenitelné jejich modely,
vyuzivaji se i pii studiu konstruktivni matematiky jeji nejruznéjsi modely v klasické ma-
tematice [1]. ATM zatim zadny model v klasické teorii mnozin vypracovany nemé, coz ji
v o¢ich mnohych matematiku snizuje.

Mimo existence modelu v klasické matematice prispély k rozsitenému prijeti konstruk-
tivni matematiky jeji vétve zamérujici se na vy¢islitelnost (,,computability®), které nasly
mnoho uplatnéni v informatice, numerice i topologii. Konstruktivni pojeti umoznuje pie-
vést problémy téchto oboru do logiky — numericka nestabilita, nespojitost v topologii, ne-
vyéislitelnost v informatice se v konstruktivni logice projevuji jako spory [1, s. 14]. Mnoho
matematiku i nematematiku tak vidi v konstruktivni matematice vhodny nastroj, ktery
rozvijejl.

Pro¢ podobny rozvoj nezaziva i ATM? Ktera zprostiedkovala, lidem, ktefi ji péstovali,
hluboky vhled do mnohych problému at’ uz teorie mnozin, alternativni analyzy nebo pojeti
nekonecna [2, 10, 20]. Alespon sméry, které by mohly vést k odpovédi na tuto otdzku
naznacime v nasledujici kapitole.
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4 Problémy aplikace ATM

Jak jsme vidéli vyse, snazi se ATM vyfesit spornou existenci mnoziny vSech prirozenych
¢isel v klasické teorii mnozin a zaroven s tim poskytnout vhodnou matematizaci neostrosti,
¢imz v mnohém obohacuje sou¢asnou matematiku. Proc se tedy nestala, jak ji prof. Vopénka
oznacoval, novou teorii mnozin, a nestala u zrodu obnoveného pojeti infinitesimalniho poc¢tu
a matematiky vubec? V nasledujici kapitole se pokusim pfredstavit nékteré prekazky, na
které ATM narazila.

4.1 ATM se jevi sporna

Z klasického hlediska je ptitomnost FN, koneéné mnoziny ptirozenych ¢isel, kterd ale nemé
posledni prvek, uwvnitr klasické mnoziny N prirozenych ¢isel spor. Nahlizen klasickou teorii
mnozin neni tento spor zdanlivy, v klasickém pojeti nekonecna je skutecny a nefesitelny.
Procez je ATM casto odmitnuta témeér bez zamysleni se nad podstatou tohoto zdanlivého
sporu. Ten vSak zachycuje lidskou zkuSenost blize nez klasické absolutni nekonecno, je
vlastni nasemu vidéni svéta, matematika nad nim nemuze zavirat o¢i. To vyzaduje oprosténi
se od absolutniho pohledu na svét, jak jej razi klasickd matematika. Alternativni teorie
mnozin se tento spor nesnazi odstranit prepracovanim systému mnozin a prirozenych ¢isel,
ale jejich vykladu. Tak tento spor nemizi, ale stava se tstiednim principem.

Prekoné-li prvotni odpor, stavi ATM pred toho, kdo se ji jal studovat, mnohem vétsi
Vyzvu nez jiné prevratné teorie.

4.2 Priznani obzoru

Ptiznani obzoru nasemu vidéni svéta je upfimnym az krutym pfiznanim si vlastni nedoko-
nalosti a omezenosti. Odhalenim, ze nevidime a nikdy neuvidime ani nepochopime vsechno,
ze ani v mysleni neni ¢lovék osvobozen od obzoru. Ktery c¢inorody stredoevropan je ocho-
ten po v8ech uzasnych uspésich evropské védy a potazmo evropského vidéni svéta na néco
takového pristoupit? I bez téchto vyzev vyzaduje zména samotnych zakladi matematiky
mnoho sebezpytovani a odvahy [8]. ATM nezpochybnuje jen klasickou teorii mnozin.

Tento novy piistup se snazi Petr Vopénka vylozit a ospravedlnit. Jak je popsano v ivodu
kapitoly 2, zaméroval se v pozdéjsich publikacich predevsim na filozofické a epistemologické
zaklady ATM. Nové prichozi matematik tak narazi na filozofické tivahy, které se mu mohou
zdat zbyteéné a mnohdy jej vubec nezajimaji. Chybi snadno dostupné ¢isté matematické
pojeti ATM aktualizované vzhledem k vyvoji matematiky za poslednich 20 let.
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4.3 Neznamost v zahranicéni

Témer kazda kontroverzni teorie, kterda pozdéji vyznamné ovlivnila sméfovani evropské
vedy, se ve svych pocéatcich potykala s problémy, mnohé nemohly byt ani publikovany.
Proti nami zminované a kritizované Cantoroveé teorii mnozin se postavil Leopold Kronecker,
ktery branil svym vlivem jejimu autorovi v jejim publikovani [17].

Profesoru Vopénkovi a jeho alternativni teorii mnozin se v 70. a 80. minulého stoleti
postavil do cesty tehdejsi komunisticky rezim. Po roce 1968 byly preruseny jeho kontakty
s polskymi matematiky, mnoho jeho zaku a tucastniku seminédie emigrovalo do zahranici,
on sém nemohl od roku 1971 v Cechdch predndset ani publikovat, jeho seminéf se az do
roku 1989 pohyboval na hranici povoleného [11].

Neni tedy divu, ze nevyslo mnoho textu, které by mohly s alternativni teorii mnozin
seznamit Gtenéfe za hranicemi tehdejstho Ceskoslovenska. Jedinou knihou v angli¢tiné za-
byvajici se ATM stéle je Mathematics in Alternaive Set Theory [14], tu v roce 1979 vydalo
némecké nakladatelstvi Teubner Texte. Prestoze roku 1981 vysla v Buletinu Londynské
matematické spolecnosti pozitivni recenze [8] zminujici bezvychodnou situaci, do které za-
bredla teorie mnozin, a eleganci, s niz ATM zapada do bézné uzivané matematiky, nedockala
se kniha vétstho ohlasu. Mimo jiné nejspiSe i proto, ze, jak recenze [8] zduraznuje, je kniha
pouhym nacrtem teorie, ve které chybi i tak dulezitd soucast jako e, d-kalkul. Mimo tuto
publikaci se v zahrani¢nim odborném tisku objevilo jiz jen nékolik ¢lankt Antonina Sochora
a dalsi vyvoj ATM, ktery probihal v Praze, zustal pred svétovou odbornou vetejnosti skryt.
Tézko tak vinit svétovou matematiku z nezdjmu o Vopénkovo dilo, vzdyt’ jeho objevy pred
rokem 1968, nejznaméjsi je asi Vopénkuv princip, se dockaly v dobé své publikace znacného
ohlasu. Nadéji skytd pripravovand kniha New Infinitary Mathematics [19].

4.4 Sila teorie

Dle P. Zlatose [20] nenabizi ATM stejné silné a zdroven jednoduché néstroje jako kla-
sickd teorie mnozin, neni proto (stejné) vhodna jako zaklad vyssi matematiky. Vhodnost
klasické teorie mnozin spoc¢iva v primocarém vytvareni nadstruktur a jednoduchém spo-
le¢ném jazyce, ktery takto poskytuje vsem matematikiim a nejen jim. To vSe zejména diky
chapani libovolnych oboru jako spolecenstev jejich objektu. Diky tomuto ptistupu se po-
datilo vypracovat v klasické teorii mnozin pojeti témér vsech matematickych disciplin, coz
jim poskytlo zéruku bezespornosti [17, s. 83].

Vopénkova teorie se takovému zjednoduseni vyhyba prijetim obort, které nelze vykla-
dat jakozto spolecenstva objektu a které nelze povazovat za samostatné objekty. Tento
pristup je ¢astecné motivovan snahou, ktera provazi teorii mnozin od jejich pocatku, vy-
hnout se paradoxum, napiiklad Russelovu [15, s. 43]. Odmitnuti nékterych oboru jakozto
spolecenstev objektu vsak mnohdy stézuje ATM cestu. Predevsim tam, kde klasicka teorie
mnozin lehce vytvari z vlastnosti nebo relaci mezi objekty tiidy a pracuje s vlastnostmi
popripadé relacemi mezi témito tiidami atd., musi ATM slozité hledat cestu jinudy, pomoci
kédovani (viz sekce 2.2.5) [20, s. 528].
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Zaroven se vsak jevi ATM rozsifend o vlastni tiidy bohatsi [15, s. 306] nez klasicka
teorie mnozin,ostatné v samotné ATM lze klasickou teorii mnozin uspokojivé modelovat [15,
s. 374-388]. V. ATM tak lze nepochybné vypracovat pojeti véech dulezitych matematickych
disciplin, i pfes snahu Vopénkovych zdku vsak zustava tato vyzva nenaplnéna.

4.5 Rozvinutost teorie

Prestoze ATM nabizi dostateéné prostiedky ke zkoumani libovolnych jevu, v mnoha pii-
padech ptihodnéjsi nez klasicka teorie mnozin, jesté neni ve stavu, kdy by byla snadno
aplikovatelnd. Mnoho pojmu neni dostatecné rozpracovano, navic by jejich rozpracovani
razilo novou cestu, tam kde jiz existuje cesta v klasické matematice [20, s. 522|. Jeji rozvi-
nuti by tak vyzadovalo pfili§ mnoho usili a zapojeni mnoha lidi, s nejistym vysledkem.

4.6 Odtrzeni teorie od klasické matematiky

Kromé neznamé, zpocatku neintuitivni, pudy pod nohama narazi matematik pii studiu
alternativni teorie mnozin z novéjsich knih na zavazny problém v motivaci. Bez vazby na
klasickou a zndmou matematiku se citi jaksi vydédéné, témeér nepatticné. Jakoby se obracel
zady k celému matematickému svétu s pocitem, ze je mu zapovézen a ze se sam ziika
moznosti prispévku k soucasné matematice, potazmo védé. To, co jisté motivuje clovéka
v badani, je pravé pocit budovani matematiky, prispivani svym obldzkem do mozaiky.
Tohoto pocitu nedostava se pii studiu ATM nepravem. Jak je ukazéno v sekci 3.1, stavi
ATM na ptrekonani nedostatku ZFC a dokonce modeluje nékteré jeji dulezité vysledky
(Robinsovnovo lemma o pfeteceni viz axiom 2.10 a sekce 3.2). ATM tak lze povazovat
nikoli za popfeni klasické matematiky a teorie mnozin, ale za pokracovani jejich snah.
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D ZAaveér

Co tedy alternativni teorie mnozin nabizi oproti té klasické, kdyz, jak ukézal A. Robin-
son [9] ve své nestandardni analyze vybudované na nestandardnich modelech ZFC, mame
i v klasické matematice nekonecné malé veliciny? Predevsim intuici podepienou fenome-
nologickym pristupem, kterou zadny formélni model nemuze nabidnout. Tyto intuice by
mohly podpoftit predevsim didaktiku infinitesimalniho poctu skrze pravé nestandardni ana-
Iyzu, jejiz vyuka ve svété jiz poskrovnu probiha [13, s. 581-582]. Mimo to také ATM upo-
zornuje na dédictvi predmnozinové matematiky, inspirovana Husserlovou fenomenologii
nas vede zpét k vécem samym t.j. k matematickym pojmum jako takovym, ne k jejich
modelum. Vyjasnuje teologické predpoklady Cantorovy teorie mnozin.

V této praci jsem se pokusil shrnout nejvyznamnéjsi prekazky, na které narazila Al-
ternativni teorie mnozin profesora Petra Vopénky ve svém rozvoji a pokusech o aplikaci.
Prestoze teorie predstavovala pro mnoho z téch, kdo se s ni seznamili, inspiraci a cestu
k novym intuicim, nepodafilo se ji rozsitit mezi odbornou vetejnost.

Jak je vidét na srovnani s konstruktivni matematikou, potiebuje teorie ke svému pro-
sazeni predevsim konkrétni aplikace, ve kterych je uzitecna, na rozdil od konstruktivni
matematiky nachézi ATM tyto aplikace tam, kde jeji misto jiz uspokojivé zabira klasicka
teorie mnozin. Za hlavni prekazku tak povazuji ,,dostatecnost® klasické teorie mnozin, jak je
shrnuta ve srovnani s moznostmi ATM v sekci 4.4. VSechno, co by mohla ATM nabidnout,
jiz klasickd matematika néjak zvladla. Casto ne stejné elegantnim zptisobem a mnohdy za
vétsiho usili, nez které by bylo tfeba vynalozit v ATM (viz napf. modelovani nekoneéné
malych velic¢in), jinde vsSak stoji pfed vétsim obtizemi pravé ATM. Z hlediska piimého
uplatnéni ATM v aplikované matematice nebo zakladech matematiky je tak jiz nejspis
pozdé snazit dohnat vyvoj klasické teorie mnozin za poslednich témér 50 let.

Rovnéz otazky, jak by vypadala matematika, kdyby prof. Vopénka predstavil svou teorii
diive nebo kdyby se namisto ni vénoval klasické teorii mnozin, jsou dnes jiz bezpredmétné.
Mnohem podnétnéjsi je ptat se, jak nalozit s ATM za soucasného stavu. Jak zprostiedko-
vat odborné verejnosti jeji fenomenologické pojeti a intuice, které jsou bezpochyby jejim
nejvetsim vkladem matematice a védé vibec.
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A Axiomy ZFC

Axiom A.1 (Extenzionality) [12, s. 17]

(Vz,y)(x =y < (Ve)le e x < e €y))
Axiom A.2 (Dvojice)

(Vz,y)(Fz)(Ve)(e € z = e€cxVeey)

Axiom A.3 (Podmnozin (téz vydéleni)) Je-li ¢ mnozinovd vlastnost s parametrem p,
pak plati
(Vz,p)(Fy) (Vu)(u € y < (u € z Ap(u,p)))

Axiom A.4 (Sjednoceni) [12, s. 17]

(V) (Fu)(Ve)(e € u (Fy)(y €z Ae € )
Axiom A.5 (Schéma nahrazeni) [12, s. 17]

(v2) (v, e,¢) (9 A ple/e) Ay € 1) = e = €) = (B)(Ve) (e € 2 & (By)(y € 2 A )
Axiom A.6 (Fundovanosti (té7 regularity)) /12, s. 17
(V2) (@) (y € ) = @A)y € z A (Ye)(e €y Ae € x))
Axiom A.7 (Vybéru)
(Var)(3S)(Va)(a € x & (S(a) € a))

Axiom A.8 (Potence) [12, s. 17]

(V)(3p) (V2)(z € p & (Ve)(e € = = e € 7))

Axiom A.9 (Nekonec¢na) [12, s. 17]

(32)((32) (= € 2A(Ve) (e ¢ ) \ (W) (y € v = (32)(= € aA(Ve) (€ € 2 & (e € yVe = 1))

Axiom A.10 (Negace axiomu nekonecna)

(V) (—l(Elz)(z € zA(ve)(e ¢ 2)) \/ ~(Vy) (y € = = (32)(z € zA(Ve) (e € z & (e € yVe = y))))>
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