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Tomáš Źıtka



Poděkováńı
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Abstract

This thesis attempts to identify and describe main problems of application of Petr Vopěnka’s
(1935 – 2015) Alternative set theory (AST). In AST it’s author introduces phenomeno-
logical approach to mathematics. Proposing such concepts as natural infinity, horizon
bounding perception of phenomenons, blurriness and semisets. This thesis provides in-
troduction to these basic concepts and axiomatization of the theory. Further the AST
is discussed in context of important directions mathematics of the 20th century, namely
classical Zermelo-Fraenkel axiomatic set theory based on Cantor’s set theory, intuitionism
and constructivism and non-standard analysis.

Main problems of application of the AST identified in this work are: apparent con-
tradiction between the theory and classical concept of infinity, need to admit horizon
bounding one’s ability to see and understand, lack of publications regarding the theory
in international scientific press, uncertainty regarding strength of the theory, insufficient
development of the theory and lack of motivation to contribute to the theory which is
presented as rejection of previous set theories.

Abstrakt

Tato práce se pokouš́ı identifikovat problémy v aplikaci Alternativńı teorie množin (ATM)
prof. Petra Vopěnky (1935 – 2015). Prostřednictv́ım ATM vnáš́ı jej́ı autor do matematiky
fenomenologický př́ıstup a představuje pojmy jako přirozené nekonečno, obzor, neostrost
a polomnožiny. V práci nalezne čtenář představeńı těchto základńıch pojmů a axiomati-
zaci teorie. Dále je ATM zasazena do kontextu ostatńıch směr̊u vývoje matematiky 20.
stolet́ı: klasické Zermelo-Freankelovy axiomatizace Cantorovy množinové teorie, intuicio-
nismu a konstruktivismu a nestandardńı analýzy.

Hlavńı problémy aplikace ATM vyjádřené v této práci jsou: zdánlivý spor mezi ATM
a klasickým pojet́ım nekonečna, přiznáńı obzoru, neznámost teorie v zahranič́ı, pochybnosti
o śıle ATM, nedostatečná rozvinutost teorie a odtržeńı od klasické teorie množin.
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1 Úvod

Jak je možné, že některé poznatky klasické infinitńı matematiky jsou použitelné
v přirozeném reálném světě a jiné nejsou použitelné dokonce ani při výkladech
světa reálného? [18, s. 9]

V numerické matematice je spojitý model považován za ideál, kterého je konečný nu-
merický model jen nepřesné přibĺıžeńı. Je ovšem možné uvažovat i opačně, totiž konečný
numerický model brát jako přesný a jeho zjemněńı do kontinua považovat za aproximaci
vhodnou k úvahám. Vždyt’ v pozorovaném světě nikdy nepracujeme s absolutně neko-
nečně mnoha částicemi, nekonečně malými nebo velkými vzdálenostmi. Ani spojitost, ve
světle zjǐstěńı kvantové fyziky, neobstoj́ı. Neńı tak nakonec bližš́ı skutečnosti právě dis-
krétńı a konečný numerický model? Ostatně i ten můžeme, d́ıky výpočetńı śıle dnešńıch
poč́ıtač̊u, zjemnit až za hranice skutečného světa.

Klasická matematika nenab́ıźı k těmto úvahám př́ılǐs prostoru, model je bud’ konečný
a diskrétńı, nebo spojitý a nekonečný, přechod od jednoho k druhému vede skrz nedoźırné
dálky za obzorem. V reálném světě se nezdá být cesta tak dlouhá, vždyt’ Avogadrova
konstanta 6, 022·1023 má k aktuálńımu nekonečnu stejně daleko jako jakékoliv jiné přirozené
č́ıslo. Jak je tedy v̊ubec možné aplikovat poznatky infinitńı matematiky o nekonečnu? A dá
se tato cesta zkrátit? Existuje elegantněǰśı zp̊usob, jak postihnout přechod od diskrétńıch
část́ı ke spojitému celku? Alternativńı teorie množin (ATM) a na ńı založená nová infinitńı
matematika navrhovaná profesorem Vopěnkou tuto cestu nab́ıźı, dokonce ji stav́ı do svého
středu.

Ćılem této práce je ve zkratce představit čtenáři předevš́ım ATM, zasadit ji do kontextu
r̊uzných směr̊u matematiky 20. stolet́ı a identifikovat a shrnout překážky, kv̊uli kterým se,
přes potenciál, který j́ı přisuzuje mnoho těch, kdo se s ńı seznámili, např́ıklad [2, 8, 10, 20],
neprosadila v širš́ı matematické obci.
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2 Alternativńı teorie množin

Ve svých pozděǰśıch publikaćıch se prof. Vopěnka zaměřuje na filozofické základy své te-
orie a méně na jej́ı formálńı stránku. Následuj́ıćı kapitola se sestává ze dvou část́ı, prvńı
se snaž́ı přibĺıžit právě filozofická východiska a ćıle ATM předevš́ım podle knihy Meditace
o základech vědy [16]. Druhá pak představuje formálńı axiomatický systém teorie množin
a polomnožin založený na těchto východisćıch a ćılech, čerpá předevš́ım z knihy Úvod do
matematiky v alternativnej teórii množ́ın [15]. V pr̊uběhu vývoje ATM docházelo k drob-
ným změnám terminologie i výstavby celé teorie; dále se budeme držet nověǰśıho značeńı
a terminologie podle [16, 18], kde budou k dispozici, a podle [15] budeme postupovat při
formálńım budováńı teorie. Tento text je tak pokusem o aktualizovaný formálńı výklad
ATM, kterému je v nových publikaćıch věnováno méně prostoru.

2.1 Fenomenologický př́ıstup k matematice

Fenomenologický př́ıstup profesora Vopěnky k matematice je inspirován d́ılem Edmunda
Husserla (viz např́ıklad [4]). Fenomenologie se snaž́ı přivést k evidenci skutečnost, že vě-
decké teorie a vlastně jakékoliv naše poznáńı nezachycuj́ı podstatu věćı tak, jak jsou. Před-
mětem našeho myšleńı jsou vždy pouze popisy věćı, jev̊u, které pozorujeme, nikdy př́ımo
jevy samotné. Toto zjǐstěńı vystavuje na odiv otázku zmı́něnou již v úvodu. Jak je možné
v̊ubec nějaké poznáńı? Odpověd’ na ni dává následuj́ıćı Husserl̊uv princip všech princip̊u
[16, s. 57].

Princip 1 (Princip všech princip̊u) Pramenem všeho poznáńı a vš́ı pravdy je danost,
a to taková, která jev podává v jeho p̊uvodńı podobě (v originále), to je zřeńı jevu tak
a jenom tak, jak je nám dán. Tento pramen poznáńı muśı být vytěžen z toho, co zřeńı jevu
jako takového dává a co jenom dává.

Následuje představeńı některých d̊uležitých fenomenologických koncept̊u.
Jev je něco, co se nám jev́ı,

”
co lze pohledem zachytit a odlǐsit od všeho ostatńıho“ [16,

s. 11]. Můžeme tedy ř́ıci, že to vid́ıme (v neǰsirš́ım smyslu toho slova), a že v́ıme, že to
vid́ıme. Svět pak fenomenologie vykládá jako splet’ jev̊u. Mezi jevy budeme rozlǐsovat dva
d̊uležité druhy. Prvoevidovatelný jev je takový jev, který jsme schopni evidovat, t.j. vidět ho
a vědět, že ho vid́ıme, jakmile ho evidovat můžeme, to je, jakmile se nám poprvé ukáže [18,
p. 43]. Neprvoevidovatelný jev je doplňkem jevu prvoevidovatelného, dokážeme jej evidovat
až tehdy, když známe s ńım spojený jev prvoevidovatelný. Př́ıkladem prvoevidovatelného
a neprvoevidovatelného jevu je vlastnost geometrických objekt̊u

”
být kružnićı“; kružnici

totiž rozpoznáme hned, jak ji uvid́ıme, i když ji tak třeba nebudeme nazývat, naopak
o ostatńıch geometrických objektech neprohláśıme, že nejsou kružnice, dokud nebudeme
kružnici znát.

Objekt je jev, který vykládáme jako samostatného jedince. Ostatńı jevy pak vyklá-
dáme jako vlastnosti objekt̊u (jednomı́stné jevy) nebo vztahy mezi nimi (v́ıcemı́stné jevy).
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Pro teorii množin je kĺıčový výklad nejr̊uzněǰśıch svět̊u, at’ už matematických nebo jiných,
jako společenstv́ı objekt̊u, přičemž velkou výhodu poskytuje výklad libovolných jev̊u jako
objekt̊u [16, s.23]. Tak jsme schopni vykládat nějakou vlastnost objekt̊u jako objekt (mno-
žinu nebo tř́ıdu objekt̊u maj́ıćıch tuto vlastnost) a stejně tak i vztah nějakých objekt̊u
můžeme vyložit jako objekt (relaci mezi tř́ıdami objekt̊u do tohoto vztahu vstupuj́ıćıch).

Pozorujeme-li a zkoumáme nějaký předmět, at’ už celý svět nebo i jediný objekt v něm,
lhostejno jakými prostředky, je toto naše zkoumáńı omezeno, bud’ je ukončeno pevnou hra-
nićı, která zkoumaný předmět ostře ukončuje, nebo v nějakém směru ztráćı na zřetelnosti
a ostrosti, až už nedokážeme zřetelně poznat, jak zkoumaný předmět pokračuje. Jsme nu-
ceni přiznat, že dále nevid́ıme. Takto jsme tento předmět rozdělili na dvě části – známou
a neznámou. Pro to, co je odděluje se v češtině nab́ıźı př́ıhodný název obzor. Obzor po-
ukazuje na nepřekročitelné hranice poznáńı a na záhady lež́ıćı za nimi. Za obzorem tedy
pozorovaný předmět pokračuje plynule do části, kterou sice nevid́ıme, ze znalosti pozoro-
vané části o ńı můžeme ale leccos usuzovat. Samotný obzor neńı nehybný, ale zostřeńım
pozornosti jej lze posunovat a odhalovat tak dosud nepozorované oblasti.

Př́ıkladem jevu ub́ıhaj́ıćıho k obzoru a za něj je p̊uleńı úsečky, viz obrázek 1. Začneme
s úsečkou uskutečněnou před obzorem, odejmeme jej́ı polovinu a druhou si ponecháme pro
daľśı p̊uleńı. Opakujeme-li tento proces dále, po čase se úsečka propadne pod obzor a na
jej́ım mı́stě z̊ustane bod. Bod lež́ıćı na obzoru rozlǐsitelnosti malého. Oddáĺıme-li tento
obzor, odhaĺıme za bodem daľśı úsečky, při jejich daľśım p̊uleńı se nám ovšem na našem
novém obzoru opět ukáže bod. Tento bod je stopou úseček propadlých za obzor, značkou
označuj́ıćı mı́sto na obzoru, j́ımž toto p̊uleńı úsečky procháźı. V přirozeném geometrickém
světě je bodem v Euklidovském smyslu, tedy objektem, jež nemá žádné daľśı části. V části
světa za obzorem je tento bod úsečkou. Ve světě, jehož viděńı nepřiznáváme obzor, tento
bod nenajdeme.

Obrázek 1: Půleńı úsečky
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Novověká evropská věda posouvá obzor až do absolutńıho nekonečna, jak ve směru
množstv́ı nějakých objekt̊u, tak i ve směru rozlǐsitelnosti malého, čińı z něj tak pevnou
mez. Celý svět je pro ni uzavřen do pevných meźı v nichž neńı pro neostrost mı́sto. Přesto
však neńı schopna se jej zcela zbavit, střetává se s ńım v infinitesimálńım počtu, topologii
i jinde. S t́ımto jevem se nepř́ımo vyrovnává pomoćı absolutńıho nekonečna.

2.2 Teorie množin a polomnožin

2.2.1 Základńı pojmy

Následuj́ıćı pojmy tvoř́ı základ formalizace výše popsaného fenomenologického př́ıstupu.
Vzhledem k jejich jednoznačnosti a významnému postaveńı v celém pojet́ı je uvád́ıme
v přesném zněńı převzatém z [18, s. 15] a doplněném o některé jejich upřesňuj́ıćı vlastnosti
podle [15].

Jestliže z některých dř́ıve již vytvořených objekt̊u nějaké vyděĺıme, vznikne seskupeńı
těchto vydělených objekt̊u.

Obor neńı souhrn nějakých již existuj́ıćıch objekt̊u; je to zdroj či j́ımka, do ńıž padaj́ı
vhodné objekty z těch, které se objevuj́ı nebo vznikaj́ı. Každé seskupeńı nějakých objekt̊u
lze vykládat i jako obor, byt’ již vyčerpaný.

Aktualizaćı nějakého oboru mysĺıme jeho vyčerpáńı, to je nahrazeńı tohoto oboru
seskupeńım všech objekt̊u, které do něj padaj́ı či mohou padnout.

Tř́ıdou rozumı́me kterékoliv již uskutečněné seskupeńı nějakých daných objekt̊u (jej́ıch
prvk̊u), které vykládáme jako samostatného jedince neboli jako objekt jediný. Skutečnost,
že objekt X je tř́ıdou, zaṕı̌seme Cls(X).

Množinou rozumı́me takovou tř́ıdu, která je ostře vymezená. Nav́ıc je každá mno-
žina v ATM z klasického hlediska konečná. Skutečnost, že objekt X je množinou, budeme
zapisovat Set(X).

Tř́ıdu, která neńı množinou, nazveme vlastńı tř́ıda. Vlastńı tř́ıdou rozumı́me seskupeńı,
které je vyděleno neostře. Vlastńı tř́ıdy existuj́ı a jsou mnohdy vhodným nástrojem pro
popis některých jev̊u. Např́ıklad seskupeńı všech malých přirozených č́ısel je vlastńı tř́ıdou.
Kdybychom je chtěli nahradit množinou, existuje mnoho zp̊usob̊u jak to učinit, které je
všechny možné považovat za správné. To, co tyto zp̊usoby spojuje, je právě neostře vyme-
zená tř́ıda všech malých přirozených č́ısel (volně podle [15, s. 39]). Na tomto mı́stě je třeba
zd̊uraznit, že takto zavedené vlastńı tř́ıdy nejsou tř́ıdami v Bernays-Gödelově teorii.

Polomnožinou rozumı́me neostře vymezenou tř́ıdu (tedy vlastńı tř́ıdu), která je pod-
tř́ıdou nějaké množiny. V [15, s. 40] je tento pojem širš́ı a označuje libovolnou tř́ıdu, která
je podtř́ıdou nějaké množiny, v tomto textu se budeme držet nověǰśıho, užš́ıho významu.

Polomnožiny taktéž existuj́ı, střetáváme se s nimi dokonce téměř na každém kroku:
tř́ıda všech zaj́ımavých knih v nějaké dostatečně obsáhlé knihovně, tř́ıda všech planěk
plotu, které od sebe ještě dokážeme rozlǐsit, nebo právě tř́ıda všech malých přirozených
č́ısel jsou polomnožiny.
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Obory budeme označovat velkými gotickými ṕısmeny (jako U, W, J), pro tř́ıdy vy-
hrad́ıme velká ṕısmena latinské abecedy (A, . . . , X, Y . . . ) a pro množiny malá ṕısmena
latinské abecedy (a, . . . , x, y . . . ). Relaci náležeńı označ́ıme

”
∈“, jak je obvyklé, a pro tř́ıdy

bude mı́t obvyklý význam náležeńı objektu do objektu.
Každou tř́ıdu (a tedy i množinu) si můžeme vykládat jako obor. Existuj́ı ovšem obory,

které si již jako tř́ıdy nevykládáme, tedy nepřistupujeme k nim jako ke společenstv́ım již
vytvořených objekt̊u. Vztah náležeńı objektu do oboru budeme opět značit

”
∈“, je však

třeba si uvědomit, že jde o jiný druh náležeńı, protože obory si nevykládáme jako objekty.
To mimo jiné znamená, že nedovolujeme oboru být prvkem nějakého jiného oboru. T́ımto
se vyhýbáme Russelovu paradoxu [15, s. 43].

Kromě proměnných a konstant pro označováńı obor̊u a znaku
”
∈“ pro označeńı ope-

race náležeńı budeme už́ıvat běžné matematické značeńı. Pomoćı něj budeme sestavovat
množinové formule následovně:

1. xi ∈ xj a xi = xj jsou množinové formule.

2. pokud jsou ϕ(x0, . . . , xn) a ψ(x0, . . . , xn) množinové formule, potom i

� ¬ϕ(x0, . . . , xn),

� ϕ(x0, . . . , xn) ∧ ψ(x0, . . . , xn),

� ϕ(x0, . . . , xn) ∨ ψ(x0, . . . , xn),

� ϕ(x0, . . . , xn)⇒ ψ(x0, . . . , xn),

� ϕ(x0, . . . , xn)⇔ ψ(x0, . . . , xn),

� (∃xi)ϕ(x0, . . . , xn) a

� (∀xi)ϕ(x0, . . . , xn)

jsou množinové formule.

Množinovou vlastnost́ı, popř́ıpadě vztahem, budeme rozumět takovou vlastnost, popř́ıpadě
vztah, který lze zapsat množinovou formuĺı [15, s. 49]. Nav́ıc tř́ıdovou formuĺı budeme
rozumět takovou formuli, kterou lze sestavit podle stejných pravidel, kromě proměnných
a konstant pro množiny v ńı však mohou vystupovat i proměnné a konstanty pro tř́ıdy,
obdobně pak zavedeme tř́ıdovou vlastnost a tř́ıdový vztah [15, s. 71–72].

2.2.2 Obor dědičně konečných množin

Následuj́ıćıch šest axiomů zavád́ı obor dědičně konečných množin, Hereditary Finite Sets
(HFS), který se i přes rozd́ılné axiomy formálně shoduje s oborem konečných množin
Zermelo-Fraenkel-Choice (ZFC) [3].

Axiom 2.1 (Extenzionality pro množiny)

(∀x, y)(x = y ⇔ (∀z)(z ∈ x⇔ z ∈ y))
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Axiom 2.2 (Prázdné množiny) Existuje jedna prázdná tř́ıda, která je zároveň množi-
nou, tedy

(∃x)(∀y)(y /∈ x),

toto x trvale označ́ıme ∅ [16, s. 80].

Axiom prázdné množiny zaručuje existenci alespoň jedné množiny, která se posléze
stane stavebńım prvkem všech ostatńıch množin. V ZFC je existence této množiny zaručena
axiomem nekonečné množiny (viz axiom 3.1).

Axiom 2.3 (Množinového následńıka)

(∀x)(∀y)(∃z)(z = {u;u ∈ x ∨ u = y})

Na základě tohoto axiomu můžeme zavést operaci množinového následńıka x ∪ {y}.
Předešlé tři axiomy a základńı množinové operace nám stač́ı k zavedeńı modelu přirozených
č́ısel i s operaćı následńıka n+ 1. Abychom totiž mohli v libovolné teorii množin pracovat
s přirozenými a v̊ubec všemi č́ısly, muśıme vytvořit jejich množinový model. Zvoĺıme, jak je
zvykem, von Neuman̊uv model přirozených č́ısel. Modelem č́ısla 0 bude prázdná množina,
modelem každého následuj́ıćıho č́ısla pak bude množina všech č́ısel menš́ıch. Máme tedy:

0 = ∅, 1 = {∅}

2 = {∅, {∅}}, 3 = {∅, {∅}, {∅, {∅}}}

atd.

Formálně definujeme modely přirozených č́ısel následovně.

Definice 1 (von Neumanovy modely přirozených č́ısel) Řekneme, že množina x je
von Neumanovým modelem přirozeného č́ısla, označeńı Nat(x), právě tehdy když plat́ı:

1. (∀y ∈ x)(y ⊆ x),

2. (∀y, z ∈ x)(y ∈ z ∨ z ∈ y ∨ y = z).

Operaci následńıka n+ 1 definujeme pro von Neumanovy modely jako

n+ 1 = n ∪ {n}.

Mezi č́ıslem a jeho von Neumanovým modelem budeme rozlǐsovat jen tam, kde to bude
nezbytné.

Axiom 2.4 (Indukce) Necht’ ϕ je množinová vlastnost. Potom plat́ı(
ϕ(∅) ∧ (∀x)(∀y)(ϕ(x)⇒ ϕ(x ∪ {y}))

)
⇒ (∀x)ϕ(x).
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Tento axiom neńı axiomem v pravém slova smyslu, jde o schéma axiomů. Jednotlivé axiomy
z něj dostaneme tak, že budeme za ϕ(x) dosazovat r̊uzné množinové vlastnosti. Zde uvedená
axiomatizace ATM tedy neńı konečná. Klasická teorie množin axiom indukce nepřij́ımá,
samotný princip je v ńı však odvoditelný z ostatńıch axiomů, viz sekce 3.1. V ATM hovoř́ıme
s přihlédnut́ım k vytrácej́ıćı se ostrosti směrem k obzoru o slábnoućı indukci.

Pomoćı axiomu indukce lze dokázat řadu d̊uležitých tvrzeńı pro obor všech dědičně
konečných množin. Uvád́ıme některá z nich i s jejich d̊ukazy, předevš́ım pro porovnáńı
s některými axiomy ZFC.

Tvrzeńı 1 (O potenčńı množině)

(∀x)(∃z)(z = {u;u ⊆ x})

Důkaz Množinovou vlastnost (∃z)(z = {u;u ⊆ x}) označ́ıme ϕ(x). Zřejmě plat́ı ϕ(∅).
Necht’ je x takové, že plat́ı ϕ(x), z = {u;u ⊆ x} a y je libovolné. Položme w = {u∪{y};u ∈
z}. Jak je okamžitě zřejmé, je z ∪ w = {u;u ⊂ x ∪ {y}} a tedy plat́ı ϕ(x) ⇒ ϕ(x ∪ {y}),
podle axiomu indukce máme (∀x)ϕ(x).

Potenčńı množinu množiny x označ́ıme P(x). Z axiomu indukce př́ımo plyne i úplná
indukce podle přirozených č́ısel, respektive jejich model̊u v HFS. Takto definované mo-
dely přirozených č́ısel tedy zachycuj́ı všechny ordinálńı, kardinálńı i aritmetické vlastnosti
přirozených č́ısel, a tvoř́ı model Peanovy aritmetiky uvnitř HFS [15, s. 69 a 70].

Axiom 2.5 (Regularity) Necht’ ϕ(x) je množinová vlastnost taková, že (∃z)ϕ(z). Potom
plat́ı

(∃y)(ϕ(y) ∧ (∀u ∈ y)¬ϕ(u))

Axiom 2.6 (ε-indukce) Necht’ ϕ(x) je množinová vlastnost taková, že

(∀y)
(
(∀x ∈ y)ϕ(x)

)
⇒ ϕ(y).

Potom plat́ı (∀z)ϕ(z).

Axiom ε-indukce a axiom regularity jsou ekvivalentńı [15, s. 62]. Jejich přijet́ım zajǐst’u-
jeme, že všechny množiny z oboru dědičně konečných množin jsou vytvořeny jen z prázdné
množiny.

Struktura, která splňuje těchto šest axiomů je univerzum dědičně konečných množin,
které si prozat́ım budeme vykládat jen jako obor, označ́ıme jej M. Obor {x; Nat(x)} je
podoborem oboru M, jde tedy o obor všech konečných přirozených č́ısel, označ́ıme jej FN.

2.2.3 Axiomatizace neostrosti a přirozeného nekonečna

Kromě množin vystupuj́ı v ATM i tř́ıdy, axiom extenzionality plat́ı i pro ně.

Axiom 2.7 (Extenzionality pro tř́ıdy)

(∀X, Y )(X = Y ⇔ (∀z)(z ∈ X ⇔ z ∈ Y ))
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Axiom 2.8 (Cesty k obzoru) Necht’ ϕ(X, Y ) je takový vztah, že plat́ı (∀n)(∃X)ϕ(X,n).
Potom existuje funkce G taková, že dom(G) = FN a plat́ı (∀n)ϕ(G(n), n). [15, s. 145]

Stejně jako v př́ıpadě axiomu indukce 2.4 jde o schéma axiomů, jednotlivé axiomy
z něj dostaneme dosazeńım vztahu ϕ, který splńı podmı́nku (∀n)(∃X)ϕ(X,n). Toto ϕ
neńı př́ıtomno v M, ostatně ani nemůže, protože jde o vlastnost, kterou nevykládáme jako
tř́ıdu. Funkci G lze považovat za jeho reprezentaci uvnitř M, přesněji G je jev vzniklý
vyprázdněńım náplně vztahu ϕ a jeho redukćı na společenstv́ı (tř́ıdu) objekt̊u. Axiomem
cesty k obzoru jsme zaručili jej́ı existenci. Podstatou axiomu cesty k obzoru je představa,
že při zkoumáńı světa jako souboru objekt̊u se lze vydat v uskutečněńı směrem k obzoru
a struktura této cesty je zachycena na struktuře přirozených č́ısel. Cesty k obzoru mohou
mı́t ovšem i jinou strukturu než jakou maj́ı přirozená č́ısla. Bezprostředńımi d̊usledky
axiomu cesty k obzoru jsou:

Tvrzeńı 2 Obor FN všech konečných přirozených č́ısel je tř́ıda.

Důkaz Za ϕ(X, Y ) zvoĺıme vztah X = Y . Pak podle právě přijatého axiomu existuje
funkce, t.j. tř́ıda, G taková, že dom(G) je obor všech konečných přirozených č́ısel. Jelikož
jsou ale všechny prvky tř́ıdy G již uskutečněny, jsou uskutečněny i všechny prvky tř́ıdy
dom(G) a tedy dom(G) = FN je tř́ıda. [16, s. 145]

Tvrzeńı 3 Obor M všech dědičně konečných množin je tř́ıda (označ́ıme FV).

Tř́ıdy FN a FV zachycuj́ı stavbu konečných přirozených č́ısel a množin, které lež́ı před
obzorem. Jak jsme však popsali v sekci 2.1, neńı studovaný předmět obzorem ostře ukončen,
pokračuje za ńım do krajiny známosti a obzor lze zostřeńım pozornosti oddálit. I obzor
ohraničuj́ıćı náš pohled do univerza dědičně konečných množin lze oddalovat a tř́ıdy FN
a FV rozšǐrovat na tř́ıdy F∗N a F∗V, ty lze opět rozš́ı̌rit a tak dále. Jedno takové hodně
velké rozš́ı̌reńı označ́ıme N a V [15, s. 162]. Tř́ıdu V pak budeme považovat za tř́ıdu v̊ubec
všech množin, viz následuj́ıćı axiom.

Axiom 2.9 (Prvk̊u a podmnožin) Pro libovolný objekt X plat́ı X ∈ V ⇔ Set(X) ∧
X ⊆ V. [15, s. 164]

Definice 2 (Řez) Řekneme, že tř́ıda X je řezem na von Neumannových modelech přiro-
zených č́ısel, dále jen řezem, jestlǐze plat́ı, X ⊂ N a pro každé x ∈ X je i x ⊂ X. Tedy pro
každé y < x je y ∈ X. [16, s. 141]

Pro řez, jehož největš́ım prvkem je č́ıslo α, budeme použ́ıvat značeńı [α].

Axiom 2.10 (Prodloužeńı) Necht’ G : FN → V je funkce. Potom existuje funkce g
taková, že G ⊆ g [15, s. 175].
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Axiom prodloužeńı odpov́ıdá Robinsonově lemmatu o přetečeńı (v́ıce v sekci 3.2), tř́ıdu
FN můžeme vykládat jako počátečńı úsek tř́ıdy přirozených č́ısel N, tř́ıdu N−FN pak tvoř́ı
nekonečně velká přirozená č́ısla. Funkce g, jej́ıž existenci axiom 2.10 zaručuje, má explicitńı
tvar g : [γ]→ V, kde je γ ∈ N− FN. V matematice založené na alternativńı teorii množin
a polomnožin nahrazuje tento axiom všechny nejr̊uzněǰśı podoby pojmu limity [18, s. 32].
Axiomy 2.8 a 2.10 jsme položili základ matematizaci neostrosti a zavedeńı σ a π-tř́ıd. Pro
srovnáńı následuje nověǰśı formulace stejných princip̊u.

Definice 3 (Stabilńı funkce) Řekneme, že funkce F je stabilńı na řezu X ⊂ N, je-li na
něm definována (tedy dom(F ) = X) a pro každé x z X je F |(x+1) množina náležej́ıćı do
tř́ıdy V [16, s. 142].

Stabilńı funkce je tedy taková funkce, jej́ıž obrazy jsou všechny množiny z univerza mno-
žin V.

Definice 4 (Prodloužeńı) Řekneme, že f je tvrdým prodloužeńım funkce F definované
na řezu X, jestlǐze f je funkce, dom(f) ∈ N a F = f |X .

Definice 5 (Obzorný řez) Řekneme, že neprázdná množina H ⊂ N je obzorným řezem,
jestlǐze plat́ı:

� H je řez, který v uspořádáńı přirozených č́ısel nemá nejvěťśı prvek.

� Je-li F stabilńı funkce na řezu H, pak existuje jej́ı tvrdé prodloužeńı f [16, s. 143].

Axiom 2.11 (Existence polomnožin, obzorného řezu) Existuje obzorný řez, rozumı́
se na množině N, označ́ıme jej FN. [16, s. 143]

Axiom existence polomnožin je sjednocenou formulaćı axiomu cesty k obzoru 2.8 a axi-
omu prodloužeńı 2.10, t́ım je v nověǰśı formulaci ATM ([16] a [18]) kladen větš́ı d̊uraz na
pokračováńı světa za obzorem.

Axiom 2.12 (Výběru) Necht’ ϕ(X, x) je vztah takový, že plat́ı (∀x)(∃X)ϕ(X, x). Potom
existuje relace S taková, že plat́ı (∀x)ϕ(S ”{x} = rng(S|{x}), x).

Axiom výběru
”
překrývá“ axiom cesty k obzoru, je jeho silněǰśı verźı [15, s. 401].

2.2.4 Různé druhy kardinality

Definice 6 (Konečná tř́ıda) Řekneme, že tř́ıda X je konečná, označ́ıme Fin(X), pokud
je každá jej́ı podtř́ıda, tedy i ona sama množinou. Tuto definici m̊užeme zapsat ve tvaru

Fin(X)⇔ Cls(X) ∧ (∀Y )(Y ⊂ X ⇒ Set(Y ))

Tř́ıda X, která neńı konečná, plat́ı tedy ¬Fin(X), se nazývá nekonečná.

9



Definice 7 (Spočitatelná tř́ıda) Řekneme, že tř́ıda X je konečně spočitatelná právě
tehdy, když existuje n ∈ FN takové, že existuje vzájemně jednoznačná funkce f : n →
X. Řekneme, že tř́ıda X je nekonečně spočitatelná, právě tehdy, když existuje vzájemně
jednoznačná funkce f : n → FN. Tř́ıda X je spočitatelná právě tehdy, když je konečně
spočitatelná nebo nekonečně spočitatelná.

Nespočitatelná tř́ıda je pak taková tř́ıda, která neńı spočitatelná.

Axiom 2.13 (Kardinality (slabý)) Každá nekonečná tř́ıda je ekvivalentńı V. [15, s. 188]

Axiom 2.14 (Kardinality) Každé dvě nespočitatelné tř́ıdy jsou ekvivalentńı. [15, s. 187]

ATM přistupuje k problému kardinality jinak než klasická teorie množin, v jej́ım pojet́ı,
podobně jako v Bolzanově, neńı nekonečné množstv́ı r̊uzných kardinalit, ale v závislosti na
přijaté verzi axiomu kardinality pouze dvě.

2.2.5 Ostatńı

Následuj́ıćı axiomy uvád́ıme jen pro úplnost, v našich úvahách se neobjev́ı, svoje využit́ı
nalézaj́ı při metamatematických úvahách o ATM a modelováńı některých složitých struk-
tur.

Definice 8 (Kódovaćı dvojice) Řekneme, že 〈K,S〉 je kódovaćı dvojice, pokud K a S
jsou tř́ıdy z rozš́ıřeného univerza a S je relace.

Axiom 2.15 (Tř́ıdy tř́ıd) Necht’ 〈K,S〉 je kódovaćı dvojice. Potom obor

{S ”{x} = rng(S|{x});x ∈ K}

je tř́ıda tř́ıd. [15, s. 180]

Axiom 2.16 (Extenzionálńı kódováńı) Necht’ M je tř́ıda tř́ıd. Potom existuje exten-
zionálńı kódovaćı dvojice 〈K,S〉 taková, že M = {S ”{x} = rng(S|{x});x ∈ K} [15, s. 181]

2.3 Některé d̊uležité druhy tř́ıd a modely jev̊u v ATM

2.3.1 σ a π tř́ıdy

Ćılem ATM je formalizace a modelováńı jevu neostrosti, přijet́ı axiomu cesty k obzoru
a axiomu prodloužeńı je pouze prvńım krokem. Samotnými modely neostrých jev̊u jsou σ
a π-tř́ıdy.

Definice 9 (Přehledná tř́ıda) Řekneme, že tř́ıda A je přehledná na obzorném řezu H
(dále jen přehledná), jestlǐze existuje stabilńı funkce F na řezu H, taková, že A = rng(F ).
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Definice 10 (σ-tř́ıda) Řekneme, že X je σ-tř́ıda (vzhledem k řezu H), jestlǐze existuje
přehledná tř́ıda množin A taková, že X =

⋃
A. Tedy existuje stabilńı funkce F : FN→ V

t.̌z. X =
⋃

rng(F )

Tvrzeńı 4 (O vytvářej́ıćı posloupnosti σ-tř́ıdy) [15, s. 196] Necht’ X je σ-tř́ıda. Po-
tom existuje posloupnost {Xn;n ∈ FN} tř́ıd taková, že pro každé n plat́ı

Xn ⊆ Xn+1 a X =
⋃
{Xn;n ∈ FN}.

Tedy σ-tř́ıdu X lze zkonstruovat inkrementálně přidáváńım daľśıch prvk̊u, klidně i po
skupinách. Jelikož toto přidáváńı sleduje cestu přirozených č́ısel směrem k obzoru, i na
tř́ıdu X se můžeme d́ıvat tak, že k němu ub́ıhá a ztráćı na ostrosti. Rozd́ıl oproti fuzzy
množinám je tak jasně patrný: prvky, které do X již spadly, do ńı prostě náležej́ı, bez př́ı-
vlastku, přidáváńı daľśıch je však směrem k obzoru stále náročněǰśı a neostřeǰśı. Takto lze
modelovat mnoho jev̊u přirozeného světa i nejr̊uzněǰśıch svět̊u matematických a jiných. Na-
př́ıklad tř́ıdu všech soustav lineárńıch rovnic, které dokážeme vyřešit (rozumı́ se odpovědět
na otázku, jestli má řešeńı, př́ıpadně toto řešeńı nalézt) i s pomoćı poč́ıtače lze považovat
za σ-tř́ıdu. Dokážeme-li totiž vyřešit soustavu n rovnic jsme schopni nalézt řešeńı i sou-
stavy n + 1 rovnic. S rostoućım počtem rovnic je však nalezeńı řešeńı stále těžš́ı a časově
náročněǰśı až jsme nuceni připustit, že existuj́ı i tak velké soustavy, jejichž řešeńı již nalézt
nedovedeme, bud’ by na ně nestačilo ani několik lidských život̊u nebo pamět’ poč́ıtače. Po-
moćı σ-tř́ıd modelujeme prvoevidovatelné jevy. Vlastnost soustavy

”
být vyřešitelná“ je jev

prvoevidovatelný, protože, jakmile jsme schopni jej nahlédnout, nepotřebujeme k tomu již
znalost jiného jevu. Neprvoevidovatelné jevy modelujeme pomoćı π-tř́ıd.

Definice 11 (π-tř́ıda) Řekneme, že X je π-tř́ıda (vzhledem k řezu H), jestlǐze existuje
přehledná tř́ıda množin A taková, že X =

⋂
A. Tedy existuje stabilńı funkce F : FN→ V

t.̌z. X =
⋂

rng(F )

Tvrzeńı 5 (O vytvářej́ıćı posloupnosti π-tř́ıdy) [15, s. 196] Necht’ X je π-tř́ıda. Po-
tom existuje posloupnost {Xn;n ∈ FN} tř́ıd taková, že pro každé n plat́ı

Xn+1 ⊆ Xn a X =
⋂
{Xn; , n ∈ FN}.

Tedy π-tř́ıdu X lze vytvořit tak, že z nějaké obsáhlé tř́ıdy V,A ⊂ V
”
ukrajujeme“ prvky,

které nemaj́ı danou vlastnost. Jejich postupné odeb́ıráńı, stejně jako přidáváńı v př́ıpadě
σ-tř́ıd, ub́ıhá k obzoru vedeno posloupnost́ı přirozených č́ısel, postupně ztráćı na ostrosti,
až je odebráńı daľśıch prvk̊u náročněǰśı a neostřeǰśı. Př́ıkladem negace prvoevidovatelného
jevu a π-tř́ıdy, kterou ji modelujeme je tř́ıda všech soustav lineárńıch rovnic jejichž ře-
šeńı nalézt nedokážeme. Každou soustavu, jej́ıž řešeńı dokážeme nalézt odebereme z tř́ıdy
všech soustav, tak postupně odkrýváme π-tř́ıdu neřešitelných soustav, postupně, jak se
výpočet prodlužuje začne být rozhodováńı těžš́ı a těžš́ı. Vlastnost

”
být nevyřešitelná“ neńı

prvoevidovatelná, k tomu abychom ji evidovali muśıme nejprve znát nějaké vyřešitelné
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soustavy. Klasická teorie množin a nakonec i logika rozlǐseńı prvoevidovatelných a nepr-
voevidovatelných jev̊u zakryla, když se rozhodla považovat i negace prvoevidovatelných
vlastnost́ı, potažmo jev̊u, za plnohodnotné vlastnosti, potažmo jevy [15, s. 197]. ATM se
tomuto př́ıstupu nebráńı, vynáš́ı ovšem na světlo fundamentálńı odlǐsnost těchto druh̊u
jev̊u a obohacuje t́ım naše viděńı světa i nástroje, s nimiž jej můžeme modelovat.

Pro lepš́ı vhled do vztahu σ a π tř́ıd uved’me alespoň jedno tvrzeńı.

Tvrzeńı 6 Tř́ıda X je σ-tř́ıda právě tehdy, když V −X je π-tř́ıda.

Důkaz Označ́ıme Y = V − X, podle věty o vytvářej́ıćı posloupnosti σ-tř́ıdy existuje
posloupnost {Xn;n ∈ FN} t.ž. X =

⋃
{Xn;n ∈ FN}. Dostáváme Y = V −

⋃
nXn a podle

de’Morganových pravidel je Y =
⋂
n(V −Xn).

2.3.2 Figury a monády

σ a π tř́ıdy lze mimo jiné využ́ıt k modelováńı nerozlǐsitelnosti a následně topologické spoji-
tosti pomoćı neostrosti, kterou zachycuj́ı. Spojité tvary povstávaj́ı na obzoru rozlǐsitelnosti
malého, umı́stěńı tohoto obzoru zachyt́ıme relaćı nerozlǐsitelnosti.

Definice 12 (Kompaktńı relace) Řekneme, že relace R je na tř́ıdě dom(R) kompaktńı
právě tehdy, když plat́ı

(∀u ⊆ dom(R))(¬Fin(u) ∧ (∃x, y ∈ u)(x 6= y ∧ xRy))

Definice 13 (π-ekvivalence) Řekneme, že R je π-ekvivalence, pokud R je ekvivalence
a π-tř́ıda.

Definice 14 (Ekvivalence nerozlǐsitelnosti) Řekneme, že R je ekvivalence nerozlǐsi-
telnosti, pokud R je kompaktńı π-ekvivalence.

Definice 15 (Monáda) Monádu bodu x v relaci nerozlǐsitelnosti R definujeme takto:

Mon(x) := {y; yRx}

Monáda bodu je tř́ıda všech bod̊u od něj nerozlǐsitelných, jakási nejmenš́ı část, kterou
dokážeme z dané množiny, např́ıklad roviny vydělit, tedy vlastně bod. Jelikož ale jako bod
již označujeme něco jiného, budeme monádám v př́ıpadě, že budeme cht́ıt zd̊uraznit jejich
geometrický význam, ř́ıkat geometrické body.

Definice 16 (Figura) Řekneme, že X je figura, pokud plat́ı

(∀x, y)(x ∈ X ∧ yRx⇒ y ∈ X)

Definice 17 (Figura tř́ıdy) Figuru tř́ıdy X definujeme takto:

Fig(X) := {y; (∃x ∈ X)(yRx)}
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Tvrzeńı 7 (Vztah figur a monád) Pro každou tř́ıdu X plat́ı

Fig(x) =
⋃
{Mon(x);x ∈ X}

a pro každý bod x plat́ı

Mon(x) = Fig({x}).

Tvrzeńı 8 Fig(X) je figura.

Figura je stopa množiny na obzoru
”
poslepovaná“ ze stop jednotlivých bod̊u. Z hlediska

topologie můžeme na monády nahĺıžet jako na nejmenš́ı otevřené množiny, které ještě
dokážeme rozlǐsit, figury z nich pak skládáme podobně jako otevřené množiny v klasické
teorii z geometrických bod̊u.
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3 ATM v kontextu klasické matematiky

Alternativńı teorie množin se již svým názvem vymezuje proti klasické cantorovské teorii.
Neńı však jedinou alternativou ke klasické teorii množin, Stanfordská encyklopedie filo-
sofie [3] ji řad́ı mezi tzv. malé teorie množin (

”
small set theories“), které obsahuj́ı méně

struktur než klasická teorie množin, a přesto poskytuj́ı dostatek nástroj̊u pro budováńı
matematiky.

V této kapitole poṕı̌seme, v čem spoč́ıvaj́ı zásadńı rozd́ıly mezi ATM a cantorovskou
teoríı, z čeho vyplývaj́ı a jaké maj́ı pro obě teorie d̊usledky. Ze dvou nejd̊uležitěǰśıch axioma-
tizaćı klasické teorie množin – Bernays-Gödel (BG) a Zermelo-Fraenkel (ZF) – se budeme
zabývat tou Zermelo-Fraenkelovou s axiomem výběru (Zermelo-Fraenkel-Choice (ZFC)).
Axiomatizace BG se od ńı odlǐsuje předevš́ım t́ım, že kromě klasických množin zavád́ı
i existenci tř́ıd,a ač je v jej́ıch axiomech často uváděno jedno schéma axiomů, je již od
svého vytvořeńı Benraysem a Gödelem axiomatizovatelná konečně [12]. Mimo to se poku-
śıme zasadit ATM do kontextu ostatńıch směr̊u vývoje matematiky 20. stolet́ı.

3.1 ATM a klasická teorie množin ZFC

Abychom pochopili vztah alternativńı teorie množin s klasickou, bude nejjednodušš́ı popsat,
co vedlo k jej́ımu vytvořeńı. Nejprve připomeneme klasickou teorii množin. Nahrad́ıme-li
v axiomech ZFC axiom nekonečné množiny 3.1 jeho negaćı, dostáváme stejnou teorii dě-
dičně konečných množin jako výše [3]. Jednotlivé axiomy lze na sebe převést následovně
(všechny axiomy ZFC i s negaćı axiomu nekonečna nalezne čtenář v př́ıloze A). Axiom
extenzionality pro množiny 2.1 a A.1 je v obou teoríıch ekvivalentńı. Z axiomu množi-
nového následńıka 2.3 a axiomu extenzionality množin 2.1 př́ımo plynou axiomy dvojice
A.2 i sjednoceńı A.4. Axiom regularity 2.5 je př́ımo převoditelný na axiom fundovanosti
A.6. Existenci prázdné množiny zaručuje vhodná volba v negaci axiomu nekonečna A.10.
Axiomy vyděleńı A.3 a nahrazeńı A.5 lze v ATM odvodit d́ıky axiomu indukce.

Naopak indukci lze v teorii ZFC odvodit z axiomu fundovanosti, axiomu dvojice, ne-
gace axiomu nekonečna a axiomu výběru. ZFC se tak od ATM lǐśı předevš́ım přijet́ım
následuj́ıćıch dvou axiomů 3.1 a 3.2.

Axiom 3.1 (Existence nekonečné množiny)

(∃a)(Set(a) ∧ ∅ ∈ a ∧ (x ∈ a⇒ (x ∪ {x}) ∈ a))

Jde o jednu z mnoha verźı axiomu nekonečné množiny, v tomto př́ıpadě dostáváme nekoneč-
nou množinu von Neumanových model̊u přirozených č́ısel, označ́ıme ji ω0. Existuj́ı i jiné
zp̊usoby, jak nekonečnou množinu konstruovat, které na sebe sice nejsou v př́ıtomnosti
ostatńıch axiomů převoditelné, nicméně lze ukázat, že vytvářej́ı teorie o stejné śıle [3].
V terminologii zavedené výše můžeme prohlásit, že přijet́ım axiomu nekonečné množiny
aktualizujeme obor všech přirozených č́ısel a rovnou z něj vytvář́ıme množinu. Obdobně

14



jako výše tvoř́ı von Neumanovy modely přirozených č́ısel model Peanovy aritmetiky uvnitř
ZFC.

Axiom 3.2 (Potenčńı množiny)

(∀x)(∃y)(Set(y) ∧ (∀z)(z ∈ y)⇔ (∀w)(w ∈ z ⇒ w ∈ x))

Jak jsme ukázali výše, je existence potenčńı množiny dokazatelná pro všechny dědičně ko-
nečné množiny pomoćı indukce (viz věta 1). Toto tvrzeńı však nedosahuje až na nekonečnou
množinu, jej́ıž existence je zaručena axiomem nekonečna 3.1, axiom 3.2 tedy zaručuje pře-
devš́ım existenci množiny P(ω0). K výkladu oboru všech podmnožin množiny přirozených
č́ısel jako množiny vedl předevš́ım výklad kontinua jako množiny bod̊u. Obor všech množin
ZFC budeme označovat V .

Ovšem jak poprvé ukázal T. Skolem [6], existuj́ı nestandardńı modely Peanovy aritme-
tiky, jejich konstrukci uvnitř ZFC pomoćı ultraproduktu a ultrafiltru ukazuje i prof. Vo-
pěnka v [17, s. 103–116]. Pomoćı ultraproduktu lze obor V všech množin rozš́ı̌rit operátorem
ultraextenze na obor W , do kterého spadnou všechny konečné množiny z V a nav́ıc v něm
budou všechny nekonečné množiny rozš́ı̌reny o nové prvky. Množinou všech přirozených
č́ısel ve W tedy bude množina ω̄0, p̊uvodńı množina ω0 bude jej́ı podmnožinou, kterou již
ale nebudeme schopni z ω̄0 vydělit. Jinými slovy vytvoř́ıme-li v Peanově aritmetice pomoćı
operace následńıka množinu všech přirozených č́ısel, bude tato množina vždy rozšǐritelná
o daľśı nestandardńı č́ısla. A to tak, že tato nová nestandardńı č́ısla budou všechna větš́ı
než p̊uvodńı přirozená č́ısla, bude tedy platit (a ∈ ω̄0, n ∈ ω0)(a < n ⇒ a ∈ ω0)[6, s. 12].
Tak dostáváme

”
zvláštńı“ strukturu, pro kterou plat́ı (ω0 ⊂ ω̄0)∧ (ω0 6= ω̄0), která je uspo-

řádána standardńı relaćı
”
<“ na přirozených č́ıslech, množina ω0 ale nemá největš́ı prvek,

standardńı a nestandardńı přirozená č́ısla od sebe nejde ostře oddělit.
Vztahem mezi tř́ıdami FN a N, respektive FV a V, se ATM snaž́ı zachytit vztah mezi

ω0 a ω̄0, respektive V a W , avšak již od začátku nevykládá FN jako množinu. Podstatný
rozd́ıl oproti nestandardńım model̊um přirozených č́ısel je, že FN najdeme již uvnitř tř́ıdy
N. To znamená, že si jako extenzi nějakého menš́ıho oboru vykládáme již tř́ıdy V a N.

Cantorova teorie množin reprezentuje v matematice převažuj́ıćı Platonismus, tedy ná-
zor, že matematické jevy existuj́ı nezávisle na nás, mimo nás. V Platonismu jsou matema-
tické výroky nezávislé na čase. Jak jsme viděli na př́ıkladech v sekci 2.3.1, ATM se snaž́ı
temporalitu společně s neostrost́ı do matematiky vnést a t́ım ji obohatit.

3.2 ATM a Robinsonova nestandardńı analýza

Výše popsaný princip je známý také jako Robinsonovo lemma o přetečeńı (overspill), A. Ro-
binson jej využil při konstrukci model̊u infinitesimálńıch veličin uvnitř ZFC, které využil
v budováńı své nestandardńı analýzy [9]. Ačkoliv jsou Robinsonovy infinitesimálńı veličiny
rehabilitaćı p̊uvodńıho Newtonova a Leibnizova pojet́ı infinitesimálńıho počtu, je k jejich
konstrukci a pochopeńı jejich vlastnost́ı třeba znalost́ı z pokročilé teorie model̊u, jmeno-
vitě konstrukce ultraproduktu. Postrádaj́ı tak intuitivńı rovinu [13], jakou měli v počát-
ćıch rozvoje infinitesimálńıho počtu. V mnoha pokusech o jejich využit́ı ve výuce je tento
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jejich nedostatek obcházen tak, že jsou nejprve představeny intuitivně a až posléze za-
vedeny formálně [13]. V ATM je x nekonečně malé reálné č́ıslo právě tehdy, když plat́ı
(∀n ∈ FN)(n 6= 0 ∧ |x| < 1

n
). Což je na základě axiomu prodloužeńı 2.10 ekvivalentńı

tomu, že existuje α ∈ N − FN, α je tedy nekonečně velké, takové, že |x| < 1
α

[15, s. 278].
Nekonečně malá reálná č́ısla jsou reálná č́ısla, která se propadla pod obzor rozlǐsitelnosti
malého. Zavedeme-li relaci nekonečné bĺızkosti x

.
= y ⇔ |x− y| < 1

α
, α ∈ N− FN, která je

ekvivalenćı nerozlǐsitelnosti (viz definice 14)[15, s. 268], tvoř́ı všechna nekonečně malá č́ısla
monádu č́ısla 0. Takto modeluje ATM infinitensimálńı veličiny intuitivněji a přirozeněji než
nestandardńı analýza.

3.3 ATM a konstruktivńı matematika

Zaj́ımavý je i vztah ATM a konstruktivńı matematiky a to ve dvou rovinách. V té prvńı –
čistě formálńı – je třeba odpovědět na otázku, jestli se ATM řad́ı do proudu konstruktivńı
matematiky a jaký vztah k jej́ım princip̊um má. V té druhé je podnětné ptát se, v čem se lǐśı
vývoj a přijet́ı těchto dvou př́ıstup̊u k matematice, oba totiž zkoumaj́ı filozofické základy
matematiky a vyvozuj́ı z nich d̊usledky pro formálńı teorie. Konstruktivńı matematika
má dnes mnoho odvětv́ı, která vznikala z r̊uzných pohnutek. Z hlediska srovnáńı systému
a filozofie matematiky je asi nejzaj́ımavěǰśı směr, kterým se konstruktivistický př́ıstup
poprvé představil – Brouwer̊uv intuicionismus. V následuj́ıćıch odstavćıch se tak budeme
zabývat předevš́ım j́ım.

3.3.1 Srovnáńı systému ATM a intuicionistické matematiky

Konstruktivńı matematika se vyhýbá užit́ı obecného principu vyloučeného třet́ıho (
”
tertium

non datur“) tam, kde ho neńı možné dokázat. Nepřij́ımá jej tedy jako axiom, následkem
čehož v ńı neńı př́ıstupný ani obecný axiom výběru [1]. Jelikož je každý konstruktivńı
d̊ukaz (tedy d̊ukaz bez použit́ı principu vyloučeného třet́ıho a axiomu výběru) d̊ukazem
i v klasické matematice, je konstruktivńı matematika zobecněńım té klasické [1, s. 6].

V ATM přij́ımáme jistou slabš́ı verzi axiomu výběru již s axiomem cesty k obzoru
(axiom 2.8) a hned vzápět́ı přij́ımáme i jeho plnohodnotnou verzi, axiom 2.12. Přijet́ı
těchto axiomů je ekvivalentńı přijet́ı axiomu vyloučeného třet́ıho. ATM se tedy neřad́ı do
proudu konstruktivńı matematiky. Ostatně se o to ani nesnaž́ı, již v [15, s. 39] se Vopěnka
vymezuje proti Brouwerově intuicionistické logice.

Proč bychom tedy měli srovnávat matematiku založenou na ATM a konstruktivńı mate-
matiku? Právě pro jejich rozd́ılný př́ıstup k nekonečnu a epistemologickým a ontologickým
základ̊um matematiky, který se lǐśı od klasického pojet́ı. Vopěnka podobně jako Brouwer
zastával názor, že matematické myšleńı přesahuje každý pokus o formalizaci [13, s. 585].
Zat́ımco ATM přij́ımá nekonečno ve formě tř́ıd, konstruktivńı matematika se zř́ıká aktuali-
zace nekonečna a tak i neostrosti (v intuicionistickém pojet́ı je nekonečno vždy považováno
za potenciálńı [5]). Ut́ıná obor svého studia před obzorem a nedovoluje si k němu v̊ubec
vykročit.
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Takovýto př́ıstup k nekonečnu můžeme v obou př́ıpadech vykládat jako vstup tempo-
rality do matematiky. Zat́ımco v ATM se temporalita projevuje přirozeně nekonečnými
polomnožinami, v konstruktivńı matematice se projevuje nerozhodnutelnými tvrzeńımi.
Zat́ımco konstruktivńı matematika nepřipoušt́ı rozhodnout některá tvrzeńı kv̊uli obzoru,
za který nedohlédne, a netroufá si ani hádat, ATM v tomto směru modeluje rostoućı ne-
ostrost. Opuštěńı nekonečna je výsledkem snahy intuicionist̊u vypořádat se s kriźı naivńı
teorie množin [15, s. 103].

Konstruktivńı matematika nepracuje např́ıklad ani s klasickou spojitost́ı nebo větou
o nabýváńı mezihodnot, k jejichž zavedeńı je právě princip vyloučeného třet́ıho nezbytný.
Dokáže je však nahradit. V př́ıpadě spojitosti zavedl již Brouwer jej́ı konstruktivńı po-
jet́ı. Věta o nabýváńı mezihodnot je pak nahrazena svou slabš́ı verźı. Zaj́ımavým př́ıkla-
dem, zvláště ve srovnáńı s Vopěnkovým pojet́ım figur a monád, je

”
bezbodová“ topologie

(
”
pointelss topology“), ve které nejsou topologické prostory tvořeny body, ale př́ımo otevře-

nými množinami (
”
locales“) [1]. V tomto př́ıstupu jsou si ATM a intuicionistická topologie

bĺızké, monády a figury zavedené v 2.3.2 můžeme ztotožnit s otevřenými množinami a na
podkladové body

”
zapomenout“. Tento př́ıstup se snaž́ı přirozeněji zachytit pojem intu-

itivně vńımaného spojitého prostoru a je v souladu s pojet́ım spojitosti a reálných č́ısel
v konstruktivńı matematice. Pro úplnost dodejme, že nejde o jediný př́ıstup ke konstruk-
tivńı topologii [7].

3.3.2 Srovnáńı přijet́ı ATM a konstruktivńı matematiky

Přestože byla konstruktivńı matematika ve svých počátćıch zatracována [1], podařilo se j́ı
od poloviny 20. stolet́ı prosadit a nyńı se těš́ı př́ızně v mnoha oborech a jej́ı techniky jsou
považovány za obohaceńı matematiky.

Tak jako jsou pro studium neeukleidovských geometríı nedocenitelné jejich modely,
využ́ıvaj́ı se i při studiu konstruktivńı matematiky jej́ı nejr̊uzněǰśı modely v klasické ma-
tematice [1]. ATM zat́ım žádný model v klasické teorii množin vypracovaný nemá, což ji
v oč́ıch mnohých matematik̊u snižuje.

Mimo existence model̊u v klasické matematice přispěly k rozš́ı̌renému přijet́ı konstruk-
tivńı matematiky jej́ı větve zaměřuj́ıćı se na vyč́ıslitelnost (

”
computability“), které našly

mnoho uplatněńı v informatice, numerice i topologii. Konstruktivńı pojet́ı umožňuje pře-
vést problémy těchto obor̊u do logiky – numerická nestabilita, nespojitost v topologii, ne-
vyč́ıslitelnost v informatice se v konstruktivńı logice projevuj́ı jako spory [1, s. 14]. Mnoho
matematik̊u i nematematik̊u tak vid́ı v konstruktivńı matematice vhodný nástroj, který
rozv́ıjej́ı.

Proč podobný rozvoj nezaž́ıvá i ATM? Která zprostředkovala, lidem, kteř́ı ji pěstovali,
hluboký vhled do mnohých problémů at’ už teorie množin, alternativńı analýzy nebo pojet́ı
nekonečna [2, 10, 20]. Alespoň směry, které by mohly vést k odpovědi na tuto otázku
naznač́ıme v následuj́ıćı kapitole.
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4 Problémy aplikace ATM

Jak jsme viděli výše, snaž́ı se ATM vyřešit spornou existenci množiny všech přirozených
č́ısel v klasické teorii množin a zároveň s t́ım poskytnout vhodnou matematizaci neostrosti,
č́ımž v mnohém obohacuje současnou matematiku. Proč se tedy nestala, jak ji prof. Vopěnka
označoval, novou teoríı množin, a nestála u zrodu obnoveného pojet́ı infinitesimálńıho počtu
a matematiky v̊ubec? V následuj́ıćı kapitole se pokuśım představit některé překážky, na
které ATM narazila.

4.1 ATM se jev́ı sporná

Z klasického hlediska je př́ıtomnost FN, konečné množiny přirozených č́ısel, která ale nemá
posledńı prvek, uvnitř klasické množiny N přirozených č́ısel spor. Nahĺıžen klasickou teoríı
množin neńı tento spor zdánlivý, v klasickém pojet́ı nekonečna je skutečný a neřešitelný.
Pročež je ATM často odmı́tnuta téměř bez zamyšleńı se nad podstatou tohoto zdánlivého
sporu. Ten však zachycuje lidskou zkušenost bĺıže než klasické absolutńı nekonečno, je
vlastńı našemu viděńı světa, matematika nad ńım nemůže zav́ırat oči. To vyžaduje oproštěńı
se od absolutńıho pohledu na svět, jak jej raźı klasická matematika. Alternativńı teorie
množin se tento spor nesnaž́ı odstranit přepracováńım systému množin a přirozených č́ısel,
ale jejich výkladu. Tak tento spor nemiźı, ale stává se ústředńım principem.

Překoná-li prvotńı odpor, stav́ı ATM před toho, kdo se ji jal studovat, mnohem větš́ı
výzvu než jiné převratné teorie.

4.2 Přiznáńı obzoru

Přiznáńı obzoru našemu viděńı světa je upř́ımným až krutým přiznáńım si vlastńı nedoko-
nalosti a omezenosti. Odhaleńım, že nevid́ıme a nikdy neuvid́ıme ani nepochoṕıme všechno,
že ani v myšleńı neńı člověk osvobozen od obzoru. Který činorodý středoevropan je ocho-
ten po všech úžasných úspěš́ıch evropské vědy a potažmo evropského viděńı světa na něco
takového přistoupit? I bez těchto výzev vyžaduje změna samotných základ̊u matematiky
mnoho sebezpytováńı a odvahy [8]. ATM nezpochybňuje jen klasickou teorii množin.

Tento nový př́ıstup se snaž́ı Petr Vopěnka vyložit a ospravedlnit. Jak je popsáno v úvodu
kapitoly 2, zaměřoval se v pozděǰśıch publikaćıch předevš́ım na filozofické a epistemologické
základy ATM. Nově př́ıchoźı matematik tak naráž́ı na filozofické úvahy, které se mu mohou
zdát zbytečné a mnohdy jej v̊ubec nezaj́ımaj́ı. Chyb́ı snadno dostupné čistě matematické
pojet́ı ATM aktualizované vzhledem k vývoji matematiky za posledńıch 20 let.

18



4.3 Neznámost v zahraničńı

Téměř každá kontroverzńı teorie, která později významně ovlivnila směřováńı evropské
vědy, se ve svých počátćıch potýkala s problémy, mnohé nemohly být ani publikovány.
Proti námi zmiňované a kritizované Cantorově teorii množin se postavil Leopold Kronecker,
který bránil svým vlivem jej́ımu autorovi v jej́ım publikováńı [17].

Profesoru Vopěnkovi a jeho alternativńı teorii množin se v 70. a 80. minulého stolet́ı
postavil do cesty tehdeǰśı komunistický režim. Po roce 1968 byly přerušeny jeho kontakty
s polskými matematiky, mnoho jeho žák̊u a účastńık̊u semináře emigrovalo do zahranič́ı,
on sám nemohl od roku 1971 v Čechách přednášet ani publikovat, jeho seminář se až do
roku 1989 pohyboval na hranici povoleného [11].

Neńı tedy divu, že nevyšlo mnoho text̊u, které by mohly s alternativńı teorii množin
seznámit čtenáře za hranicemi tehdeǰśıho Československa. Jedinou knihou v angličtině za-
bývaj́ıćı se ATM stále je Mathematics in Alternaive Set Theory [14], tu v roce 1979 vydalo
německé nakladatelstv́ı Teubner Texte. Přestože roku 1981 vyšla v Buletinu Londýnské
matematické společnosti pozitivńı recenze [8] zmiňuj́ıćı bezvýchodnou situaci, do které za-
bředla teorie množin, a eleganci, s ńıž ATM zapadá do běžně už́ıvané matematiky, nedočkala
se kniha větš́ıho ohlasu. Mimo jiné nejsṕı̌se i proto, že, jak recenze [8] zd̊urazňuje, je kniha
pouhým náčrtem teorie, ve které chyb́ı i tak d̊uležitá součást jako ε, δ-kalkul. Mimo tuto
publikaci se v zahraničńım odborném tisku objevilo již jen několik článk̊u Antońına Sochora
a daľśı vývoj ATM, který prob́ıhal v Praze, z̊ustal před světovou odbornou veřejnost́ı skryt.
Těžko tak vinit světovou matematiku z nezájmu o Vopěnkovo d́ılo, vždyt’ jeho objevy před
rokem 1968, nejznáměǰśı je asi Vopěnk̊uv princip, se dočkaly v době své publikace značného
ohlasu. Naději skýtá připravovaná kniha New Infinitary Mathematics [19].

4.4 Śıla teorie

Dle P. Zlatoše [20] nenab́ıźı ATM stejně silné a zároveň jednoduché nástroje jako kla-
sická teorie množin, neńı proto (stejně) vhodná jako základ vyšš́ı matematiky. Vhodnost
klasické teorie množin spoč́ıvá v př́ımočarém vytvářeńı nadstruktur a jednoduchém spo-
lečném jazyce, který takto poskytuje všem matematik̊um a nejen jim. To vše zejména d́ıky
chápáńı libovolných obor̊u jako společenstev jejich objekt̊u. Dı́ky tomuto př́ıstupu se po-
dařilo vypracovat v klasické teorii množin pojet́ı téměř všech matematických discipĺın, což
jim poskytlo záruku bezespornosti [17, s. 83].

Vopěnkova teorie se takovému zjednodušeńı vyhýbá přijet́ım obor̊u, které nelze vyklá-
dat jakožto společenstva objekt̊u a které nelze považovat za samostatné objekty. Tento
př́ıstup je částečně motivován snahou, která prováźı teorii množin od jej́ıch počátk̊u, vy-
hnout se paradox̊um, např́ıklad Russelovu [15, s. 43]. Odmı́tnut́ı některých obor̊u jakožto
společenstev objekt̊u však mnohdy stěžuje ATM cestu. Předevš́ım tam, kde klasická teorie
množin lehce vytvář́ı z vlastnost́ı nebo relaćı mezi objekty tř́ıdy a pracuje s vlastnostmi
popř́ıpadě relacemi mezi těmito tř́ıdami atd., muśı ATM složitě hledat cestu jinudy, pomoćı
kódováńı (viz sekce 2.2.5) [20, s. 528].
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Zároveň se však jev́ı ATM rozš́ı̌rená o vlastńı tř́ıdy bohatš́ı [15, s. 306] než klasická
teorie množin,ostatně v samotné ATM lze klasickou teorii množin uspokojivě modelovat [15,
s. 374-388]. V ATM tak lze nepochybně vypracovat pojet́ı všech d̊uležitých matematických
discipĺın, i přes snahu Vopěnkových žák̊u však z̊ustává tato výzva nenaplněna.

4.5 Rozvinutost teorie

Přestože ATM nab́ıźı dostatečné prostředky ke zkoumáńı libovolných jev̊u, v mnoha př́ı-
padech př́ıhodněǰśı než klasická teorie množin, ještě neńı ve stavu, kdy by byla snadno
aplikovatelná. Mnoho pojmů neńı dostatečně rozpracováno, nav́ıc by jejich rozpracováńı
razilo novou cestu, tam kde již existuje cesta v klasické matematice [20, s. 522]. Jej́ı rozvi-
nut́ı by tak vyžadovalo př́ılǐs mnoho úsiĺı a zapojeńı mnoha lid́ı, s nejistým výsledkem.

4.6 Odtržeńı teorie od klasické matematiky

Kromě neznámé, zpočátku neintuitivńı, p̊udy pod nohama naráž́ı matematik při studiu
alternativńı teorie množin z nověǰśıch knih na závažný problém v motivaci. Bez vazby na
klasickou a známou matematiku se ćıt́ı jaksi vyděděně, téměř nepatřičně. Jakoby se obracel
zády k celému matematickému světu s pocitem, že je mu zapovězen a že se sám zř́ıká
možnosti př́ıspěvku k současné matematice, potažmo vědě. To, co jistě motivuje člověka
v bádáńı, je právě pocit budováńı matematiky, přisṕıváńı svým oblázkem do mozaiky.
Tohoto pocitu nedostává se při studiu ATM neprávem. Jak je ukázáno v sekci 3.1, stav́ı
ATM na překonáńı nedostatk̊u ZFC a dokonce modeluje některé jej́ı d̊uležité výsledky
(Robinsovnovo lemma o přetečeńı viz axiom 2.10 a sekce 3.2). ATM tak lze považovat
nikoli za popřeńı klasické matematiky a teorie množin, ale za pokračováńı jejich snah.
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5 Závěr

Co tedy alternativńı teorie množin nab́ıźı oproti té klasické, když, jak ukázal A. Robin-
son [9] ve své nestandardńı analýze vybudované na nestandardńıch modelech ZFC, máme
i v klasické matematice nekonečně malé veličiny? Předevš́ım intuici podepřenou fenome-
nologickým př́ıstupem, kterou žádný formálńı model nemůže nab́ıdnout. Tyto intuice by
mohly podpořit předevš́ım didaktiku infinitesimálńıho počtu skrze právě nestandardńı ana-
lýzu, jej́ıž výuka ve světě již poskrovnu prob́ıhá [13, s. 581–582]. Mimo to také ATM upo-
zorňuje na dědictv́ı předmnožinové matematiky, inspirována Husserlovou fenomenologii
nás vede zpět k věcem samým t.j. k matematickým pojmům jako takovým, ne k jejich
model̊um. Vyjasňuje teologické předpoklady Cantorovy teorie množin.

V této práci jsem se pokusil shrnout nejvýznamněǰśı překážky, na které narazila Al-
ternativńı teorie množin profesora Petra Vopěnky ve svém rozvoji a pokusech o aplikaci.
Přestože teorie představovala pro mnoho z těch, kdo se s ńı seznámili, inspiraci a cestu
k novým intuićım, nepodařilo se ji rozš́ı̌rit mezi odbornou veřejnost.

Jak je vidět na srovnáńı s konstruktivńı matematikou, potřebuje teorie ke svému pro-
sazeńı předevš́ım konkrétńı aplikace, ve kterých je užitečná, na rozd́ıl od konstruktivńı
matematiky nacháźı ATM tyto aplikace tam, kde jej́ı mı́sto již uspokojivě zab́ırá klasická
teorie množin. Za hlavńı překážku tak považuji

”
dostatečnost“ klasické teorie množin, jak je

shrnuta ve srovnáńı s možnostmi ATM v sekci 4.4. Všechno, co by mohla ATM nab́ıdnout,
již klasická matematika nějak zvládla. Často ne stejně elegantńım zp̊usobem a mnohdy za
větš́ıho úsiĺı, než které by bylo třeba vynaložit v ATM (viz např. modelováńı nekonečně
malých veličin), jinde však stoj́ı před větš́ım obt́ıžemi právě ATM. Z hlediska př́ımého
uplatněńı ATM v aplikované matematice nebo základech matematiky je tak již nejsṕı̌s
pozdě snažit dohnat vývoj klasické teorie množin za posledńıch téměř 50 let.

Rovněž otázky, jak by vypadala matematika, kdyby prof. Vopěnka představil svou teorii
dř́ıve nebo kdyby se namı́sto ńı věnoval klasické teorii množin, jsou dnes již bezpředmětné.
Mnohem podnětněǰśı je ptát se, jak naložit s ATM za současného stavu. Jak zprostředko-
vat odborné veřejnosti jej́ı fenomenologické pojet́ı a intuice, které jsou bezpochyby jej́ım
největš́ım vkladem matematice a vědě v̊ubec.
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A Axiomy ZFC

Axiom A.1 (Extenzionality) [12, s. 17]

(∀x, y)(x = y ⇔ (∀e)(e ∈ x⇔ e ∈ y))

Axiom A.2 (Dvojice)

(∀x, y)(∃z)(∀e)(e ∈ z ⇔ e ∈ x ∨ e ∈ y)

Axiom A.3 (Podmnožin (též vyděleńı)) Je-li ϕ množinová vlastnost s parametrem p,
pak plat́ı

(∀x, p)(∃y)(∀u)(u ∈ y ⇔ (u ∈ x ∧ ϕ(u, p)))

Axiom A.4 (Sjednoceńı) [12, s. 17]

(∀x)(∃u)(∀e)(e ∈ u⇔ (∃y)(y ∈ x ∧ e ∈ y))

Axiom A.5 (Schéma nahrazeńı) [12, s. 17]

(∀x)
(

(∀y, e, e′)
(
(ϕ ∧ ϕ(e/e′) ∧ y ∈ x)⇒ e = e′

)
⇒ (∃z)(∀e)

(
e ∈ z ⇔ (∃y)(y ∈ x ∧ ϕ)

))
Axiom A.6 (Fundovanosti (též regularity)) [12, s. 17]

(∀x)
(
(∃y)(y ∈ x)⇒ (∃y)(y ∈ x ∧ (∀e)¬(e ∈ y ∧ e ∈ x)

)
Axiom A.7 (Výběru)

(∀x)(∃S)(∀a)(a ∈ x⇔ (S(a) ∈ a))

Axiom A.8 (Potence) [12, s. 17]

(∀x)(∃p)(∀z)(z ∈ p⇔ (∀e)(e ∈ z ⇒ e ∈ x))

Axiom A.9 (Nekonečna) [12, s. 17]

(∃x)
(

(∃z)
(
z ∈ x∧(∀e)(e /∈ z)

)∧
(∀y)

(
y ∈ x⇒ (∃z)(z ∈ x∧(∀e)(e ∈ z ⇔ (e ∈ y∨e = y)))

))
Axiom A.10 (Negace axiomu nekonečna)

(∀x)
(
¬(∃z)

(
z ∈ x∧(∀e)(e /∈ z)

)∨
¬(∀y)

(
y ∈ x⇒ (∃z)(z ∈ x∧(∀e)(e ∈ z ⇔ (e ∈ y∨e = y)))

))
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