ZAPADOCESKA UNIVERZITA V PLZNI

FAKULTA PEDAGOGICKA
KATEDRA MATEMATIKY, FYZIKY A TECHNICKE VYCHOVY

Grobnerovy baze a eliminacni idealy
DIPLOMOVA PRACE

Bc. Monika Blahova

Ucitelstvi pro zdkladni $koly, obor Uclitelstvi matematiky a geografie pro zdkladni skoly

Vedouci prace: Doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc.

Plzen, 2016



Prohlasuji, Ze jsem diplomovou praci vypracovala samostatné

s pouzitim uvedené literatury a zdrojl informaci.

V Plzni, 30. ¢ervna 2016

vlastnorucni podpis



Dé&kuji vedoucimu diplomové prace Doc. RNDr. Jaroslavu Horovi, CSc. za inspirativni
vedeni mé prace, za poskytnuté rady a pripominky, za ochotu a také Cas straveny pii

konzultacich.



Zde bude oficialni zadani diplomové prace



Obsah

L0 TG TTUPP PR PPTRRPRURP 7
1 EliMIiNAce V teoril 1dCAITL.......cvoveiiiieiiieieiseesee e 8
L1 PHKIAAY et 11

2 Rezultant polynomuil..........ccooiiiiiiiiiiiciiecee s 17
2.1  Sylvesterova matice a rezultant polynomMil..........coovviiriiiirriiiiiiieieeee e 17
JamMES JOSEPN SYIVESIEN ..o 17

2.2 DEIEIMINANT ..ot 19
2.2.1  Vypocet deterMiNantU ..........covrvirieiiriiiniinieisinreesre s 19

2.3 PHKIAAY .ttt 22
2.4  Vypocet Sylvesterovy matice pomoci pocitacového programu...........cceccevvervenens 32

3 GIODNEIOVY DAZE .eouviiiiiiiiiiiiii ettt sttt sttt bbbt bbb e b nne s 37
4 ENMINACNT 1ACALY ..eoviiiiiiiiiiiii ettt 47
4.1  Véta o eliminaci @ vEta 0 TOZSIFENT....c.vevveieiiieresere s 53

5  Uziti eliminace a teorie idealt pii dikazech geometrickych veét .......ccccvvvvviiiiiiiiiiinnn, 57
5.1 HEIONUV VZOTEC ...eouiiiiiiieiieite ettt sttt sttt bbb nne e 57
5.2 COVOVA VLA .evviiieiiestieie sttt ettt sttt sttt b et b e bbb b n b e e e e nne s 60
5.3 EUIETOVA VELA ..o s 63
5.4 MENECIAOVA VETA ..eeueiiiiiieiiesie ettt bbbt b e 66
< R 68
RESUIME ... et b e n e een e 69
Seznam POuZite HEETAUTY .......ccuviiiiiiiiiicie e 70



Uvod

Moje diplomova prace se zabyva teorii ideald. Ukazuje rizné metody, které lze vyuZit pro
feSeni soustav rovnic nejen linearnich, ale hlavné rovnic vysSiho fadu. Na soustavy
linedrnich rovnic madme k dispozici jednodussi metody, jako je metoda scitaci nebo
dosazovaci, které se vyucuji jiz na zakladnich Skoléach, tim se ale zabyvat nebudeme.

Tato prace je postavena tak, zZe v prvni €asti se ¢tendf sezndmi s pojmem idedl. Zjisti, jak
lze v danych idedlech provadét eliminaci proménnych a na piikladech uvidi vyuziti
eliminace v teorii ideald. Tu lze s rozvojem pocita¢li a vhodnych programi provadét
snadné&ji. Existuji rizné programy, jako napt. Maple nebo Mathematica, které¢ nam da;ji
rovnou vysledek, a my diky nému snadnéji zjistime feSeni danych soustav rovnic. Proto
jsou piiklady vzdy tfesené ,,ru¢né* bez vyuziti pocitaCového programu a pak v programu
Mathematica. Ctenaf ma tak porovnani, jak naro¢né je zadani do programu anebo po&itani
bez jeho vyuziti. V dalsi ¢asti se seznami s pojmem determinant Sylvesterovy matice. Je to
jedna z moznych metod feSeni soustavy nelinearnich rovnic. Je zde uvedeno nékolik
prikladd, které jsou rovnou feSeny i1 v programu Maple. Prvni piiklad je zdmérné dan jako
soustava linedrnich rovnic, aby mél ¢tenaf porovnani, pro¢ tyto metody vyuZivame na
nelinearni rovnice. Pro ty linedrni je to zbyte¢né zdlouhavé a narocné a jak jsem jiz
zminovala, madme jednodus$i metody feSeni soustav linedrnich rovnic. Ve tfeti kapitole
jsou zminéné Grobnerovy baze, které jsou dalsi metodou feSeni soustavy rovnic. Je uveden
jeden ptiklad pocitany ,,ruéné“ a dalsi piiklady feSeny v programech Maple a Mathematica.
Vice o Grobnerovych bazich by se ¢tenatf mohl docist v mé bakaldiské praci, kterd je
Grobnerovym bazim vénovana.

Ve Ctvrté casti se Ctenai dozvi, co jsou eliminacni idedly. V posledni ¢asti jsem se zabyvala
vyuzitim eliminace pii dokazovani geometrickych vét. Vzdy je uvedena dana véta a pak
dikaz, ktery je feSen klasicky a pak s vyuzZitim eliminace v pocitacovém programu
Mathematica

Cilem prace je ukazka riznych metod pro feSeni soustavy rovnic. Jedna se o metody, které
se na skolach nevyucuji, ale ¢lovek je pfi feseni soustavy rovnic miize vyuzit a tak snadnéji
nalézt feSeni té€chto rovnic. Déle vyuziti eliminace pfi dokazovani riznych geometrickych
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1 Eliminace v teorii idealu

Definice jsou pievzaty z [3]. Piiklady jsou mnou vymyslené, ale inspirovala jsem se ze

stranek matematické olympiady pro stiedni Skoly. [1]

Definice 1.1:

Podmnozina I € k[x;, ..., x,] je ideal, jestlize splfiuje tyto podminky:
a) 0 el
b) Jestlize f,g €I, potom f+ g €1
c) Jestlize f € Iah € k[xq,...,x,], potom hf € I.

Definice 1.2:
Necht’ fi, .... f; jsou polynomy v k[xq, ... x,,]. Potom

(fo o f) = {z hifii hyy o) g € K[Xg, e, 2]
i=1

Rozhodujici fakt je, Ze (fi, ... f;) je ideal.

Lemma: Jestlize fi,.... f; € k[xq,...., x,], potom (fy, ... f;) je ideal k[xq,...x,]. Budeme

(fi, .- fs) nazyvat idedlem generovanym z fi, .... f;.

Ideal (fy, ... f;) ma zajimavy vyklad, pokud jde o polynomialni rovnice. Mé&me fi, .... f; €
klxy, ...., x,], dostaneme soustavu rovnic
fi=0

fs = 0.
Z téchto rovnic 1ze odvodit ostatni pomoci algebry. Naptiklad, pokud vyndsobime prvni
rovnici h; € k[x,,....,x,], druhou rovnici h, € k[xq,...,x,] a tak dale. Dostaneme
rovnici hyf; + h,f, + ...+ hsf, = 0, ktera je dusledkem nasi povodni soustavy rovnic.
Vsimneme si, Ze na levé strané této rovnice je presné prvek idealu (fi, ... f;). Mizeme si
predstavit (fj, ... f;) jako skladani ze vSech ,,polynomialnich disledki‘ rovnic f; = f, =

- = fo = 0. UkaZeme si to na ptikladu.



Piiklad 1.1:
M¢jme soustavu rovnic
x=t+2
y =1+t2
Zprvni rovnice si vyjadiime ¢,t = x —2. Nyni do druhé rovnice dosadime do t a
vyjadiimey: y =14+ (x —2)2 =1+ x? —4x + 4 = x? — 4x + 5.
Pojd'me se ted’ vratit k zadané soustavé rovnic. Rovnice upravime tak, ze budeme mit vse
na levé strané¢ a Sikovné vynasobime, abychom se pfi pouziti s¢itaci metody zbavili t.
x—t—2=0/(x—2+1)
y=1—-t>=0 /.(=1)
(x—2)?—-t?2=0
—y+1+t2=0

PouZijeme scitaci metodu a dostaneme

x2—4x+4—-y+1=x>—4x+5—-y=0.
Polynom x2? — 4x + 5 — y , ktery umozni ze znalosti x Snadno vypocitat y, skute¢né patii
do idedlu (x —t — 2,y — 1 — t?), protoze x> —4x+5—y=(x—t—2).(x +t—2) +
(—1).(y — 1 —t2).

Priklad 1.2:
M¢jme soustavu rovnic
5x+4—-t=0
2y — 7 =t

Opét si z prvni rovnice vyjadiime ¢, ¢ = 5x — 4. Dosadime do druhé rovnice t a vyjadiime
y.

2y —7—(GBx—4)2=0

2y =7 +25x% —40x + 16

25x2% — 40x + 23
y= 2 -
Nyni se opét vratime k zadané soustavé rovnic, kterou si upravime. Chceme mit vSe na
levé strang, proto obé rovnice musime Sikovné vynasobit. Pak pouzijeme s¢itaci metodu a
zbavime se t.

5x+4—t=0/.5x+4+1)
2y—7—-t =0 /.(=1)
25x2+40x +16 —t2 =0
—2y+7+t2=0
25x24+40x +23 -2y =0
Polynom 25x2 + 40x + 23 — 2y, ktery umozni ze znalosti x snadno vypocitat y, skute¢né

patii do idedlu (5x+ 4 —t,2y —7 —t?), protoze 25x2+40x +23 —2y =
Gx+4+t).Gx+4—1t)+(—1).Q2y — 7 —t?).



Podobné bychom vyjadrili jakykoliv jiny ,,polynom diisledkli* ze soustavy rovnic

5 +4—-t=0

2y —7—t2=0
vedouci k prvku tohoto idealu. Rikame, Ze ideal I je koneéné generovany, jestlize existuje
fir o fs € klxq, ..., x,] takové, ze I = (fy, ..., f;) a fikdme Ze fi, ..., f; jsou bazi idedlu L.
Ve treti kapitole se budeme vénovat Grobnerovy baze. Jedna se o specidlni uzitecny typ

baze.

Je zde hezka analogie s linedrni algebrou, které se budeme vénovat nyni. Definice ideélu je
podobna definici podprostoru. Oba jsou uzavieny vzhledem ke sCitdni a nasobeni. Ve
vektorovém podprostoru vynasobime skalary, v idealu nasobime polynomy.

Idedl generovany polynomy fi,...,f; je podobny mnozin¢ generované ve vektorovém
prostoru V koneénym poctem vektorit vy,..,vs. V obou pfipadech se vezme linearni
kombinace, pomoci koeficienti vektorového prostoru se vytvoii vektorovy podprostor
prostoru V generovany kone¢nym poctem vektord vq,..,Vs a pomoci koeficienti z

klxy, ..., x,] , coZ jsou polynomy, se vytvoii ideal generovany polynomy fi, ..., fs .

Definice 1.3:
Necht” k je pole (tj. komutativni téleso) a necht’ fi, ..., f; jsou polynomy v k[xy, ..., x,].
Ozna¢me V(fy, .., f;) = {(ay,...,a,)ek™ fi(a;, ...,a,) =0 pro vSechny 1<i< s}

Mnozinu V(fy, ..., f; ) nazyvame afinni varietou definovanou fi, ..., f;.

Tvrzeni:

Jestlize fi, ..., fs @ 91, ..., 9y jSOu bazi stejného idedlu v k[xq, ...., x,,] tak, ze (f1, ..., f3) =
(g1, --gr), pOtom V(fy, ..., fs) =V (g1, e » Gr)-

Priklad 1.3:
M¢jme soustavu rovnic
3x2+4y2—-19=0
x?—y?2+3=0,
pokud druhou rovnici vynasobime ¢islem (-3) a pricteme k ni rovnici prvni, dostaneme
rovnici 7y2 — 28 = 0. Danou rovnici mizeme vydélit ¢islem 7 a dostaneme y2 — 4 = 0.

Odtud tedy vidime, ze y = +4. Kdybychom druhou rovnici tentokrat vynasobili ¢islem 4,
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dostaneme rovnici 7x2 — 7 = 0, kterou op&t miZeme vydélit ¢islem 7. Vznikne rovnice
x%2 —1 = 0. Resenim je x = +1.

Takze V(3x% + 4y? — 19,x2 —y2 +3) = V(x? — 1,y% — 4) = {(+1,+2)}.

1.1 Priklady

Priklady pouzité v této kapitole jsou ze stranek matematické olympiddy. Nekteré priklady
jsou pfimo pievzaté, jiné piiklady jsou mnou vymyslené a ptiklady ze stranek matematické

olympiady jsem se nechala jen inspirovat.

Priklad 1.1.1:
Pomoci eliminace proménnych feste soustavu rovnic
3x2+4y2—-19=0
x2—y2+3=0.
Reseni:
Danou soustavu jsme si spolecn¢ vyftesili v prikladé 1.3. Nyni si ukazeme feSeni pomoci
pocitacového programu Mathematica.
Nejdiive budeme eliminovat nezndmou x. Vyjde nam rovnice, ve které bude jen neznama
y, a tu pak snadno vypocitame. Zadany piikaz do programu:
Eliminate[{3x? + 4y? — 19 == 0,x% — y? + 3 == 0}, x]
y? ==
Z rovnice y? = 4 vidime, 7e feSeni je y = +2. Je to stejné feSeni, ke kterému jsme dosli
v prikladé¢ 1.3.
Ted’ si eliminujeme neznamou y. Rovnici, kterda ndm tentokrat vyjde, bude obsahovat
pouze neznamou x. Zadany piikaz:
Eliminate[{3x2 + 4y? — 19 == 0,x2 — y2 + 3 == 0}, y]
x?==1
Z rovnice x? == 1 opét vidime, Ze feseni je ve tvaru x = +1.
Reseni dané soustavy je {(+1,+2)}.
Poznamka: Kdyz zaddvame dané soustavy do programu Mathematica, nesmime

zapomenout dat znak ,,=* dvakrat, jinak nam dany ptikaz nebude fungovat.
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Priklad 1.1.2:
Pomoci eliminace feste soustavu rovnic
x24+2y>—=3=0
x>+ xy+y*—3=0.
Reseni:
Nejdiive provedeme eliminaci nezndmé x. Vznikne ndm rovnice pouze s nezndmou Y,
kterou vypocitame. Pfikaz zadany do programu:

Eliminate[{x"2 + 2y"2 -3 == 0,x"2 +x*y + y"2 — 3 == 0}, x]

—y+y>==0
Rovnici -y + y3 = 0 si upravime tak, Ze vytkneme —y a dostaneme rovnici
-y.(1 -y%) =0.
Odtud vidime, Ze dany rovnice ma celkem tfifeSeni y = 0,y = 1,y = —1.

Nyni budeme eliminovat neznamou y pifikazem:
Eliminate[{x? + 2y? =3 == 0,x2+ x xy + y? — 3 == 0}, y]
—4x? + x* == -3
Pii feSeni rovnice —4x?+x* == -3 si pomiiZeme matematickym po&itatovym
programem. Danou rovnici si upravime, aby byla v sou¢inovém tvaru. To udélame pomoci
ptikazu Factor.
Factor[—4x? + x* + 3]

(=1 +x)(1 + x)(=3 + x?).
Odtud vidime, Ze dand soustava md v mnoziné redlnych cisel celkem ctyfi feSeni, kterd
jsou x = +1,x = ++/3.
Mohli jsme si praci uSetfit jesté vice. V programu Mathematica existuje piikaz Solve,
ktery nam danou rovnici vyfesi rovnou.

Solve[—4x2 + x* == -3, x]

{fx > -1}, {x > 1}, {x > —V3}, {x > V3}}

Dostali jsme stejné feSeni, ke kterému jsme dosli i my.
Nyni budeme jednotliva feSeni dosazovat do zadané soustavy rovnic, abychom zjistili

feSeni dané soustavy rovnic. Zjistime, ze dana soustava rovnic méa celkem Ctyfi feSeni

P ={(+/3,0),(=3,0), (1,1), (-1, -1)}.
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Piiklad 1.1.3:
Reste soustavu rovnic
x>+ 2yz=6.(y+z—2)
Y2 +2xz=6.(z+x —2)
zZ2+2xy=6.(x+y—2).
Reseni:
Zadani ptikladu jsem ziskala na strankach ¢eské matematické olympiady. Konkrétné Slo o
53. ro¢nik, skolni kolo, kategorii A.
Nejdiive si soustavu rovnic vyfeSime bez pouZiti pocitacového programu tak, jak by ji
fesili zaci na stiedni Skole.
Druhou rovnici odec¢teme od prvni rovnice a dostaneme rovnici, kterou budeme postupné
upravovat na sou¢inovy tvar.
y2—x?+2xz—2yz=6.(z+x—-2)—6.(y +z—2)
y2 —x2+2xz—2yz=6z+6x— 12— 6y — 62+ 12
y2 —x%2+2xz—2yz—6x+ 6y =0
(=x+y).(x+y)—2z.(—x+y)+6.(—x+7y) =0
(—x+y)(x+y—-2z+6)=0.
Nyni si odeéteme od tfeti rovnice prvni rovnici podobnym zplisobem. Opét se danou
rovnici budeme snazit dostat do soucinového tvaru.
z2 —x?+2xy—2yz=6.(x+y—2)—6.(y+z—2)
z2 —x2 4+ 2xy—2yz=6z+6x — 12— 6y — 62 + 12
z? —x%+2xy —2yz—6x+62=0
(z—x).(z+x)—2y.(—x+2)+6.(—x+2)=0
(z—x).(z+x—-2y+6)=0.
Z puvodni soustavy rovnic nyni dostdvame soustavu rovnic
x2+2yz=6.(y +z—2)
(—x+y).(x+y—-2z4+6)=0
(z—x).(z+x—-2y+6)=0.
Nov¢ vzniklou soustavu jiz vyfeSime snaze, protoze vidime, Ze mohou nastat celkem Ctyii
ptipady (—x+y) =0A(z—x)=0, (—x+y)=0A(z+x—-2y+6)=0,(z—x) =
OAN(x+y—22+6)=0, (x+y—22+6)=0A(z+x—-2y+6)=0. My si dané
ptipady ted rozebereme kazdy zvlast a dostaneme dil¢i feSeni dané soustavy soufadnic.

1) (~x+y)=0A(z-x)=0
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2)

3)

Vidime, Ze z prvni rovnice se x = y az druhé z = x.
Plati tedy podminka x =y = z.

My ted’ do prvni rovnice soustavy dosadime, upravime a vypocitime nezndmou x.
x2+2yz=6.(y +z—2)
x2+2.x.x=6.(x+x—2)
3x2 =12x — 12
x2—4x+4=0.

Dostali jsme kvadratickou rovnici, kterou vypocitdme pomoci diskriminantu
D = b? — 4ac. Dostaneme vysledek D = 16 — 16 = 0. Rovnice ma tedy jeden
dvojnasobny redlny koten, ktery vypocitdme pomoci vzorce x = %. Po dosazeni
x = 2.
Vratime se na zacatek, kde jsme vyjadfovali neznamou z podminek. Diky tomu
mame jedno feSeni zadané soustavy rovnic ve tvaru (x,y,z) = (2,2,2).
(-x+y)=0A(z+x—2y+6)=0
Z prvni rovnice vidime rovnou x =y. Tuto podminku ted dosadime do druhé
rovnice z+x — 2y + 6 = 0. Dostaneme z+ x —2x + 6 = 0. Odtud vidime, ze
z =x —6. Opét budeme dosazovat do prvni rovnice zadané soustavy, kterou
budeme upravovat a vypocitame opét neznamou Xx.
x2+2yz=6.(y +z—2)
X2 +2.x.(x—6)=6.(x+x—6—2)
x2+2x2% —12x = 12x — 48
3x2—24x+48 =0
Danou rovnici, si jeSté upravime tak, ze celou rovnici vydélime cCislem 3 a
dostaneme rovnici x? — 8x + 16 = 0.
Vypocditame diskriminant D = 64 — 64 = 0. Diskriminant je roven nule,
dostavame dvojnasobny realny kofen x = g = 4. Nyni se vratme na zacatek, kde
jsme si stanovili podminky. x =y a z=x—6 =4 — 6 = —2. Nasli jsme dalsi
feSeni soustavy rovnic ve tvaru (x,y, z) = (4,4, —2).
(z—x)=0A(x+y—-2z4+6)=0
Z prvni rovnice vime, Ze x = z. Pokud tuto podminku dosadime do druhé rovnice,
dostaneme po upravé y =z —6. Nyni opét dosadime do prvni rovnice a

vypocitame tentokrat neznamou z.
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x2+2yz=6.(y +z—2)
z224+2.(x—6).z=6.(z—6+2z—2)
z? +2z%2— 12z =12z — 48
322 — 24z +48 =10
z? —8z+ 16 = 0.
Dostali jsme stejnou rovnici jako v pfedchozim ptikladé, az na neznamou. Muzeme
proto psat ihned vysledek, kterym je dvojnasobny realny kofen z = 4. Pokud
dosadime do podminek x = z,y =z — 6, dostaneme uspofadanou trojici cisel
(x,y,z) = (4,—2,4), které jsou feSenim dané soustavy rovnic.
4) (x+y—-2z+6)=0A(z+x—-2y+6)=0
Jako prvni si obé rovnice upravime. Za¢neme nejdiive rovnici x + y — 2z + 6 = 0.
Vyjadiime si neznamou x a dostaneme rovnici x = 2z —y — 6. Ted do druhé
rovnice dosadime za x a vypocitdme neznamou z.
Z+x—-2y+6=0
z+2z—y—6—-2y+6=0
3z =3y
zZ=1y.
Dostali jsme podminku z = y, kterou miizeme jesté dosadit do prvni rovnice, kde
jsme si vyjadtovali x a dostaneme x = z — 6.
Nyni budeme nasSe podminky dosazovat do prvni rovnice zadané soustavy. Opét
rovnici upravime a vypocitime nezndmou z, kterou pak dosadime do naSich
podminek a zjistime feSeni soustavy rovnic.
x2+2yz=6.(y+z—2)
(z—6)2+2.2z.z=6.(z+2z—-2)
z%2 —12z 4+ 36 + 222 — 12z — 12
3z%2 — 24z + 48 = 0.
Danou rovnici si mizeme jeSté upravit tim, ze ji celou vydélime Cislem 3 a
dostaneme rovnici z2 — 8z + 16 = 0. Rovnice je stejna jako v predchozim ptipadg,
proto miizeme psat feSeni z = 4. Dosazenim do podminek, dostdvame uspotrddanou
trojici (x,y,z) = (—2,4,4), ktera je feSenim pivodni soustavy rovnic.
Zadand soustava rovnic ma celkem ¢Ctyfi feSeni, kterd jsou ve tvaru

P =1[(222),(44 -2),(4,-2,4),(—-2,44].
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Ted si danou soustavu vyfeSime pomoci eliminace v programu Mathematica. Dana
soustava jiz obsahuje tfi neznamé. My jsme zatim teSili ptipady, kdy jsme méli pouze dvé
neznamé. Princip je Gplné stejny, jen misto jedné musime eliminovat dv€ neznamé. Jako
prvni si eliminujeme x ay. Dostaneme tedy rovnici o jedné neznamé z. Piikaz, ktery
zadame do pocitacového programu:
Eliminate[{x? + 2y *z— 6y —6z+ 12 == 0,y + 2x*z — 6x — 6z + 12 =

=0,z24+2y*x— 6y —6x + 12 == 0}, {x, y}]
A vyjde nam vysledek: —128z — 11222 + 6423 + 8z* — 82z° + z% == —256.
Nyni pomoci ptikazu Solve, zjistime nezndmé z

Solve[—128z — 11222 + 6423 + 8z* — 82° + z® == —256].
Dostali jsme vysledek {{z - 24{z-> -2} {z-2},{z- 2},{z- 4}, {z~ 4}}
Dana rovnice ma celkem tii feSeni: z = 2,z = —2,z = 4. Nyni eliminujeme neznamé x
a z. Rovnice tedy tentokrat bude obsahovat pouze neznamé y.
Eliminate[{x?+ 2y *z— 6y —6z+ 12 == 0,y + 2x*z — 6x — 6z + 12 =

=0,z24+2y*x— 6y —6x + 12 == 0}, {x, 2}]

—128y — 112y% + 64y3 + 8y* — 8y° + y® == —256
Muzeme si vSimnout, ze vysledek se nam shoduje s pfedchozim vysledkem, az na
neznamé. Proto miizeme ihned psat, Ze feSenim rovnice —128y — 112y2 + 64y3 + 8y* —
8y° +y® = —256 je y = +2,y = 4. Posledni nam chybi eliminovat neznamou z a Yy,
abychom dostali rovnici jen s neznamou x. Zadame piikaz
Eliminate[{x"2 + 2y *z— 6y — 62+ 12 == 0,y"2+2x xz—6x — 62+ 12 =
=0,z"2+2y*xx—6y—6x+12 == 0},{z,y}]
—128x — 112x% + 64x3 + 8x* — 8x® + x® == —256.

Vysledek se ndm opét shoduje, miizeme rovnou psat feSeni vzniklé rovnice, kterym je
x =42,x = 4.
Ziskali jsme feSeni vzniklych rovnic, my ale chceme znat feSeni zadané soustavy rovnic.
Musime si vzit jednotliva feSeni a postupné dosazovat do soustavy rovnic a zjist'ovat, pro
které hodnoty bude dana soustava platit. Pokud dosadime vSechny kombinace, zjistime, ze
dané soustavé rovnic vyhovuji kombinace cisel (2,2,2), (4,4, —2), (4,—2,4), (—2,4,4). Tyto
kombinace jsou feSenim zadané soustavy rovnic. Vidime, ze vysledek se nam shoduje
S naSim vypoctem bez pouZiti pocitace.
Uvedené piiklady zatim jen davaji tusit, Ze by eliminace proménnych mohla byt v ptipadé,

kdy fesime soustavy polynomialnich rovnic, uzitecna.
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2 Rezultant polynomii

Véty a definice v této kapitole jsou pievzaty z [6], [8], [11], [4], [5]. Piiklady jsou
inspirovany ze stranek ¢eské matematické olympiady.

V této kapitole uvedu definici rezultantu, Sylvesterovy matice a dale Sylvesterovo
kritérium. Pfipomeneme si zplisob feSeni determinantu a vyfeSime si nékolik piikladd na

feseni soustavy rovnic.

2.1 Sylvesterova matice a rezultant polynomi

Sylvesterovu matici vymyslel anglicky matematik James Joseph Sylvester. Zil v 19. stoleti
a jeho prace jsou vyznamné hlavné v oblasti linearni algebry, teorie Cisel a kombinatoriky.
Kromé Sylvesterovy matice je autorem Sylvestorovy posloupnosti, Sylvesterova kritéria
nebo tzv. Sylvesterova zakona setrvacnosti.

Sylvesterova matice se pouziva pro dvojice mnohoclenti v jedné neznamé nebo polynomy

v dalSich proménnych. Sylvesterovu matici mnohoc¢lent f, g zna¢ime Syl (f, g).

James Joseph Sylvester

Sylvester se narodil 3. 9. 1814 v Londyné do zidovské rodiny a byl vychovavan v zidovské
vite, coz v pozdéjsim Zivoté nekdy vedlo k problémim. James studoval dvé zékladni Skoly
v Londyné. Vstoupil na Universitu College v Londyné, kterou musel ale opustit poté, co
byl obvinén z vyhroZovani spoluzakovi nozem. Stal se studentem St. John’s College
v Cambridge, kde slozil zavérecné zkousky. Zde mél Sylvester problémy, kvuli tomu, ze
byl zid. Nemohl byt totiz graduovan, protoZe pied samotnou graduaci se vyzadovalo, aby
student slozil cirkevni pfisahu. Z diivodu svého plivodu nebyl ani piijaty pro Smithovu
cenu ani pro Fellowship. Pfijal misto vyucujiciho fyziky na University of London, protoze
kviili nabozenstvi nebylo mnoho mist, kde by mohl ucit.

Sylvester byl prvni zidovsky profesor v USA. Ve véku 27 let ziskal misto profesionalniho
matematika a byl pozvan do USA na Univessity of Virginia. Zde doslo k jedné osudné
udalosti, kviili které Sylvester odjel zpatky do Anglie. N&akou dobu byl nezaméstnany a
po né&jaké dobé byl pfijat jako profesor matematiky na Royal Military Academy ve

Woolwichi. Do dichodu odesel v 55 letech, ale pak se znovu vratil na univerzitu v USA.
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Sylvester byl druhym prezidentem Londynské matematické spoleCnosti. Zalozil Casopis
American Journal of Mathematics a tim velmi pfispél k rozvoji védecké prace

v matematice v USA. Napsal n€kolik ¢lankd a vydal matematickou knihu. [8]

Definice 2.1.1:Sylvesterova matice
Necht f(x) = apx™+ ap_x" 1+ +a;x+ay a g(x) = bpx™+ by x™ 1+ +
bix + by jsou dva polynomy z T[x], kde T je komutativni téleso. Sylvesterovou matici

polynomu f(x), g(x) nazyvame matici

an an-1 . . ao .
/ . an a'l’l—l . . ao \
| |
| - . . an ap—1 . ' Qo |
SVED =1 by bpy . . by I
|\ . by by, . b |

by, bmi . : bo/

Jde o c¢tvercovou matici typu (m + n,m + n),majici v prvnich m tadcich koeficienty
a;,i =n,n—1,...,0 polynomu f, vzdy vsak ,,posunuté o jedno misto vpravo™ a obdobn¢
v dalSich n tadcich matice se vyskytuji koeficienty b;,j = m,m — 1,...0. Mista, ktera
nebudou obsazena, vyplnime nulou, abychom m¢li vzdy ¢tvercovou matici. Mitizeme fici,
ze v prvnich m tadcich matice budou hodnoty polynomu f(x) a v n fadcich matice budou

hodnoty polynomu g(x).
Priklad 2.1.1: Sestrojte Sylvesterovu matici polynomu f(x) =x3+x?>+4x+4 a

gx) =3x*+6x3+3x%+x+ 1.

Reseni:

Syl(f,g) =

Sowooon
CWAOO 1 |
WO W oR R~
W R R
W == o
R o hAdD OO
_O O BKMO OO
N

Definice 2.1.2: Rezultant polynomu

Rezultantem resx(f (x), g(x)) polynomu f, g se nazyva determinant Sylvesterovy matice.
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Rezultant se také nékdy nazyva eliminant a pouziva se pii feSeni soustavy nelinearnich
rovnic. Pfi vypoctu vyuzivame determinant Sylvesterovy matice.

Véta 2.1.1: Sylvesterovo kritérium

Necht' f(x), g(x) jsou dva polynomy kladnych stupiii. Polynomy f(x), g(x) € T[x] jsou

délitelné nekonstantnim spole¢nym délitelem v T[x] pravé tehdy, kdyz

res,(f(x),g(x)) = 0.

Diky této vété mizeme napiiklad urovat parametr v soustavé rovnic anebo fesit soustavu

rovnic o dvou neznamych.

2.2 Determinant

Determinant je ¢islo a je definovany pouze na ¢tvercovych maticich. Znaci se det A nebo

Al

2.2.1 Vypocet determinantu

Matice 2x2
ai; Qg2
detA=| |=a.a —a,4.0
Al Ay; Qo 11+ 22 21- 412
Matice 3x3

Matice fadu n = 3 se fesi pomoci Sarrusova pravidla.
A1 Q12 4g3
1 Gzz dAzz
azy dzz d4szs

det|A| =

= 0y1.032.033 T Az1 .03 .93 + 31 .0Ag2 . Az3
—(az1-az2.a43 + az1.a42 . A33 + a3y . Az3 . Ag1)
=0y1.0Q32.033 T Apq .03 . 093 T A31 .02 . A3 — A31 -0z - Ag3
— dz1.0Q12.0433 — A3z -023 .01

Matice 4x4 a vetsi

Pfi feSeni neexistuje zadné pravidlo, jak fesit determinant matice fadu n > 4. Danou matici
si vzdy upravime a pouzijeme rozvoj podle i-t¢ho fadku nebo j-tého sloupce, dokud

nedostaneme determinant matice fadu n = 3, abychom mohli pouzit Sarrusovo pravidlo.
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Rozvoj podle i-tého fadku a j-tého sloupce se nazyva Laplacev rozvoj.

Pro ¢tvercovou matici A fadu n plati:
a) rozvoj podle i-tého fadku pokud det A = X7, (=1 a;;. detA;;
b) rozvoj podle j-tého sloupce pokud det A = Y1, (—1)/ a;j.detA;;

kde matice A;; vznikne z matice A vynechdnim i-tého fadku a j-tého sloupce.

Poznamka: Determinant matice se nezméni, pii¢teme-li libovolny ndsobek dané¢ho fadku

(sloupce) matice k jinému fadku (sloupci) matice.

Piiklad 2.2.1: Vypocitejte determinant Sylvesterovy matice, kterou jsme sestrojili
v piikladu 2.1.2.

1 1 4 4 0 0 O
0 1 1 4 4 00
0 011 4 4 0
detSyl(f,g)=10 0 0 1 1 4 4
3 6 31 1 00
0 3 63 1 10
0 0 36 31 1

Pii vypoctu pouzijeme rozvoj podle prvniho sloupce. Abychom to ale mohli ud¢lat,
musime si determinant upravit. Prvni fadek vyndsobime ¢islem -3 a nasledné prvni fadek

pticteme k patému radku.

-3 -3 -12 -12 0 0 0
0 1 1 4 4 0 0

0 0 1 1 4 4 0

det Syl (f,g) = 0 0 0 1 1 4 4
0 3 -9 -11 1 0 0

0 3 6 3 1 1 0

0 0 3 6 3 1 1

1 1 4 4 0 0

0 1 1 4 4 0

_ 1+1 0 O 1 1 4 4
=(=D7(=3). 3 -9 =11 1 0 0

3 6 3 11 0

0 3 6 3 1 1

Nyni opét prvni fadek vynasobime Cislem -3 a prvni fadek pficteme ke ctvrtému radku a

pak k patému pradku. Nasledné provedeme rozvoj podle prvniho sloupce.
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-3 -3 —-12 =12 0 O©
0 1 1 4 4 0
det Syl (f, 9) = (=3). 00 —13 —23} —111 %) %
0 3 -9 —-11 1 0
0 3 6 3 1 1

1 1 4 4 0

0 1 1 4 4

=(-3).(-D™.(-3).[-12 -23 -11 0 0

3 -9 —-11 1 0

3 6 3 1 1

Dostali jsme determinant matice 5x5. Ten jesté neumime pohodIné vypocitat, proto jej
budeme opét upravovat, dokud nedostaneme determinant matice 3x3. Ten uz umime
spocitat pomoci Sarrusova pravidla. Nejdiive si prvni fadek vynasobime Cislem 12. Déle
ctvrty a paty fadek vynasobime dCislem -4. Prvni tadek pricteme ke tretimu tadku,
k ¢tvrtému fadku a k patému fadku. Opét udélame rozvoj podle prvniho fadku.

| 12 12 48 48 0
0 1 1 4 4
detSyl(f,g)=9.| 0 —-11 37 48 0
0 48 92 44 O
0 —-12 36 44 -4

1 1 4 4
— 9 (—1)1+1 -11 37 48 0
=9. (-1t 12. 48 92 44 0

—-12 36 44 -4
Nyni miizeme prvni fadek opét pticist ke Ctvrtému tadku, udé€lat rozvoj tentokrat podle
ctvrtého sloupce a dostaneme matici 3x3, kde miizeme pouzit Sarrusovo pravidlo.
1 1 4 4

—11 37 48

_ —11 37 48 0| _ _1)1+1
detSyl (f,g) = 108. 48 92 44 0 =108.(—-1)'*1.4.1 48 92 44
—11 37 48

—11 37 48 0
= —48576 + 85248 — 17908 + 48576 + 17908 — 85248 =0

Nékdo st miize v§imnout, Ze prvni a tfeti fadek jsou stejné. Mlizeme tedy fict, Ze tyto fadky
jsou linearn¢ zavislé, a proto rovnou bez pouziti Sarrusova pravidla mizeme fici, Ze dany
determinant vyjde 0.

Znamena to, ze polynomy f(x) a g(x) maji spole¢ny koten, podle Sylvesterova kritéria.
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2.3 Priklady

V této kapitole si ukazeme jeden piiklad na soustavu linearnich rovnic. Déle jeden ptiklad
na feSeni soustavy rovnic, kde je parametr a naposledy nékolik pfikladi na soustavu

nelinearnich rovnic, které se budou pocitat pomoci rezultantu.

Priklad 2.3.1: V R feste soustavu rovnic
x + 2y = 2005
y + 2x = 2006.
Reseni:
Zadani prikladu jsem ziskala na strankach ceské matematické olympiady, konkrétné¢ 54.
rocnik Skolniho kola, kategorie C.
Jedna se o soustavu linearnich rovnic, kterd se da také fesit determinantem Sylvesterovy
matice, ale nepouziva se, protoze existuji jednodussi metody feSeni (napt. dosazovaci
metoda nebo scitaci metoda). Ja u toho piikladu vypocitdm vSechny tfi moznosti. Nejdiive
sCitaci metodu, pak dosazovaci metodu a naposledy feSeni pomoci rezultantu
(determinantem Sylvesterovy matice).
A) Scitaci metodou
Prvni rovnici si vynasobime ¢islem -2 a dostaneme rovnici
—2x —4y = —4010
Nyni si secteme upravenou prvni rovnici s druhou rovnici.
—3y = —-2004
y = 668
Odtud jiz vidime, ze y = 668. Nezndmou x zjistime dosazenim y do jedné ze
zadanych rovnic. Ja budu dosazovat do druhé rovnice.
668 + 2x = 2006
2x = 1338
x = 669
Rovnice mé jedno feseni, kterym je P = {669, 668}.

B) Dosazovaci metodou
Z prvni rovnice si vyjadiime x.
x+ 2y = 2005 = x = 2005 — 2y

Dosadime do druhé rovnice za x.
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C)

y+2.(2005 — 2y) = 2006
Dostavame jednu rovnici, ve které se vyskytuje jen neznama y. Danou rovnici
vyfeSime a dostavame y.
y + 4010 — 4y = 2006
2004 = 3y
y = 668
Nyni se vratime k vyjadfené nezndmé x a dosadime y.
x = 2005 —2.668
x = 2005 — 1336
X = 669

Resenim dané soustavy rovnic je P = {669, 668}.

Pomoci Sylvesterovy matice
Rovnice si upravime tak, Ze vSe pfevedeme na levou stranu, aby na pravé strané
zustala jenom 0, a dané rovnice si oznac¢ime jako f(x) a g(x).

f(x) =x+ 2y — 2005

g(x) =y + 2x — 2006
Poté si sestavime Sylvesterovu matici a zni udélame determinant, ktery
vypocitdme. Proménou y nebudeme brat v ivahu. Budeme pocitat pouze v jedné
proménné x.

1 2y—2005
det(syl(f,9)) = |, yy_ J006 | =¥ — 2006 — 4y + 4010 = —3y + 2004.

Nyni vypocitany determinant poloZime roven nule a tim vypocitdime neznamou Yy.

-3y + 2004 =0

Yy = 668.

Ted nam jiz chybi vypocitat nezndmou x. Zjistime to dosazenim neznamé y do
jedné ze zadanych rovnic. To jsme jiz pocitali v bodech za A) i za B) proto zde
napisi uz jen vysledek, ktery je x = 669.
Dana rovnice ma jedno feseni, které je ve tvaru P = {669, 668}.
Vysledek se nam shoduje s tim, ktery jsme ziskali pfi feSeni soustavy rovnic scitaci
a dosazovaci metodou. Ukazeme jesté¢ jednu ulohu, pfi jejimz feSeni by byl

rezultant uzitecny, a poté se budeme veénovat jeho uZiti pfi eliminaci proménnych.
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Piiklad 2.3.2:
Pro ktera realna &isla p maji rovnice x2 — 2x + p = 1 a 2x? — 3px = 2 spole¢ny koten?
Reseni:
Reseni pomoci rezultantu se d4 pouZit i na feSeni soustavy rovnic o jedné neznamé s
parametrem. V nasem ptipadé¢ je parametr p. ZapiSeme si ob¢ rovnice v anulovaném tvaru
a jejich levou stranu si ozna¢ime jako f(x) a g(x). Poté zapiSeme rezultant téchto
polynomii vzhledem k x:

fxX)=x*-2x+p—-1

g(x) = 2x% — 3px — 2.

Determinant Sylvesterovy matice:

1 -2 p-—1 0

0 1 -2 -1
det(Syl(f,g)) = 2 —3p _9 P 0

0 2 -3p -2

Determinant si miZeme upravit tak, Ze prvni fadek si vynasobime c¢islem -2 a udélame si
jeste jeden krok, kdy pricteme ke tietimu fadku, fadek prvni a dostaneme determinant

-2 4 —2p+2 0

0 1 -2 p-1
det(Syl(f'g)) = 0 4—3p —2p 0
0 2 =3p —2

Nyni pouzijeme rozvoj podle prvniho fadku a dostaneme determinant 3x3. V tuto chvili
nam jiz nic nebrani k tomu, abychom pouzili Sarrusovo pravidlo a dostaneme rovnici o

jedné neznamé, v nasem piipad¢ p.

1 -2 p-1
det(Syl(f,9)) = (=2).(-D*'|[4-3p —-2p O
2 —3p =2

=4p+(@—-1.(-3p).(4—3p) — [2.(-2p).(p — 1) +4.(4 - 3p)]

=4p + (4p — 3p? — 4 + 3p).(—3p) — [—4p? + 4p + 16 — 12p]

=4p — 12p%> + 9p3 + 12p — 9p? + 4p*> —4p — 16 + 12p

=9p3 — 17p% + 24p — 16
Parametr p zjistime, kdyz dany polynom polozime rovny O a tuto rovnici upravime do
souc¢inoveho tvaru. Mizeme si opét pomoci matematickym programem, kde zadame piikaz
Factor.
Ziskame (—1 + p).(16 — 8p + 9p?) = 0. Odtud vidime, Ze p = 1. Musime jest& vyfesit
kvadratickou rovnici 9p? — 8p + 16 = 0. Rovnici vyfesime pomoci diskriminantu D.

D = b? — 4ac
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D =64 —4.9.16 = —512. Diskriminant nam vysSel zaporny, to znamena, Ze neexistuje
zadné realné feseni.

Parametr p = 1 mizeme dosadit do nasSich rovnic, vyftesit je a dostaneme spolecny koien.
Nejdiive dosadime do prvni rovnice: x2 —2x + 1 =1

Rovnici si upravime a zjistime, Ze jejim feSenim je x = 0 a x = 2. Nyni si p = 1 dosadime
do druhé rovnice a ziskdme 2x? — 3x = 2. Do této rovnice postupné dosadime x = 0 a
x = 2. Pouze pro x = 2 bude mit rovnice feSeni, proto je x = 2 spolecny kofen rovnic

x2—2x+p=1a2x?—-3px = 2.

Piiklad 2.3.3:
Reste soustavu rovnic v oboru realnych &isel pomoci determinantu Sylvesterovy matice
x2y?2+x+y—2=0
x+y—2=0.
Reseni:
Nejdtive si dané rovnice oznacime f(x) a g(x).
fxX) =x*y?+x+y—-2
gx)=x+y-—2.
Nyni sestrojime Sylvesterovu matici. Polynomy f(x) a g(x) jsou pro nds jen v jedné
proménné a ne ve dvou proménnych f(x,y) a g(x,y). Proménnou y nebudeme nyni brat

jako proménnou, ale jen jako parametr.

y? 1 y—2

Syl(f,g)={1 y-2 0
0 1 y—2

Z matice ted’ sestrojime determinant, ktery vypocitame.

y? 1 y-2

1 y=2 0 |=9y2.0%—-4y+4)+y—2—-y+2=y*—4y3 +4y?

0 1 y—2
Rezultant je determinant Sylvesterovy matice, Vvtomto piikladé je rezultantem
y* — 4y3 + 4y2. Neznamou y vypocitame tak, Ze rezultant se bude rovnat nule, podle
Sylvesterova kritéria.
Rezultant mizeme rozlozit na soucinovy tvar.

-4yt +4y? =y (0P -4y +4) =y (y — 2)°

Nyni sou¢inovy tvar polozime roven nule a zjistime ptislusné hodnoty y.

y2(y=2)2=0
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Dané rovnice ma dvé feSeni.
y1=0ay;, =2
Kdyz zname hodnoty y, mizeme y dosadit do jedné z ptivodni rovnice. Ja budu dosazovat
do druhé rovnice, kterou jsme si oznacili jako g(x).
y1=0x+0-2=0->x=2
Y. =2:x+2-2=0->x=0

Resenim dané soustavy rovnic jsou dvé feseni P = {(2,0), (0,2)}.

Piiklad 2.3.4: Reste soustavu rovnic pomoci determinantu Sylvesterovy matice.
y + 3x = 4x3
x + 3y = 4y5.
Reseni:
Zadani prikladu jsem ziskala na strankach matematické olympiady, konkrétn¢€ 61. ro¢nik
Skolniho kola kategorie A.

Danou soustavu rovnic si upravime, tak abychom vSechno méli na levé strané a na pravé
stran¢ nam zustala jen 0. Pak si dané polynomy na levé strané oznacime jako f(x) a g(x).
fx) =—4x3+3x+y
g(x) =x + 3y — 4y3.

Sestrojime si determinant Sylvesterovy matice.
—4 0 3 y
det (YL(f, ) = | 3y1_ L 3y 0 4y3 0
0 0 1 3y—4°
Determinant upravime tak, Ze si druhy fadek vynasobime Ccislem 4 a piicteme jej

k prvnimu fadku. Dostaneme determinant

—4 0 3 y

0 12y—16y% 3 y

det(Syl (f: g)) = 0 Y 1 Y 3y _ 4y3 0
0 0 1 3y — 4y?

Nyni pouzijeme rozvoj podle prvni sloupce tak, ze vynechame prvni fadek a prvni sloupec
a vznikne ndm matice fadu n = 3. A my miZeme k vypoctu determinantu pouzit Sarrusovo

pravidlo.
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12y — 16y3 3 y

det(Syl(f,9)) = (=11 .(-4). 1 3y — 4y3 0

0 1 3y — 4y3
=—4.[(12y - 16y3) .(3y —4y®) .3y — 4y*) +y — 3.(3y — 4y*)]
=—4.[(12y — 16y3) . (9y? — 24y* + 16y°) + y — 9y + 12y3]
= —4.[-256y° + 576y7 — 432y° + 120y3 — 8y]
= 1024y° — 2304y7 + 1728y° — 480y3 + 32y.

Vysledek zadame do pocitacového programu napi. Mathematica a zadame piikaz Factor,

ktery ndm vysledek determinantu d4 do soucinového tvaru.

32.(-14+y).y.(1+ y). (=1 + 2y2).(—1 = 2y + 4y?).(—1 + 2y + 4y?)

Dany soucinovy tvar poloZime roven nule a dostaneme celkem devét feSeni pro neznamou

y. Konkrémé y =0,y = +1,y = +—,y = ;.(-1£5),y = 1. (1 £ V5). Nejdrive si

V2

upravime rovnici x + 3y = 4y3 na tvar x = y. (4y? — 3). Poté budeme do této rovnice

dosazovat neznamou y.

a)

b)

c)

d)

y=0
x=0.(40-3)=0.
y=1
x=1.(41-3)=1.
y=-1
x=-1.(41-3) = —1.
1 1,2 1 1
T2 (4 %) _3>:_2 (43-3)=-5%
1 142 1 1
= (1) 3w Y=
y=1.(-1++5)

%. (-1+v5). 4 (G)z (~1+V5) - 3)

1 5 V5—1 /1 V5 5 12
'(4 2 1 4)

=<‘z+r)-<4-11—6-(1‘”§+5)"3>: 4
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(-1-5)

_V5-1 ( 3 @)__3\5—3—5+x/§_—2—2x@_1

4 2 2 8 8 4

9) y=;.(-1-V5)

%. (-1 ++5). <4. (G)z (~1+V5) - 3))

Postup vypoctu bude stejny jako za f), zména bude jenom ve znaménku. Kone¢ny

vysledek je x = i. (-1 ++5).
1 1
P, = (Z.(—l FVE)1 (-1 -@)>
h) y==.(1-5)

%. (1 - V5). (4. (G)Z (1-V5)" - 3))

Po tupravé dostaneme vysledek x = i. (1 + \/g)

i) y=1.(1+v5)

%. (1-5). (4. (G)Z (1-V5)" - 3))

Postup je opét podobny jako za f), vysledek se opét lisi jen ve znaménku
1
X = Z (1 + \/g)

Resenim zadané soustavy rovnic je celkem devét feSeni
P = {00001 () (). (1), L

VD), (3 (14 V8).5.(-1-v8)) (3. (1 +8), 1.1 - v8) ). (. (1 - V),

1+ x/E))}.
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Priklad 2.3.5: Urcete vSechna feSeni soustavy rovnic pomoci rezultantu.
x2y?+xy—y+1=0
xy+y—2=0.
Reseni:

Nejdiive se vytvoiime Sylvesterovu matici a udélame determinant Sylvesterovy matice,

ktery vyfesime.
y: oy —y+1
y y-—2 0 [=y20-2+y2(—y+1D)-y>(y-2)=

0 y y—2
=y* —4y3 + 4y2 — 293 + 3y2 = y* — 6y3 + 7y?

Prikazem Factor budeme mit determinant Sylvesterovy matice v souc¢inovém tvaru. A pak
piikazem Solve zjistime konkrétni hodnoty pro y. Pokud zaddvame piikaz Solve,
nesmime zapomenout, ze musime zadat dvakrat = a pak hodnotu, kterou chceme vytesit.
Factor[y"4 — 6y"3 + 7y"2]

y3H(7 -6y +y?)
Solve[y?(7 — 6y + y?) == 0,y]

-0y~ 0 {y»3-V2L{y~3+v2}

Po upraveni miiZeme vypocitat nezndmou y. Dostaneme tfi feseni ve tvaru
y; =0,y, =3 —+/3,y3 = 3 + /3. Nyni dosadime neznaimou y do jedné ze zadanych
rovnic. J& dosadim do linearni rovnice a tim dostaneme neznamou x.
y1=0:

0.x+0—-2=0

-2=0

Kdyz dosadime y = 0, pak soustava rovnic nema feseni.

y2=3—\/§:
(3-v2).x+3-vV2-2=0
(3-V2).x=v2-1
x_\/?—1
3-+2

Dané feSeni si jesté miizeme rozsifit, abychom neméli ve jmenovateli odmocninu.

V2-1 3+V2 3V2-3+2-v2 -1+2V2
3-v2 34V2 9-2 -7
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Y3=3+\/E:
(3+vV2).x+3+V2-2=0

—V2 -1
3++2

Zlomek vyjadiujici nezndmou x si miZzeme opét usmeérnit, aby se ndm ve jmenovateli

nevyskytovala odmocnina.
—V2—-1 3-v2 =3V2-3+2++2 —-1-22
3+v2 3-v2 9-2 -7

ReSenim dané soustavy rovnic jsou dveé feSeni

P ={<_1+2‘/§,3+\/§>,<_1+m,3—\/§>}.

Priklad 2.3.6: Urcete vSechna feSeni soustavy rovnic pomoci rezultantu.
x?y—2x=1
y2x — 2y = 1.
Reseni:
Jako prvni si upravime danou soustavu tak, ze si v§e pfevedeme na jednu stranu rovnice.
Poté si dané rovnice ozna¢ime jako f(x) a g(x).
flx) =x?y—-2x—1
gx) =y*x -2y —1,
Sestrojime si determinant Sylvesterovy rovnice a vypocitdme jej. Proménou y nyni

nebudeme brat jako proménou.

y -2 -1
y2 —2y-1 0 |=y.(-2y-D?—-y*—y2(-2).(-2y — 1)
0 y? —2y—1

=y @ +4y+D-y*+2y%(-2y -1
=4y3+4y? +y—yt —4y3 —2y2 = —y* 4+ 2y2 + y
Determinant Sylvesterovy matice ma tvar —y* + 2y? + y, abychom vypo¢itali neznamou
y, rozlozime dany determinant na sou¢inovy tvar a pak jej polozime roven 0.
-yt +2y?+y=-y.0° -2y -D=-y.Q+.(-1-y +y?)
Nasli jsme neznamou Y, kterd ma Ctyfi feSeniy = 0,y = —1,y = % (1 ++/5). Nyni tyto

feSeni dosadime do jedné ze zadané rovnice a zjistime neznamou Xx.
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a) y = 0: Budu dosazovat do prvni rovnice x%y — 2x = 1.

x2.0—-2x=1
1
x=-z
b) y = —1: Hodnotu dosadime opét do prvni rovnice x%y — 2x = 1.

d)

x?>.(-1)—-2x=1

—x?2—-2x—1=0.
Vznikla nam kvadraticka rovnice, kterou vyfe§ime pomoci diskriminantu D = b? —
4ac = 4 — 4 = 0. Diskriminant vysel roven 0, to znamena, Ze rovnice ma jeden

: r 4 4 7 v _b —2
dvojnasobny redlny kofen x = PPl —1.
a

y = % (1 + \/§) Dany vyraz tentokrat dosadime do druhé rovnice y?x — 2y = 1,

ze které se nam bude 1épe vyjadrovat x.

(%.(1+\/§)>2x—2.<%.(1+\/§)> =1

1
Z.(1+2\/§+5).x—\/§=1+1

2.(3+/5)
4

(3++/5)
2

(3+V5).x=4+2V5

4+ 245
X =—
3++5

Zjistili jsme neznamou x, nékdo by ale mohl namitat, Ze se mu nelibi odmocnina ve

x—V5=2

x=2+5

jmenovateli. Z tohoto diivodu si vysledek jesté upravime do kone¢né podoby tak,
ze si dany vysledek usmérnime, abychom neméli odmocninu ve jmenovateli.

4425 3—vV5 12+6V5—-4V5—-10 2+2V5 1++/5
X = . = = =
3+V5 3-45 9-5 4 2

Nyni jiz mame konec¢ny vysledek.

y = % (1 —+/5): Hodnotu y budu dosazovat do druhé rovnice y?x — 2y = 1.

(%.(1—@))3—2.(%.(1—@)) =1
%.(1—2\/§+5).x+\/§=1+1
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2.(3—+5)
4

(3-5)
2

x+V5=2

x=2-15

(3-V5).x=4-2V5
4 —2v5
G
Stejné jako v piredchozim piipad€ i zde si zlomek usmérnime, abychom se zbavili
odmocniny ve jmenovateli.
4-2V53+V5 12-6V5+4V5-10 2-2V5 1-+5
R 9-5 ST T2
Resenim dané soustavy rovnice jsou celkem Gtyfi a to

1 1+45 1+V5) (1475 1445
() e () (55145

2.4 Vypocet Sylvesterovy matice pomoci pocitacového programu

Sylvesterova matice se da pocitat i pomoci pocitaCovych programi. Ja zde ukazu vypocet

vV matematickém programu Maple.

Priklad 2.4.1:
Reste soustavu rovnic v oboru realnych &isel pomoci determinantu Sylvesterovy matice s
vyuZzitim pocitacového programu.

x2y2+x+y—2=0

x+y—2=0.

Reseni:
Pouzili jsme soustavu rovnic v priklad¢ 2.3.3 a budeme zjistovat, zda se vysledky budou
shodovat.
Nejdiive si musime jednotlivé rovnice soustavy oznacit. Ja si je ozna¢im jako
f =x*?+x+y—2 ag =x+y— 2. Stejnd tak si je oznacime i v programu. Pozor
na to, Zze musime pied znak "=" vzdy dat znak ":", jinak nam to nebude fungovat.

>f = x"2y2 +x+y—2
f'::x2y2—|-x+y—2
>g=x+y—2
g=x+y—2
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Nyni si v programu vytvorime Sylvesterovu matici ptikazem:
>Syl == LinearAlgebra[ SylvesterMatrix]( f, g, x)

y2 | -2+y

Syl:=11 -2+y 0
0 1 -2+y

Sylvesterova matice se ndm shoduje s nasi vytvofenou matici v ptikladé 2.3.3. My jsme v
zadani m¢li dvé proménné, ale stejn¢ jako u naSeho pocitani, tak i do programu musime
zadat, jakou chceme proménnou. Proto je v piikazu i x.

Nyni si vypocitame determinant Sylvesterovy matice tzv. rezultant, ktery zjistime
prikazem:

>Rezultant] = linalg| det](Syi)
Rezultantl ::y2 (-2 -l—y)2

Rezultant se piesné neshoduje stim, co jsme vypocitali my. Je to proto, ze zde je jiz
rezultant zapsan v soucinovém tvaru, ke kterému jsme se i my upravou dostali. V
programu Maple existuje pfimo piikaz pro rezultant, ktery budeme pouzivat. Piikaz v
programu vypada takto:

>Rezultant = resultant( f, g, x)
Rezultant ::y4 — 4y3 + 4y2

Vznikly rezultant se ndm shoduje s tim, co jsme vypocitali. Pomoci piikazu Solve, zjistime
kotfeny vzniklého rezultantu. Jsou uvedeny i s nasobnosti.

>Reseniy = solve(Rezultantl, {y})
Reseniy :={y =0}, {y=0}, {y=2}, {y=2}
My budeme y = 0 a y = 2 brat jenom jednou. Pak se nam feSeni shoduji opét s tim, co

jsme vypocitali bez pouziti pocitace. Kdybychom dosadili za x, dostaneme stejné feseni

soustavy rovnic, ke kterému jsme dosli v ptikladé€ 2.3.3.
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Piiklad 2.4.2:
Reste soustavu rovnic v oboru realnych éisel pomoci determinantu Sylvesterovy matice s
vyuZitim pocitacového programu.
y + 3x = 4x3
x + 3y = 4y5.
Reseni:
Zadani jsme pouzili z ptikladu 2.3.4. Nejdfive si dané rovnice upravime tak, aby bylo vse
na levé strané.
y+3x—4x3=0
x+ 3y —4y3 =0.

Nyni si takto upravenou soustavu rovnic oznaéime f =y +3x —4x3 a g=x+3y —

4y3.

Zadame do pocitacového programu piikaz:
>f:=-4x"3 +3x+y

fi=-4x +3x+y
>g=x+3y—4y"3

g:= —4y3 +x+3y

Nyni si vytvofime Sylvesterovu matici piikazem:

>Syl == LinearAlgebral SylvesterMatrix]( f, g, x)

-4 0 3 y
1 -4y +3y 0 0
Syl .= 3
1 -4y" +3y 0
0 0 1 -4)° +3y

Vidime, ze Sylvesterova matice se nam shoduje snasi matici v piikladé 2.3.4.
Nyni ptikazem vypocitame rezultant Sylvestrovy matice.

>Rezultant = resultant( f, g, x)
Rezultant =256 — 576y + 432> — 120)° + 8y

>Reseniy = solve(Rezultant, {y})
Reseniy :={y=0}, {y=1},{y=-1}, [y: %ﬁ} [yz -%ﬁ] [y: %ﬁ - %] {y

e bt
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Priklad 2.4.3:
Pomoci pocitacového programu feste soustavu rovnic s vyuzitim Sylvesterovy matice.
x2y?+xy—y+1=0
xy+y—2=0.
Reseni:
Vyuzili jsme zadani ptikladu 2.3.5. Nyni si musime opét oznalit f a g, a zadat to do
programu.

Sfi=x"2y2 +xy—y+1
)"::xzy2 +xy—y+1
>g:=xy+y—2
g=xy+y—2
Nyni si vytvotime Sylvestrovu matici stejnym piikaz, jako v pfedchozich piikladech.
>Syl := LinearAlgebra| SylvesterMatrix](f, g, x)

2
A S U o

Syl=y -2+y 0
0 vy -2+y
Ted kdyz médme vytvorenou matici, si vypocitame rezultant, op¢€t jiz zndmym piikazem.

>Rezultant = resultant( f, g, x)
Rezultant ::y4 — 6y3 + 7y2

Rezultant se ndm shoduje s tim, co jsme vypocitali v prikladé€ 2.3.5.
Zjistili bychom y a dosadili ho do jedné ze zadané soustavy rovnic a tim by nam vysla
neznamax. Vysledek by se ndm shodoval s tim, co jsme vypocitali v ptiklad€ 2.3.5, proto

to zde jiZ nebudeme znovu pocitat.

Priklad 2.4.4:
Pomoci rezultantu urcete vSechna feSeni soustavy rovnic s vyuzitim pocitacového
programu.

xly—2x =1

y?x — 2y = 1.
Reseni:
Pouzili jsme piiklad 2.3.6. Nejdiive si musime vSechno prevést na jednu stranu a pak
oznacit f(x) a g(x).

>f = x"2-y—2x—1
f::xzy—2x—1
>g =" 2-x—2y—1
a2
g=xy —2y—1
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Sestavime si Sylvesterovu matici piikazem:

>Syl == LinearAlgebra[ SylvesterMatrix]( f, g, x)
y -2 -1

Syl .= y2

0 ¥  2y—1

2y—1 0

Nyni vypocitdme rezultant.

>Rezultant := resultant(f, g, x)
Rezultant := —y4 + 2y2 +y

Rezultant se nam shoduje s tim, co jsme vypocitali v priklad¢ 2.3.6. Ted’ uzZ nam chybi
vypocitat konkrétni hodnoty pro y, coz udélame ptikazem solve.

>Reseniy := solve(Rezultant, {y})
. 1 1 1 1
Reseniy ={y =0k y=-1h r=5 =5 V3 } {y:W >t 7}

Kdyz z vyrazii y = % — %\/E vytkneme %pfed zavorku, dostaneme feSeni y = % (1 - \/g)
Pokud to samé udélameiu y = %\/g + %, feSeni se ndm shoduje s feSenim v piikladé 2.3.6.

Op¢t bychom mohli y dosadit do jedné ze zadanych rovnic a zjistili bychom hodnoty x.
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3 Grobnerovy baze

V této kapitole pfipomenu Grobnerovy baze, kterym jsem se v€novala ve své bakalarské
praci. Uvedu zde definici Grobnerovych bazi a dale nckolik piikladi. Jeden piiklad
vypoctu bez pouziti pocitace, ale protoze toto pocitani je velmi ¢asoveé narocné, pouzivaji
se ruzné programy, které nam praci velmi usnadni. Grobnerovy baze muzeme pocitat
napiiklad v programu Maple nebo Mathematica. Ve své bakalarské praci jsem pracovala
v programu Maple, proto zde ukazu feSeni jak v programu Maple tak v programu
Mathematica. Také v této kapitole pfipomenu vyuziti programu Maple i na pomocné
vypocty, jako je vypocet S-polynomu a normalniho tvaru polynomu.

Veskeré definice a véty jsou pievzaty z [2].

Definice 3.1.: Grébnerova baze

Necht v oboru integrity F[x;,x5,...,x,] je zavedeno pfipustné uspofadani <,. Baze
G =1{91,92 ") 9m} idedlu I se nazyva Grobnerovou bazi, pravé kdyz normalni formy
polynomi modulo G jsou uréeny jednoznaéné, tzn., ze V f € F[xy, x5, ..., x,,] plati: je-li g

= normalf (f, G) a h = normalf (f, G), pak g = h.

V definici pouzivame termin baze idedlu, proto si zde uvedeme i definici baze idealu.
Definice 3.2.: Baze idedlu

Necht’ | je idedl komutativniho okruhu R. Mnozina {a,, a,, -+, a, } prvki tohoto okruhu se
nazyvéa bazi idedlu I, jestlize i = ¥%_; a;r;, kde rj e R pro j= 1,2, ..., n. PiSeme I =

(aj,ay, .., an).

Véta 3.1.

Necht' v oboru integrity F[x;, x5, x,,] je zavedeno piipustné uspofadani termi <j.
Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

a) G=1{91,92",9m} je Grobnerovou bazi.

b) Pro vSechny prvky g idealu {G) je normalf (g, G) = 0.

c) Pro vsechny f, g € G je normalf (Spoly (f, g)) =0.

Nyni budeme pocitat soustavu rovnic feSenou pomoci Grobnerovych bazi bez pouziti
pocitacového programu. Abychom ale mohli danou soustavu fesit, musime si zde jesté fici

nékteré pojmy. Budeme potiebovat ptipomenout nékolik definic.
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Definice 3.3.: Lexikografické uspofadani termt
(Cisté) lexikografické usporadani termil < je definovano takto:
X102 <p xltxd? Lxn pravé kdyz existuje m € N takové, Ze

im<Jma zaroven ix= jx prok € {1, 2, ..., m-1}.

Definice 3.4:

Necht' f € F[xq,x5,..,x,] je polynom a <t pfipustné uspoiddani termii z mnoZiny
Tlxy, x5, ..., x,]. Kazdy z monomi vyskytujicich se v polynomu f je sou¢inem jistého
prvku z télesa F a jistého termu z mnoziny T[xq, X5, ..., X,,]. Nejvétsi z terml vyskytujicich
se v polynomu f nazveme vedoucim termem polynomu f a budeme jej znacit Itr(F).
Pfislusny monom nazveme vedoucim monomem polynomu f a oznacime Im+(f) a
koeficient z télesa F v tomto monomu se vyskytujici nazveme vedoucim koeficientem
polynomu f a budeme jej znacit Icr(f). Plati tedy Imt(f) = lcr(f). Itr(f). Pokud je ziejmé, jaké

pripustné usporadani termt <t je vV dané situaci uzito, piSeme prosté jen It (f), Im (), Ic (f).

Definice 3.5: S-polynom
Necht’ p, g jsou dva polynomy z oboru integrity F[x;,x,,...,x,], na némz je zavedeno

ptipustné uspofddani termi <. S-polynomem polynomii p, q nazyvame polynom

Spoly(p,q) = lem (tmy (@), imr (). (-2~ -22),

Kde Icm je nejmensi spolecny nasobek prvki a Imy je vedouci monom polynomu.

Definice 3.6: Normalni tvar polynomu

Je-li p normalni tvar polynomu f vzhledem ke Q, tj. je-li p polynom, ziskany z f
provedenim kone¢ného poctu redukci, pfiCemz p jiz neobsahuje Zzadny monom, ktery by
byl délitelny vedoucimi monomy polynomt z mnoziny Q, pak piseme p = normalf (f, Q).

Je-li specialné Q = {q} jednoprvkova mnozina, piSeme pouze p = normalf (f, Q).

Definice 3.7: Redukovana a monicka Grobnerova baze
Rekneme, 7e Grobnerova baze G idealu je redukovana, jestlize pro viechny polynomy g €
G je g =normalf (g,G —{g}). Déale tekneme, z¢ Grobnerova baze G je monicka,

jestlize pro vSechny g € G je Ic(g) = 1.
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Priklad 3.1:
PouZijeme piiklad 2.3.4. Pomoci Grobnerovy baze feste soustavu rovnic
y + 3x = 4x3
x + 3y = 4y5.
Reseni:
Pouzili jsme soustavu rovnic feSenou v prikladu 2.3.4. Danou soustavu zatim vyiesime bez
pouziti pocitacového programu.
Dané rovnice si lexikograficky uspofadame (pokud x > y) a upravime tak, aby na pravé
stran¢ jsme dostali 0 a vSe ostatni bylo na levé stran¢.
—4x34+3x+y=0
x —4y3+3y =0.
Nejdfive si uréime nejmensi spole¢ny nasobek lem (—4x3,x) = —4x3.
Oznadime si polynom g; = —4x3+3x+y a g, = x —4y3 +3y. Tim jsme ziskali
mnozinu G, kterou tvoii polynomy g, a g,.
Vypocitame si S-polynom polynomt g4, gs.

g1 g2

“ax3 ;) = g1 +4x%g,

Spoly (g1,9,) = —4x* (
=—4x3+3x+y+4x?.(x —4y3 +3y) = —16x%y? + 12x%y+ 3x + y

Nyni si vypocitame normalni tvar S-polynomu

—16x2y? + 12x%y + 3x + y + 16xy3 . g,

= —16x%y3 + 12x%y + 3x + y + 16x%y3 — 64xy® + 48xy*

= 12x%y — 64xy® + 48xy* + 3x + y — 12xy. g,

= 12x2%y — 64xy® + 48xy* + 3x + y — 12x2y + 48xy* — 36xy?

= —64xy°® + 96xy* — 36xy? + 3x +y + 64y°. g,

= —64xy® + 96xy* — 36xy? + 3x + y — 64xy® — 256y° + 192y” — 96y* . g,

= 96xy* —36xy? + 3x +y — 256y° + 192y7 — 96xy* + 384y — 288y° + 36y2. g,

= —36xy? + 3x + y — 256y° + 192y7 + 384y7 — 288y° + 36xy? — 144y° + 108y3

=3x +y —256y° + 576y7 — 432y°> + 108y3 — 3. g,

=3x +y —256y° + 576y7 — 432y° + 108y3 — 3x + 12y3 — 9y

= —256y° + 576y7 —432y°+ 120y3 —8y =h

Tento polynom jiz nelze redukovat, proto si ho oznac¢ime gz a ptiddme do mnoziny G,

kterou ted’ tvofti tfi polynomy (g1, g2, g3)-
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Nyni si musime vypocitat S-polynom polynomit g; a g;. Ur¢it normalni tvar tohoto S-
polynomu. Pak jesté vypocitat S-polynom polynomii g, a g5 a také urcit normalni tvar.
Abychom si mohli vypocitat S-polynom polynomii g; a g;, musime si nejdiive urcit
nejmensi spoleény nasobek lem(—4x3,—256y°) = —256x3y°. Nesmime zapominat na
to, abychom dané polynomy méli vzdy lexikograficky uspotadané (pokud x > ).

91 n 93 )
—4x3  —256y°

= 256x3y% — 192xy° — 64y1° — 256x3y° + 576x3y7 — 432x3y> + 120x3y3
—8x3 =576x3y7 — 432x3y5 + 120x3y3 — 8x3y — 192xy° — 64y1°

Spoly (g1, 9s) = —256x3y°. (— = —64y°. g, + x3. g3

Normadlni tvar

576x3y7 — 432x3y> + 120x3y3 — 8x3y — 192xy° — 64y10 + 144y7 — g,

= 576x3y7 — 432x3y5 + 120x3y3 — 8x3y — 192xy° — 64y10 — 576x3y7 + 432xy’
+144y8 = —432x3y5 + 120x3y3 — 8x3y — 192xy° + 432xy7 — 6410 + 144y8
—108y°.g; = —432x3y° + 120x3y3 — 8x3y — 192xy° + 432xy” — 64y'0 + 144y8
+432x3y° — 324xy°> — 108y° = 120x3y3 — 8x3y — 192xy° + 432xy” — 324xy°>
—64y10 + 144y® — 108y° + 30y3.g; = 120x3y3 — 8x3y — 192xy° + 432xy’
—324xy° — 64y'° + 144y8 — 108y° — 120x3y3 + 90xy3 + 30y*

= —8x3y — 192xy? + 432xy” — 324xy> + 90xy3 — 6410 + 144y8 — 108y°
+230y* — 2y.g; = —8x3y — 192xy° + 432xy” — 324xy° + 90xy3 —

64y1% + 144y8 — 108y° + 30y* + 8x3y — 6xy — 2y?

= —192xy° + 432xy”7 — 324xy> + 90xy3 — 64y10 + 144y8 — 108y° + 30y* — 6xy
—2y% +192y°. g, = —192xy° + 432xy”7 — 324xy> + 90xy3 — 64y + 1448
—108y° + 30y* — 6xy — 2y% + 192xy° — 768y12 + 57610 = 432xy” — 324xy°
+90xy3 — 768y1? + 512y1% + 144y8 — 108y° + 30y* — 6xy — 2y% — 432y7. g,

= 432xy”7 — 324xy° + 90xy3 — 6xy — 768y'? + 512y10 + 144y® — 108y° + 30y*

—2y? —432xy” + 1728y'° — 1296 = —324xy°> + 90xy3 — 6xy — 768y'% + 2240y1°
—1152y8 — 108y° + 30y* — 2y? + 324y°. g, = —324xy° + 90xy3 — 6xy — 768y*?
+2240y1% — 1152y8 + 30y* — 2y2 + 324xy° — 1296y8 + 972y® = 90xy3 — 6xy
—768y1? + 2240y1° — 2448y8 + 864y° + 30y* — 2y%2 — 90y3. g, = 90xy3 —

6xy — 768y12 + 2240y10 — 2448y8 + 864y° + 30y* — 2y%2 — 90xy3 + 360y°
—270y* = —6xy — 768y'% — 2240y1° — 2448y8 + 1224y° — 240y* — 2y% + 6y. g,
= —6xy — 768y12 — 2240y'0 — 2448y8 + 1224y° — 240y* — 2y? + 6xy — 24y*
+18y2 = —768y'% + 2240y10 — 2448y8 + 1224y° — 264y* + 16y? — 3y3. g5

= —768y'% + 2240y'° — 2448y8 + 1224y° — 264y* + 16y? + 768y'% — 1728y1°
+1296y8 — 360y° + 24y* = 512910 — 1152y8 + 864y° — 240y* + 16y? + 2y. g3

= 512y10 — 115298 + 864y% — 240y* + 16y% — 512y1% + 1152y® — 864y° + 240y*
—16y%2 =0
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Zatim jsme si vypocitali jenom S-polynom polynoml g; a gz a normalni tvar tohoto
polynomy. Ted’ nam jesté chybi vypocitat S-polynom polynomt g, a g; a urcit normalni
tvar.

Nejdiive si musime uréit nejmensi spole¢ny nasobek Ilcm(x,—256y°%) = —256xy°.
Nesmime opét zapomenout na uspoiadani. Dané polynomy musi byt opét lexikograficky
uspotadané (pokud x > ).

92 93
— 9
Spoly (g2, 93) = —256xy -(7 " 256y°

= —256y°. (x — 4y3 + 3y) — x. (—256y° + 576y” — 432y° + 120y3 — 8y)
= —256xy° + 1024y'? — 768y'° + 256xy° — 576y7 + 432xy° — 120xy3 + 8xy

) = —256y°. g, — x. g3

Nyni si vypocitame normalni tvar vzniklého S-polynomu.

—576xy” + 432xy° — 120xy3 + 8xy + 1024y'? — 768y + 576y7. g,

= —576xy” + 432xy> — 120xy3 + 8xy + 1024y'% — 768y10 + 576xy” — 2304 y1°
+1728y8 = 432xy°> — 120xy3 + 8xy + 1024y'2 — 3072y1° + 1728y® — 432. g,

= 432xy° — 120xy3 + 8xy + 1024y'? — 3072y1° + 1728y® — 432xy° + 1728y°
—1296y% = —120xy3 + 8xy + 1024y'% — 3072y1° + 3456y8 — 1296y° + 120y3. g,
= —120xy3 + 8xy + 1024y*2 — 3072y + 3456y — 1296y° + 120xy> — 480y°
+360y* = 8xy + 1024y'? — 3072y1° + 3456y8 — 1776y° + 360y* — 8y. g,

= 8xy + 1024y'? — 3072y'0 + 3456y8 — 1776y° + 360y* — 8xy + 32y* — 24y?

= 1024y12 —3072y1% + 34568 — 1776y° + 392y* — 24y? + 4y3. g,

= 1024y'? —3072y1° + 3456y% — 1776y° + 392y* — 24y? — 1024y12 + 2304y1°
—1728y8 + 480y5 — 32y* = —768y10 + 1728y8 — 1296y° + 360y* — 24y% — 3y. g,
= —768y10 + 1728y® — 1296y + 360y* — 24y? + 768y1° — 1728y® + 1296y°
—360y* + 24y2 = 0

Poznamka:

Vysla nam 0, proto jiz nebudeme pokracovat dale. Kdyby nam zde vysel polynom, ktery
by jiz nesSel redukovat, museli bychom ho oznacit g, a pfidat do mnoziny G, kterou by
tvorili polynomy g4,9,2,93 @ g4. Déle bychom museli spocitat S-polynomy polynomu
91, 9a, polynomt g,, g, a polynomt g5, g,. Kromé toho bychom vypocitali normalni tvary

téchto S-polynomd.
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Nyni se ale vratme k nasemu piikladu. Dostali jsme Grobnerovu bazi, kterou tvoii tii
polynomy g;,9,,93. To ale jesté neni konetny vysledek. Kdybyste si zkusili vypocitat
Grobnerovu bazi zadané soustavy v pocitacovém programu, dostali byste jiny vysledek. Je
to proto, Ze v pocitacovém programu vyjde Grobnerova baze v monickém a redukovaném
tvaru. My si nyni nasi vzniklou Grobnerovu bazi upravime, aby byla také v monickém a
redukovaném tvaru.
Mnozina G = {g;, g,, g3} je Grobnerovou bazi, kterou tvoii polynomy: g, = —4x3 +
3x +y, g, =x—4y3+3y a g3 =-256y° +576y7 —432y°> + 120y3 — 8y. Nyni
ovéiime, zda n&jaky term polynomu g; nalezi idealu (It(G — {g,})). Vidime, Ze term x3 je
délitelny vedoucim termem polynomu g5 a plati tedy, e x3 € (It(G — {g;})). Polynom g,
nepatii do redukované Grobnerovy baze, a proto ji miizeme z mnoziny G odebrat. Stejnym
zpisobem ovéfime 1 polynomy g, a gs. Zjistime, Ze polynomy g, a gs patii do
redukované Grobnerovy baze. Grobnerovu bazi nyni tvoifi polynomyg, a gs a jejich
nasobky. Dana baze zatim jesté neni v monickém tvaru. Takova baze je ta baze, ktera ma u
vedouciho termu koeficient 1.
Redukované a monickd Grobnerova baze ma tvar
g, = x—4y3 + 3y
gz =’ —%W +i—2y5 —;—;ﬁ +3izy
Plvodni soustavu rovnic
y + 3x = 4x3
x + 3y = 4y3
muzeme prepsat do tvaru
x—4y3+3y=0
32y — 72y7 + 54y°> — 15y3 + y = 0.
Soustavu nemame v monickém tvaru zamérn¢€, protoze v monickém tvaru by se Spatn¢
pocitala.
Vidime, Ze tento postup je velmi zdlouhavy a ¢asové naro¢ny. S rozvojem pocitacli proto
byly snahy vypoctu Grobnerovych bazi pomoci pocitacového programu. Ted si ukédzeme
n¢kolik priklad, které budeme pocitat ve dvou matematickych programech a to
v Mathematica a Maple. V programu Maple mizeme pocitat i jednotlivé mezikroky
vypo¢tu Grobnerovych bazi a to normalniho tvaru polynomu a S-polynomu, jejichz
vypocet pomoci pocitace ukdzu na prikladu, ktery jsme si spocitali mechanicky s pouzitim

tuzky a papiru.
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Nyni se tedy ovétime nase vysledky pomoci pocitacovych programd.
1) V programu Maple
with(Groebner) -
G:= [—4x3 —l—3x—|—y,x—4y3 +3y]
G:= [—4)c3 +3x+y, —4y3 +x+3y]
Basis(G, plex(x,y))
[325° — 72y +54)° —15)° +y, -4y® +x +3y]
Nyni si ukazeme, jak pomoci programu spocitat S-polynom.
Vypocitame si S-polynom polynomt g; a g,.
with( Groebner) :
fi=-4x"3+3x+y
fi=-4x +3x+y

g:=x-4y"3+3y
g:= —4y3 +x+3y

SPolynomial( f, g, plex(x,y))
—16x2y3 + 12x2y +3x+y

Dale si mizeme vypocitat normalni tvar S-polynomu polynomi g, a g,.
F :=—l6xzy3 + 12x2y+ 3x+y
F=-16y + 122y +3x+y

G = [—4x3+3x+y,x—4y3+3y]
G::[—4x3+3x+y, —4y3+x+3y]

NormalForm(F, G, plex(x, y))
-256)° 4+ 576y’ —432)° +120)° — 8y

Ukazali jsme si, jak zkontrolovat postupné vypocty. Nyni si zde jest¢ ukdzeme
situaci, kdy normalni tvar vyjde 0.

H:= -4 +3x+y,x—4)° +3,-256)° + 576y’ —432)° +120)° —8y]
H=[-4x4+3x+y, -4y +x 43y, -256) + 576y’ —432)° + 120)° — 8]

A:=576xy —192x)° — 64" — 43231 + 12023 )° — 87y
A4:=576xy —192x)” — 64110 —432:3)° +120°)° — 8y

NormalForm(A, H, plex(x,y))
0

Zde H jsou polynomy g4, g, a g5 a A je S-polynom polynomti g,a gs.
2) V programu Mathematica
Pfikaz zadany do programu:
GroebnerBasis[{y + 3x — 4x"3,x + 3y — 4y"3},{x,y}]
Vysledek, ktery ndm dal pocitacovy program
{y — 15y3 + 54y5> — 72y7 + 32y°,x + 3y — 4y}

Vidime, Ze vysledky se nam shoduji, jak v pocitacovém programu, tak i bez jejich pouziti.
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Nyni kdyz mame zadanou soustavu rovnic ve tvaru Grébnerovych bazi, mohli bychom si
soustavu rovnic dopocitat a zjistit tak neznamou x a y.Vyslo by nam stejné feSeni jako v

piikladé 2.3.4.

Priklad 3.2:
Vypocitejte soustavu rovnic pomoci Grobnerovy baze.
x2y?2+x+y—2=0
x+y—-2=0.
Reseni:
Pouzijeme priklad 2.3.3 a ovéfime, zda se nam budou vypocty shodovat. Vypocet opét
provedeme v programu Maple a pak v programu Mathematica
a) Maple
Vzdy, kdyZ v tomto programu pocitdime Grobnerovy baze, musime nejdiive zadat
prikaz with (Groebner):
Dale si soustavu rovnic oznac¢ime jako F. Piikaz v programu:

>F = [x"2y"2+x+y—2,x+y—2]
F= [xzy2 +x+y—2,x+y—2]
A nyni zvolime piikaz:

>Basis(F, plex(x, y) )
[ =4y’ +4)% x +y 2]
Basis, znamena baze. F je nase soustava rovnic a plex (x,y) znamena lexikografické
usporadani x > y.
Pozor, kdyz zaddvame soustavu rovnic, musime napsat F:=, kdybychom zapomnéli
na znak ":", program by nam nefungoval. Stejn¢ tak musime dat pozor na zadani xy.
Pokud mezi x a y nevlozime znak pro nasobeni, program xy bere jako dalsi
proménou a vychazely by ndm pak Spatné vysledky.
b) v programu Mathematica
Zadany piikaz do programu:
GroebnerBasis[{x"2 xy"2 +x+y —2,x + y — 2}, {x,y}]
Dostali jsme vysledek {4y? — 4y3 + y*, -2 + x + y}
Vidime, ze vysledky z obou programt se nam shoduji. To je dobra kontrola toho, ze

jsme do danych programt zadali vSe spravng.
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Pii zadavani do programu Mathematica si musime dat pozor na zadani xy, abychom
nezapomnéli mezi x a y dat znak ,,** (hvézdicka). Stejné jako v programu Maple,

kdybychom to neudélali, bral by program x a y jako novou proménnou xy.

Priklad 3.3:
Vypocitejte soustavu rovnic pomoci Grobnerovy baze.
x2y?2+xy—y+1=0

xy+y—2=0.
Reseni:
Zadani je stejné jako priklad 2.3.5. Ukazeme si feSeni v obou matematickych programech.
a) v programu Maple
Zadany ptikaz:

with( Groebner) :
B = [x2~y2 +xy—y+1lLxy —|—y—2]
B::[x2y2+xyfy+l,xy+yf2]

Basis(B, plex(x,y))
[ —6y+7,7x—5+2y]

b) v programu Mathematica
Piikaz zadany do programu:
GroebnerBasis[{x"2 *xy"2 +x*xy—y+ Lx*y+y —2},{x,y}]
Dostali jsme vysledek: {7 — 6y + y2, =5 + 7x + 2y}
Vidime, ze Grobnerovy baze se ndm shoduji, je tedy jedno, jestli je pocitime v programu

Mathematica nebo Maple. Vzdy dostaneme stejné feSeni.

Priklad 3.4:
Vypoditejte soustavu rovnic pomoci Grobnerovy baze.
x?y—2x=1
yix — 2y = 1.
Reseni:
Pouzili jsme zadani piikladu 2.3.6. Op¢ét si zde ukdZzeme feseni v obou programech.
a) Reseni prikladu pomoci programu Maple:
Zadany ptikaz:

>with( Groebner) :
>H:= [x"2-y —2x—1,y"2.x =2y — 1]
H:= [xzy—Zx— l,xy2 —2y— 1]
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>Basis(H, plex(x,y))
[ =2y =1, -y +4]
H je zadana soustava rovnic.

b) Ptikaz zadany do programu Mathematica
GroebnerBasis[{y * x"2 — 2x — 1,x * y"2 — 2y — 1}, {x, y}]
Dostaneme vysledek
{-1-2y+y°x -y}

Grobnerovy baze se nam shoduji, soustavu rovnic jsme tedy do obou programi zadali
spravng.

Ve vzniklé bazi mame jeden polynom o jedné neznamé. Miizeme pomoci ptikazu Factor,
dostat polynom —1 — 2y + y3 do souc¢inového tvaru (1 + y). (-1 — vy + y?).

Nyni kdyZ polozime polynom v soucinovém tvaru roven 0, zjistime hodnoty y. Pro

hodnoty y bude mit soustava rovnic ctyfi feSeni y; =0,y, = —1,y3 = %(1 - \/E) a

Vi = % (1++5).
Kdybychom tyto hodnoty dosadili do jedné ze zadanych rovnic, tak bychom dostali stejné
feSeni jako v ptikladé 2.3.6.

Muzeme si vSimnout, Zze hodnoty y se shoduji s vysledkem v priklad¢ 2.3.6. azna y = 0.

Ten jsme ale v prubéhu pocitani v ptikladé 2.3.6 zamitli, protoZe pro x nemél feseni.
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4 Eliminacni idealy

V této kapitole uvedu definici eliminacniho ideédlu, véty o eliminaci a o rozSifeni. Dale

vypocitam nékteré piiklady.

Priklad 4.1.: M¢jme soustavu rovnic
x*+z24y=0
y+x2+z=0
z+x+y=0.
Urcete fesSeni dané soustavy rovnic.
Pokud I je ideal
I=(x*+z2+y,y+x2+zz+x+y),
pak nam Grobnerova baze pro I vzhledem k lexikografickému usporadani termi (x >y >
z) vyjde tak, Ze ma ti'i polynomy
g1 = —z+ z2
9o =y+y*+2z+42yz
gz3=x+y+z
Zadana soustava rovnic a soustava dana anulovanou Grobnerovou bazi danych polynomu
maji stejné feSeni. Vidime, Ze Grobnerova baze je pro nas snadné&j$i na nalezeni feSeni
zadané soustavy. Proto se Grobnerovy baze pocitaji, aby ndm upravily zadanou soustavu
rovnic na jednodussi rovnice.
Z polynomu g; muzeme vypocitat z, protoze dany polynom uz jiné neznamé neobsahuje.
Rovnici -z + z2 = 0 si miiZeme rozlozit na souinovy tvar z.(—1+ z) = 0. Z toho jiz
vidime, Ze z = 0,z = 1. Nyni dosadime dané feSeni do rovnice y + y? + 2z + 2yz =0 a
zjistime neznamou Y.
Q) y+y2+20+2y.0=0
y2+y=0.
Muzeme upravit y. (y + 1) = 0, z dané rovnice jiz vidime, ze y = 0,y = —1.
b) y+y?+21+2y.1=0
y2+3y+2=0.

Dostali jsme kvadratickou rovnici, kterou vyfesime pomoci diskriminantu
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D = b? — 4ac = 9 — 8 = 1. Diskriminant vysel vétsi nez 0 (D > 0), proto fesenim

-b+VD _ -3+1
2a 2

-b—/D _ -3-1

2a 2

budou dva realné kotfeny tvaru y; = =-1y, =

—2.

Nyni, kdyZ jiz zndme z i y, mizeme dosadit do posledni rovnice x + y + z = 0 a zjistit tak
neznamou Xx.

1) x+0+0=0->x=0

2) x-1+0=0-x=1

3) x—-1+1=0-x=0

4) x—-24+1=0-x=1.
Zadana soustava rovnic ma pro nezndmé x, y, z celkem cCtyfi feSeni

P ={(0,0,0),(1,—-1,0),(0,—1,1), (1,-2,1)}.

Nalezeni téchto feSeni nam umoznily dvé véci, a to eliminacni krok a krok rozsifeni feSeni.
Obé¢ dve jsou zdkladni myslenkou elimina¢nich idedlti a my jsme je vyuZili v pfedchozim
priklade.
a) Eliminac¢ni krok
Miizeme najit diisledek g; = —z + z2 z naich ptivodnich rovnic, kde se vyskytuje
pouze z a mizeme eliminovat x a y ze soustavy rovnic.
b) Rozsiteni feSeni
Poté, co jsme vyftesili jednodussi rovnice g; = 0 pro stanoveni hodnoty z, mohli

bychom tato feseni rozsifit na feseni pivodnich rovnic.

Vyuziti elimina¢niho kroku 1ze vidét, vSimneme-li si, ze g; miiZzeme zapsat
gi1€ I n C[Z]I
kde I je ideal I = (x*+ z? +vy,y + x? + z,z + x + y). Sklada se ze vSech kroki nagich

rovnic, které eliminuji x a y. Tato myslenka je obecnéji popsana v nasledujici definici.

Definice 4.1:
Necht' I = (fy, ..., fi) € K[Xq, ..., X,], potom eliminaéni ideal I; je ideal k[xq, ..., x,], ktery
je definovan

L =1Nk[xgq, .. X,]

I; se skladaji ze vSech f; = --- = f; = 0, které eliminuji proménné Xy, ..., X].
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Poznamka:

Pokud I = I;, pak je to nulovy eliminac¢ni ideal. Rizné uspofadani proménnych vede
K riznym elimina¢nim idealtim.

Eliminovat proménné X4, ..., X}, znamena najit nenulové polynomy v elimina¢nim ideélu I;.
Resit eliminaéni krok znamena poskytnout systematicky postup pro nalezeni prvki I;.
Grobnerovy baze ndm umoziuji délat tento postup okamzité, pti fadném usporadani termt.

Proto jsem v ptedchozi kapitole zopakovala Grobnerovy baze, které budeme nyni vyuzivat.

Piiklad 4.2:
Urcete feseni dané soustavy rovnic
x2+z+x—-3=0
y2+x+z-3=0
z2+y+x—-3=0.
Reseni:
Ideal I =(x?+z+x—3,y>+x+2z—3,z24+y +x— 3). Vypocitime si Grdbnerovu
bazi pii lexikografickém usporadani termt (x > y > z). Vyjdou nam ¢&tyfi polynomy.
g1 =-9—12z+272% + 423 — 11z* + z°
g, =9 — 6y —62%+2yz% + z*
g3 =-y+y*+z-27°
gs=-3+x+y+2z=2
Z polynomu g;pomoci poéitatového programu vypocitame z. Pouzijeme ptikaz Solve
(vyte$) a dostaneme feSeni dané rovnice.
Solve[—9 — 12z + 27z% + 4z3 — 11z* + z° == 0, 2]
{{z->-3}L{z-1},{z> —V3L{z>V3},{z=>1—-V2},{z > 1 +V2}}
Vidime, ze dana rovnice ma celkem Sest feSeni. Musime ted’ kazdé feSeni dosadit do obou
z polynoml g, a g3, abychom zjistili neznamou y. Dosazenim ziskdme dvé rovnice
v proménné y, které musime vyftesit (najit jejich spolecny kofen y, pokud existuje). To je
uloha, kterou jiZ umime.
a) z = —3:dostaneme rovnice9- 6y - 69 + 2y.9 + 81 = 0a—-y+y?2—12 =
0, jejich spole¢ny kofen je y = - 3 a piipadné jedno feseni ptivodni soustavy bude
mit tvar (x,-3, —-3), kde xzna¢i zatim neurCenou proménnou x. Tu urime

dosazenim hodnot y =-3az =-3dog, = 0.Vyjde (-3,-3,-3).
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b)

d)

z = 1: dostaneme rovnice 9- 6y - 6.1 + 2y.1 + 1 = 0a—-y+y>+1—-1=
0, jejich spole¢ny kofen je y = 1 a piipadné jedno feSeni pivodni soustavy
ur¢ime dosazenim hodnot y = 1az = 1do g, = 0.Vyjde (1,1,1).

z=1+3:

Zde si pomizeme pocitaovym programem, abychom nemuseli ,,ruéné™ poditat
s odmocninami. Solve [—y +y2++3 - (\/§)2 ==0, y]

(v~ 3}y ~ 1= V3))
Dosazenim y do rovnice 9 — 6y — 6(v3) + 2y(v3)" + (V3)" = 0 ovéfime, ze
oba vysledky jsou feSenim dané rovnice. Zbyva nam zjistit neznamou x, kterou
zjistime dosazenim y a zdo g, = 0. Vyjdou dvé feseni (—\/§, V3, \/§),(\/§ -
1,1 —+/3,V3).
z=—/3:

Usetfime si praci tim, Ze feSeni zjistime pomoci pocitacového programu Mathematica.

Ptikaz, ktery zadame Solve[—y + y? — /3 — (—/3)? == 0,y].

Vysledek z pocitace {{y - —\/§}, {y -1+ \/§}} Budeme postupovat stejné jako

v pfedchozim prikladé. Ovéetime si, zda dané vysledky jsou feSenim i rovnice

9—-6y-— 6(—\/§)2 + Zy(—\/§)2 + (—\/§)4 =0 a zjistime nezndmou x, kdyz

dosadime y a zdo g, = 0. Vyjdou dvé teseni (v/3,—V3,—V3),(-1—+3,1+

V3, - V3.

z=1+/2:

Opét si feseni najdeme s vyuzitim pocitace, kde do programu zadame
Solve[-y + y2 + 14+ V2 — (1 +V2)2 == 0,y]

a dostaneme FeSeni {{y—> —2}{y - 1+\/§}}, které dosadime do rovnice

9—6y—6(1+v2) +2y(1+v2) +(1+v2) =0 a zistime, e dané

rovnici vyhovuje pouze feseni y = —v/2. Neznamou x zjistime, kdyz dosadime y a
zdo g, = 0. Vyjde feseni (—\/z —/2,1+ \/?)
z=1—1/2:

Stejné jako v predchozich pfipadech i zde si pomUzZeme pocitatovym programem. Zadany

pfikaz: Solve[—y + y2 + 1 — V2 — (1 —/2)?2 == 0,y]
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Poditaé nam da Fedeni {{y ->V2L{y-1 —\/7}} Opét ovéFime, jestli rovnici

9—6y—6(1- \/f)z +2y(1 - \/7)2 +(1- \/7)4 =0 vyhovuji obé& fegeni.
Zjistime, e rovnice ma Feseni jen pro y = /2. Posledni krokem je dosadit y a z do
gs = 0, abychom ziskali neznamou x a dostaneme (v2,v/2,1 — +/2).
Zadana soustava rovnic ma celkem 8 feSeni P = { (— 3,-3, —3), (1,1,1), (—\/§, V3,
Vv3),(V3-1,1-+v3,v3),(v3,—V3,-v3),(-1 = V3,1 +V3,-V3), (-V2,-V2, 1 +
VD, (VZNZ1 - V)

Piiklad 4.3:

Reste soustavu rovnic
x24+z-1=0
y*+z—-1=0
x—y—z=0.

Reseni:
Ideal I ={(x*+z—1,y2+z—1,x—y—2z). Vypoditime si Grdbnerovu bazi pfi
lexikografickém uspofadani termi (x > y > z). Vyjdou nadm &tyfi polynomy.
g1 = —4z+ 4z% + 23
gz = 2yz + z2
g3 =—-1+y%+z
s =Xx—Yy—Z.
Z polynomu g; mame jenom jednu neznamou z, proto mizeme z vypocitat zrovnice
—4z + 4z% + z3 = 0. Piikazem Solve dostaneme feSeni v matematickém programu velmi
snadno. Dostaneme celkem tfi feSeni.
Solve[—4z + 4z + z3 == 0, z]
{z - 0} {z > 2(-1-V2)},{z > 2(-1+ V2)}}
Tato feseni mizeme dosadit do jedné ze dvou polynomu g, nebo gs.
a) z = 0. Budu dosazovat do rovnice —1+ y? 4+ z = 0. Vidime, Ze vysledek je
y==1
b) z = 2.(—1—+/2). Dosazovat budu do rovnice 2yz + z? = 0.

2y.2.(-1-v2) +(2.(-1- \/E))2 =0
4y.(-1-V2) + (~2-2v2)" =0
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4y.(-1-V2)+4+8V2+8=0
4y.(-1-+2)=-12-8V2

4y=—12—8x/7
—-1-+2
—3-2V2
RN

Dany vysledek miizeme jest¢ usmérnit, abychom neméli odmocninu ve
jmenovateli.
—3-2V2 —14++v2 3+2V2-3V2-4 -1-+2
1-V2 —1+v2 1-2 ]

¢) z=2.(—1++/2). Stejné jako v piedchozim piikladé budu dosazovat do rovnice

=1++2

2yz + z? = 0.
2y.2.(—1+\/§)+(2.(—1+\/§))2 =0
4y.(-14V2) +(—2+2v2)" =0
4y.(-1+V2)+4-8V2+8=0
4y.(-1++2)=-12 +8V2

4y:—12+8ﬁ
—-1++2

_ —3+2V2
YT V2

Stejné jak o predchozim piiklad¢ si vysledek mizeme jesté upravit tak, abychom
nem¢li ve jmenovateli odmocninu.
—3+2V2 —-1-v2 3-2V2+3V2-4 -1+4+42
ERR, AR 1-2 T-1

Mame zjisténé neznamé z a y. Chybi nam vyjadfit posledni neznamou x. Tu zjistime

=1-V2

Z posledni rovnice x —y — z = 0.
1) z=0,y=11»x-1-0=0->x=1
2) z=0,y=—-1. »x—-(-1)—-0=0->x=-1
3) z=2.(—1—\/7),y=1+\/§:
x—1-vV2-2.(-1-+v2)=0
x—1-V2+2+2V2=0
x+1+vV2=0
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x=-1-+2.
4) z=2.(-1++2),y=1-v2:
x—=1+vV2-2.(-1+V2)=0
x—1+V2+2-2V2=0
x+1-v2=0
x=vV2-1.

Zadana soustava rovnic ma celkem Ctyfi feSeni.

4.1 Veéta o eliminaci a véta o rozsireni

Véta o eliminaci:
Necht' I c K[xy, ..., X,] je idedlem a necht’ G jsou Grébnerovy baze z I pii lexikografickém
usporadani, kde x; > x5 > -+ > x;,. Potom pro kazdé 0 < 1 < n mnozina

G =GN K[xp41, ., Xp]

je Grobnerovou bazi eliminaéniho idealu I;.

Piiklad 4.1.1.
PouZijeme piiklad 4.1, na kterém si ukdzeme, jak funguje véta o eliminaci.
M¢jme soustavu rovnic
xt+z2+y=0
y+x2+z=0
z+x+y=0.
Ideal I ={(x*+2z?>+vy,y+x%+2zz+x+y) a Grobnerova baze pii lexikografickém
usporadani termi
g1 = —2z+ z2
go=y+y*+2z+42yz
gz=x+y+z
Podle véty o eliminaci je
L=InClyz]=(y+y*+2z+2yz,—z+ z?)
L =1n([z] =(-z+ z?).
Polynom g; neni jen ndhodny zpisob eliminace x a y z danych rovnic. Je to nejlepsi
mozny zpusob, jak urcit neznamou z, protoze jakykoli jiny polynom, ktery eliminuje x a y

je nadsobkem polynomu g .
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Diky vét€é o eliminaci mizeme Grobnerovy baze pii lexikografickém usporadani
eliminovat nejen pro prvni proménnou, ale 1 pro prvni dv€ proménné, prvni tfi proménné, a
tak dale. Nékdy chceme eliminovat jen urCit¢é proménné a zbytek ignorovat. V tomto

ptipad¢ je zbytecné pocitat Grobnerovy baze pii lexikografickém uspotadani.

Véta o rozsireni:

Necht' I ={fy, ..., ;) © C[Xq, ...,Xp] a necht I; je prvni elimina¢ni ideal z I. Pro kazdé
1 <i<s,piSeme f, ve forme

fi=9,(x2, .. xn)xllv1 + podminky ve kterych x, ma stupen < Nq,

kde Ny =0 a g,€C[xy,...,X,] je nenulovy. Pfedpokladejme, ze mame CasteCné feSeni
(az, ..., an) €V(I)). Jestlize  (az..,an) €V(gy, .-, 8), Pak existuje ajeC tak, ze
(ay,az, ..., xp) € V(D).

Ve vété o rozsifeni je uvedeno, ze hledame hodnoty pro k = C. Ted’ si ukdzeme proc je C
tak dulezité. Budeme piedpokladat, ze k = R pro rovnici

x2—y=0

x? =z

Pouzijeme eliminaci x a dostaneme y = z, takze budeme mit dil¢i feSeni (a, a) pro
viechny aeR. Vzhledem k tomu, Ze vedouci koeficienty x v x2—y a x? —z nikdy
nezmizi, ndm véta o existenci zarucuje, Ze (a, a) plati, za predpokladu, Ze pracujeme nad C.
Nad R je situace jina. Pokud je x? = a zaporné, pak nema 7adné skutecné feseni, ale pouze
dil¢i feseni pro a = 0. To je realné feSeni dané soustavy rovnic. Proto je tedy dulezité,
aby hledané hodnoty byly v oboru komplexnich ¢isel.
Véta o existenci nam fika, Ze existencni krok mulZze selhat pouze tehdy, kdyZ vedouci
koeficienty zmizi soucasné.

Ideal vedoucich koeficientd V (g, ...,gs) zavisi na bazi {fi, ... f;} zI. Zména jiné baze

muze zpusobit zménu V(gy, ..., gs)-
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Piiklad 4.1.2:

V redlnych Cislech feste soustavu rovnic

x2—y—z=0
y2—z—x=0
z2—x—y=0.

Vypocitejme si Grobnerovu bazi s vyuzitim pocitacového programu Mathematica.
g1 = —4z —2z% — 423 — z* + 2©
g, =2y —z% + 2yz? — z*
gs=y+ty*—z-2°
gr=x+y—2z*

Piikaz, ktery jsme zadali do matematického programu

GroebnerBasis[{x"2 —y — z,y"2 —z — x,z"2 — x — y}, {x,y, z}]

Pomoci piikazu Solve, najdeme feSeni proménné z. Zjistime, Ze feseni je v oboru realnych

Cisel z = 0,z = 2 i vkomplexnich ¢isel z = —1 + i,z = *i.

Nékdy se nam muze stat, Ze nam Grobnerova baze da polynomy, ve ktery nebude

Z osamostatnéno.

Piiklad 4.1.3:
M¢jme soustavu rovnic

x’+xy—y*—2z2=0

z?2 —zy—y? —x? =0.
Reseni:
Vypo¢itdime si Grobnerovu bazi pro I = (x?+xy —y? —z2,z% — zy — y%? — x?)pii
lexikografickém uspotfadani. K feSeni pouzijeme pocitaCovy program. Zadany piikaz do
programu

GroebnerBasis[{x"2 + x xy —y"2 —z"2,z"2 —zxy —y"2 — x"2},{x,y,2}]
Vysledek, ktery v po¢itaci dostaneme {y3 + y?z,xy — 2y? — yz,x% + y? + yz — z%}.
Polynom si ozna¢ime g4, g2, g3
91 =y>+y’z
g2 =xy—2y*—yz

gz = x> +y% +yz —z=2
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Vidime, Ze zde neni zadny polynom, ktery by obsahoval jen jednu proménnou. Podle
eliminac¢ni teorie dostaneme
Iy =1nCly,z] =(g1)
I, =1nCl[z] = {0}.
Soustava ma nekonecné mnoho feseni: Zjistime to piikazem
Solve[{x? + xy —y%2 —2z%2 == 0,—x? —y2 —yz + z? == 0}, {x,v,2}]
Equations may not give solutions for all

"solve" variables. >>

x->y2->-y{y->0z->-x}{y>02z-x}}

Diisledek:

Necht' I ={fy, ..., f;) < C[xy, ..., x,,] a pfedpokladejme pro né&jaké i, Ze f; je ve tvaru

fi = cxV + termy,ve kterym ma x, stupein < N,

kde c € C, je nenulové a N > 0. Jestlize I; je prvni eliminacéni idedl z | a (ay, ...,a,) €

V(I,), pak je a, € C tak, ze a,, ay, ....,a,) € V(I).

UkéaZeme si priklad, kdy nam nevyjde hezké feSeni.
Piiklad 4.1.4:
M¢jme soustavy rovnic
xy+4=0

—y3—x?2+1=0.
Pomoci matematického programu vypocitime Grdobnerovu bazi, pii lexikografickém
usporadani a dostaneme

g1 =16 —y? +y°

g2 =4x+y—y*
Prikaz zadany v programu Mathematica

GroebnerBasis[{x * y + 4, —y3 — x? + 1}, {x, y}]
{16 — y* + y°,4x +y — y*}

Pokud budeme eliminovat proménné, zjistime, Ze pro y neexistuji zadné racionalni kofeny.
Jednou z moznosti jak kofeny vypocitat, je numericky. My ale muzeme opét vyuzit
pocitaCovou techniku a koteny si vypocitat. Toto feSeni pak mizeme substituovat do 4x +
y —y* = 0, abychom zjistili neznamou x. Na rozdil od predchozich ptikladii, zde miizeme

najit pouze Ciselné priblizeni k feSeni, tj. numerické feseni.
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5 Uziti eliminace a teorie idealt pri diikazech
geometrickych vét

Eliminace se da vyuzit pii feSeni dikazii geometrickych vét. V této kapitole si ukazeme
¢tyfi dikazy, kde vyuzijeme eliminaci. Vzdy nejdiive uvedu znéni véty, jeji dilkkaz a pak
diikaz s vyuzitim pocitacového programu Mathematica. VSechny dlikazy, které zde uvedu,
se budou tykat trojuhelnika.

Uvedené véty a jejich dikazy jsem Cerpala z [9], [10], [7]. Obrazky jsem vytvofila sama v

programu GeoGebra, ale nechala jsem se inspirovat [10].

5.1 Heronuv vzorec

Heronliv vzorec se vyuziva pro vypocet obsahu libovolného trojuhelnika v ptipadé, Ze

nezname vysku trojihelnika, ale zname délky vSech stran. Znéni Heronova vzorce

S=\/s.(s—a).(s—b).(s—c),

a+b+c
2

kde s =

Ud¢lame si diikaz tohoto vzorce nejdiive bez pouziti pocitacového programu a pak si
ukazeme, jak tento vzorec miizeme dokazat pomoci eliminace s vyuzitim pocitace.
Nez zacnu néco pocitat, udélame si nejdiive obrazek, abychom vice rozuméli tomu, co

budeme délat.

c=[0,0]

Obr.1
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Z obrazku muzeme vidét, ze diky vySce mizeme trojuhelnik rozd¢lit na dva pravouhlé
trojuhelniky. Vyuzijeme zde Pythagorovu vétu a vznikne nam soustava dvou rovnic
c? =v?2+ (b —x)?
a? = x? + v2.
Nyni druhou rovnici odecteme od prvni rovnice a postupné upravime, abychom si vyjadtili
neznamou Xx.
c2—a?=v2+(b—x)?—x%-v?
c?—a? =v?%+b%?—-2bx +x%2 —x%—v?
c?—a%? = b?—2bx
2bx = —c? + a® + b?
a? —c? + b?
ST

Ted, kdyz jsme si zjistili x, se vratime k rovnici a? = x2 + v?2 a vyjadiime si vysku v.

2 2 2\ 2
ac—c“+b
azz(—> + v?

2b
e (a? — c2 + b?)?
4h?
2= 4a%b? — (a? — c? + b?)?
4b?
. J4a2b? — (a? — c% + b2)?

2b

Vypocitali jsme si vysku v. MulUzeme si pfipomenout vzorec pro vypocet obsahu

., , b.v . x , ros .
trojuhelniku § = - do daného vzorce budeme dosazovat vSe, co zname. Vypocitdme si

obsah S.
b.\/4a?b? — (a? — c? + b?)?2
S— \/ Zb _\/4a2b2—(a2—cz+b2)2 1
B 2 B 2 "2
_ \/4a2b2 —_ (Cl2 - C2 + b2)2
B 4

Zjistili jsme obsah S, pokusime se dany vyraz zjednodusit a dostat ho do soucinového

tvaru.

G \/(Zab). (2ab) — (a? — c? + b?2).(a% — c?2 + b?)
B 4
¢ _ JQ@ab —a? +c2 - b?). (2ab + a? — c? + b?
B 4
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\/[cz —(a—=b)?].[(a + b)?% — c?]

S =

[ NN ]

\/[c.c—(a—b).(a—b)

JJ(a+b).(a+b) —c.c]

4

S_\/(c—a+b).(c—a—b).(a+b—c).(a+b+c)
B 4

Nyni si zvolime poloviéni obvod 2s = a + b + c¢. Dosadime a upravime.

. J(2s —2a).(2s — 2b). (2s — 2¢). 2s

4
S_\/2.5.2.(s—a).2.(s—b).Z.(s—c)
B 4
c _\/165.(s—a).(s—b).(s—c)
B 4
s _4.\/5.(s—a).(s—b).(s—c)
B 4

S = \/s.(s—a).(s—b).(s—c)

Dostali jsme Heronliv vzorec a dikaz je tak hotov.

Nyni provedeme diikaz s vyuzitim eliminace a pocitatového programu. Vratme se k obr.
1. Vyska v z bodu B na stranu b nam trojuhelnik rozdélila na dva pravothlé trojuhelniky,
ve kterych plati Pythagorova véta. Miizeme tedy psat vztahy:

x?+v? =a?
(b —x)?+v? = c2
Déle vime, Ze obsah trojuhelniku S se vypocita jako S = %, to miizeme upravit na tvar

2S5 — b.v. Nyni si fekneme, co tvori idedl 1.

I={x?>+v?—a? (b—x)*+v?—c?25—-b.v}

Budeme eliminovat parametry x a v. Ptikaz, ktery zadame do programu Mathematica:
Eliminate[{x? + v? —a? == 0,(b —x)? + v?> — ¢? == 0,2S — b x v == 0}, {x, v}]

Vysledek 1652 == —a* + 2a?b? — b* + 2ac? + 2b%c? — c*.

Nyni si pravou stranu ddme do soucinového tvaru. MiZeme opét vyuzit pocitac, kde

zadame piikaz Factor[—a* + 2a?b? — b* + 2a?c? + 2b%c? — ¢*] a dostaneme vysledek

—(a—b—-c)a+b—-c)la—b+c)(a+b+c)
Rovnici 1652 = —(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+ b+ c) mizeme jesté upravit

tim, ze ji celou vydé¢lime Cislem 16.
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o_—a-b-d+b-aa-b+a+b+c)
- 16

Posledni krok, ktery udéldme, abychom si vyjadiili S je, Ze si celou rovnici odmocnime.

Nelibi se nam jesté ale znaménko — (minus) pfed zavorkou, proto zménim znaménka
V zavorce, abych se tak zbavila minusu pted zavorkou.

\/(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)
4

(a+b+c)

Zvolime si polovi¢ni obvod s = tzn. 2s = a + b + ¢ a dosadime ho do vztahu S.

. \/(25 —2a).(2s — 2¢).(2s — b).2s
B 4

Rovnici mizeme jesté upravit a zavorky si trochu preorganizovat a dostaneme

S_\/2.5.2.(s—a).2.(s—b).2.(s—b) _4.\/5.(s—a).(s—b).(s—c)
B 4 B 4

Kdyz zkratime ¢islo 4, dostaneme znamy Heronilv vzorec

S = \/s.(s —a).(s—b).(s — o).

5.2 Cevovaveéta

V trojuhelniku XYZ se piimky XA, YB a ZC, kde body A, B, Clezi na strandch
protilehlych odpovidajicim vrcholiim, protinaji v jednom bodé pravé tehdy, kdyz plati:
IXCll Al 1zBll _
IcY Az 11BXl

Tento vztah budu vyuzivat, kdyz budu délat ditkaz bez pouziti pocita¢ového programu.
Neékdy se ale uvadi i vztah (XYC).(YZA).(ZXB) = —1. Ten vyuziji, kdyZ budu délat
pocitacovy dilkaz, protoZze je vhodngj$i. Prvni vztah je vyjadieni vzdalenosti, kde se
vyskytuji odmocniny a soucty druhych mocnin. Zatimco v druhém vztahu se vyuziva délici
pomér a objevuji se zde polynomy pouze 1. stupné. Nez piejdu k samotnému dikazu,

ukazeme si, ze oba dva vztahy jsou stejné.

; xc|l |lvAll 1zB v . , .
Prvni vztah I ”. I ”.” I 1 vyuziva vzdalenost dvou bodid. ||XC|| vtomto vztahu
llcyll Azl liBx||

znaci orientovanou vzdalenost bodii X a C. Stejné tak ||[YA|| znaéi orientovanou vzdalenost
bodi Y a A. Takto bych mohla pokrac¢ovat u vSech. Orientovana vzdalenost bodi O, P je
vzdalenost, kterd ma znaménko + (plus) nebo — (minus). Udava tedy urcity smeér.
Rekneme, e piimka OP ma smér od O do P kladny, pak napiseme ||OP|| = |0OP| a
I|[PO|| = —|0P|. V kazdém piipadé plati ||OP|| = —||PO||. Je-li napt. R vnitini bod Gsecky
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lloRIl
IRP|

” kladny, lezi-li bod R vné tuseCky OP potom je pomér

OP, potom je pomér ———

zaporny.
_lixcll
ey’

Al
lazi’

l1zB]|

 (YZ4) = 224

Miuzeme psat (XYC) = ,(ZXB) =

lixcll livAll |1zBll

1crl 12zl 1%l = 1a(XYC).(YZA).(ZXB) = —1 jsou stejné.

Proto vztahy

Nyni se ukazeme dikaz bez pouziti pocitacového programu. Budeme chtit dokazat vztah

llxcll Nival 11zBll _
licyll " 1Azl " I1Bx||

Dutkaz provedeme pomoci poméru. Ve vztahu, ktery mdme dokézat, jsou poméry usecek,
my je pirevedeme na poméry obsahii trojuhelniki. Obsah trojuhelnikti bude mit dané
usecky jako zadkladny a ptfitom budou mit stejnou vysku. Nejlépe si to predstavime na

obrazku, ktery vidite niZe.

Z=[07]

A=[a1,az]

¥=[0,0]

C=[c,0] =[x, 0]

Obr. 2

, . . lixcll _ livall _ I1zB .. o .
Ve vtahu se ndm objevuje pomér ||||CY|||| a ::AZ:: a “BX“. My si je ted’ vyjadiime pomoci obsahu

trojuhelnikd.

Ixcll _ Sxcz _ Sxcp _ Sxcz = Sxcp _ Sxzp

ICYIl ~ Sycz  Svcp  Svcz—Svce  Svez
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YAl Syax  Svap _ Svax — Svar _ Sypx

WAZIl ~ Szax  Szap  Szax —Szap  Szpx

WZBI  Szey  Szp _ Szey —Szep _ Szpy

IBXIl ~ Sxpy  Sxsp  Sxay —Sxmp  Sxpy
Nyni si v§echny tfi poméry ddme dohromady a mezi sebou vyndsobime.

IXCIl YAl IZBIl  Sxzp Sypx Szey _ 1
ICY Il " [IAZ]| "IIBX|l  Sypz Szpx Sxpy

Tim jsme dany dikaz dokédzali bez pouziti pocitacového programu. Ted si udéldme
pocitacovy diikaz, kde vyuzijeme eliminaci proménnych. Budu dokazovat rovnici
(XYC).(YZA).(ZXB) = —1.
Nejdfive si oznac¢ime l; = (XYC), kde C je délici pomér bodu C vzhledem k bodiim X, Y.
Stejné tak si oznac¢ime I, = (YZA) a l; = (ZXB). Muzeme si to upravit na tvar [;. (C —
Y)=C—X, podobné¢ I,.(A—Z)=A-Y a 13.(B—X)=B—Z. Déile budeme
predpokladat, ze bod P je spolecny bod ptimek XA,YB,ZC. Bod P bude mit soufadnice
[p1, 2] Zvolime si soustavu soufadnic tak, jak je v obrazku ¢. 2.
Z definice déliciho poméru plynou rovnice
l;.(c—x,0)=(c0),1,.(a;,a, — z) = (a; — x,a;),15.(0,b) = (0,b — 2)
Odtud muzeme psat predpoklady:
XYc)=1 o L.(c—x,0)=(,0 o g;:l;j.(c=x)—c=0
(YZA) =1, o L,.(a,a; —2) = (a; —x,a3) ©
g2:lb.ay —a; +x=0nrg3:1,.(a; —2)—a, =0
(ZXB) =130 15.(0,b) =(0,b—2) & g4:l3.b—b+2z=0
P € XA:gs:a,.p1 —a;.p; =0
P€YB:ge:b.p; +x.p, —x.b=0
PeZC:g;:z.py +c.p, —c.z=0.
Mame ideal [ obsahujici polynomy gy,....g7. V daném idealu I budeme eliminovat
proménné a,, a,, b, ¢, p1, Pa-
Prikaz, ktery zadame do programu Mathematica.
Eliminate[{{[1] * (c —x) —c == 0,1[2] * a[1] — a[1] + x =
=0,l[2] *x (a[]2] —2) — al2] == 0,l[3]*b—b + z =
= 0,a[2] *p[1] — a[1] *p[2] == 0,b * p[1] + x * p[2] —x x b =
=0,z *p[1] + ¢ » p[2] — ¢ * z == 0}, {a[1],a[2], b, c,p[1], p[2]}]
Dostaneme vysledek: xzI[1]l[2]l[3] == —xz
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Poznamka: Opét nesmime zapominat zadavat znak ,,=* (rovna se) dvakrat. Dale musime
indexy zadédvat do hranatych zavorek a opét nesmime zapominat dat mezi dv€é proménné
znak ,,**. Jinak nam dany ptikaz nebude fungovat.

Dutkaz dokon¢ime, kdyZz budeme piedpokladat, ze x # 0,z # 0. Budeme zkoumat, zda
xzlyl,l; = —xz je hledand podminka. Vyraz xzl;l,l; = —xz miizeme upravit na tvar
xz.(l1 1,15 + 1) = 0. Vypocitime normalni formu vyrazu l;1,l; + 1, kterd ndm vyjde 0 a

proto implikace plati. Dtikaz je tedy hotov.

5.3 Eulerovavéta

Necht’ P je libovolny bod v roviné trojihelnika XYZ a necht’ pfimky XP, YP, ZP protinaji
po fad¢ strany YZ, ZX, XY nebo jejich prodlouzeni v bodech A, B, C, potom plati

IPAll N IPBIl N IPCIl
IXAll - lYBIl ~ llzC||

Danou vétu vymyslel L. Euler.

A=[a1,a:]

¥=[y,0]

X=[0,0] C=[c,0]

obr. 3
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Nez budeme délat klasicky diikaz, bez pouziti pocitace, uvedeme si zde jesté vztah, ktery
publikoval L. Euler v roce 1780. Pomiize nam to pii dokazovani.

Je dan trojuhelnik XYZ a libovolny bod P roviny trojihelnika, ktery nelezi na stranach
trojihelnika XYZ. Potom plati:

lXPIl lIYPIl HZPH__HXPH_FHYPH_FHZPH
IPAILIIPBIINIPCI IPANL " IPBI - IIPCI

+ 2

obr. 4

IXPIl WIYPll NizPll _ IxPIl | WIYPIl | llZPI|

Klasicky diikaz vztahu . . =
IpAll“llPBI " lIPCIl llPAIl ~ lIPBIl ~ lIPCIl

+2

udélame tak, Ze si oznacime orientované obsahy m = XYP,n =YZP,o0 = ZXP. Potom

plati:
IIXP]| _ IIXA|l — ||PA| _ ||XAll 1 =m+n+ o 1 =m+0
IPAIl IPAIl |PA| n n
IIYPII_IIYBII—IIPBII_IIYBII_ _m+n+o_1_m+n
IPB| IPB| IPB| 0 0
IIZPII_IIZCII—IIPCII_IIZCII_ _m+n+o_1_n+o
IPCII IPCll IPC| m m
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Nyni mtizeme psat
IXP|l IYPIl [1ZP]| ~m+om+nnt+o (m? + mn + om + on).(n + o)
\PAIIIIPBIIIPCII mn " 0 " m nom

m?n + m?o0 + mn? + mno + omn + 0’m + on? + 0n

nom

m m n o n o m+n m+o n+o

=—+—+—+1+1+—+—+—= + + +2
o n o n m m 0 n m

_|IXP]] N IYPl| N IZP|| )
IPAIl ~ [IPBII -~ lIPCII

Timto je dikaz hotov. Vratme se nyni k Eulerové vété a dokazme IPA + WPBIL WPl _ 4.
lixal = llyBll ~ lizcll

Na zaklad¢ predchoziho dikazu mizeme psat:
lpall  m PBIl o fPcll m
XAl m+n+o’|lYBll m+n+o'|lZCl m+n+o

Takze bude platit:

IPA| IIPBII_I_IIPCII_ n N 0 L™ _nt+o+m
XAl NIYBIl lZCl m4n+o0o m4+n4+o0o m4+n+o m+n+o

Tim jsme dokazali Eulerovu vétu.
Ted provedeme dikaz Eulerovy véty s vyuzitim eliminace v pocitaCovém programu

Mathematica.

Stejné¢ jako u dikazu Cevovy véty miZeme psat, Ze %z (PXA),%z (PYB),

% = (PZC). Oznagime si t; = (PXA). To mizu zapsat jako t;.(A — X) = A — P. Stejné

tak to udélam u ostatnich. Oznacime si t, = ( PYB), coz zapiSeme jako
t,.(B —Y) = B — P. Posledni si ozna¢ime t; = (PZC) a napiSeme t5.(C —Z) = C — P.
Zvolime si soustavu soufadnic tak, jak je v obrazku ¢. 3. Plati ndm vztahy:
t1. (a1, a2) = (a1 — p1, Az — P2)
ty.(=y,b) = (=p1.b — ps)
t3.(c,—z) = (c — p1, —D2)-
Odtud mZeme psat predpoklady:
t; = (PXA) o t1.(ay,a;) = (g — pr,az —p2) ©
gi:ti.aq —a; +p; =0nagyitiay, —a, +p, =0
t, = (PYB) © t.(=y,b) = (—p1.b —py) ©
g3z —t. y+p =0ngy:t,,b—b+p, =0
ty = (PZC) o t3.(c,—z) = (c —p1, —p2) ©
gsitz.c—c+p =0ngg: —t3.2+p, =0
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A€EYZ & gria.z+a,.y—y.z=0.
Nejdtive si fekneme, co tvoii idedl I. Idedl obsahuje v§echny polynomy g4, ..., g7.
My budeme eliminovat proménné a,,a,, b, c,py,p,. Ptikaz, ktery zaddme do programu
Mathematica:
Eliminate[{t[1] * a[1] — a[1] + p[1] == 0, t[1] * a[2] — a[2] + p[2] =
=0,—t[2] xy + p[1] == 0,t[2] *b — b + p[2] == 0, ¢t[3] * c — c + p[1]
==0,—t[3]xz+p[2] == 0,a[l]*xz+a[2]*xy —y*z =
= 0}, {a[1],a[2],b, ¢, p[1],p[2]}]
Dostaneme vysledek
yz(1 — t[2] — t[3]) == yzt[1].
Vysledek si miizeme upravit na tvar yz.(1 —t, —t3) —yz.t; =0 > yz. (1 —t; — t, —
t; = 0. Chceme dokazat, ze t; +t,+t3 =1. Budeme predpokladat, ze yz # 0.

Vypocitame si normalni formu, ktera vyjde 0 a tim je véta dokazana.

5.4 Menelaova véta

Necht A, B, C jsou po fad¢ tii body na stranach YZ, ZX, XY trojuhelnika XYZ. Potom
body 4, B, C lezi na jedné piimce, pravé kdyz plati

(XYC).(YZA).(ZXB) =1
Dukaz:

Obr.5
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lxcll |vAl 11zBll _

. . =-1
licyl Azl l|BX|]

Klasicky dikaz se bude délat podobné jako u Cevovy véty, kdy si

vyjadiime pomoci pomérii obsahil trojuhelnikit BCX, BCY, BCZ. Vsechny tii trojuhelniky

maji stejnou stranu BC. Plati

Ixcll _ llcBX||
licyll — lIBcyll
YAl lIBCY||
lAZ]| ~ lICBZ||
IZBll _ lIBCZ||
IBXIl ~ ICBX]|

Nyni miZeme psat:
Ixcll lIlvAll izl _ lcBXIl IBCYIl IBCZI
cyll NAzI - IBxIl - IIBCY1l ICBZII ICBX]|

Ted si udélame dikaz s vyuzitim eliminace v poc¢itacovém programu. Zvolime si soustavu

soufadnic, tak jak mame v obr. 4. Oznalime si k; = (XYC) je délici pomér bodu C
vzhledem k bodim X, Y. Stejné tak to udélame u ostatnich. Oznacime si k, = (YZA) a
ks = (ZXB). Z tohoto dostavame podminky:
k, = (XYC) omy:ky.(c—x)—c=0
k,=(YZA) o my:ky.a, —a; —x=0amg:k,.(a, —y) —a, =0
ks = (ZXB) o my:ks.b —b+y =0
Body ABC jsou kolinearni, pravé kdyz plati mg: a;b + a,c — bc = 0
Budeme eliminovat c, b, a;, a,. Ideal I tvoii polynomy my, ..., ms.
Ptikaz, ktery zaddme do programu Mathematica
Eliminate[{k[1] * (c — x) — ¢ == 0,k[2] *xa[1] — a[l] + x =
= 0,k[2] x(a[2] —y) —al2] == 0,k[3]*b—Db+y =
=0,a[l] *b + a[2] xc — b x c == 0},{a[1],a[2], b, c}]
Vysledek, ktery dostaneme
xyk[1]k[2]k[3] == xy,
muzeme upravit na tvar xy. k,k,ks — xy = 0 - xy. (kikyks — 1) = 0.
Chceme dokazat k1k,k; —1 = 0.

Nyni vypocitdme normalni formu k;k,k; — 1 = 0, kterd ndm vyjde 0 a dikaz je hotovy.
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Zavér
Cilem mé diplomové prace byla ukdzka riznych metod feSeni soustavy rovnic, seznameni
s pojmem idedl a vyuziti eliminace ptfi dokazovani geometrickych vét. S rozvojem pocitac
doslo k velkému usnadnéni feSeni téchto prikladd, proto jsou piiklady v této praci pocitané
rucné, a pak v matematickém programu Maple nebo Mathematica.
Na zacatku prace jsem uvedla definici idedlu, fekli jsme si, co je eliminace a vypocitali
jsme si n¢které priklady. Nasledné jsme se vénovali dvéma metodam a to determinantu
Sylvesterovy matice a Grobnerovym bazim. Nejdiive jsme si fekli, co je Sylvesterova
matice a kdo ji vymyslel. Nasledn¢ jsme si pripomné¢li pojem determinant, a pak si ukazali,
jak se fesi soustava rovnic s vyuzitim determinantu Sylvesterovy matice na piikladech.
Priklady jsme si vyfesili "ruéné", a pak s pouZitim matematického programu. V kapitole
Grobnerovy baze jsme si museli nejdiive uvést nékolik definic. Ukézali jsme si, jak
vypocitat soustavu algebraickych rovnic bez pouziti pocitace. Bylo to casové velmi
naro¢né, a tak dalsi ptiklady jsou pocitany uz jen v matematickych programech Maple a
Mathematica. Dale jsme se seznamili s elimina¢nimi idealy. Pfi jejich pocitani jsme vyuzili
Grobnerovy baze. Uvedli jsme si vétu o eliminaci a o rozsifeni. Vyfesili jsme si nékolik
ptikladl. Posledni ¢ast je vénovana vybranym geometrickym vétam a jejich dokazovani.
Vzdy je uvedena dand véta, klasicky diikaz, a pak dikaz s vyuzitim eliminace.
Zpracovani této prace pro mé¢ bylo velmi zajimavé a prinosné, méla jsem mozZnost
prostudovat vice metod pro feSeni soustavy rovnic, se kterymi jsem se do této doby
nesetkala. Mohla jsem vice rozsitit své védomosti o programech Maple nebo Mathematica.
Vyuzila jsem i program GeoGebra na vytvoreni obrazkii danych geometrickych vét. M¢la
jsem moznost vyzkouset si dokazovani geometrickych vét jinym nez jen klasickym
zptisobem.
Priklady, kde jsem vyuzivala matematické programy, jsou v piilozeném CD ve slozkach

Maplel7 a Mathematica.
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Resumé

The target of my thesis is an illustration of different methods of solving the sets of
equations, explanation of the term ideal and utilization elimination for a proof of
geometrical phrases. The development of computers has been a major facilitation, so these
mathematical problems are solved manually and then in a mathematical program Maple or

Mathematica.

At the beginning of the thesis there is a definition of the term ideal and elimination and
some of the problems are solved. Then there are explained determinant of the Sylvester
matrix and Groebner basis and what determinant is. After that there is showed how to solve
a set of equation with the determinant of the Sylvester matrix. The problems are solved
manually and then by the mathematical programs. In a chapter Groebner basis there are a
few definitions. It is showed how to solve a set of equations without mathematical
programs. It was time consuming so the rest of problems are solved by the programs Maple
or Mathematica. Then it is explained the elimination ideals. Groebner basis is used to count
them. It is showed a statement of the elimination and expansion and some of the problems

are solved.

The last part is dedicated to some geometric statements and their proof. It is always

showed a statement, its classical proof and then a proof with the elimination.

Working on this thesis was very instructive for me. | had change to study more methods
for solving the sets of equations. | could expand knowledge about the programs Maple and
Mathematica. | used the program GeoGebra for creating geometrical pictures, too.
Problems that are solved by the mathematical programs are on the CD in files Maplel7 and
Mathematica.

69



Seznam pouzité literatury

(1]

(2]

(3]

(4]

(5]

(6]

[7]

(8]

9]

Matematicka olympiada pro stfedni Skoly. [online]. [cit. 2016-06-20]. Dostupné z:
http://mo.webcentrum.muni.cz/cs/olympiada-pro-stredni-skoly

DRABEK, Jaroslav a HORA, Jaroslav. Algebra.Polynomy a rovnice.1.vyd. Plzef:
Zapadoceska univerzita v Plzni, 2001, 125 s, ISBN 80-708-2787-4.

COX, David, LITTLE, John, O’'SHEA, Donal. Ideals, varieties, and algorithms.Springer.
3.vydani. 2007, ISBN 0-387-94680-2.

Determinanty matic radu n. [online]. [cit. 2016-06-20]. Dostupné z:
http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Matematikal/10_MI_KAP%202_3.pdf

Determinanty, matice a Sarrusovo pravidlo. [online]. [cit. 2016-06-20]. Dostupné z:
http://www.aristoteles.cz/matematika/linearni_algebra/determinanty/determinanty-a-
matice-sarrusovo-pravidlo.php

HASEK, Roman. Reseni soustav nelinearnich rovnic. [online]. [cit. 2016-06-20].
Dostupné z:
http://home.pf.jcu.cz/~hasek/Algebrab/Soustavy nelinearnich_rovnic_Resultant.pdf

HASEK, Roman. Cevova véta a jeji uZiti. [online]. [cit. 2016-06-20]. Dostupné z:
http://home.pf.jcu.cz/~hasek/GEO2/CevovaVeta.pdf

HORA, Jaroslav. O nékterych otazkach souvisejicich s vyuzivanim programd
pocitacové algebry ve Skole,lll.dil. 1. vyd. Vydalo pedagogické centrum Plzen, 2001,74
stran, ISBN 80-7020-092-8

HORA, Jaroslav. O pocitacovych diikazech matematickych vét. [cit. 2016-06-20].

[LO]PECH, Pavel. Klasickeé vs. pocitacové metody pri feSeni uloh v geometrii. [online].2005

[cit. 2016-06-20]. Dostupné z: http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy/Metody.pdf

[11]TYR, Daniel. Zakladni sumacni techniky. [online]. 2012 [cit. 2016-06-20]. Dostupné z:

https://otik.uk.zcu.cz/bitstream/handle/11025/5434/BCP%?20-
%20Zakladni%20sumacni%20techniky%20-%20Daniel%20Tyr.pdf?sequence=1

70



