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Uvop

Uvop

Tato diplomova préace s nazvem ,,Ciselné soustavy, jejich pfevody a pocetni operace v nich“
se zabyva teorii Ciselnych soustav obecné, jejich historii a vykladem principa zapisG a
prevod( Cisel ve vybranych Ciselnych soustavach a pocetnimi operacemi s nimi. Samotny
text je doplnén mnoZstvim ilustrativnich pfiklad( a duleZitou soucasti je kapitola obsahujici

typy uloh, s nimiz se béZzné setkdvaji Zaci zakladnich skol. Prace je logicky rozélenéna do péti

kapitol s riznym pocétem podkapitol.

V prvni kapitole pojmenované ,Uvod do ¢&iselnych soustav, rdzné &iselné soustavy
v historii“ se budeme zabyvat zakladnimi pojmy, které bychom méli znat pfi dalSim cteni
obsahu diplomové prace. Déle vysvétlime pojem c¢iselnd soustava a uvedeme zakladni

déleni na pozi¢ni a nepozi¢ni soustavy. V dalSim textu se budeme zabyvat hlavné pozi¢nimi

M-~

Ciselnymi soustavami a sezndmime se se zakladnim pravidlem zapisu Cisla pozicni Ciseln
soustavy pomoci mnohoclenu. Nasledovat bude podkapitola tykajici se historie Ciselnych

soustav. Zde se dozvime, jak, kdy a kde vznikaly prvni Ciselné soustavy.

Druha kapitola nese nazev ,Ciselné soustavy se zakladem z = 10 a &iselné soustavy se

X

zakladem jinym nez 10, vyjadreni Cisla v Ciselné soustavé”. V ni se podrobné sezndmime
s jednotlivymi pravidly ve vybranych ciselnych soustavach. Samozfejmou soucasti této

kapitoly bude soustava desitkova, nasledovat bude soustava dvojkova a Sestnactkova.

V dalsi kapitole pojmenované , Prevody mezi Ciselnymi soustavami s rliznymi zaklady” se
seznamime s algoritmy prevodu Cisla z jedné Ciselné soustavy do druhé. Naucime se
postupné prevadét mezi desitkovou a libovolnou nedesitkovou soustavou, poté se naucime
prevadét i mezi dvéma nedesitkovymi soustavami, coz byva povaiovano za ponékud

obtiznéjsi ukol. Ukazeme si priklad tzv. pribuznych éiselnych soustav a zpusob, jak si

usnadnit prdci pfi pfevadéni ¢isla mezi témito soustavami.

Ve ctvrté kapitole se budeme zabyvat pocetnimi operacemi v jednotlivych Ciselnych
soustavach. Naucime se v Ciselnych soustavach scitat, odcitat, nasobit a délit. Kazda tato
operace bude rozepsdana v samostatné kapitole, seznamime se s obecnym principem dané
operace, ktery si nazorné predstavime i pomoci kardindlnich cisel na matematickém

pocitadle.
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V zavérecné, paté, kapitole se podivame na praktické vyuziti ve Skolské matematice. Zde se
budeme zabyvat tim, kdy se déti setkaji s teorii ¢iselnych soustav pfi vyuce na zakladni Skole
a uvedeme sérii reSenych priklad( z oblasti matematiky a informatiky. Také zde nalezneme
kratkou ukazku ze starsi u¢ebnice matematiky a nasledné vyreseny pfriklad z téZe ucebnice.

Kapitolu zakoncime priklady, které se budou tykat fimskych Cislic.
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1 UvoD DO CiSELNYCH SOUSTAV, ROZNE CISELNE SOUSTAVY V HISTORII

1.1 CISELNE SOUSTAVY
Pravidla pro zapis ¢isla pomoci €islic nazyvame ¢iselnou soustavou. Z bézného Zivota zndme
soustavu desitkovou, Sedesatkovou, kterou pouzivdame nejcastéji pfi praci s ¢asem, a

fimskou ciselnou soustavu.

Pro zacatek bychom si méli pfipomenout dllezZité pojmy, které bude potfeba umét rozlisit
pfi Cteni této prace:
e (islice je symbol slouzici k zapsani Cisla, reprezentuje jakousi dil¢i hodnotu disla,
ktera je predem dana

e (islo je kombinace Cislic, vyslednd hodnota zavisi na hodnoté Cislic, ze kterych se
sklada, a také na pozici téchto Cislic v zapise Cisla

e ad dislice je vaha Cislice (dand pozici Cislice v zapise Cisla), v praxi se jednd o rady
desitky, stovky, tisice, desetitisice, desetiny, setiny, atd.

e vaha — pozice dislice pridéluje dané Cislici vahu pro vypocet celkové hodnoty Cisla,
vahy €islic v desitkové soustavé jsou mocninami zékladu, tj. 1 = 10°, 10 = 10?,
100 = 107?, atd.

[1,2]
Z hlediska hodnot Cislic podle zapisu Cisla rozliSujeme Ciselné soustavy pozicni a nepozicni.

V pozicni ¢iselné soustavé je hodnota kazdé Cislice dana jeji pozici v posloupnosti symbol(.
Kazda Cislice ma touto pozici danu svou vahu pro vypocet celkové hodnoty Eisla. Vyhodou
tohoto zpUsobu zapisu je velkd pruznost a pomérné mala mnozina Cislic. Za nevyhodu je
povazovana velmi snadna zména hodnoty cisla pouhym pfipsanim Cislice pred pavodni
Cislo. Proto se napfriklad pred penézité castky obvykle piSe vinovka takovou zaménu
znemoZziujici. Patrné nezbytnym prfedpokladem pro vynalezeni pozi¢nich Ciselnych soustav
je objeveni symbolu pro nulu. Pfikladem poziéni Ciselné soustavy je desitkova, dvojkova,

Sestnactkova soustava.
(3,1]

Obecné mulzeme vyjadrit pravidlo zapisu Cisla pozi¢ni Ciselné soustavy mnohoclenem

(polynomem):

Xp ZV+ X 2V 4 b a2 b xg 2z X, 2™
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Kazda Ciselnd soustava, kterd zobrazuje Cisla pomoci mnohoclenu (polynomu), se nazyva
polyadicka (polynomicka) ¢iselna soustava o zékladu z (napf. desitkova soustava ma zaklad
z = 10). Hodnota zakladu urcuje, kolik Cislic se v dané cCiselné soustavé pouZiva pro
sestaveni daného Cisla. Pro desitkovou soustavu je tedy k dispozici deset Cislic, a to
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Zdkladem Ciselné soustavy je zpravidla kladné Cislo vétsi nez jedna.
Zajimavosti je, Ze Cislice predstavujici zaklad je prvni Cislici, ktera uz neni pouZitelna pfi
zapisu Cisla.
Priklad: Cislo 3 542,395 v desitkové soustavé mizeme zapsat pomoci mnohoclenu
3:103+5-102+4-10*+2-10°+3-1071+9-1072+ 51073,
(2]

Nepozicni Ciselna soustava je zpUsob reprezentace Cisel, ve kterém neni hodnota Ccislice
dana jejim umisténim v dané posloupnosti Cislic. Tyto zplsoby zapisu Cisel se dnes jiz témér
nepouZivaji a jsou povazovany za zastaralé. Pfikladem nepozi¢ni Ciselné soustavy jsou
fimské Cislice. V nejjednodussim systému takovéto soustavy staci secist hodnoty
jednotlivych Cislic. Pokud by napfiklad hodnoty symboll néjaké nepozi¢ni Ciselné soustavy
byly nasledujici: A =1,B = 10,C = 100,D = 1 000, pak by vyjadienim ¢isla 3 542 mohl
byt napfriklad fetézec AABBBBCCCCCDDD.

[4]

1.2 HISTORIE CISELNYCH SOUSTAV

Pfed mnoha tisici lety, kdy lidé jesté nevladli mnoha slovy, pred vynalezem pisma, lidé uz
¢isla znali. Ackoliv pro né jesté neméli jména, pouzivali je. Jesté o nich neuméli premyslet
nebo je napsat, uméli ale rozpoznat rozdil mezi jednou, dvéma, tfemi a mnoha vécmi. Prvni
pocetni schopnosti se zacaly uplatiovat mozna pfi valceni jednotlivych kmenl mezi sebou.
Pokud ndacelnik kmene poslal vétsi mnozstvi vojaka, aby branili svij lid, zfrejmé pak chtél
védeét, kolik jich v boji padlo. Nékteré kmeny navic tradi¢né vyZzadovaly od protivnika jakousi

nahradu Skody — za kazdého padlého vojaka jednoho vola.

Trik pro zjisténi poctu vojakld spocival v tom, Ze kazdy z muzd odchazejicich do boje dal
kamen na hromadu. Kdyz se pak vratili zpét dom(, kazdy zase jeden kdmen odebral. Podet
zbyvajicich kamenQ se rovnal poc¢tu muzl, ktefi zahynuli. Nacelnik pak kazdy kamen
nahradil hilkou, kterd se lépe prenasela, a Sel k porazenym pro voly. Bez skute¢ného

6
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pocitani, nebo dokonce i pochopeni Cisel tak bylo mozné provozovat obchod a podobné

transakce.

Ovsem metoda hilek a kamen( nebyla zrovna nejefektivnéjsi. Pfedméty zabiraly misto
nebo se mohly po cesté ztratit. UZ nejméné tficet tisic let ale umime zaznamendvat cisla
ucinnéjsim zplsobem. Voditka ndm poskytuji zviteci kosti se znackami v podobé zarez(, jez
vytvareli pomoci kamennych ndstroji lidé v prehistorickych dobdch, aby mohli vést
zdznamy o poctech. Zajimavé je, Ze zarezy Casto vytvarely skupiny po péti. Prvni dlivod je
zfejmy — na ruce mame pét prstld. Druhym dlvodem seskupovani zarezd by mohl byt fakt,
Ze lidsky mozek na prvni pohled nerozpoznd rozdil mezi skupinami Ctyf, péti nebo Sesti
zafez( tésné vedle sebe. Tato skute¢nost byla zfejmé zndmad i Rimantm pfi tvorbé podoby
fimskych Cislic, kdy vyuZili toho, Ze pfi rychlém pohledu je mnohem snazsi porozumét znaku

III

LV neizli skupiné 11
(5]

1.2.1 MAYOVE

Jiz ve 4. stoleti pf. n. |. Mayové operovali s dvacitkovou soustavou, vigesimalnim systémem
(lat. vigesumus, dvacitka), s pozistatky drivéjsi pétkové soustavy a se znakem pro nulu. Pro
jednotku se pouzivala tecka, pro dvojku dvé tecky a tak dale. Pétku predstavovala
vodorovna ¢arka, Sestka byla sloZzena z jedné tecky a ¢arky, pro sedmicku az devitku pouZili
dvé, tfi, a Ctyri teCky nad c¢arkou. Desitka byly dvé ¢arky nad sebou. A7 do patnactky —
zastoupené tfemi vodorovnymi ¢arkami — prisly ke slovu opét tecky, které se také pouzivaly
a7 do devatendctky. Nula méla tvar jakési musle. Cisla jsou vizualné podobna morseovce:

0O 1 2 3 4

@ ® *o® 999 2089

5 6 7 8 9

10 11 12 13 14

15 16 17 18 19

Obrazek 1: Mayska ¢iselna soustava [6]
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Nase Cisla jsou rfazena zprava doleva, kazdé dalsi Ciselné misto predstavuje vyssi desitkovy
¥ad. Cislo 4 327 znamend sedm jednotek, dvé desitky, ti stovky a ¢tyfi tisice. Mayové psali
&isla v kolmych sloupcich zdola nahoru. S kazdou Fadkou pak stoupal dvacitkovy Fad. Rady

tedy zjednodusené vypadaly takto:

64 000 000 (Fad ctyriaSedesatimilion()
3200000

160 000

8000

400 (fad ctyrstovek)

20 (Fad dvacitek)

1 (fad jednotek)

vy

Vime tedy, jak se psala ¢&isla do devatenactky. Cislo 20 se zapsalo do dvou nejnizsich fadd —
do spodniho fadku se napsala nula, kterd znamenala ,nula jednotek”, ve vyssi fadce se

napsala jednotka oznacujici pocet dvacitek.
[5,7]

Ptiklad zapisu nékolika cCisel:

55 | e o | (2 dvacitky) 816 ® ° | (2 d&yistovky)

(15 jednicek) @ | (0 dvacitek)

(16 jednicek)

105 | = | (5 dvacitek)

= | (5 jednicek) 18 900 (2 osmitisice)

— (7 crytstovek)

Sese (9 dvacitek)

@ | (0 jednicek)

Obrazek 2: Maysky zapis Cisel [5]
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1.2.2 STARY EGYPT

Stafi Egyptané pouzivali, stejné jako my, desitkovou soustavu, ale ta na rozdil od té nasi
nebyla pozi¢ni. Misto toho méli pro kazdé z ¢isel jedna, deset, sto, tisic, deset tisic a milion
jiny symbol — tedy pro &isla 10° aZz 10°. Egyptské hieroglyfy, které se pouZivaly

k reprezentaci Cisel, jsou vidét na obrazku:

1 141 (1] (L (ECTE [EENXLTE] IR

Obrazek 3: Ciselné hieroglyfy
Naptiklad ¢islo jedna bylo reprezentovano svislou ¢arou, kterd zfejmé predstavovala méfici
hal. Dalsi symbol predstavoval kravska pouta na nohy. Treti symbol je stoceny méfici
provazec k vymérovani poli nebo svinuty palmovy list. Znak pro cislo 1 000 je kvét lotosu,
ktery byl symbolem hojnosti. Paty znak pro ¢islo 10 000 byl obrazem ukazovaku. Sesty
symbol byl obrazem pulce a posledni znak pro 1 000 000 predstavoval nékterého z bohd.
Jakékoliv Cislo od jedné do deviti miZeme vyjadrit pomoci pfislusného poctu car. | vétsi
¢isla se daji znazornit velmi jednoduse. KdyZz dojdeme k dalSimu hieroglyfu, prosté ho
napiSeme na zacatek. | scitdni a od¢itani je jednoduché. Jde pouze o systém prenaseni a
vypujcovani. Napfiklad
28+ 103 =131 neboli

antlii + el = ennnl

7

pficemz jednoduse se¢teme jednotky a dostaneme jedenact, cozZ je deset plus jedna. Tedy
I =n], kde vidime podobnost s pfendsenim v nasi desitkové aritmetice. Totéz

udélame i pro desitky a stovky.

Nasobeni a déleni je trochu slozitéjsi, ale metoda, kterd je pouZita, je docela zajimava.

Egyptané nasobili tak, Ze postupné zdvojnasobovali jedno z Cisel. Napriklad soucin 11 - 26:
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anlli = jednou 26
anannll = dvakril 26
ellll = Slyfikrdt 26
eallin = osmkrdt 26

Aby pak Egyptané dostali jedenactkrat 26, jednoduse secetli osmkrat, dvakrat a jednou 26.

Vysledkem je tedy

eennnnnnnnillill = 286

[8,7]

1.2.3 MEZOPOTAMIE

Sumerové a pozdéji i Babyloané pouzivali klinové pismo, které umozZnovalo i
zaznamendvani Cisel. Pravé Sumerové ndm zanechali dédictvi v podobé pocitani
v ndsobcich Sedesati ¢i déleni kruhu na 360 stupnd. Jiz Sumerové rozdélovali den na
24 hodin, kazdou hodinu na 60 minut a minutu na 60 sekund. V obdobi kolem roku 3 000
pf. n. . pouzivali tzv. sexagesimalni nepozi¢ni Ciselnou soustavu, jejimz zakladem je Cislo
60. Jde oviem o soustavu ne zcela Sedesatkovou, jako spiSe desitkové-Sedesatkovou.
V podstaté jde o desitkovou soustavu, kde je vyssi jednotkou Sedesat, nikoliv sto. Zpocatku
existoval pro kazdy desitkovy a Sedesatkovy fad zvlastni znak klinopisu. Pozdéji, kolem roku
2 000 pf. n. l., doslo v Mezopotamii k pfechodu na Sedesatkovou pozi¢ni ¢iselnou soustavu,
kde se hodnota znaku ménila podle jeho pozice v zaznamu cCiselné hodnoty. Zaroven doslo
ke zredukovani znak( na pouhé dva, a to znaky pro jednotku a desitku. Znak pro jednotku
ale mohl v zapisu ¢isla znamenat i Cislo 60 nebo jeho mocninu. Oviem ani tento zpUsob
zapisu se nakonec neustdlil a byl nahrazen nepozi¢ni desitkovou soustavou. Sumersky
pisemny systém byl prevzat a upraven i ostatnimi obyvateli Mezopotamie, napfiklad

Babyloniany.
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Obrazek 4: Klinové pismo

[9,10]

1.2.4 Cina

UZ ve 14. stoleti pfed nasim letopoctem ziejmé méli v Ciné rozpracovanou desitkovou
¢iselnou soustavu. Nékteré prameny dokonce uvadéji, Zze se jednalo o pozi¢ni ciselnou
soustavu, kterd pouzivala znak pro nulu a zaporna Cisla. Pokud by to byla pravda, byla by to
prvni pozi¢ni dekadicka soustava na svété. Plvodni Cinska ciselnd soustava ma nékolik
prvenstvi, i kdyZ to neni prvni pozi¢ni dekadickd soustava v déjinach lidstva, protozZe je to
dekadicka soustava. Dale neni pozi¢ni, i kdyZ naznaky toho, aby se pozi¢ni soustavou stala,
méla. Napfiklad cislo 3 058 se zapisovalo posloupnosti znakd 3,1 000, 5,10, 8 — hodnota
Cisla se ziskala pfislusnym vynasobenim a sectenim. Vzhledem k tomuto zplsobu zapisu
neni nutné mit znak pro pozi¢ni nulu. A nakonec tedy Cinska Ciselnd soustava neméla
pozi¢ni nulu. Tato soustava vydrzela s malymi zménami asi tisic let a pak byla nahrazena
pozi¢ni soustavou. Ta pouzivala pro pozi¢ni nulu specialni znak (volné misto). Az na prelomu

13. a 14. stoleti se zacal pouZivat pro pozi¢ni nulu prazdny krouzek.

Asi od 4. stoleti pf. n. I. Ciflané pouzivali k vyjadfeni &isel tycinky. Pouzivani tycinek se
udrzelo az do 13. stoleti n. I. V tomto zpUsobu zapisu Cisel uzivali znaky pro ¢isla od jedné
do deviti a pro desitky od deseti do devadesati. Zapis Cisel pomoci tycinek mél pozi¢ni
charakter. Cisla se psala do fadku. Symboly pro jednotky oznacovaly také stovky,

desetitisice, atd., symboly pro desitky oznacovaly také tisice, statisice, atd.
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Obrazek 5: Cinska ¢iselna soustava

Na obrazku je pro priklad zapsano cislo 6 728:

L=
[11]

1.2.5 INDIE

Nejvétsim pfinosem indické matematiky bylo zavedeni desitkové pozic¢ni ¢iselné soustavy a
jeji pozdéjsi rozsiteni do svéta. Jiz od 2. stoleti pf. n. |. existovaly specidlni symboly pro
Cislice 1 az 9, prozatim ale stale existovaly specialni symboly pro ¢isla 10, 20, 30,40, ... a
Cisla se vétSinou tvofila souctem jednotlivych Cisel napsanych za sebou (stejné jako
v fimském zapisu cisel). V tomto obdobi vedle sebe existovalo nékolik typl zapisl cisel, ve
kterych byla velkd nesourodost, ¢emuz napomadhalo i ¢aste¢né prolinani jednotlivych
zapisU. Kolem 6. stoleti n. |. se objevuji prvni zapisy pozi¢ni nuly v matematickych textech,

k dovrseni vyvoje desitkové pozicni Ciselné soustavy pak dochazi v 9. stoleti.

Nejbéznéjsi pozi¢ni notace pouzivala pismo nagari — mnohé z téchto dislic jsou jiz podobné

¢islicim nasim:
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Obrazek 6: Zapis ¢isel pomoci pisma nagari
Nejstarsim prikladem uziti znaku pro nulu je indickd nula z roku 458, kterd se vyskytuje
v dochovaném spise o kosmologii. Existuji vSak nepfimé doklady o tom, Ze byla pouZivana
jiz 200 let pred nasSim letopoctem. Nula byla nejprve oznacovdna teckou, pozdéji malym
krouzkem. Ackoliv indicka nula byla poprvé zavedena k oznaceni chybéjiciho ¢isla, rychle
nabyla postaveni jednoho z Cisel. Na rozdil od Babylonant ji indicti poctari bez vahani uznali
za vysledek odecteni Cisla od sebe samého. Roku 628 ji indicky astronom Brahmagupta
timto zplsobem definoval a vyjadfril algebraicka pravidla pro scitani, od¢itani, ndsobeni a
dokonce i pro déleni. Brahmagupta definoval diky tomuto i nekonecno jako ¢&islo, které
vznikne délenim kazdého jiného ¢&isla nulou, a vypracoval obecny soubor pravidel pro

nasobeni a déleni kladnych i zapornych Cisel.
[12,13]

1.2.6 ARABSKY SVET

Do 8. stoletin. |. Arabové ovladli Malou Asii, Kavkaz, Stfedni Asii, Severni Afriku a Pyrenejsky
poloostrov. Ke konci 8. stoleti se mnoho evropskych, ale i indickych ¢i babylonskych uéencl
diky nastupu netolerantni kfestanské viry soustfedi do Bagdadu. Pravé na znalostech
téchto zahranicnich ucencli se tvofi zdklady a dalsi rozvoj arabské védy. Arabsky svét
prohluboval védomosti ve vSech rovinach, tedy i v matematice. Dlouhou dobu byla
vyuzivana Sedesatkova soustava, kterd se zde udrzela az do 9. stoleti. Prvni dilo, které
popisovalo desitkovou soustavu a operace v ni, byl Al-Chwarizmiho aritmeticky traktat. Ten

se bohuzel nedochoval cely a jeho latinsky psany rukopis z 12. stoleti je uloZzen v univerzitni
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knihovné v Cambridge. PGvodni nazev tohoto spisu zni Kniha o scitani a odecitani podle
indického zplsobu. Je tedy zfejmé, Ze predlohou arabské desitkové soustavy byla Ciselnd
soustava indicka. Arabové se zaslouzili o rozsifeni indického Ciselného systému do Evropy.

Jeho prosazeni viak trvalo pomérné dlouho.
[14]

1.2.7 STARY RiM

Rimské &islice predstavuji zplsob zapisu &isel pomoci nékolika vybranych pismen latinské
abecedy. Jednd se o nepozicni Ciselnou soustavu. V matematice se fimské Cislice
nepouzivaji uz velmi dlouho, ovsem casto se s nimi setkdvame i tak. Na fimské Cislice
narazime napftiklad jako na oznaceni poradi panovnik(, ocislovani urcitych ¢asti knih, na
ciferniku hodin nebo vyznacené letopocty na rdznych stavbach. Dnesni zpUsob zapisovani
fimskych Ccislic vznikl ve stfedovéku v zapadni Evropé. Je odvozen ze zpUsobu, jakym
zapisovali &islice stafi Rimané. Podoba fimskych ¢islic vznikla pfirozenou cestou. Rimané
pocitali na prstech. Proto jsou pro jednotliva Cisla 1, 2 a 3 pouZity znaky I, II a 111, které
znéazorfuji jednotlivé prsty. Cislice 5, neboli V, je vyjadFenim dlané s péti prsty — V tvofi tvar
dlané mezi palcem a malickem. Znak pro Cislici 10 pak predstavuje dvé tyto dlané u sebe.
Dalsi Cislice jako € (100) a M (1 000) ziskaly svou podobu odvozenim z latinskych slov
centum a mille. Znaky pro jejich polovi¢ni hodnoty, 50 a 500, pak vznikly grafickym
rozpGlenim téchto znakd. Rimské &islice se tedy zapisuji kombinaci znak I, V, X, L, C, D a
pred vétsi Cislici znamena, Ze se nizsi hodnota od té vyssi odecita. Toto pravidlo plati obecné
napriklad pro cCislo Ctyfi zapsané znaky IV, oviem miZe se stat, Ze narazime i na nespravny
zapis 11X, ktery predstavuje hodnotu osm (spravny je zapis VIII, nebot se zpravidla odecita

pouze jeden znak). DalSimi znaky, které se pouzivaji pro odecitani, jsou X a C.

Pro zapamatovani posloupnosti znak( slouzi fikanka ,lvan Vedl Xénii Lesni Cestou Do

Mésta“, pricemz hodnoty jsou poporadé 1, 5, 10, 50, 100, 500, 1 000.

[24,25]
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2 CiSELNE SOUSTAVY SE ZAKLADEM Z = 10 A CiSELNE SOUSTAVY SE ZAKLADEM

JINYM NEZ 10, VYJADRENI CiSLA V CISELNE SOUSTAVE

Pfikladem soustav, s nimiz se bézné setkdvdme, je desitkovd soustava, jako soustava, ve
které dnes a denné pocitdme, dvojkova soustava, se kterou se operuje v oblasti vypocetni
techniky, stejné tak osmickova soustava nebo Sestndctkova. Ddle se setkavame se
soustavou Sedesatkovou a to také kazdy den, nebot pravé v ni je pocitan ¢as — minuty,
sekundy, hodiny. Sedesétkova soustava je také zakladem pro operace s thly, konkrétné pro
prevody mezi stupni a minutami. Bézné pouzivany vztah mezi potem dni a tydny naznacuje

existenci sedmickové soustavy.

Mohlo by se zdat, Ze existuje pouze nékolik ¢iselnych soustav. Ale opak je pravdou. Obecné
se da fici, Ze existuje nekonecné mnoizstvi Ciselnych soustav o libovolném pfirozeném
zakladu. MlzZeme vyjmenovat soustavu trojkovou, pétkovou, sedmnactkovou nebo

pétadvacitkovou. Jejich smysluplna vyuZitelnost uz ovSem z(istava otdzkou.

2.1 DESITKOVA (DEKADICKA NEBO DECIMALNI) SOUSTAVA

Desitkova soustava patfi k béZzné pouzivanym ciselnym soustavam. Desitkova soustava je
Ciselnd soustava o zdkladu z = 10. K zapisu libovolného pfirozeného cisla mize byt
pouZito Cislic 0 aZz 9. Je povaZovana za zakladni ¢iselnou soustavu, nebot ji pouzivame pfi
kazdodenni praci. Vzhledem k tomu se u Cisel neuvadi zaklad (index). Odvozena zfejmé byla

z poctu prstl na rukou nebo nohou zdravého ¢lovéka.

Cislo v desitkové soustavé tedy nezapisujeme (375);0, ale pouze 375. Podle vyse
uvedeného vzorce pro obecny zdpis Cisla mizeme ¢islo 375 rozepsat jako 375 = 3 - 100 +

7-10+5-1=3-10%2+7-10" +3-10°.

2.2 DVOJKOVA (BINARNI) SOUSTAVA
Dvojkova soustava je Ciselna soustava o zakladu z = 2, coz znamen3, Ze k zapisu Cisel se

pouzivaji pouze Cislice 0 a 1. Tato soustava je vyuzivdna hlavné v oblasti vypocetni techniky.

Prikladem ¢Cisla zapsaného ve dvojkové soustavé muze byt (110101),, které mizieme

rozepsatjako1-25+1-2*4+0-23+1-22+0-2' +1-2°,

To, Ze ma dvojkova soustava pouze dvé Cislice, je v oblasti vypocetni techniky, ale nejen

zde, povazovano za vyhodu. Casto je téchto dvou stav(l vyuZivano tfeba u elektronickych
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obvodl nebo v programovani. Stavy byvaji interpretovany jako Zapnuto/Vypnuto,

Sviti/Nesviti nebo Pravda/Nepravda a podobné.

Také je tfeba zminit spravnost Cteni zapsaného Cisla. Napfriklad Cislo 110 vyjadiené
v desitkové soustavé ¢teme jako ,sto deset”. Oviem to samé Cislo vyjadiené ve dvojkové

soustavé cteme jako ,jedna jedna nula“.

2.3 SESTNACTKOVA (HEXADECIMALN{) SOUSTAVA

Sestndctkovd soustava o zékladu z = 16 vyuziva k zépisu &isel 16 symbol(l. Vzhledem
k tomu, Ze Cislic je pouze deset, jsou symboly doplnény o pismena. Symboly tedy jsou
0,1,..,9,A,B,C,D,E, F, kde naptiklad symbol D znamena hodnotu 13 vyjadfenou jednou

cifrou, nikoliv dvoucifernym cislem.

Napfiklad ¢islo 1459 bychom v Sestnactkové soustavé zapsali jako (5B3);¢, tedy
(5B3)1=5-162+11-161+3-16°=5-256+11-16+3- 1.

[1]
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3 PREVODY MEZI CiSELNYMI SOUSTAVAMI S ROUZNYMI ZAKLADY

3.1 PREVODY MEZI DESITKOVOU A NEDESITKOVOU SOUSTAVOU
Pfevod Cisla z libovolné Ciselné soustavy do desitkové soustavy patfi k nejjednodussim
prevodim. Algoritmus prevodu spociva v prepsani daného cisla do rozvinutého zapisu,

v postupném roznasobeni a secteni danych ¢lend.

Obecné lIze prevod Cisla (a,a,a; ...ay), ze soustavy o zakladu z do soustavy desitkové
vyjadfit zapisem:

(a1a303 ..ag), =a, 2z +a, 282 +a;- 283+ tap_ -zt +a, 20 =
k

i=1
Tento postup si ddle ukdzeme na nékolika pfikladech, kdy zvolenymi soustavami jsou

dvojkova a Sestndactkova.

Pti pfevadéni Cisla vyjadieného v desitkové soustave do libovolné soustavy o zakladu jiném,
nez je deset, se ndm nabizeji dvé jednoduché metody. Prvni z nich je metoda vyuZivajici
hodnoty mocnin daného zakladu, druha je metoda postupného déleni (v podstaté jde o
pouziti upraveného Euklidova algoritmu). V pfipadé vyjadfovani souctu hodnot mocnin
zakladu je tfeba védét, Ze kazdd hodnota mocniny se v sou¢tu muZe obecné objevit

maximalné (z — 1)krat.

Obecné lze prevod postupnym délenim vyjadfit:

C:Z:pl‘l'ql
P1:Z =p2 + Q>
P2:Z =p3t+q3

PniZ =0+ qnsq
kde c je zadané Cislo desitkové soustavy, z je zaklad soustavy, do které prevadime, p; jsou

vysledky po celoCiselném déleni a g; jsou zbytky po celoCiselném déleni. Déleni kon¢i v té

chvili, kdy je posledni vysledek déleni roven nule a néjakému zbytku. Pfevedené Cislo je pak

rovno €islu (@p41 - 939291) 2-

| tyto pfevody nazorné predvedeme za pouZiti dvojkové a Sestnactkové soustavy.
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[16]

3.1.1 Z DVOJKOVE SOUSTAVY DO DESITKOVE
Méjme Ccislo (101), zapsané ve dvojkové soustavé. Pro jeho prevedeni do desitkové
soustavy toto Cislo vyjadfime rozvinutym zdpisem. Dané Cislo je trojciferné, v zapisu se tedy

objevi tfi prvni mocniny zakladu z = 2 — nulta, prvni a druhd mocnina cisla dvé.
(101), =1-2240-21+1-2°
Nyni jen zbyva spocitat hodnotu rozvinutého zapisu, tedy provést umocnéni, vynasobit
patfiéné Cinitele a jejich hodnoty sedist.
(101),=1-2240-21+1-2°=
=144+0-24+1-1=4+4+1=5

Vysledkem prevadéni z dvojkové do desitkové soustavy je (101), = 5.

Dale mé&jme €islo (10110),. | toto ¢islo budeme prevadét do desitkové soustavy. Dané Cislo

je péticiferné. Rozvinuty zdapis tedy zacne ¢tvrtou mocninou zakladu z = 2.
(10110), =1-2*+0-23+1-22+1-21+0-2°=
=1-164+0-84+1:-44+1-24+0-1=16+4+2=22
Vysledkem prevadéni z dvojkové do desitkové soustavy je (10110), = 22.
Samoziejmé, Ze diky agresivité nuly, Ize nékteré dilci souciny v rozvinutém zapisu vynechat.
Zde je uvadén kompletni zapis pro presnou predstavu o fungovani algoritmu.
3.1.2 7Z SESTNACTKOVE SOUSTAVY DO DESITKOVE
Méjme Ccislo (1C72),¢ vyjadiené v Sestnactkové soustavé. Toto Cislo pfi prevodu do
desitkové soustavy musime zapsat pomoci rozvinutého zapisu. Dané ¢Cislo je Ctyrciferné.
V rozvinutém zapisu se tedy budou vyskytovat zaklady v mocnindch od nulté do treti.

Zaklad je roven 16. Déle je tfeba si uvédomit, jakou hodnotu predstavuje symbol C, C =

12.

(1€72)16 =1-163+12-16>+7-16* +2-16° =
=1-409 +12-256+7-16+2-1=409+3072+ 112+ 2 =7 282

Vysledkem prevadéni ze Sestnactkové do desitkové soustavy je (1€72),4 = 7 282.
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Déle méjme ¢Cislo (ABC)16. Nyni je Cislo trojciferné. Zaklad se tedy objevi v nulté, prvni a
druhé mocniné. Také je tfeba uvédomit si, Ze A =10, B=11 a C = 12. Dale uz

postupujeme podle zndmého algoritmu:

(ABC)ys = 10-16% + 11161 + 12 - 16° =
=10-256+11-16+12-1=2560 + 176 + 12 = 2 748

Vysledkem prevadéni ze Sestnactkové do desitkové soustavy je (ABC),¢ = 2 748.

3.1.3 Z DESITKOVE SOUSTAVY DO DVOJKOVE

Méjme Cisla 937 a 207. Tato dvé Cisla budeme prevadét do dvojkové soustavy.

Prvnim zplsobem, jak pfevod provést, je metoda vyuZiti hodnot mocnin zakladu soustavy,

do které prevadime. Tyto hodnoty jsou:

20=1 25 =132
21 =2 26 =64
22 =14 27 =128
23=38 28 =256
2* =16 2° =512

Pokusme se ¢islo 937 vyjadrit jako soucet nékterych téchto hodnot. Jelikoz se jedna
o dvojkovou soustavu, mUze se kazdd mocnina v souctu vyskytovat maximalné jednou.

Soucet by vypadal nasledovné:

937 =512+ 256+ 128+ 32+ 8+ 1.
Nyni tento zapis vyjadfime pomoci mocnin:

937 =2°4+28 +27+2°+23+2° =
=1-2°4+1-2841-2740-2°+1-2°+0-2*4+1-224+0-22+0-2" +1-20

Ted uZz zbyva jen sepsat nuly a jednotky zrozvinutého zapisu. Vysledkem prevodu

z desitkové do dvojkové soustavy je 937 = (1110101001),.
Stejnym zpUsobem prevedme i Cislo 207:

207 =128+ 64+8+4+2+1=

=274204+234+224+2V+2° =

=1-274+1-2540-2°+0-2*+1-23+1-22+1-21+1-2°
Vysledkem prevodu z desitkové do dvojkové soustavy je 207 = (11001111),.
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Druhou a moZna i jednodussi metodou je metoda postupného déleni. Ta spociva
v opakovaném déleni zakladem a nasledném sepsani zbytk(. Vysvétleme si tento postup
opét na prevodu &isla 937 do dvojkové soustavy. Cislo 937 tedy jako prvni vydélime dvéma

coby zdkladem a podil zapiSeme v podobé pfirozeného Cisla a zbytku:
937:2 =468 + 1.

Dale vezmeme vysledny podil a znovu ho vydélime dvéma a zapiSeme zbytek. Takto

budeme pokracovat az do té doby, nez bude podil roven nule.

468:2 =234+0 4
234:2=117+0
117:2 =58 +1
58:2=29 +0
29:2=14 +1
14:2 =7 +0
7:2=3 +1
3:2=1 +1
1:2=0 +1

Vysledek prevadéni ziskdme tak, Ze sepiSeme zbytky, a to odspodu. Tedy 937 =
(1110101001),.

Pro ¢islo 207 vypadd metoda postupného déleni takto:

207:2=103+1 4
103:2 =51 +1
51:2=25 +1
25:2=12 +1
12:2=6 +0
6:2=3 +0
3:2=1 +1
1:2=0 +1

Vysledkem prevodu metodou postupného délenije 207 = (11001111),.
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3.1.4 Z DESITKOVE SOUSTAVY DO SESTNACTKOVE
Méjme Cislo 5 725. Pfrevedme ho do Sestnactkové soustavy pomoci prvni metody. K tomu

potfebujeme znat hodnoty mocnin zékladu:

16° =1

16' =16

16% = 256
16 = 4096
16* = 65536

Dané Cislo opét vyjadiime jako soucet nékterych hodnot mocnin zakladu, zde uz budeme
ovSem vyuZivat i nasobky téchto hodnot, nebot kazda z nich se v sou¢tu mize vyskytovat
maximalné patnactkrat, a dale upravime. Nesmime také zapomenout prepsat hodnoty

nasobkl vétsich nez 9 jako pismena:

5725=4096+6-256+5-16+13-1=
=1-1634+6-16*2+5-16' + 13- 16°

Vysledkem prevadéni z desitkové do Sestnactkové soustavy je 5 725 = (165D)4.

Metodou postupného déleni pfevedeme do Sestnactkové soustavy Cislo 4 826:

4826:16 =301 +10..4
301:16 =18 +13..D
18:16 =1 +2
1:16 =0 +1

Vysledkem prevodu je 4 826 = (12DA)4,.

3.1.5 OSTATNi SOUSTAVY
Pti prfevadéni Cisel z nebo do desitkové soustavy (do nebo z libovolné jiné Ciselné soustavy)
funguiji stale stejné algoritmy, které jsou vysvétleny vyse. Ukazme si to tfeba na pétkové a

sedmickové soustaveé.

Méjme Cislo 368 a prevedme ho do pétkové soustavy.

368:5=73+3
73:5=14 +3
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14:5=2 +4
2:5=0 + 2

Cislo 368 zapiseme v pétkové soustavé jako &islo (2433):.
Nyni pfevedme Cislo ze sedmickové soustavy do desitkové. Méjme Cislo (60414),.

(60414), =6-7*+0-73+4-72+1-71 +4-7° =
=6-2401+0-343+4-49+1-7+4-1=
=14406+0+196+7+4 =

=14613

Pfevedenim zjistime, Ze zadané sedmickové Cislo je rovno ¢islu 14 613.

3.2 PREVODY MEZI NEDESITKOVYMI SOUSTAVAMI

Pfevod mezi soustavami, které maji zaklad z # 10, byva o néco obtiznéjsi. Zpravidla se
vyuziva mezikrok prevedeni do desitkové soustavy. Vyjimkou jsou soustavy tzv. pfibuzné.
Tedy soustavy, jejichz zadklady jsou si navzdjem mocninami. Jde o soustavu dvojkovou,
¢tyrkovou, osmickovou, Sestnactkovou atd. Dale mizeme jako tzv. pribuzné soustavy
oznacit i trojkovou, devitkovou a sedmadvacitkovou soustavu atd. Pfevod mezi pfibuznymi
Napriklad pfi prevadéni mezi dvojkovou a osmickovou soustavou bychom pouzili soustavu
dvojkovou. Pokud bychom uvaZovali pfibuzné soustavy ¢tyrkovou a Sestnactkovou, pak
bychom prevadéli pomoci ¢tyrkové soustavy. A nakonec pfi prevadéni mezi trojkovou a
sedmadvacitkovou soustavou by byla pouZita soustava trojkovd. Pfevod z nebo do

dvojkové soustavy si dale vysvétlime.

Prevedme Cislo (111011), z dvojkové soustavy do Sestndctkové. Je tfeba si uvédomit, ze
16 = 2*. Zaklad soustavy, do které prevadime, je étvrtou mocninou zakladu soustavy, ze
které prevadime. Algoritmus prevodu je takovy, Ze si pGvodni dvojkové zapsané Cislo
rozdélime zprava na skupiny po ¢tyrech Cislicich. Kazdou tuto ¢tverici pfevedeme zvlast do
desitkové soustavy a tuto hodnotu pak vyjadiime pfisluSnym symbolem Sestnactkové

soustavy.

(111011), = (11]1011),

(1), =3 = (3)16
(1011), = 11 = (B)16
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Vysledné Cislo je pak sjednocenim diléich vysledk(, tedy (111011), = (3B)s-

Zkusme toto ¢&islo stejnym zplisobem prevést do ¢Etyrkové soustavy, kde 4 = 22,

oddélujeme tedy dvojice.
(111011), = (11]10|11),

(11); = (3),4

(10), = (2),4
Ve ¢tyrkové soustave vyjadiime Cislo (111011), jako (323),.
Déle prevedme Cislo (371)g z osmickové do dvojkové soustavy. Vztah mezi zaklady je 8 =
23. To znamen3, 7e kazdou €&islici tohoto €isla vyjadfime pomoci tfi &islic dvojkové soustavy.
V pripadé zbytecnych nul na zac¢atku ¢isla se tyto nuly v zapisu vynechavaiji.

(3)g = (011),

(7)g = (111),

(g = (001),

Dané Cislo zapiSeme ve dvojkové soustavé jako (11111001),.

Nakonec si ukazme prevod napfiklad mezi trojkovou a osmi¢kovou soustavou. Méjme ¢Cislo

(2012)5. Pro tento prevod vyuzijeme mezikrok pfevodu do desitkové soustavy.

(2012); =2-33+0-32+1-3'+2-3%°=
=2-27+0:941-3+2-1=54+3+2=59

Nyni ¢islo 59 prevedeme z desitkové soustavy do pozadované osmickové.

59:8=7+3T
7:8=0 +7

Vysledkem prevodu je (2012)5; = (73)s.

[2,15]
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4 POCETNI OPERACE (SCiTANi, ODCiTANi, NASOBENi A DELENi) V CISELNYCH
SOUSTAVACH

4.1 SCITANI

4.1.1 KARDINALNI CiSLA

Kardinalni ¢isla jsou jistym zobecnénim pojmu Cisel pfirozenych. Abychom mohli pfirozena
Cisla zobecnit, musime si napfed uvédomit, co takové Cislo udava. Prvni odpovédi, ktera
¢lovéka napadne, je pocéet néjakych objektd. Cislo 5 udava, Ze je nékde pét hrusticek.
Zobecnénim tohoto pojmu ziskdme takzvana kardinalni Cisla, kterd v podstaté vyjadfuji

pocty prvka.
[18]

Soucet kardinalnich ¢isel dvou disjunktnich mnozin (tj. mnoZin, jejichZ priinikem je prazdna
mnoZina) se rovna kardinalnimu &islu jejich sjednoceni. Je tfeba brat v Uvahu, Ze se jednd o
pfirozena Cisla zapsana v néjaké Ciselné soustavé. Vysledné Cislo vyjadfujici soucet tedy
musi byt zapsano sprdvné z hlediska dané soustavy. Ktomu ndm pomuzZe grafické
seskupovani prvkd mnoziny. To spociva ve vhodném seskupovani prvkd do skupinek tak,
aby kazda obsahovala pravé takovy pocet prvkd, kolik je rovno zakladu ciselné soustavy.
Zaroven jsou vSechny skupinky disjunktni, tzn. maji prdzdny spolec¢ny prlnik. Seskupovani
konci v tu chvili, kdy zGstanou neseskupené pouze prvky, jejichz pocet je méné nei z.
Seskupeni, kterd jsme vytvofili, nazyvame seskupeni prvniho fadu. Zbylé prvky mizeme
oznacit jako seskupeni nultého fadu. Ddale budeme seskupovat jiz vytvorené skupinky
prvniho fadu, a to opét po poctu rovném zakladu ciselné soustavy. Témto seskupenim
fikdme seskupeni druhého fadu. Stejné bychom definovali i seskupeni vysSich radu.
Vysledné Cislo je pak v podstaté soupisem poctl seskupeni jednotlivych fada (jedna se o

pocet seskupeni neseskupenych do seskupeni vyssiho radu).

Ukazme si, jak funguje scitani dvou ptirozenych Cisel v desitkové soustavé bez prechodu

pres zaklad soustavy.
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mnoZina pocet prvki
ceoe 3
cecee 5
ceccccsce 3+5=28

Celkovy pocet prvki sjednoceni je roven osmi, toto Cislo tedy neprekracuje zaklad soustavy

a neni potfeba seskupovat.

Nyni uvazujme pfipad scitani s pfechodem pres zaklad soustavy.

mnoZina pocet prvki
ceee 4
ceccccce 8
ceccccccccclee 44+8=12

Zde vidime, Ze souc¢tem dvou kardindlnich Cisel je opét soucet kardinalnich ¢isel dvou
disjunktnich mnoZin, a tedy kardinalni ¢islo jejich sjednoceni. Ovsem pfi zjisStovani poctu
prvkd sjednoceni mnozin lze utvofit jedno seskupeni po deseti prvcich (tj. seskupeni

prvniho fadu) a zbyvaji dva neseskupené prvky.

UkaZme si, Ze na stejném principu lze scitat Cisla i v jiné &iselné soustavé. Uvazujme

napfiklad Sestkovou soustavu a sectéme Cisla (5)¢ a (3).

mnoZina pocet prvki
ecocooe (5)6
eo e (3)6

o000 o0ojoe (12)6

| zde vidime, Ze dochazi ke scitani s prechodem pres zaklad soustavy. Sjednoceni mnoZzin

obsahuje osm prvku. Jelikoz zakladem soustavy je 6, lze vytvofit jedno seskupeni prvniho
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fadu a dale zbyvaji dva prvky neseskupené. Proto se v zapisu vysledného Cisla objevuje
jednotka (jako pocet seskupeni prvniho rfadu) a dvojka (jako pocet neseskupenych prvkda,

seskupeni nultého radu).

vvvvv

kardinalniho modelu.

mnoZina pocet prvki
Feved peeed (3D)s
y
Feved peeed (23)s

(315 + (23)5 = (104)s

Nyni mame ve sjednoceni 29 prvki. V téchto prvcich Ize vytvorit pét seskupeni prvniho fadu
(po péti samostatnych prvcich, protoze zdklad z = 5). Dale Ize seskupovat jiZz jednou
seskupené prvky, tim ziskdme jedno seskupeni druhého radu. Nakonec se musime podivat,
kolik kterych seskupeni mame, abychom mohli vyjadrit vysledek scitani. Mimo jakékoliv
seskupeni zbyvaji ¢tyfi prvky, pocet samotnych seskupeni prvniho fadu je nula (nebot ty,
kterém jsme seskupili jsou ,schované” v dalSim seskupeni) a pocet seskupeni druhého radu

je roven jedné. Vysledkem je tedy (31)5 + (23)5 = (104)s.
[17]

4.1.2 ALGORITMUS PAMETNEHO SCITANi
Pti pamétném scitani dvou pfirozenych cisel vyuzivdme rozklad jednoho ze scitanci na
jednotlivé rady a postupné pfri¢itame. Méjme napriklad cisla 528 a 339. Jejich soucet

zpaméti provadime ndasledovné:

26



POCETNI OPERACE (SCITANI, ODCITAN{, NASOBENT A DELENT) V CISELNYCH SOUSTAVACH

528 + 339 = 528 + (300 + 30 + 9) = (528 + 300) + 30 + 9 = 828 + (30 + 9)
= (828 4+ 30) + 9 = 858 + 9 = 867

[16]

4.1.3 ALGORITMUS PISEMNEHO SCITANI
PFi scitdani dvou pfirozenych Cisel v desitkové soustavé Cisla rozloZzime na Cislice fada

jednotek, desitek, stovek atd. Poté Cislice stejnych radd secteme.

Algoritmus pisemného scitani vyuzivdme pfi s¢itani Cisel pod sebou. Jde o postupné secteni
stejnych rada. Jako prvni s¢itdme rad jednotek, tedy nulty rad. Jako vysledek zapiSeme
Cislici souctu patfici fadu jednotek. V pfipadé ,preteceni” souctu jednotek do
dvouciferného vysledku pfic¢itame Cislici na misté desitek k souctu radu desitek. Jako
posledni s¢itdme Fad nejvyssi.
Méjme Cisla 125 a 432. Pfijejich sc¢itani nedochazi k prechodu pres zaklad Ciselné soustavy.
Algoritmus jejich scitani vyjadiime nasledovné:
125+4+432=(1-100+2-10+5-1)+(4-100+3-10+2-1) =
=1-102+2-101+5-10°+4-102+3-10* +2-10° =
=(14+4)-102+@2+3)-101+(5+2)-10° =
=5-102+5-101 +7-10° =

=500+50+7=

= 557
125
432
557

Méjme Ccisla 648 a 173. Algoritmus scitani s prechodem pres zdklad Ciselné soustavy

vypada takto:

648 +181 = (6-100+4-10+8-1)+(1-100+8-10+1-1) =
=6-10°+4-10*+8-10°+1-102+8-10* +1-10° =
=(6+1)-102+ 4 +8)-10*+(8+1)-10° =
=7-102+12-10* +9-10° =

=7-10%2+ (1-102+2-10') +9-10° =
=8-102+2-10'+9-10° =

=800+ 20 + 9 = 829

27



POCETNI OPERACE (SCITANI, ODCITAN{, NASOBENT A DELENT) V CISELNYCH SOUSTAVACH

648
181
829

Pro desitkovou soustavu Ize vztahy pro scitani vyjadrit tabulkou (pfi¢emzZ dvouciferna cisla

znaci prechod pres zédklad z = 10, tedy ,preteceni” do vyssiho fadu):

+ /01,23 /4|5 /|6 |7 8|9
0 0|1 |2 |3 |45/ 617 9
1 123 |4 ]5|6|7 8|9 10
2 |2 3|4 5|6 |7 |8 |9 ]|1011
3|34 |5 |6 |7 |89 |10]11]|12
4 |4 |56 |7 8|9 10|11 12|13
5| 5|67 8|9 10|11 12|13 |14
6 | 6|7 |8 |9 |10|11|12 13| 14|15
7 |7 |89 (10|11 12|13 14| 15| 16
8 | 8 9 |110(11 12|13 14|15 |16 | 17
9 | 9101112 13|14 |15 |16 |17 | 18

PFi scCitani prirozenych Ccisel v nedesitkové soustavé pouZivame stejny princip. Ani zde

zapisované Cislice nesmi pfesahovat hodnotu zakladu.

Vypoctéme vysledek souctu (431), + (25)5:

(431), +(25), =(4-72+3- 7' +1-794+ 2 7' +5-7%9 =

=4-724+(3+2)-7'+(1+5)-7°=
=4-72+5-7'+6-7° = (456),

(431), + (25); = (456),

Vypoctéme vysledek souctu (273)g + (54)g:

(273)g + (54)g = (2-8% +7-8'+3-8%) + (5-8' + 4-8%) =

=2-82+(7+5)-8+(3+4)-8°=
=2-82+12-814+7-8%=
=2-82+(1-82+4-8)+7-8° =
=(241)-8°4+4-814+7-8°=
=3-82+4-8'+7-8°=(347);

(273)g + (54)g = (347)g
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Sectéme pisemné napriklad Cisla ve ¢tyrkové soustavé:

| zde mUZeme vztahy pro scitani ve ¢tyrkové soustavé vyjadfit tabulkou:

(30231),
(2230),
(33121),

+ |0 (1|23
0 0|1 2] 3
1 112|310
2 | 2|3 ]|10|11
3 | 3 (10| 11|12

4.2 ODCITANI

4.2.1 KARDINALNI CiSLA

[16,17]

K vysledku od¢itani lze dojit odhadem a jeho ovérenim, tedy v podstaté na zdkladé vyuziti

definice od¢itani jako inverzni operace k operaci scitani, nebo opét pomoci kardindlniho

modelu. Tedy nazornym ,ubirdnim“ prvkd, pomoci ,Skrtani“ prvk(i zobrazenych na

matematickém pocitadle.

Opét zvolme napred desitkovou ¢iselnou soustavu a ukazme si, jak je mozné odcitani dvou

pfirozenych Cisel znazornit. MnoZinu predstavujici mensence zobrazime ¢ernymi puntiky,

mnoZinu predstavujici mensitele bilymi puntiky. Postupné odebirdme vSechny dvojice

riznobarevnych puntika.

Od cisla 9 odectéme Cislo 3:

mnoZina

pocet prvki

2.0 .0 0000 00

9 (mensenec)

3 (mensitel)

9-3=6

V grafickém znazornéni vidime tfi dvojice riznobarevnych puntikd. Po jejich odstranéni

ziskame vysledek. Jde o jednoduché odcitani, kdy neni potfeba vypujcovat si z vyssich rada.
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Nyni zkusme odecist od cisla 15 ¢islo 7. Vzhledem k tomu, Ze jsme zvykli bézné pocitat
v desitkové soustavé, nedélalo by problém znazornit patnact ¢ernych puntikll a sedm
bilych, ovSem my pozadujeme obecny princip takovy, aby jej bylo mozné aplikovat i na jiné

Ciselné soustavy. Musime tedy zobrazit ¢islo 15 pomoci rfadu.

rad desitek, z* = 101! fad jednotek, z° = 10° pocet prvki

. sascea 15 (mensenec)
o aaao o 7 (menSitel)
. ° o 15-7=?

Pti odcitani Ize odditat pouze jednotky od jednotek, obecné stejné fady od stejnych radu.
Odstranili jsme pét rlznobarevnych dvojic, ovsem tim jesté odcitani nekonci. Zbyvd ndm
odedist dvé jednotky. Jde tedy o odéitani s prechodem pres zaklad. K tomu, abychom mohli
proces odc¢itani dokoncit si musime pujcit jeden puntik z vy$siho fadu (v naSem pfripadé
jednu desitku) a rozloZit ho na puntiky nizSiho rfadu, tedy na jednotky. JelikoZ pocitdme

v desitkové soustavé, bude nové puntikll (jednotek) deset.

Féd desitek, z* = 10* Féd jednotek, z° = 10° pocet prvk
. sascaae 15 (mensenec)
2000000 7 (mensitel)
M asccccscce 10 (novy mensenec)
aa 2 (novy menSitel)
ceccccce 15-7=8

Déle uvaZujme ¢tyrkovou soustavu. Od Cisla (220), odectéme Cislo (121),.

72 =42 =16 zt =41 =4 z20=4%=1 pocet prvki
2o e (220)4 (mensenec)
a aa o (121), (menSitel)

30



POCETNI OPERACE (SCITANI, ODCITAN{, NASOBENT A DELENT) V CISELNYCH SOUSTAVACH

. . (220), — (121), =?
A e Uprava men$ence
cee Al aeee novy mensenec
a menSitel
cee ceo (220), — (121), = (33),

V tomto pripadé jsme odstranili vSechny mozné rliznobarevné dvojice puntikd, ale zbyvalo
nam odecist stale jednu jednotku. Proto jsme museli mensence postupné upravit tak,

abychom méli od ¢eho jednotku odecist, Cili ,,vypUjcili“ jsme si z vyssiho radu.
[17]

4.2.2 ALGORITMUS PAMETNEHO ODCITANI
Pfi pamétném odcitani dvou ptirozenych Cisel vyuzivdme rozkladu mensitele na jednotlivé
rady a postupné odcitame. Méjme napriklad Cisla 759 a 275. Jejich rozdil zpaméti

provadime nasledovné:

759 — 275 = 759 — (200 + 70 + 5) = (759 — 200) — (70 + 5) = 559 — (70 + 5)
= (559 —70) — 5 =489 — 5 = 484

[16]

4.2.3 ALGORITMUS PISEMNEHO ODCITANI

Pfi od¢itani dvou prirozenych Cisel v desitkové soustavé mensence i mensitele rozloZzime na

Cislice jednotlivych rada. Poté odcitame prislusné rady. Pokud je hodnota mensence u

pocitaného fadu mensi nez hodnota mensitele, musime k nému pficist jednotku (jejiz

hodnota je rovna hodnoté zakladu) vypajéenou z fadu vyssiho.

Napred ukaime princip od¢itdni dvou pfirozenych Cisel bez pfechodu pres zaklad soustavy:
736 — 214 =(7-100+3-10+6-1)—(2-100+1-10+4-1) =
=(7-10°+3-101 +6-10° — (2102 + 1-10* + 4-10°) =
=(7-2)-1024+(3-1)-10' +(6 —4)-10° =
=5-102+2-101 +2-10° =
=5-100+2-10+2-1=
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=500+20+2=
= 522
736
—214
522

Nasledné ukazme stejny princip, ovSsem s pfechodem pres zaklad soustavy. Bude tedy tfeba
vypUijcit si jednotku z vys$siho radu:
627 —362=(6-100+2-10+7-1)—(3-100+6-10+2-1) =
=(6-10°+2-101+7-10° - (3-102 +6-101 +2-10%) =
=(6-3)-1024+(12-6)-10' +(7—-2)-10° =
=3-102+(2-6)-101 +5-10° =
=2+1)-102+(2-6)-101+5-10° =
=2-102+(10+2-6)-101 +5-10° =
=2-102+6-101 +5-10° =
= 265

627
—362
265

Stejné tak mlzeme vyjadrit rozdil dvou Cisel v jiné soustavé, nez je desitkova. Méjme

napriklad ¢isla (672)9 a (458)4. Proces jejich od¢itani mGzeme rozepsat:

(672)g — (458)g = (692 +7-91+2-9°) — (4-92+5-91 +8:9%) =
=(6-4)-92+(7-5)-9'+(2-8)-9°=
=2-9242-914+(2-8)-9°=
=2:924+(1+4+1):9'+(12-8):9°=
=2-9241-91+(9+2-8):9°=
=2-92+1-91+3:90=
= (213),

(672)4

—(458)4
(213),

[16,17]
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4.3 NASOBENi

4.3.1 KARDINALNI CiSLA

Nasobeni zndzornéné na kardinalnim modelu si ukdZzeme na konkrétnim ptikladu. Méjme
¢isla 2 a 3. P¥i jejich nasobeni nedochazi k prechodu pres zaklad desitkové soustavy. Je
nutno poznamenat, Ze pfi nasobeni pomoci kardindlnich Cisel nachazime rozdil mezi
souciny 3 -2 a 2 - 3. Zatimco v prvnim pfipadé nahrazujeme kazdy z trojice prvkd dvojici
prvkd, v druhém pripadé nahrazujeme kazdy z dvojice prvkl prvky tfemi. Tak ¢i tak ziskame
stejny vysledek a diky komutativnosti nasobeni kardinalnich cisel je mozné ndsobeni
v jednom poradi ¢initel( vidy prevést na nasobeni v opacném poradi Cinitel(. Zndzornime
si tedy mnoZinu o dvou prvcich. Nasobeni tfemi pak spocivda vtom, Ze kaidy prvek

nahradime tfemi prvky.

mnoZina pocet prvki
. 2
| ®
<‘ eooe 2:3=6

Vyndsobme (123), - (2)4. Opét zndzornime prvni ¢islo pomoci puntikl. Kazdy prvek pak
zdvojime. Nakonec provedeme Upravu prvkl tak, abychom mohli zapsat spravny vysledek

ve Ctyrkové soustave.

seskupeni 2. fadu | seskupeni 1. fadu | seskupeni O. Fadu pocet prvki
° ° o o o o (123)4
c co— e ee— e (123), - 2)a,
° o o o oo ,
Uprava
c° ° ° (123)4 - (2)4 = (312),
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[17]

4.3.2 ALGORITMUS PAMETNEHO NASOBENI
VétsSinou nendsobime napriklad dvé trojciferna Ccisla zpaméti. Proto si algoritmus

pamétného nasobeni ukdzeme na nasobeni jednocifernym cinitelem.
Méjme soucin 357 - 5.

357-5=(300+50+7)-5=300-54+50-5+7-5=
=1500+50-5+7-5=

=1500+250+7-5=

= 1500 + 250 + 35 = 1785

[16]

4.3.3 ALGORITMUS PISEMNEHO NASOBENI

Méjme soucin 259 - 7. Algoritmus pisemného nasobeni vyplyva z rovnosti:

259-7=(2-100+5-10+9-1)-7 =
=(2-102+5-101+9-10% -7 =
=7-2-102+7-5-10'+7-9-10° =

=14-102 +35-10* + 63-10° =
=(1-10%+4-10®)+ (3-102 +5-10") + (6-10* +3-10°) =
=1-103+7-102+11-10* +3-10° =
=1-10%3+7-102 +(1-102 +1-10') +3-10° =
=1-103+8-102+1-101 +3-10° =
=1-1000+8-100+1-10+3-1=
=1000+800+10+3 =

= 1813

259
-7

1813
Nejprve vynasobime cislem sedm rad jednotek, tedy 7-9 = 63, a pod fad jednotek
zapiSeme ¢&islici 3. Cislice 6 je pfipo¢tena k souinus nasledujicim Fadem. Déle tedy
nasobime &islo sedm s &islici na Fadu desitek a pFipocteme 6, tj. 7+ 5 + 6 = 41. Cislici 1

zapiSeme pod rad desitek a Cislici 4 pfipoCteme k nasledujicimu. Nakonec spoteme 7 - 2 +
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4 = 18. Pod fad stovek zapiSeme Cislici 8, Cislici jedna zapiSeme na pozici nasledujiciho

radu, nebot je pfipocitana k pomysiné nule.

Vztahy pro nasobeni v desitkové soustavé zndzornuje tabulka:

4 | 5 6 7 | 8 |9
0 0| O 0| 0| O
4
8

5167|809
10 | 12 | 14 | 16 | 18
12 | 15 | 18 | 21 | 24 | 27
12 | 16 | 20 | 24 | 28 | 32 | 36
10 | 15|20 | 25|30 | 35| 40 | 45
12 | 18 | 24 | 30 | 36 | 42 | 48 | 54
14 1 21 | 28 | 35|42 |49 | 56 | 63
16 | 24 | 32 | 40 | 48 | 56 | 64 | 72
18 | 27 | 36 | 45 | 54 | 63 | 72 | 81

O O W| Ol W

| O A NI O N

ol ol ol ol ol ol ol o] o] o] ©
O|loo|l Nl ol L D W N R O] R

O O N O nn| Al W N = O

PFi ndsobeni viceciferného ¢isla Cislem vicecifernym postupujeme podobné. Ndsobeni ¢islici
fadu jednotek probiha stejné jako nasobeni jednocifernym cislem. Nasobeni Cislici fadu
desitek také, ovsem zapis soucinu zac¢ind az pod radem desitek. U vyssich fada postupujeme
stejné. Nakonec se vysledky dil¢ich soucinli pisemné sectou stim, Ze pozice zUstavaji

zachovany.
RozepiSme soucin dvou vicecifernych Cisel:

456-23=(4-100+5-10+6-1)-(2:10+3-1) =

=(4-102+5-10' +6-10%-(2-10* +3-10°) =

=(4-102+5-10*+6-10%-2-10* + (4-102 +5-101 + 6-10°) - 3-10° =

=4-2-10?-10*+5-2-10'-10* +6-2-10°-10* +4-3-10%2-10° +5-3-10*
+10°+6-3-10°-10° =

=8-10%+10-10%>+12-10* +12-10? + 15-10* + 18- 10° =

=8-10%+22-102+27-10* +18-10° =

=8-103+(2-103+2-10%>) +(2-10>+7-10Y) + (1-10' +8-10°) =

=10-103+4-102+8-101 +8-10° =

=(1-10*+0-10%)+4-10>+8-10* +8-10° =

=10 000 + 0 + 400 + 80 + 8 = 10 488
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456
- 23
1368

10488

PFi vypoltu mezi sebou cisla klasicky vynasobime. Pokud je dil¢i soucin roven hodnoté
zakladu nebo ho prevysuje, zapiSe se pouze to, co bez zakladu nebo jeho nasobkl zbyva a
hodnota zakladu (popf. jeho ndsobku) se pficte k nasledujicimu soudinu. Pfi ndsobeni
v nedesitkové soustavé je tedy vhodné znat tabulku téchto vztahd. Méjme napfiklad

sedmickovou soustavu:

2 |3 /4 |5 /|6
0|0 0O
2 | 3|45 |6
4 | 6 11|13 |15
6 |12 |15| 21| 24

11 | 15| 22 | 26 | 33
13 121 | 26 | 34 | 42
15124 |33 | 42 | 51

o]l O] O]l O] O]l Ol O ©

NN A W N = O
Ol 0| | W N[ R| O| =

V tabulce vidime, Ze napfiklad u soucinu 3 -5 pocitaného v sedmickové soustavé je
vysledek roven (21),. To pro nasobeni vicecifernych ¢isel znamen3, Ze se k pfislusnému

radu zapise cislice 1 a Cislice 2 je pfipoc¢tena k soucinu s nasledujicim fadem.
Vynasobme (605), a (41),.

(605),

- (41),

(605),
(3326),
(34165),

Nakonec zkusme nasobeni ve trojkové soustavé. Pro tu vyjadiime vztahy také tabulkou:

0|12
0 0|0 |O
10|12
2 (0|2 |11
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Vynasobme ¢isla (12010)5 a (210)s;.

(12010),

- (210)

(00000),
(12010),

(31020),
(10222100,

[16]

4.4 DELENI

4.4.1 KARDINALNI CiSLA
Princip déleni si opét ukazme napred na kardindlnim modelu. Zacnéme opét desitkovou
soustavou a zndzornéme si, jak funguje déleni bez prechodu pres zdklad dané ciselné

soustavy a nasledné s prechodem pres zdklad soustavy.

V desitkové soustavé budeme délit napred bez prechodu pres zaklad Ciselné soustavy Cislo
osm Cislem dvé. Déleni spociva v tom, Ze kazdou dvojici, jelikoZz délime dvéma, nahradime

jednim prvkem.

mnoZina pocet prvki

8

V tabulce tedy mame zndzornéno osm prvkd pomoci puntikd, které budeme délit. Pri déleni
dvéma oznacujeme vSechny mozné dvojice téchto prvkl a kazdou z nich nahradime prvkem
jednim. V osmi prvcich je mozné oznadit si Ctyfi dvojice, které maji navzdjem prazdny
pranik. Vysledny pocet prvkl po déleni je tedy Ctyri.

Nyni si ukdzeme pfriklad, kdy dojde k déleni s pfechodem pres zdklad soustavy. Vydélme
15: 3. V prvni fadé si znazornime ¢&islo 15 pomoci plnych puntikd. Cislo 15 se sklada z jedné

desitky a péti jednotek, coZ znamenad z jednoho seskupeni 1. fadu a péti seskupeni 0. fadu

v ramci desitkové soustavy. Dale zvyraznime vSechny mozZné trojice puntikl, které vidy
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nahradime jednim prazdnym. Nahrazovani ovsem muze probihat pouze v ramci jednoho

seskupeni. Nelze tedy oznacit napfiklad jeden puntik z desitek a dva puntiky z jednotek.

seskupeni 1. Fadu seskupeni 0. Fadu pocet prvki
) I?l o o 15
o o o

|.oo||ooo||ooo||o.o| 15:3 =5
A S S

Nahrazeni lze provést pouze u seskupeni 0. fadu, kde je moZné oznacit si jednu trojici prvkd
(tzn. pInych puntiktd). Tu nahradime puntikem prazdnym. Po prvnim nahrazeni zbyva vydélit
jeden prvek seskupeni 1. fadu (tzn. jednu desitku) a dva prvky seskupeni 0. fadu (tzn. dvé
jednotky). Proto musime prvek z vyssiho fadu prevést na prvky nizsiho fadu. Pocitame
v desitkové soustavé, jeden puntik ze seskupeni 1. fadu tedy znazornime deseti puntiky
seskupeni 0. fadu, které pridame ke zbyvajicim dvéma jednotkdm. Poté opét nahrazujeme
trojice prvkl, dokud nedojdeme k vysledku. Tedy v nové zobrazenych dvanacti plnych
punticich oznadujeme zase vSechny mozné trojice, které nemaji navzajem zadny spolecny
prvek. Takové trojice nalezneme ¢tyfi a kazdou z nich nahradime puntikem prazdnym.
Nakonec jiz zbyvd jen podivat se, kolik prazdnych puntiki se nachazi v jednotlivych
seskupenich. JelikoZ jsme zvolili mala isla, puntiky se nachazi pouze v seskupeni 0. fadu,
tedy v radu jednotek, kde jich nalezneme pét, nebot v prvnim kroku nahrazovani jsme
ziskali jeden puntik a po prevodu desitky na jednotky jsme ziskali dalsi ¢tyfi. Proto je

vysledkem déleni 15:3 = 5.

4.4.2 ALGORITMUS PiSEMNEHO DELENI
PFi déleni prirozenych Cisel beze zbytku i se zbytkem postupujeme stejné. Déleni je inverzni
operaci k nasobeni, vyuzivdme tedy vlastnosti znamé z nasobeni ptirozenych Cisel. Pfi

déleni k danému délenci hleddme co nejvétsi ndsobek délitele, ktery neni vétsi nez délenec.
Podivejme se na princip déleni pomoci rozvinutého zapisu. Jako prvni vydélme 84: 2.
84:2 =(8-101 +4-10°):(2-10% =
=[(8-101):(2-109] + [(4-10°):(2-10%)] =
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=4-10'+2-10° =
= 42

Dale stejnym zplsobem rozloZzme podil 54: 3.

54:3 =(5-10"+4-10°):(3-10°) =
=[(3+2)-10'+4-10°]:(3-10°) =
=[3-10' + (2-10* + 4-10%)]:(3-10°) =
= (3-10' +24-10°):(3-10°) =
=[(3-101):(3-10%)] + [(24-10°):(3-109)] =
=1-101+8-10° =
=18

Nyni uvazujme pftipad, kdy prvni islice v délenci neni nasobkem délitele.

125:5=(1-102+2-10' +5-10°):(5-10%) =

=(12-10' +5-10°):(5-10°) =
=[(10+2)-10* +5-10°]: (5-10%) =
=[10-10'+(2-10*+5-10%]:(5-10°) =
= (10-10* + 25-10°):(5-10%) =
=[(10-101):(5-10%)] + [(25-10°):(5-10%)] =
=2-10'+5-10° =
=25

Nakonec uvedeme priklad rozvinutého zdpisu v nedesitkové soustavé. UvaZujme

sedmickovou soustavu.

(54);:(3); =GB-7"4+4-7:3-7% =
=[B+4+2)-7'+4-7°:(3:7% =
=[3-7"+2-7"+4-79]:(3-79 =
=(3-7'+18-7%:(3-10°) =

=[3-7H):(3-79]1+[(18-7°):(3-79)] =
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=1-7'+6-7°=
= (16),
Rozvinuty zapis procesu déleni dvou cisel oviem obvykle nepouZivame vzhledem k jeho

délce. Jako u ostatnich pocetnich operaci pouzivdme zkraceny zapis pisemného déleni, a to

bud's vypisem mezivysledk(l, nebo pouze s vypisem zbytka.

Zapis pisemného déleni s mezivysledky soucint je prvni zplsob zapisu déleni, se kterym se
déti na zakladni skole setkaji, nebot si pfi ném nemusi nic pamatovat nebo pocitat zpaméti.

Vse najdeme v zapisu, je prehledny a ndzorny.

1242:23 = 54
—-115

92
-92
0

PFi tomto zpUsobu se urci nejmensi mozna ¢ast délence, kterou lze vydélit délitelem a
odhadne se nasobek. V tomto pfipadé nejmensi moznou ¢asti délence, kterou lze vydélit
délitelem rovnym 23, je ¢islo 124. Odhadneme, Ze do 124 se Cislo 23 vejde pétkrat. Pak se
zpétné nasobi zapsané Cislo s délitelem a vysledek se zapiSe se znaménkem minus pod
pravé délenou ¢ast délence. Tedy provedeme nasobeni 5 - 23, vysledkem je Cislo 115, které
zapiseme se znaménkem minus pod Cislo 124, které jsme pravé délili. Nasleduje pisemné
odecteni, k jehoz vysledku se sepiSe dalsi ¢islice z délence. Od ¢isla 124 odeéteme cislo 115.
Rozdil t&chto dvou &isel je rovny deviti. Cislo devét zapiseme jako vysledek rozdilu a k nému
sepiSeme Cislici z délence, kterd nésleduje, tedy Cislici dvé. Ziskavame tedy Cislo 92 a opét
odhadujeme, kolikrat se délitel vejde do 92. Odhad nasobku, tedy Cislo ¢tyfi, zapiSeme jako
dalsi Cislici vysledného podilu. Zpétné roznasobime 4 - 23, Cislo 92 jako vysledek tohoto
soucinu zase zapiSeme s opacnym znaménkem pod praveé délené Cislo a odecteme. Vidime,
Ze pocitame rozdil 92 — 92, jehoz vysledkem je nula. Déleni beze zbytku kondi v tu chuvili,
kdyZ uz neni co dale sepsat. Pokud po sepsani posledni Cislice délence je vysledek rozdilu
roven nule, fikdme, Ze délime beze zbytku. Pokud je vysledek posledniho rozdilu vétsi nez
nula, fikime Ze jde o déleni se zbytkem. Vtom pripadé bychom mohli pokracovat
sepisovanim nul za desetinnou ¢arkou (kterd se v zapisu cisla neuvadi, nebot by to bylo

zbytecné) a vysledek podilu bychom mohli vyjadfit pomoci desetinného Cisla.
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Nyni se podivejme na zjednoduseny zapis pisemného déleni:

2178:18 =121
37

18
0

Zjednoduseny zapis pisemného déleni probiha stejnym zplsobem jako predchozi déleni.
Rozdil je pouze v zapisu. Zde nezapisujeme vysledek zpétného ndsobeni, ale pouze zbytek.
Jako prvni opét uréime nejmensi moznou &ast z délence, kterou Ize vydélit délitelem. Cislem
18, coby délitelem, je moiné vydélit nejmensi ¢ast délence rovnou Cislu 21. Poté se
odhadne nédsobek. Do ¢isla 21 se vejde maximalné jednondasobek ¢isla 18. Cislici jedna
zapiSeme jako prvni Cislici vysledného podilu. Nasledné zpétné roznasobime 1-18 a
zpaméti odecteme od cCisla 21. Vysledek rozdilu, Cislo tfi, zapiSeme pod délenou ¢3ast a
sepiSeme dalsi Cislici ze zadaného délence, tedy Cislici 7. Tim ziskdme nového délence a
odhadujeme vysledek podilu 37:18. Vysledek tohoto odhadu opét zapiSeme do
vysledného podilu jako dalsi &islici, ve vysledku se tedy objevi jako dalsi &islice dvé. Cislem
dvé pak opét zpétné roznasobime, uréime rozdil, sepiSeme posledni ¢islici a znovu zapiSeme
odhad nasobku. Po zpétném roznasobeni vychazi nula a jelikoZ jiz neni co sepsat, dospéli

jsme k vysledku podilu rovnému 121, a to beze zbytku.

Ovéreni spravnosti déleni je provddéno pomoci soucinu. Ve zkousce se ndsobi podil
s délitelem. V pfipadé déleni se zbytkem je pak jesté potfeba pripocitat k vysledku soucinu
hodnotu zbytku. Vysledek déleni je spravny, pokud je vysledkem soucinu ve zkousce &islo

rovné délenci.
[16,17]

4.4.3 DELENi V NEDESITKOVYCH CISELNYCH SOUSTAVACH
Pti déleni v Ciselné soustavé, ktera neni desitkovd, vyuzivdme tabulku vztah( pro nasobeni

v dané soustaveé.

Podivejme se na déleni v pétkové soustavé. Napred si ukazme, jak probiha déleniv pétkové
soustavé pouze jednocifernym délitelem. Je tfeba zndat tabulku vztahl pro nasobeni

v pétkové soustavé, ktera vypada takto:
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o 12 3|4
0 0|0 |O
1/ 0|12 )|3 |4
2 | 02 |4 11|13
3 | 03|11 )14 22
4 (0 | 4 13|22 31

(3402)5: (3)5 = (1114)5
-3
04
-3
10
-3
22
—22
0

Délitel je roven Cislu 3 v pétkové soustavé. Bereme tedy v Uvahu jeho nasobky ve sloupecku
nebo v radku oznaceném trojkou. Nejmensi mozna ¢ast délence délitelna tfemi je pfimo
rovna tfem a jde o jednondsobek. Prvni Cislici ve vysledném podilu tedy bude jednotka.
Provedeme zpétné roznasobeni a jeho vysledek napiSeme pod délenou ¢ast. Vysledkem
soucinu 1 - 3 v pétkové soustavé je tedy Cislo tti, které zapiSeme se znaménkem minus. Po
pisemném odecteni 3 — 3 zapiSeme do dalSiho fadku nulu jako vysledek. K ni sepiSeme
nasledujici Cislici délence, ¢imz ziskdme Cislo 4 a opét hleddme co mozna nejvétsi ndasobek
Cisla tfi v prislusném fadku. Opét jde o jednonasobek, takZe tedy zapiSeme dalsi jednotku
do podilu. Zpétné roznasobime a Cislo tfi zapiSeme se znaménkem minus pod Cislo Ctyfi.
Dale zapiSeme ¢&islo 1 jako vysledek po odecteni a opét sepiSeme dalsi Cislici ze zadaného
délence, tedy Cislici nula. Pfi pohledu do tabulky vidime, Ze v Uvahu prichazi opét pouze
jednonasobek ¢Cisla tfi. Jednotku zapiSeme do vysledku. Zpétné roznasobime a trojku
zapiseme pod délence. Pfi odecitani musime myslet na to, Ze pocitdame v pétkové soustave,
vysledkem je tedy Cislo dvé, ke kterému sepiSeme dvojku (posledni dislici z délence).
V tabulce hleddme &islo mensi nebo rovno 22. Tomu odpovida étyfnasobek &isla tfi. Cislice
Ctyri bude posledni Cislici ve vysledném podilu, protoze po zpétném roznasobeni a odecteni

dojdeme ke zbytku rovnému nule.

Nyni pocitejme v sedmickové soustavé. Vezméme v Uvahu viceciferného délitele. Vztahy

pro nasobeni jsou v tabulce:
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2 |34 |5 |6
0| O

2 |3 |45 |6
4 | 6 (11|13 |15
6 |12 | 15|21 | 24

11 | 15| 22 | 26 | 33
13 121 | 26 | 34 | 42
15|24 | 33|42 | 51

|l | A W N = O
o| Ol O]l O]l Ol Ol O] ©
|l L | W N| | Of =

(6231),: (24), = (232),
—51
113
~105
51
—51
0

U tohoto prikladu je délitel roven (24),. Proto hledame ve sloupecku nebo fadku pro
dvojku (prvni Cislice délitele). Délenec je roven (6231),, proto hledame ¢islo, které je
nejblize Cislu 6 (nejmensi mozna ¢ast z délence), ale zaroven je mensi nez toto Cislo. Tomu
odpovida Cislo 4, které je soucinem 2 - 2. Proto je prvni Cislice vysledku rovna dvéma. Déle

zpétné rozndsobime a odecteme. Dalsi déleni probiha stejné.

[16]
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5 PRAKTICKE VYUZITI VE SKOLSKE MATEMATICE

V této kapitole se budeme zabyvat pfiklady praktického vyuZiti teorie Ciselnych soustav ve
Skolské matematice. Ackoliv pfimo toto téma neni se zaky zakladnich Skol probirano,

setkdvaji se s Ciselnymi soustavami, aniz by si to kolikrat uvédomovali nebo o tom védéli.

5.1 RESENE MATEMATICKE PRIKLADY

5.1.1 Cas

Klasickym prikladem, kdy zZaci pracuji s jinou Ciselnou soustavou, nez je desitkova, je prevod
Casu. Pfi prevodu sekund, minut a hodin je vyuZivano soustavy Sedesatkové. Ddle pfi
prevodu poctu hodin na pocet dni vyuzivame soustavu Ctytiadvacitkovou, vztah mezi dny a
tydny je dan soustavou sedmickovou a v neposledni fadé mezi mésici a roky plati pravidla

dvanactkové soustavy.
Priklad:
Vyjadrete ndsledujici ¢asy v sekundach:
a) 11h
b) 25 min
c) 1h57min
d) 25h
Reseni:
Pti feSeni zadanych prevodl vyuzivame vztahy platné pro jednotky ¢asu, a to takové, Ze
jedna hodina se rovnd Sedesati minutdm a jedna minuta je rovna Sedesati sekundam. Jedna
hodina je tedy rovna 3 600 sekundadm (co? lze vyjadfit jako 60?). Jde tedy o klasické

pocitani v Sedesatkové Ciselné soustavé s tim, Ze vzpomeneme-li na jednotliva seskupeni,

pak jsou zde oznacovana postupné jako sekundy, minuty a hodiny.
a) 11 h=11-60min = 660 min = 660-60s =39 600 s
b) 25min=25-60s=1500s
c) 1h57min=1-60+57min=117min =117-60s =7020s

d) 2,5h=25-60min=150min =150-60s =9000s
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Priklad:
Vyjadrete v hodindch, minutach a sekundach:
a) 582s
b) 48000 s
c) 5123s
d) 9000s
Reseni:
a) 5825=5404+425=9-604+42s5s =9min 42s
b) 48000s =800-60s =800min = 13-60+ 20 min = 13 h 20 min

c) 5123s=5100+23s=85-60+23s =85min 23s=(1-60+
25)min 23s =1h25min 23 s

d) 9000s =150-60s =150 min = (2-60 + 30)min = 2 h 30 min
Priklad:
Petr precetl knihu za 3 tydny, Marek za 23 dni. Kdo precetl knihu dfive a o kolik dni?
Reseni:
Dobu, za kterou oba dva hosi precetli knihu, musime prevést na stejné jednotky. Plati, Ze
jeden tyden je roven sedmi dnim, jde tedy v podstaté o sedmickovou soustavu. Petr Cetl

knihu 3 tydny = 3 -7 dni = 21 dni nebo miZeme naopak vyjadrit, Ze Marek cetl knihu
23dni =7-3 + 2dni = 3tydnya 2 dny.

Petr precetl knihu dfive nez Marek, a to o dva dny.
Priklad:
Doplrite znaménka nerovnosti, popf. rovnosti:

a) 15dni[ ] 340 hodin

b) 63 mésict [ ] 5,5 roku

c) 18tydni [ ] 126 dni

d) 300 dni[ ] 44 tydna
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e) 8tydnid [ ]1330 hodin

f) 2 hodiny 30 minut [ ]9 500 sekund
Reseni:

a) 15dni > 340 hodin

b) 63 mésicu < 5,5 roku

c) 18 tydnl = 126 dni

d) 300 dni < 44 tydni

e) 8tydnl > 1330 hodin

f) 2 hodiny 30 minut < 9 500 sekund
P¥iklad:

Balén letél 8 hodin 8 minut a 8 sekund. Kolik sekund chybélo do toho, aby baldn letél
10 hodin?

Reseni:

V tomto pripadé musime prevést dobu, po kterou baldén letél, na sekundy — 8 hodin 8 minut
8 sekund = 8:60-60+8-60+ 8 = 28800 + 480 + 8 = 29 288 s. Dale prevedeme

10 hodin na sekundy, abychom mohli zjistit rozdil, tj. 10 h = 10-60-60 = 36 000 s.
Nakonec vypocteme samotny rozdil sekund: 36 000 — 29 288 = 6 712.

Do 10 hodin letu balénu chybélo 6 712 sekund.
Priklad:

Rychlik z KoSic vyjel ve 13 hodin 33 minut. Do Prahy dorazil v 16 hodin 17 minut. Jak dlouho

trvala cesta rychlikem z KoSic do Prahy?

Reseni:

Pocitame rozdil 16 h 17 min — 13 h 33 min. Abychom mohli snadno odecist minutové
¢asti hodiny, je vyhodné zapsat prvni ¢as tak, Zze pfevedeme jednu hodinu na minuty a ty
poté pricteme k minutové ¢asti. Tim ziskdme v mensenci vétsi Cisla jak u hodin, tak i u
minut. Pti rovnosti 1 h = 60 min je tedy 16 h 17 min = 15 h 77 min. Nyni uz neni tézké

odedist ¢asy od sebe, zvlast hodinové ¢asti a zvlast minutové ¢asti:
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15 h 77 min — 13 h 33 min = (15 — 13) h + (77 — 33) min = 2 h 44 min.
Cesta z KoSic do Prahy trvala 2 hodiny a 44 minut.
[19,20]

5.1.2 UHLY
PFi pocetnich operacich s Uhly a jejich velikostmi vyuZzivdme, stejné jako pfi pfevodu mezi
jednotkami ¢asu (sekundami, minutami a hodinami), Sedesatkovou soustavu, nebot plati,
Ze jeden stupen je rovny Sedesati minutam a jedna minuta je rovna Sedesati vtefinam, tzn.
1°=60',1"=60".
Priklad:
Pfevedte na minuty:

a) 2°

b) polovina stupné

c) 1,5°

d) jedna Ctvrtina stupné

e) 2,1°
Reseni:

a) 2°=2-60"=120°

b) polovina stupné = % 60" = 30’

c) 1,5°=1,5-60"=90

d) jedna Ctvrtina stupné = % 60" =157

e) 2,1°=2,1-60"= 126"
Priklad:
Pfevedte na stupné a minuty:

a) 73°

b) 180’

c) 1257
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d) 100’

e) 1000’
Reseni:

a) 73’ =60"+13"=1-60"+ 13" = 1°13"

b) 180" =3-60" = 3°

c) 125"=120"4+5"=2-60"+5" = 2°5’

d) 100°=60"+40"=1-60"+ 40" = 1°40°

e) 1000°=960"+40"=16-60"+ 40" = 16°40°
Priklad:

Poskladejte trojuhelnicky do jednoho velkého trojuhelniku k sobé tak, aby vzdy dvé pfilehlé

strany predstavovaly stejnou velikost Uhlu.

Reseni:
Priklad didaktické hry zamérené na velikosti uhli ve stupnich a minutdch. Cilem hry je

upevnéni a procvi¢eni dané latky. Ukolem Zaka je sloZit rozstfihané trojuhelni¢ky do tvaru
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velkého trojuhelniku tak, aby sousedni strany vidy predstavovaly stejnou velikost Ghlu.

Vysledny trojuhelnik pak vypadd nasledovné:

Priklad:
Vypocitejte:
a) 24°10" 4+ 30°20" =
b) 47°40" + 2°20" =
c) 254°40" 4 23°58" =
d) 86°20" —42°5" =
e) 50°26" —17°42" =
f) 48°—6°10" =
Reseni:
a) 24°10"+ 30°20" = (24 +30)° + (10 + 20)" = 54°50°
b) 47°40" + 2°20" = (47 + 2)° + (40 + 20)" = 49°60" = 50°
c) 254°40° + 23°58" = (254 + 23)° + (40 + 58)" = 277°81" = 278°21°
d) 86°20" —42°5" = (86 —42)° + (20 — 5)" = 44°15’
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e) 50°26" — 17°42" = 49°86" — 17°42" = (49 — 17)° + (86 — 42)" = 32°44
f) 48°—6°10" = 47°60" — 6°10" = 41°50’
Priklad:

Trojuhelnik ABC ma vnitini Uhly a, S, y. Zndme velikosti dvou z nich: @ = 63°32’, f =
42°45’. Jaka je velikost Uhlu y?

Reseni:
PFi vypoctu musime znat pravidlo o souctu
vnitfnich Ghld v trojuhelniku. Ten je roven

180°. Abychom ziskali velikost uhlu v,

musime tedy od 180° odecist velikost dvou

8 zadanych ahld.

180° — (63°32" + 42°45") = 180° — 105°77" = 180° — 106°17" = 179°60" — 106°17"
= 73°43°

Velikost Uhlu y je rovna 73°43".

[21,22]

5.2 UKAZKA ZE STARST UCEBNICE MATEMATIKY

Nasledujici priklad bychom nalezli v uéebnici matematiky pro 4. ro¢nik zakladni Skoly z roku
1987. Ucebnice obsahuje strucny vyklad k ¢iselnym soustavdm jinym neZ soustava
desitkovd a podava ho jednoduse formou krouzkovani jednotlivych seskupeni prvki.

Ukazka vykladu:
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Obrazek 7: Ukazka z ucebnice Matematiky pro 4. ro¢nik

5.2.1 RESENA ULOHA NA PREVODY MEZI CISELNYMI SOUSTAVAMI
Priklad:

Vyjadiete pomoci mnoZinového zndzornéni a tabulky:
a) Cislo 9 ve dvojkové soustavé
b) Ccislo 83 v pétkové soustavé
c) Cislo 68 ve ctyrkové soustavé
d) dislo 23 ve trojkové soustavé
Reseni:
Zaci si znazorni zadané ¢&islo desitkové soustavy pomoci mnoziny o daném poctu prvkd. Dale

krouzkuji tolik prvk, kolik se rovna zakladu ciselné soustavy, do které maji prevadét. Kolik
prvkl jiz nejde zakrouzkovat zapisi do tabulky do sloupecku neseskupeno. Dale krouzkuji
znovu vidy po poctu rovném zdakladu, ale jiz krouzkuji seskupené prvky. Pocet zbylych

skupinek se opét zapise, tentokrat do sloupecku 1. seskupeni. Poté by se opét krouzkovaly
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vétsi skupiny, dokud by to bylo mozné, a pocdet zbylych by se zapsal do nasledujiciho

sloupecku.
a)
s ™\
Y Y Y Y | Y
* S+ SRR+ S ¢
\. v,
3. seskupeni | 2.seskupeni | 1.seskupeni | neseskupeno
] *
1 0 0 1
-2 9 = (1001),
b)

2. seskupeni

1. seskupeni

neseskupeno

3

3

> 83 = (313);
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c)

y ™
AA AA
AA AA
AA AA
AA AA

L 7

f ™
AA AA
AA AA
AA AA
AA AA

., w,

4 N
AA AA
AA AA

. W

'd Ny
AA AA
AA AA

. A

v

A
A

3. seskupeni | 2.seskupeni | 1.seskupeni | neseskupeno
I I
1 0 1 0
- 68 = (1010),
d)
OECED)
o T -
OECED)
o S -
O
2. seskupeni | 1.seskupeni | neseskupeno
2 1 2
-2 23 =(212);

[23]
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5.3 RESENE INFORMATICKE PRIKLADY

S klasickymi pfevody mezi jednotlivymi Ciselnymi soustavami se Zaci bézné nesetkavaji.
Snad jen v hodinadch informatiky a informacnich a komunikacnich technologii, v rdmci
teorie o principu funkce pocitace, by se mél ucitel zminit urcité o dvojkové Ciselné soustavé
a tfeba i o osmickové a Sestnactkové. Jestli oviem bude se Zaky probirat pouze teoreticky
zaklad nebo je naudii prevody, zaleZzi pouze na ném. My se zaméfime pouze na prevod mezi
desitkovou a dvojkovou soustavou, se kterym Zdaci obvykle nemivaji problém, pokud

k nému ziskaji dostate¢ny a zaroven jednoduchy vyklad.
Priklad:

Pfevedte ndasledujici Cisla z desitkové soustavy do soustavy dvojkové pomoci tabulky

mocnin:
a) 18
b) 51
c) 214
d) 344
Reseni:
Zaci si vytvofi tabulku, v jejiz zahlavi si vypisi postupné mocniny &isla dvé, coby zakladu
dvojkové soustavy. Déle doplni jednotky pod ty hodnoty, jejichZz sou¢tem ziskaji ¢islo, které

prevadéji. Mezery mezi jednotkami doplni nulami s tim, Ze védi, Ze na zacatku Cisla jsou

nuly prebytecné.

a) 18

27=128|25=64 | 2°=32|2*=16| 23=8 | 22=4 | 2'=2 | 2°=1

> 18 = (10010),

b) 51

27=128|2°=64 | 2°=32 | 2*=16| 28 22=4 | 21 20=1

I
[o0]
I
N

54



PRAKTICKE VYUZITI VE SKOLSKE MATEMATICE

> 51 = (110011),

c) 214

27=128|25=64 | 2°=32|2*=16| 23=8 | 22=4 | 21=2 | 2°=1

1 1 0 1 0 1 1 0

- 214 = (11010110),

d) 250

27=128|25=64 | 2°=32|2*=16| 23=8 | 22=4 | 21=2 | 2°=1

1 1 1 1 1 0 1 0

- 250 = (11111010),
Priklad:
Pfevedte zadana cisla dvojkové soustavy na Cisla desitkové soustavy:
a) (111),
b) (11011),
c) (101010),
d) (111000),
Reseni:
Zaci vyuzivaji stejnou tabulku jako pfi pfedchozim pfikladu. Do tabulky dopini jednotky a

nuly podle zadaného dvojkového cisla. Musi si ovSem pamatovat, Ze tabulka musi byt

vV

pozpatku. Dale uz zjistuji hodnotu Cisla po prevedeni do desitkové soustavy tak, Ze sectou

hodnoty, u nichZ se v tabulce vyskytuje jednotka.

a) (111),

27=128|2°=64 | 2°=32|2*=16| 23=8 | 22=4 | 2'=2 | 2°=1

S4+2+1>(11),=7
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b) (11011),

27=128|25=64 | 2°=32|2*=16| 23=8 | 22=4 | 21=2 | 2°=1

>16+8+2+1>(11011), = 27

) (101010),

27=128|25=64 | 2°=32|2*=16| 23=8 | 22=4 | 21=2 | 2°=1

>32+8+2> (101010), = 42

d) (111000),

27=128|25=64 | 2°=32 | 2*=16| 28 22 21 20

Il
(o]
Il
N
Il
N
Il
—_

1 1 1 0 0 0

> 32416 + 8> (111000), = 56

5.4 RIMSKE CISLICE
V neposledni fadé bychom neméli zapomenou na fimské Cislice, které se déti na zakladni
$kole ug&i pozndvat uz na prvnim stupni. Casto byvaji i samotné t¥idy oznacovany fimskymi
Cislicemi.
Priklad:
Prectéte spravné véty:

a) Maly Pepicek chodi do Ill.A, jeho bratr Kaja do XIII.C.

b) Zlatd bula Karla IV. byla vydéna roku 1356.

c) Na Stitu staré chalupy se nachazi letopocet MDCCCLXVII.

d) Karlova univerzita byla zalozena MCCCXLVIII.

e) Slunecni hodiny ukazovaly mezi X a XI.
Reseni:

a) Maly Pepicek chodi do lll.A (tfeti), jeho bratr Kaja do XIII.C (osmé).
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b) Zlatd bula Karla IV. (¢tvrtého) byla vydana roku 1356.
c) Na Stitu staré chalupy se nachazi letopocet MDCCCLXVII (1867).
d) Karlova univerzita byla zaloZzena roku MCCCXLVIII (1348).

e) Slunecni hodiny ukazovaly mezi X a XI (10 a 11).
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Zakladnim cilem této diplomové prace bylo podat uceleny vyklad tykajici se teorie Ciselnych
soustav, prevodl Cisel mezi jednotlivymi soustavami a moznosti pouZziti matematickych
operaci s Cisly jednotlivych soustav. Prace se zabyva hlavné pozi¢nimi ¢iselnymi soustavami,
konkrétné jsou obecné principy vysvétleny na vybranych soustavach — desitkové, dvojkové
a Sestnactkové. Vilustrativnich prikladech jsou pak pouzZivany dciselné soustavy o

libovolném zdakladu, aby bylo patrné, Ze principy funguji opravdu ve vSech soustavach.

Prvni kapitola se zabyvala obecnou teorii ¢iselnych soustav, byly v ni vysvétleny zakladni
pojmy a zakonitosti tykajici se Ciselnych soustav. Podstatnou ¢ast tvofila historie Ciselnych
soustav. Zde jsme se docetli o tom, proc bylo dlilezité nalézt vhodny zplsob zaznamenavani
Cisel a vytvorit zaklady pro vznik riznych Ciselnych soustav. Uvedeny byly napfiklad mayska
dvacitkova soustava, egyptské hieroglyfy pouzivané k zapisu Cisel, plivod arabskych cislic a
fimskych Cislic.

V druhé kapitole jsme se sezndmili s Ciselnymi soustavami o zakladu z = 10 i jiném a se
zpUsoby vyjadreni Cisel v jednotlivych soustavach. Dozvédéli jsme se, Ze teoreticky existuje
nekone¢né mnoistvi Ciselnych soustav o libovolném prirozeném zakladu. Z hlediska
vyuzitelnosti soustav byla podrobnéji rozvedena soustava desitkovd, dvojkova a

Sestnactkova.

V kapitole zabyvajici se prevody cisel mezi jednotlivymi Ciselnymi soustavami jsme si jako
prvni ukazali, jak funguji pfevody mezi desitkovou a nedesitkovou soustavou. Pro prevody
z desitkové soustavy do jiné jsme poznali dvé jednoduché metody — metodu vyuzivajici
hodnoty mocnin zakladu soustavy, do které prevadime, a metodu postupného déleni. Pro
prevod do desitkové soustavy jsme si predvedli zplsob, kdy se Cislo pfepiSe do rozvinutého
zapisu. U prevodli mezi dvéma nedesitkovymi soustavami jsme se seznamili s pojmem

pribuzné soustavy.

Ctvrtd kapitola obsahovala vyklad pocetnich operaci v jednotlivych &iselnych soustavach.
Kazda pocetni operace, jako je scitani, od¢itani, ndsobeni a déleni, byla napred ukazana
s pomoci matematického pocitadla a kardinalniho modelu. Dale byl nastinén princip
operace pomoci rozvinutych zdpis(i. Dozvédéli jsme se, proc je vyhodné znat tabulku vztah(

pro danou operaci v dané Ciselné soustave.
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V posledni kapitole jsme se zabyvali priklady praktického vyuzZiti teorie ¢iselnych soustav ve
$kolské matematice. Zjistili jsme, 7e téma ,Ciselné soustavy“ sice neni uvezeno
v Ramcovém vzdélavacim programu pro zdkladni vzdéldvani, ale Zaci se s Ciselnymi
soustavami setkavaji pfi bézné praci, aniz by si to kolikrat uvédomovali. V kapitole byly
uvedeny typické pfriklady, pfi jejichz feSeni je vyuzivdno zakonitosti z teorie Ciselnych
soustav. Priklady se tykaji ¢asu, uhlu, klasickych pfevod( mezi desitkovou a dvojkovou
soustavou vyuzivanych v oblasti informatiky a Ffimskych Cislic. Jako zajimavost, byla

doplnéna ukdazka vykladu a reSeny priklad ze starsi u¢ebnice matematiky.
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RESUME

This thesis titled “Numeral systems, their conversions and arithmetic operations” deals
with the general theory of number system, their history, principles of registrations and
transfers of the numbers in the selected number systems. The work is divided into five
chapters. The text is supplemented by a number of illustrative examples. The beginning of
the work is the general introduction into the theory of the number systems and their
history. The brief list of number systems and the way of the expressing numbers in a writing
system is in the second chapter. The principles of transfers between the numeral systems
are explained in the next chapter. The following chapter explains the mathematical
operations in different number systems —addition, subtraction, multiplication and division.
The practical using in school mathematics is discussed in the last chapter. There are given

calculated examples in various fields.
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