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Znacka a jeji vyznam:

( ),< >,{ } kulata, resp. hranatd, resp. sloZzena zavorka

< <
> >
N
A, det
S

AB,D,..

mod

Xo F X1

&

je mensi, resp. je mensi nebo rovno
je vetsi, resp. je veétsi nebo rovno
rovna se

kongruence

« Iy a .
déleno; v textu pisSeme ™ nebo alb misto a: b

a soucasné
determinant

je prvkem, patii do; napt. x € (a, b) znamena: X patii do intervalu (a, b)

soucet, suma; Z a, je nekonecna fada utvorena z ¢lent posloupnosti {a,, }
n=1

matice

transponovana matice k matici A
N-t4& mocnina

prvek v i-tém fadku a v j-tém sloupci matice A
diagonala

hodnost

n-faktorial (1-2-3-...-n)

matice 0 m tadcich a n sloupcich
modulo

X S€ Nerovna x;

vektor x

obor celych cisel
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Diplomova prace na téma ,,Soustava linearnich diofantickych rovnic a Smithliv normalni
tvar matic“ je vénovana linearnim diofantickym rovnicim, jejich soustavam a nakonec

1 Smithovym normalnim tvarem matice.

Mnoho lidi si neumi piedstavit, co se skryva pod témito pojmy, i kdyZz jsme se urcité
vSichni na prvnim stupni zékladni Skoly s linedrnimi diofantickymi rovnicemi setkali.
Jediné, s ¢im jsme se setkat vilbec nemuseli, je Smithiiv normalni tvar matic, nebot
S maticemi se setkdvame az na vysokych Skolach, nebo mozna jiz dfive, na gymnaziich.
Cilem této prace bude seznamit ¢tenafe S témito pojmy a predvést je na piikladech. Je
kladen také diraz na pochopeni teoretické podstaty rovnic a soustav. Na zaklad¢ této prace

bychom si méli osvojit i ur¢ité pocetni metody.

V diplomové praci nalezneme ctyti hlavni kapitoly. V prvni kapitole si povime, kdo to byl
Diofantos z Alexandrie. NeZ za¢neme feSit soustavy linearnich diofantickych rovnic, méli
bychom néco veédét o linedrnich diofantickych rovnicich, jeji zdkladni pojmy a pocetni
ukony. Proto dalsi kapitola bude o line4drnich diofantickych rovnicich, kde si ukdZeme
vhodné metody potiebné k vypocétu. V tieti kapitole prejdeme k soustavé linedrnich
diofantickych rovnic a zptisobtim jejich feSeni. V posledni kapitole si povime, kdo to byl

Henry John Stephen Smith, a zaméfime se na Smithllv normalni tvar matice.
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1 DIOFANTOS Z ALEXANDRIE

,Otec algebry“, tak nazyvame zahadného muze ze starovékého svéta, pana Diofanta
z Alexandrie, obzvlast’ za jeho dilo Aritmetika. Sepsal i dalsi dila a mensi spisky jako
napiiklad o ,,polygonalnich® Cislech a na jeho pocest se rovnicim, jejichz feSeni jsou

celociselnd, fika diofantické.

1.1 HADANKA

O Diofantovi toho vime velice malo. Uz jen urcit, kdy pfesn¢ Zil, je pro historiky problém.
Vi se, ze stravil podstatnou c¢ast svého zivota v Alexandrii. Obdobi, ve kterém zil,
odhadujeme podle toho, koho on ve svych pracich cituje a ktefi autofi cituji jeho. Nasly se
zminky, v nichz Diofantos cituje feckého matematika Hypsiklése, Zijiciho v dobé 190 —
120 pt. n. 1., a kdy fecky matematik a otec Hypatie Theon Alexandrijsky (335 — 405 pf. n.
1.) citoval Diofanta. Tudiz musel zit mezi rokem 150 pf. n. 1. az do roku 350 n. |. Proto si

myslime, Ze se narodil kolem roku 200 n. 1. a zemiel o né¢jakych osmdesat Ctyti let pozdéji.

Veék osmdesat Ctyfi let zname z tzv. ,,Diofantovy hadanky®, kterou si Diofantos nechal
vytesat na vlastni ndhrobek. Je v podobé pocetni ulohy, a i kdyz existuje n¢kolik riznych

ptekladi, dostaneme se ke stejnému vysledku. Napftiklad tato:
, Zde lezi Diofantos,jaky to div, a(gelora povi, jak dlouho by[ Ziv:
Buth dal mu o{étskj/ vék Sestinu zitl, dvandctinu pak, nez vousy moh miti;
Po dal¥i sedminé svou fenu sivzal; a za pét let otcem syna se stal.
Ach, ubohé dité mudvce a panal Zil dvakrat miti ne? otec a uZ mu zvon( hrana!
Jesté eyt [éta do Eisel se no¥il, neZ i jeho Cas se konetné zavrsil.“

Nyni zkusime tuto hadanku rozlustit.

Pokud oznacime za x v€k Diofanta, kterého se dozil, pak by rovnice byla ve tvaru:

LI S
YT T2y 2

Pievedeme si vyrazy obsahujici X na levou stranu rovnice:
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Najdeme spole¢ného jmenovatele zlomkd, kterym je Cislo 84:

8436—14x—7x—12x—42x_9
84 B

Upravime ¢itatel a dostaneme:

9x

8a =~

Nakonec obé¢ strany vynasobime 84 a vydélime 9.
x =84

Po vyieSeni této rovnice jsme zjistili, Ze Diofantos Zil 84 let. Tato tloha se vyskytovala i

v nékterych stiedoskolskych uéebnicich, uzivanych v CR.

1.2 DiLo

Nejvetsim a nejvyznamngj$im Diofantovym dilem je Arithmetica [Aritmetika]. Obsahuje
130 az 189 uloh, které se zabyvaji numerickym feSenim urcitych 1 neurcitych rovnic.
Arithmetika je slozena z tfinacti knih, kde bylo shromazdéno vse, co znali matematici
za dob Diofantova Zivota o feSeni linearni a kvadratické rovnice. Dochovalo se ale pouze
Sest znich a existuji jeSté Ctyfi arabské knihy pokladajici se za pieklady. Diofantos
ignoroval nulu a zaporna ¢isla, tudiz se vénoval kladnym racionalnim fesenim. Dilo
Arithmetika sehrdlo mnohem pozdéji dilezitou roli pro formulaci a dikaz Velké

Fermatovy véty.

Dalsi dila, ktera v Arithmetice Diofantos odkazuje, ,,Porismy* a ,,Moriastika®, jsou uplné

ztracena. Existuji v§ak zlomky jiného dila, tzv. O mnohouhelnikovych &islech.
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2 LINEARNI DIOFANTICKE ROVNICE

Definice 1: Linearni diofantické rovnice

Linearni diofanticka rovnice je rovnice ve tvaru
a x1 + azx, + -+ apx, = b,
kde a,,a,,..,a, b jsou cela ¢isla a x1,x,,..,Xx, jsou neznamé. Pro rovnici 0 n

neznamych piedpokladame, ze a; # 0 pro kazdéi=1, ..., n.

2.1 LINEARNI DIOFANTICKE ROVNICE SE DVEMA NEZNAMYMI

Definice 2:

Lineéarni neurcitou rovnici o dvou neznamych X, y rozumime rovnici
ax + by = c, az0Ab+#0,

kde koeficienty a, b, ¢ této rovnice jsou cela Cisla a neznamé X, y jsou téz prvky mnoziny

celych cisel.

Definice 3: Nejvétsi spoleény délitel

Necht’ jsou kladna cela &isla aq,ay, ..., a,. Cislo u € Z nazyvame spoleénym délitelem
¢isel a4, ay, ..., an, pokud ula; pro kazdé i = 1, 2, ..., n. Kladné celé ¢islo d nazyvame
nejveétsim spoleénym délitelem ¢isel a4, a,,...,a, a zapisujeme d = (a4, as,,...,a,),
jestlize d je spoleénym délitelem téchto Cisel a je-li u € Z libovolny spole¢ny délitel ¢isel

a,, ay, ..., Ay, pak uld.

Véta 1: Nutna podminka feSitelnosti

Nutnou podminkou fesitelnosti rovnice ax + by = ¢ je, ze nejvétsi spoleény délitel d

koeficientd a, b musi délit celé &islo c.

Piedpokladem je, Ze rovnice ma feSeni xo,y,. Potom plati d|(ax, + by,), protoze

dla A dlb. Tim je dokazéano, ze d|c.
Lemma 1.

Necht’ a|b a b|c, potom pro libovolna cel &isla x a y plati a|(bx + cy).



LINEARNI DIOFANTICKE ROVNICE

Dukaz véty o nutné podmince fesSitelnosti

Nejprve dokazujeme, Ze rovnice ax + by =c je fesitelna, pokud plati (a,b)|c.
Predpokladame, Ze existuji celd Cisla X a y pro ax + by = c. Pak na zaklad¢ vlastnosti

nejvétsiho spole¢ného délitele a lemmatu 1 plati d|(ax + by) = c.

Regitelnost rovnice vyplyva zpodminky (a,b)|c a oznaéme si (a,b) =d. Pak
zkouméame diofantickou rovnici ve tvaru ax + by = d. Euklidovym algoritmem umime
nalézt Cisla x,, v, ktera lezi v oboru celych &isel. Potom plati ax, + by, = 1. Pak (a, b)lc

ac=de, kdee€Z.
Necht je x; = exy ay; = ey, ziejmé pak plati

ax, + by, = e(axy, + by,) = ed = c.
To znamena, Ze dvojice (x;, ¥,) je feSenim diofantické rovnice.

Véta 2: Nesoudélna Cisla

M¢éjme ¢&isla a4, ay, ..., a, nazyvana nesoudélna, pravé kdyz d = (aq,ay, ...,a,) = 1. Ke
kazdym dvéma nesoud€lnym piirozenym ¢islim a, b existuji cela ¢isla x, y takova, Ze plati

ax + by = 1.

Véta 3: Euklidav algoritmus

Necht’ a, b jsou pfirozena ¢isla. Pro kazdé n > 3, pro které a,,_; # 0, oznaéme a,, zbytek
po déleni ¢isla a,_, ¢islem a,,_;. Pak po kone¢ném poctu krokl dostaneme a;, = 0 a plati

an-1 = (@, b).

Véta 4: Bezoutova rovnost

Pro libovolna cela ¢isla a, b a d = (a, b) je jejich nejvetsi spolecny délitel, ptitom existuji

cela ¢isla u, v tak, ze d = au + bv. To nazyvame Bezoutova rovnost.
Jsou-li ¢isla a, b nesoudé€lna, existuji cela ¢isla u, v, pro ktera je
au + bv = 1.

Na piikladu si ukaZeme nelezeni jednoho feSeni linearni diofantické rovnice s vyuzitim

Euklidova algoritmu.
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Ptiklad: Naleznéte jedno feSeni diofantické rovnice 32x + 14y = 2.
Reseni:
Podle véty o nutné podmince feSitelnosti je tato rovnice fesitelna, tj. d = (32,14) =2 ata

d¢li pravou stranu rovnice. Euklidiiv algoritmus pro a = 32, b = 14 dava

32=14-2+4
14=4-3+2
4=2-2+0.

Protoze nejvétsi spoleny délitel je 2, pak ji vyjadiime z predposledni rovnice
2=14—-4-3=14+4-(-3).
Z prvni rovnice mame
4=32-14-2=32+14-(-2)
a dosazenim dostaneme
2=14+(32+14-(-2))-(-3)=14+32-(-3)+14-6 =32-(-3) + 14 7.
Timto jsme vypocetli Bézoutovu identitu a nalezli feSeni x, = =3 ay, = 7.
Necht cela ¢isla x (2) , Yo (2) predstavuji jiz feSeni rovnice ax + by = c¢. Nyni se

pokusime nalézt vSechna feSeni rovnice ax + by = ¢, kdyz jsme nalezli jiz pevné feSeni

X0, Yo. PFedpokladejme n&jaké dalsi feseni x’, y". Potom bude platit:
a b c
@+ (g)r =7
a plati také
ay . (by , ¢
@+ =7
Odeétenim obou rovnosti dostavame
a b
@ =22+ (G) 0u-y2 =0

upravime tak, abychom méli na kazdé stran¢ zv1ast’ neznamé x, x'a yo, "

) @-x1=(3) 0"~
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Odtud plyne délitelnost(%) / (¥o — ¥ ) ataké existence celého ¢isla t, pro které plati

yo—y’=(g)t-

Nyni si vyjadiime y

Tuto rovnost dosadime do rovnice (%) (xg —x") + (Z) (yo —y") = 0, adostaneme

(@ =7+ (G) o= (o=@
Upravime zavorky
B w-+)G)e=0
rovnici vydélime (%) a vyjadiime x

, b
X :xO‘l‘(E)t

Zkouskou se piesvédcime, ze cela ¢islax’, ', pro ktera plati
ne )
x'=x -
" \d

== (g)t
Y =Yo d
kde t € Z, jsou feSenim této rovnice. Timto dostavame vétu o nutné a postacujici

podmince, ktera vyse vyjadiené poznatky shrnuje.

Véta 5: Nutna a postacujici podminka

Nutnou a postacujici podminkou pro to, aby neurcita rovnice ax + by =c, a#0A b £0,
m¢éla aspon jednu dvojici FeSeni x,, y, je, aby nejvétsi spoleény délitel d koeficientt a, b
této rovnice délil celé ¢islo c. Jestlize cela Cisla xg, y, jsou feSenim rovnice ax + by = c,

a # 0 A b #0, potom vSechna feSeni rovnice jsou dana parametrickymi rovnostmi:
b
X =X+ (E) t
a
Y=Yo— (E) t,

kde parametr t probiha mnozinou celych cisel Z.
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2.1.1 PRIKLAD
Zadani:
Maly Vasik moc touzil po auti¢ku, které stalo 99 korun. Musel si ale na néj naSetiit. Od

babicky dostaval pétikoruny a od maminky dvoukoruny a vSe si schovaval do kasicky.

Kolik dvoukorun a pétikorun da v obchodé, aby zaplatit auticko?

1. ReSeni isudkem
Pokud zadame tuto Glohu Zakovi, urcité se ji pokusi vyiesit logickym uvazovanim. Vystaci
si se zakladnimi poc¢etnimi operacemi, aniz by sestavoval rovnici. Bohuzel se tak nedozvi,

ze tesil linearni diofantickou rovnici. Jak by zak mohl danou tlohu vyfesit?

Prvni co Zaka asi napadne, je zkusit zaplatit pomoci velkého mnozstvi pétikorun. Cislo 99
neni délitelné péti beze zbytku. Zjistime, ze 99 déleno péti dava netplny podil 19 a zbytek
¢tyfi. To znamend, Ze bychom castku 99 korun mohli zaplatit devatenacti pétikorunami a
dvéma dvoukorunami. Nachazime tak prvni feSeni tohoto piikladu. Musime ale

pokracovat, neziskali jsme vSechna feseni.

Nemuzeme pocet pétikorun snizit? O jednu pétikorunu rozhodné ne, protoze ji
nedokézeme nahradit samymi dvoukorunami. Ze stejného diivodu nemizeme ubrat lichy
pocet pétikorun. Kdybychom ale ubrali dvé pétikoruny, tak bychom ztratu vyrovnali péti

dvoukorunami. Nachazime dalsi feSeni, postac¢i nam 17 pétikorun a sedm dvoukorun.

Mohli jsme ale ubrat Ctyfi pétikoruny a tuto ztratu dohnat deseti dvoukorunami. Tim uz

mame treti feSeni, zaplatime pomoci 15 pétikorun a dvanacti dvoukorun.
Nachéazet dalsi feseni je jiz snadné. Snizime vZdy pocet pétikorun o dvé a zadroven musime
pridat pét dvoukorun. Skon¢ime tim, Ze k zaplaceni pouzijeme jednu pétikorunu a 47

dvoukorun. Reseni zapisujeme do tabulky

Pocet pétikorun | Pocet dvoukorun Pocet pétikorun | Pocet dvoukorun
19 2 9 27
17 7 7 32
15 12 5 37
13 17 3 42
11 22 1 47
Tabulka 1

10
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2. ReSeni s vyuzitim Euklidova algoritmu:
Chceme-li pocitat linearni diofantické rovnice, méli bychom je umét fesit i jinymi zpusoby.

Jednim moznym feSim je pomoci Euklidova algoritmu.
Oznacime Si:

Pocet dvoukorun ... X

Pocet pétikorun ...y

Tato slovni uloha vede k rovnici: 2x + 5y = 99. Resenim dané diofantické rovnice je
kazda uspofadana dvojice [x,y] celych nebo piirozenych ¢isel. Vzhledem k zadani

ptikladu nas budou zajimat pouze cisla ptirozena.

Nalezneme si alespon jednu dvojici xg, Y, ktera by byla feSenim rovnice 2x + 5y = 99.
Jelikoz ¢isla 5 a 2 jsou ¢isla nesoudé€lna, je d = (5, 2) = 1. Podle véty 2 o nesoudélnych
Cislech plati 2x"+ 5y " = 1. Tato ¢isla nalezneme pomoci Euklidova algoritmu. Protoze

jsou v tomto piikladu ¢isla nizka, dokazeme tyto ¢isla uhodnout.
Podle Euklidova algoritmu plati:
5=2-2+1

Nemusime psat zpétny zapis pomoci jednicky, protoze jiz z upravy vidime, jak rovnice

bude vypadat:
2-(-2)+5-1=1

Nasli jsme ¢isla x ', y ', pro ktera plati:

x ' =-=2

y'=1
Rovnost 2 - (—=2) + 5+ 1 = 1 vynasobime 99 a dostavame

2-(—198) +5-99 =99.

Cela cisla xy = =198, y,= 99 predstavuji feSeni ptivodni rovnice.

Pokud dlc a jsou-li cela cisla xg, vy, jsou feSenim rovnice ax + by =c,a# 0Ab # 0,

potom vSechna feSeni rovnice jsou ddna parametrickymi rovnicemi

11



LINEARNI DIOFANTICKE ROVNICE

2-(—~198) +5-99 = 99
a(xo) + b(yo) =99

Vsechna feSeni rovnice 2X + 5y = 99 jsou po dosazeni dana parametrickymi rovnicemi:
5
x=-—198 + (I) t

y=99—@)t,tez
x = —198 + 5¢
y =99 — 2t

Dale fesime pomoci nerovnic, kterymi omezime hodnotu parametru t. Podle zadani musi

platit nerovnice x>0,y >0, x + y = —99 + 3t.

1)x>0 ~198 + 5t >0 2)y>0 99 — 2t >0
t >392 t <491
5 2

Resenim téchto nerovnic dostavame nerovnice, kterym vyhovuje deset hodnot parametru t.

Dosadime t do rovnic x = —198 + 5t ado y = 99 — 2t.

t 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49

2 7 12 17 22 27 32 37 | 42 47
y 19 17 15 13 11 9 / 5 3 1

Tabulka 2

3. ReSeni s vyuzitim kongruence:

Pomoci linearni kongruence lze take tesit linearni diofantické rovnice.

Definice 4: Kongruence

Necht' a, b € Z. Jestlize Cisla a, b maji pfi déleni pfirozenym ¢islem m stejny zbytek r, kde

0 < r < m, pak se nazyvaji a, b kongruentni podle modulu m. Zapisujeme:

a = b (mod m).

12
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Lemma 2:

Necht a,b € Z, m € N, pak jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
a) a=b(modm),
b) a = b + mt pro vhodné t € Z,
c) mla—b.

Véta 6: Zakladni vlastnosti kongruenci

1.) Mizeme scitat kongruence podle téhoz modulu. Muzeme pienést libovolny
sCitanec s opacnym znaménkem z jedné strany kongruence na druhou. Muzeme

pficist jakykoliv ndsobek modulu na libovolnou stranu kongruence.

2.) Muzeme nasobit kongruence podle téhoz modulu. Obé¢ strany kongruence je mozné

umocnit na totéz piirozené ¢islo ¢i vynasobit stejnym celym cislem.
3.) MiZzeme vydélit jejich spoleénym délitelem obé¢ strany kongruence, jestlize je tento
délitel nesoudélny s modulem.
4.) Ob¢ strany kongruence i jeji modul muizeme soufasné vynasobit stejnym
ptirozenym ¢islem nebo vydélit jejich spole¢nym kladnym délitelem.
Nyni se pokusime vyiesit predchozi tilohu podle této metody. Méli jsme rovnici
2X + 5y = 99 a tu mizeme rozdélit na dva piipady.
a) Pokud vyjadiime x z kongruence 2x = 99 (mod 5) a dosadime do diofantické rovnice,
ziskame feSeni.

2x =99 (mod 5)

2x =4 (mod 5)
x =2 (mod)5)
x =2+ 5t.

Dosadime x do puvodni rovnice
2(2+5t)+ 5y =99
4+10t+ 5y =99
10t + 5y = 95

y =19 -2t

13
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Resenim je kazda uspofadana dvojice [2 + 5t; 19 — 2t], kde t € Z. Do tabulky jsou

uvedena vSechna [x, y] feSeni, jejichZ slozkami jsou vyhradné piirozena ¢isla:

t 0 2 3 4 5 6 7 8 9
2 7 12 | 17 | 22 | 27 | 32 | 37 | 42 | 47
y 19 | 17 | 15 | 13 | 11 9 7 5 3 1

Tabulka 3

b) Vyjadiime-li y z kongruence 5y = 99 (mod 2) a dosadime do diofantické rovnice,

feSeni by se nemé¢lo zmenit.

5y =99 (mod 2)
y =1 (mod 2)

y=1+2t

Dosadime y do piivodni rovnice a vyfeSime

2x+5(1+2t) =99

2x +5+10t =99

2x + 10t =94
x + 5t =47
x =47 -5t

Resenim jsou uspotadané dvojice [47 — 5t; 1+ 2t], kde t € Z. Pokud dosadime t do

usporadanych dvojic, pak dostdvame stejnou tabulku, ale v opacném potadi.

14
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2.2 LINEARNI DIOFANTICKE ROVNICE O VICE NEZNAMYCH

Zjistili jsme, ze fteSeni linearnich diofantickych rovnic o dvou neznamych neni nic
slozit¢tho a tomu nebude jinak i1 pfi feSeni linearnich diofantickych rovnic o vice
neznamych. Vyuzivame stejné poznatky, avSak ne vSechny metody jsou vhodné pro feseni.
Jak jsme si jiz uvedli, pfi feSeni téchto rovnic pouzivame Euklidiv algoritmus a
kongruenci. Dalsimi metodami jsou napiiklad vyjadieni ¢lenu s nejmensim koeficientem,
reduk¢éni metoda nebo grafické znazornéni. Témito metodami se v této praci zabyvat

nebudeme.

Definice 5: Linearni diofantické rovnice o n neznamych

Lineéarni neurcitou rovnici o N nezndmych rozumime rovnici
a X1 + azx, + -+ apx, = b,

kde koeficienty a4, a,, ..., a, této rovnice jsou cela Cisla, a; # 0 pro vSechnai=1,2,...,na

neznamé x4, X5, ..., X, jsou t€Z Z mnoziny celych cisel.

Véta 7: Nutna podminka

Nutnou podminkou feSitelnosti rovnice a;x; + ax, + -+ ayx, = b je, Ze nejvetsi

spole¢ny délitel d koeficientt aq, a,, ..., a, musi délit celé ¢islo b:
d=(aq,ay,...,a,) Adlb.

2.2.1 PRIKLAD

Zadani:

Maminka si chce pofidit album na fotografie. Ma tfi druhy fotografii — format 10x13,
format 15x15 a format 20x30. Na jednu stranu alba se vejde format 10x13 9krat, format

15x15 4krat a format 20x30 2krat. Kolika strankové album si maminka musi pofidit, kdyz

ma 108 fotografii?

Oznacime si:

Pocet fotografii formatu 10x13 ... X

pocet fotografii formatu 15x15 ...y

pocet fotografii formétu 20x30 ... z

Pro tuto slovni tillohu rovnice bude vypadat takto:

Ox + 4y + 2z = 108.

15
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Nez za¢neme tuto rovnici fesit, provéfime, zda ma vubec n&jaka feSeni. Jinak feceno,
ovetfime si nutnou podminku fesitelnosti. Méme ¢isla 9, 4, 2 a jejich nejvetSim spolecnym

délitelem je &islo 1. Cislo 1 déli &islo 108 a proto je uloha fesitelna.

1. ReSeni s vyuZitim Euklidova algoritmu
Rovnice je vzakladnim tvaru se tfemi neznamymi. Nejprve si najdeme nejvétSiho

spole¢ného délitele dvou cisel a nasledné provedeme substituci.

Nejvétsim spoleénym délitelem dvou ¢isel v této rovnici je d = (4, 2) roven dvéma a tu

vytkneme pied zavorku.
9x +4y + 2z =108
9x +2-(2y +z) =108,

Substituce bude pro u = 2y + z a dostaneme rovnici 9x + 2u = 108. Ta musi stale spliiovat
podminku feSitelnosti. Nejvétsi spolecny délitel 9 a 2 je 1 a 1 dé€li ¢islo 108, takze je
feSitelnd. Nyni pomoci Euklidova algoritmu nalezneme c¢isla xg,uy, kterd lze snadno

uhodnout.
Euklidav algoritmus je 9 = 2 - 4 + 1 a zpétnym zapisem pomoci 1 dostavame rovnost:
9:1+2-(—4) =1
Tu musime vynasobit 108:
9-108 + 2 - (—432) = 108.
Cela ¢isla x, = 108, uy = —432 predstavuji feSeni ptivodni rovnice.

Pokud d|c a jsou-li cela &isla xg,uy jsou feSenim rovnice ax + bu =c,a # 0 Ab # 0,

potom vSechna feSeni rovnice jsou dana parametrickymi rovnicemi

b
X = xo + (a) t
u=u0—(g)t; tEeZ
a(xy) + b(uy) = 108.

Vsechna feseni rovnice 9x + 2u = 108 jsou po dosazeni dana parametrickymi rovnicemi:

—108+<2>t
x= 1

16
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9
u=—432—(1)t;tEZ
x =108 + 2t
u=-—432-9t; t € Z.

Nyni se vratme k substituci u = 2y + z a vyfe§ime rovnici 2y + z = —432 — 9¢t.

Pouzijeme znova Euklidv algoritmus a ziskdme Bezoutovu rovnost
2-1+1- (-1 =1
2-(—432—-9t) +1-(432+9t) = —432 - 9t.

VSechna feSeni rovnice jsou dana dal§imi parametrickymi rovnicemi
= —]s
Y=DXYo d

Z=ZO—(%)S;SEZ

a(yy) + b(z,) = —432 -9t

apro rovnici 2y + z = —432 — 9t plati

1
y = —432—9t+<1)s

2
Z=432+9t—<I>s; t,seEZ

y=-—432—-9t +s
z=432+4+9t—2s; t,s € L.
Resenim jsou trojice &isel [x, v, z] ve tvaru
x =-108 + 2t
y=-—432-9t+s
z =432+ 9t — 2s,
kde s a t jsou cela ¢isla.
Trojice obsahujici vyhradné pfirozena ¢isla nalezneme z nerovnic X >0,y >0, z > 0:

1)x>0 —~108 + 2¢ >0 2)y>0  —432-9t+5>0
t>54 3)z>0  432+9t—2s>0
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Vytesit tyto nerovnice neni vibec jednoduché. Vypomiizeme si s pocitaCovym programem

Mathematica, kterd vypise vSechna mozna feseni.
Zadame-li

Solve[Ix+4y+27==108&&x>0 &&y>0&&7>0,{X,y,z},Integers]
dostaneme uspoiadané trojice

{{x->2,y->1,z->43} {x->2,y->2,z->41} {x->2,y->3,2->39} {x->2,y->4,2->37},
{x->2,y->5,2->35} {x->2,y->6,z->33} {x->2,y->7,z->31} {x->2,y->8,z->29},
{x->2,y->9,2->27} {x->2,y->10,z->25} {x->2,y->11,2->23} {x->2,y->12,z->21},
{x->2,y->13,z->19} {x->2,y->14,z->17} {x->2,y->15,2->15} {x->2,y->16,z->13},
{x->2,y->17,z->11} {x->2,y->18,2->9} {x->2,y->19,z->7} {x->2,y->20,z->5},
{x->2,y->21,z->3} {x->2,y->22,2->1} {x->4,y->1,z->34} {x->4,y->2,2->32},
{x->4,y->3,2->30},{x->4,y->4,z->28} {x->4,y->5,2->26} {x->4,y->6,z->24},
{x->4,y->7,2->22} {x->4,y->8,2->20} {x->4,y->9,z->18} {x->4,y->10,z->16},
{x->4,y->11,z->14} {x->4,y->12,2->12} {x->4,y->13,2->10} {x->4,y->14,2->8},
{x->4,y->15,z->6} {X->4,y->16,z->4} {x->4,y->17,2->2} {x->6,y->1,2->25},
{x->6,y->2,2->23} {x->6,y->3,z->21} {x->6,y->4,z->19} {x->6,y->5,z->17},
{x->6,y->6,z->15} {x->6,y->7,z->13} {x->6,y->8,z->11} {x->6,y->9,z->9},
{x->6,y->10,z->7}{x->6,y->11,z->5} {x->6,y->12,2->3} {x->6,y->13,z->1},
{x->8,y->1,z->16},{x->8,y->2,z->14} {x->8,y->3,z->12} {x->8,y->4,z->10},
{x->8,y->5,z->8} {x->8,y->6,z->6} {x->8,y->7,z->4} {x->8,y->8,z->2},
{x->10,y->1,z->7}{x->10,y->2,z->5} {x->10,y->3,z->3} {x->10,y->4,z->1} }.

Linedrni rovnice o dvou neznamych je rovnici piimky a linedrni rovnice o tfech

neznamych je rovnice roviny. Sestrojit pfimku bychom jednoduse zvladli, ale zakreslit

[ 24

Mathematica. Protoze hledame celoCiselna fteSeni rovnice, bude rovina prochazet
miiZovymi body ze ziskané miizkované sité.
Cely soubor bodil si oznacme jako body. Pak do programu zadame:

ListPlot3D[{body}, AxesLabel—{x, y, z}], ¢imz dostaneme

18
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Graf 1 — grafické feSeni linearni diofantické rovnice v programu Mathematica

Po zvyraznéni bodti dostavame tento graf.

Graf 2 — grafické feSeni linearni diofantické rovnice v programu Mathematica

Jesté jsem se pokusila o grafické znazornéni v programu Geogebra, kam jsem vypsala jen
par bodu (z 64 bodii jen 27). Bohuzel, z grafu neni moc dobie vidét, ze body lezi v jisté

roving.
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Graf 3 - grafické feSeni linearni diofantické rovnice v programu GeoGebra

2. ReSeni s vyuzitim kongruence
Pokud mame fesit predchozi ulohu pomoci kongruence, pak bychom méli védét, Ze to neni
univerzalni metoda. Sami si vybirdme vhodny modul tak, abychom dostali co nejméné

neznamych.
Ze slovni tlohy jsme dostali rovnici 9x + 4y + 2z = 108.
Jelikoz nejvétsi spolecny délitel Cisel 2 a 4 je 2, pak tohle ¢islo bude nejvhodnéjsi modulo.
9x + 4y + 2z = 108 (mod 2)
Dostavame kongruenci upravenou na tvar
x = 0 (mod 2),
nahradime X parametrem s
x = 2s,kde s € Z.

Zpétn€ dosadime, upravime a dostavame

9-2s+4y+ 2z =108

4y + 2z =108 — 18s.

Dostali jsme se k linearni diofantické rovnici o dvou neznamych, kterou jiz umime fesit

z ptedchozi podkapitoly. Nyni nahradime neznamou z pomoci modulo 4 parametrem t
4y + 2z = (108 — 18s) (mod 4)

2z = 2s (mod 4)
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Tuto rovnici upravime podle véty, kterd zni: Je-li ac = bc (mod n) ad = (¢, n) je nejvétsi
spole¢ny délitel ¢isel ¢ a n, potom a = b (mod m), kde n = dm. Tedy jestlize ¢ a n jsou

nesoudélna Cisla, pak a = b (mod n).
Proto dostavame rovnici ve tvaru
z =5 (mod 2)
z=s+2t, kde s, t € Z.
Znova zpétné dosadime, upravime a dostdvame neznamou Y
4y —2(s + 2t) = 108 — 18s
4y —2s — 4t = 108 — 18s
4y =108 — 165 + 4t
y=27—4s+t kdes,t €Z.

Resenim rovnice 9x + 4y + 2z = 108 je uspotadana trojice [2s; 27 — 4s + t; s + 2t], kde
s,t € Z. Jak jiz vime, dostaneme 64 moznosti feSeni. Zakresleme si tedy graf zavisly na

parametru s a t.

30

25

20

t 15

10

w

e

Graf 4 — graf zavisly na parametru s a t
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Pro lepsi prehled jsem v Excelu vypocitala hodnoty pro neznamé X, y a z a parametry s a t.

X Yy z S t X y Z S t
2 22 1 1 1 4 7 22 2 12
2 21 3 1 2 4 6 24 2 13
2 20 5 1 3 4 5 26 2 14
2 19 7 1 4 4 4 28 2 15
2 18 9 1 5 4 3 30 2 16
2 17 11 1 6 4 2 32 2 17
2 16 13 1 7 4 1 34 2 18
2 15 15 1 8 6 13 1 3 2
2 14 17 1 9 6 12 3 3 3
2 13 19 1 10 6 11 5 3 4
2 12 21 1 11 6 10 7 3 5
2 11 23 1 12 6 9 9 3 6
2 10 25 1 13 6 8 11 3 7
2 9 27 1 14 6 7 13 3 8
2 8 29 1 15 6 6 15 3 9
2 7 31 1 16 6 5 17 3 10
2 6 33 1 17 6 4 19 3 11
2 5 35 1 18 6 3 21 3 12
2 4 37 1 19 6 2 23 3 13
2 3 39 1 20 6 1 25 3 14
2 2 41 1 21 8 8 2 4 3
2 1 43 1 22 8 7 4 4 4
4 17 2 2 2 8 6 6 4 5
4 16 4 2 3 8 5 8 4 6
4 15 6 2 4 8 4 10 4 7
4 14 8 2 5 8 3 12 4 8
4 13 10 2 6 8 2 14 4 9
4 12 12 2 7 8 1 16 4 10
4 11 14 2 8 10 4 1 5 3
4 10 16 2 9 10 3 3 5 4
4 9 18 2 10 10 2 5 5 5
4 8 20 2 11 10 1 7 5 6
Tabulka 4

Timto zplsobem muzeme feSit i1 dal§i linedrni diofantické rovnice o vice neZ tfech
neznamych, kde najdeme alesponi obecné feSeni pro vSechny neznamé. Budeme se ale
muset vzdat nadéje, ze vysledky zakreslime do grafu — ten by musel byt Ctyfrozmérmy a

vice.
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3  SOUSTAVY LINEARNICH DIOFANTICKYCH ROVNIC

V piedchozich kapitolach jsme si ukazali, co to je a jak se fesi linearni diofantické rovnice.
Pokud mame zaddno vice linearnich diofantickych rovnic s n¢kolika nezndmymi, pak
hovofime o soustavé linearnich diofantickych rovnic. Takovato soustava se formaln¢ od
béznych soustav linearnich rovnic nad télesem realnych ¢isel nijak nelisi a vyuzivame

stejné metody.

Definice 6: Soustava linedrnich diofantickych rovnic

Soustavou linedrnich rovnici o N neznamych rozumime soustavu rovnic
A11X1 + Q12X + - AipXp = €1

A1X1 T AppXp + - ApXy = Cp

Am1X1 + QmaXy + - AunXp = Cpyy

kde koeficienty a;; jsou celd Cisla pro vSechna i,j =1,2,..,n, a ¢;,¢p,...,cp jSOU
absolutni ¢leny soustavy také cela ¢isla a nezndmé x4, x,, ..., X, jsou téZ mnoziny celych
gisel. Pro &isla m, n € N plati m > 1 a n > 1. ReSenim viech rovnic soustavy je kazda

usporadana n-tice [xy, x5, ..., X, ] € Z, kterd vyhovuje kazdé z rovnic dané soustavy.

Tuto soustavu linedrnich diofantickych rovnic o n nezndmych mizeme také zapsat do
maticového tvaru AX = C. Zde mame celo¢iselnou matici A = (a;;) typu m xn,

celo¢iselny vektor ¢ a hledame vSechna celociselna feSeni X.

Podminky feSitelnosti rovnic jsou stejné jako v predchozi kapitole, ale je i tak soustava

sama o sobé fesitelna? Muze toto resSit Frobeniova véta?

Véta 8: Frobeniova véta

Soustava linearnich rovnic je fesitelna prave tehdy, kdyz hodnost matice hod (4) je stejna

v

jako hodnost matice rozsitené hod (Alc). Zapisujeme:
hod(A) = hod(Alc).

Definice 7: Hodnost matice

Necht’ maticovy zapis soustavy rovnic je AX = ¢. Pak hodnost matice je ¢islo, které udava

pocet linearné nezavislych fadkt matice.
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Frobeniova véta plati pro soustavy linedrnich (ale ne diofantickych) rovnic. Uvazme
ptiklad, kdy mame soustavu obsahujici jen jedinou diofantickou rovnici 2x + 4y = 7. Je
jasné, ze tato diofanticka rovnice nema feSeni. Pokud ale napiSeme matici soustavy (2,4) a
rozsifenou matici soustavy (2,4 | 7), maji ob¢é hodnost 1 nad télesem realnych ¢isel a podle
Frobeniovy véty ma soustava feSeni. Téch je dokonce nekonecné mnoho (geometricky jde
o vSechny body pfimky o rovnici 2x + 4y = 7). JenZe na této pfimce nelezi zadny
miizovy bod roviny s celo¢iselnymi soufadnicemi a piislusnd diofantickd rovnice nema

feSeni.

3.1 ZPUSOBY RESENI SOUSTAV LINEARNICH DIOFANTICKYCH ROVNIC

Uvedena soustava se da feSit n¢kolika metodami. Nez se zacneme zabyvat maticemi,
zkusime pocitat bez nich. Vyuzijeme pocetni metody, které jsou zalozeny na postupné

eliminaci (vylouceni) neznamé z rovnic soustavy.

3.1.1 ScitAci METODA (ADICNI)
U scitaci metody se rovnice soustavy nasobi Cisly zvolenymi tak, aby se po seCteni rovnic

jedna neznama vyloucila.
Priklad:
Pomoci scitaci metody feste soustavu linearnich diofantickych rovnic.
12x+3y—z=4
6x —2y =3
Reseni:
Stejné jako u linedrnich diofantickych rovnic, tak i zde musime ovéfit nutnou podminku

teSitelnosti u kazdé rovnice zvlast. V prvni rovnici mame koeficienty 12, 3 a 1, jejichz

roowr

nejvétsim spolednym délitelem je &islo 1. Cislo 1 déli ¢&islo 4 a tak prvni rovnice je
fesitelnd. U druhé rovnice mame tfi koeficienty 6, 2 a 0. Bereme vSak nejvétsi spolecny
délitel ¢isel 6 a 2 a to je Cislo 2 a ta ned¢li Cislo 3, tudiz neni feSitelnd a neni feSitelnd i cela

soustava.

Priklad:

Pomoci s¢itaci metody feste soustavu linedrnich diofantickych rovnic.
4x +9y = -3

7x+3y+z=1
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Reseni:

Jiz vime, Ze musime ovéfit nutnou podminku fesitelnosti u kazdé rovnice zvlast. V prvni
rovnici mame koeficienty 4, 9 a 0, kde nejvétsim spole¢nym délitelem ¢éisel 4 a 9 je Cislo 1.
Cislo 1 dé€li ¢islo —3 a tak prvni rovnice je feSitelnd. U druhé rovnice mame tfi koeficienty
7, 3 a 1. Nejvetsi spolecny délitel téchto Cisel je Cislo 1 a ta dé€li ¢islo 1, tudiz je také
fesitelna.

Nevime ovSem, zda je feSitelna celd soustava a zatim nemame Zadnou teorii, ktera by to

rozhodla. Ani znamé Frobeniova véta, platnd pro feSeni soustav nad télesem (napf. télesem

redlnych ¢isel), ndm mnoho nepomuze.
Dana soustava je feSitelna nad télesem realnych ¢isel pravé tehdy, pokud

4 9 0\ _ 4 9 0]3 . . .
hod (7 3 1) = hod (7 3 1 1) a to je splnéné. Hodnost obou matic je rovna 2.

Timto vime, Ze soustava je feSitelnd a bude mit jednu neznamou volitelnou. Soustava tedy
ma nekonecné mnoho feSeni, jejichz soufadnicemi jsou realna ¢isla. Viibec ale neni jasné,

zda ma celociselna feseni.

Pokusime se postupovat zatim bez teorie, jen s elementadrnimi postupy. Najit feSeni prvni
diofantické rovnice je snadné. Je 4-(—2) +9-1 =1, takze po vynasobeni ¢islem —3

mame 4 - 6 + 9 - (—3) = —3 a nalezli jsme jedno feSeni prvni rovnice soustavy
Xo =6,y = —3.
Obecné feseni této rovnice pak je
x=6+9t
y =—3—4t,t € Z.
Tteti soufadnici feSeni ur¢ime z druhé rovnice. Plati
z=1-7x-3y=1-7-(6+9t) —3-(—3 —4t) = —32 - 51¢t.

Vidime, Ze tentokrat ma soustava linearnich diofantickych rovnic nekone¢né mnoho feSeni

v Z3, a to kazdou trojici celych &isel [x, y, z], kde
x =649t
y=—-3—4t,

z =—32—-51t,t € Z.
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V kapitole 2.1 Linearni diofantické rovnice se dvéma neznamymi jsme si také uvadéli

zpiisob fesSeni s vyuzitim kongruence. Vypoctéme si soustavu rovnic touto metodou.

Po scitaci metodé jsme dostali rovnici 17x + 3z = 6. Nyni vyjadiime X z kongruence

17x = 6 (mod 3) a dosadime do diofantické rovnice.
17x = 6 (mod 3)
2x = 0 (mod 3)
x=0+3tt €L
Dosadime X do pivodni rovnice a vyfesime
17(3t)+3z=6
51t+3z=6
3z =6—51t
z=2-17t,t € Z.

Vypocitame y tak, ze do prvni nebo druhé rovnice v soustaveé rovnic dosadime hodnoty x a

Z. Dosadime do prvni rovnice:
4(3t) +9y = -3
12t +9y = -3
9y = -3 — 12t

Jiz vidime, ze opét nedostaneme celoCiselné feSeni. MiiZeme fict, Ze s¢itaci metoda pfi
vypoctu soustav linearnich diofantickych rovnic neni vhodnd, i kdyz by se urcité nasel

néjaky ptiklad, kde to vyuzit Ize.
Zkusme tento ptiklad vypocitat jinak. Z rovnice 4x + 9y = —3 uhodneme jedno feSeni:
Xo=—3,y, = 1.
Pak je snadné zapsat obecné feseni prvni rovnice:
x=-3+09t
y=1-—4t,t €.
Dosadime za x a za y do druhé rovnice a vyjadiime neznamou z:

7(=3+9) +3(1—4t)+z=1
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z=1+21-3-63t+ 12t =19 —51¢,t € Z.
Resenim ptivodni soustavy jsou viechny trojice [x,y,z] € Z3, kde
x=-3+09t
y =1 —4¢t,
z =19 - 51t,t € Z.

3.1.2 DOSAZOVACi METODA (SUBSTITUCNI)

U dosazovaci metody se vyjadii jedna neznama z jedné rovnice a dosadi do druhé rovnice.
Pfipadné pokud mame vice rovnic, tak dosadime do zbyvajicich rovnic, ¢imz se jedna
nezndma vylouci. Rovnice se upravi a pak se vyjadii dal$i neznama a dosazujeme do
dalsich rovnic pro vylouceni dal$i neznamé. Takto postupujeme dal, dokud nedostaneme

jednu rovnici o jedné nezndmé.
Priklad:
Vypocitejte soustavu dvou rovnic pomoci dosazovaci metody:
2x—y=1

x+3y+4z=11
Reseni:
Ovétime si nutnou podminku fesitelnosti. V prvni rovnici nejvétsi spolecny délitel Cisel 2 a
1je 1 ata déli 1. Rovnice je fesitelna. Dalsi rovnice ma koeficienty 1, 3 a 4 a ty maji také
nejvétsiho spoleného délitele 1. Cislo 1 déli 11 a tak je rovnice také fesitelna. Zkusime

vyuZit postup z ptedchoziho ptikladu, kdy jsme uhadli jedno feSeni z prvni rovnice. Zde by

to bylo velmi jednoduché: x, = 1ay, = 1.
Obecné feseni prvni rovnice zapiSeme
x=1—-t
y=1-2tt e
Za x a za Yy dosadime do druhé rovnice a vyjadiime neznamou z.
1-t+3(1-2t)+4z=11
1-t+3—-6t+4z=11

4z =7+ 7t
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Nyni vidime, Ze nemizeme rovnou vypocitat z, protoze to vychazi jako zlomek a my
potfebujeme celocCiselné feseni. Pomtzeme si tim, Ze na rovnici 4z — 7t = 7 opét divame

jako na diofantickou rovnici s neznamymi z, t. Snadno uhodneme jedno jeji feSeni
zo=17,ty = 3.

Obecné feseni pak vyjde

z=7-T7u

t=3—-4u,u €.
Pak jiz snadno dopocteme

x=1—-t=1-(3—-4u) = -2+ 4u,
y=1-2t=1-2-3-4u)=1-6+8u=-5+8u,ucZ

Poté mizeme provést zkousku.

Nyni zkusme soustavu rovnic feSit dosazovaci metodou. Nejlepsi bude, kdyz si z prvni

rovnice vyjadifime nezndmou y:
y=2x-—1.

Tuto vyjadienou neznamou dosadime do druhé rovnice, a tak vylou¢ime jednu neznamou.

Rovnice bude ve tvaru
x+32x—1)+4z=11

a po uprave

7x + 4z = 14.

Tato rovnice je linearni diofantickd rovnice o dvou nezndmych, kterou jsme se uZ naucili

v

fesit. Rovnici muzeme feSit bud’ Euklidovym algoritmem, nebo kongruenci. My

provedeme vypocet pies kongruenci.
Pomoci modulo 4 nahradime nezndmou z parametrem t.
7x = 14(mod 4)
ProtoZe 7 d¢li 14, pak Ize obé¢ strany rovnice vydélit Cislem 7 a ziskdme tak rovnici
x = 2(mod 4).
Kongruenci upravime na tvar rovnice

x =2+ 4t,t €L
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Tento tvar dosadime do pivodni rovnice a dopocitdme neznamou Z:
7(2 + 4t) + 4z = 14
14 + 28t + 4z = 14
4z = —28t
z=-7t,t €.
Nyni kdyz zname hodnoty neznamych X a z, tak dosadime do vyjadiené y a vypocitame:
y=2x—-1
y=22+4t) -1
y =3+ 8¢,

kde t € Z. Resenim soustavy rovnic jsou celd &isla tvaru

x =244t
y=3+8t
z=-7t,t €L

Snadno ovéfime, Ze mnoziny feSeni nalezené obéma postupy jsou si rovny. K tomu staci

V prvnim feSeni polozitu =t + 1.

3.1.3 RESENIi S VYUZITIM MATICOVE INTERPRETACE

Na uvod o soustavach linearnich diofantickych rovnic jsme uvedli, Ze se takova soustava

da zapsat i pomoci matice. Nyni si ukazeme, jak muzeme aplikovat maticovou interpretaci

pro soustavu rovnic

A11X1 + QuXp + o QupXy = €1
Az1X1 T Az2Xp + - Xy = C3
Am1X1 + QpaXy + 0 QupXp = Cpy.

Matice, se kterou budeme pracovat, rozdélime na levou a pravou cast. Do levé casti
sepiseme koeficienty rovnic do sloupcti odpovidajici matici transponované AT. V &asti

pravé se nachdzi jednotkovd matice vhodné velikosti, kterd bude slouZit k zapisu

radkovych Gprav provadénych na fadky matice soustavy.
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;.  Gmill 0 0
2 " AOGm2|l0 1 - 0

: N T |
A . Appn]|0 0 1

Matici vlevo redukujeme tadkovymi upravami. Spocitime si nejveétsi spolecny délitel
d = (aqq, -, 1) prvkd vprvnim sloupci a vtomto sloupci provadime upravy tak,
abychom na misté prvku a;; méli d = (aq4,..-,a1,) @ pod nim nuly. Dalsi sloupce
upravujeme tak, abychom na levé stran¢ dostali fadkoveé schodovity tvar. Jelikoz mame n
radkd a m sloupci a pokud m < n, budeme mit o n — m nulovych fadki. Matici vlevo lze

celoCiselnymi  fadkovymi  Upravami  pievést na tadkové redukovany tvar

d = (all' ...,aln) cee * A1 AZ e An
0 .. %|B, B, - B,
0 . oo

Pokud ¢islo d = (aq4, ..., a1,) dEli pravou stranu feSené rovnice c;;, pak prvni fadek

vynasobime tak, abychom c;; dostali.

V dalsich sloupcich to jednoduché neni. V prvnim fadku v prvnim sloupci matice jsme uz
pouzili ¢;;. Nyni vypocitame c,, pomoci prvniho a druhého fadku v druhém sloupci.
Pokud to bude mozné, vynasobime druhy fadek takovym c&islem, abychom po secteni
prvki v druhém sloupci dostali ¢,,. Ve tietim sloupci a tietim fadku chceme dostat c55.
Tteti fadek vynasobime takovym c¢islem, abychom po secteni prvniho, druhého a tfetiho
radku ve tetim sloupci tento prvek dostali. Takto pokracujeme dal. Pokud nebude mozné

ziskat tato Cisla, pak soustava nema feSeni.

C11 oo * Apl Apz cee Apn
0 Cyy * Bp1 sz Bpn
0 .. 0|

Co se tyCe feSeni, tak partikuldrni feSeni hledame v nenulovych fadcich z levé casti.
Homogenni feSeni zas vV nulovych fadcich. Radky matic si ozna¢ime vektory 7;, pro které
plati X, = Y}.,7,. Pro obecné feleni soustavy bychom dostali vzorec X, + X t;7; pro

t; € Z. Pro ujasnéni si vytvofime algoritmus:
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Algoritmus

M¢&jme soustavu linearnich homogennich rovnic AX = ¢ , kde A je celo¢iselnd matice
m X nac € Za oc¢ekavame, Ze dostaneme X € Z.

1. Vytvotime si matici (AT|E,) a celo¢iselnymi fadkovymi Gpravami ji prevedeme do
fadkové schodovitého tvaru (D|S).

2. Celo¢iselnym nasobenim fadkt matice (D|S) upravime do tvaru (B|R). Pro kazdé
j =1,...,m je soucet prvkil ve sloupci j matice B roven c;. Neni-li toto moZné, pak dana
soustava feSeni nema.

3. Pokud plati krok 2., pak si ozna¢ime fadky matice R vektory 7;. Bude platit

N

7=

i=1

o 1

4. Nakonec obecné feseni dané soustavy je dano vzorcem x,, + X, t;7; pro t; € Z.

1. Priklad

Najdéte obecnd feSeni soustavy rovnic
6k —3l+5m+2n=9
—3k—-121+7m+8n =21
Reseni:

Sestrojime si matici, kterou budeme redukovat.

6 =311 0 0 O
-3 —=1210 1 0 O
5 710 0 1 0
2 810 0 0 1

Matici upravime do fadkov€ schodovitého tvaru pomoci celociselnymi fadkovymi
operacemi. Nejprve zredukujeme prvni sloupec. Vybereme si nejmensi ¢islo v absolutni
hodnot¢ a odecitdime vhodné nasobky od ostatnich fadkli. V prvnim sloupci tak ziskdme co

nejmensi Cisla.

0 —-2711 0 0 -3
1 410 1 0 2
1 -9]10 0 1 -2
2 810 0 0 1
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Nyni je nejmensim cislem 1 ve druhém a tfetim fadku. Vidime vSak, Ze druhy tadek je
dvojnéasobek c¢tvrtého tadku a proto vyrobime nuly v prvnim sloupci pomoci druhého

fadku. Dostaneme matici

0 =271 0 0 -3
1 4 (0 1 0 2
0 —-1310 -1 1 —-47[
0 o0lo -2 0 -3

Ted’ budeme upravovat v druhém sloupci prvni a tfeti fadek.

0 -111 -2 2 -11 0o —1] 1 -2 2 -1
1 40 1 0 2)_(1 4f 0o 1 0 2
0 —-13/0 -1 1 —4 0 O0f-13 25 -25 139
o olo -2 0o -3 o of o -2 0 -3

Nakonec zaménime prvni fadek s druhym. Zistali ndm dva nenulové fadky, to znamena, ze

vznikne jeden generujici vektor pro homogenni feseni.

1 4| O 1 0 2
o -1 1 -2 2 -11
0 0f-13 25 =25 139
0 0] 0 =2 0 -3

Nyni budeme upravovat matici tak, abychom dostali v prvnim sloupci vysledek 9. To

znamena, ze prvni fadek ¢islem 9 vynasobime

9 36/ O 9 0 18
0o -1 1 =2 2 -11
0 0[-13 25 =25 139 |
0 0] 0 =2 0 -3

V druhém sloupci potifebujeme dostat soucet 21, takze druhy fadek vynasobime Cislem 15

9 36| O 9 0 18
0 —15( 15 -30 30 —165
0 0[-13 25 —25 139
0 0] O -2 0 -3

Vidime, Ze prvni dva fadky v levé ¢asti jsou nenulové a tak dostdvame partikularni feseni

x, = (0,9,0,18) + (15,— 30,30,—165) = (15,—21,30,—147).
Ptidruzené homogenni rovnice jsou

X, = s(—13,25,—25,139) + t(0,—2,0, —3).
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Obecné feseni nasi soustavy mame
k=15-13s
l=-21+25s—-2t
m = 30 — 25s
n =—147 + 139s — 3t pros,t € Z.

Pokud provedeme zkousku, pak zjistime, ze to tak vychazi.

vvvvv

diofantickych rovnic. JenZze v neddvno vydané knize zvané Od Aritmetiky k abstraktni
algebie jsem se dozvédéla jiny zpusob feSeni, kde pocitani s maticemi by nebylo tak
naroc¢né. Pocitani vychazi z nasledujici véty:
Véta 9:
Necht méame celociselnou matici A = (a;;) typu m X n. Necht' d je nejvétsi spole¢ny
delitel vSech Cisel (a;;), kde i = 1 nebo j = 1, tj. prvki prvniho fadku a prvniho sloupce
matice A. Potom existuji matice L fadu m a R fadu n takové, ze

B =LAR = (b;)),
kde by; =d,b;j =0pro2<j<nab; =0pro2 <i<m. NavicdetL=detR=1,1j.L
a R jsou tzv. unimodulérni matice.
Ujasnéme si par pojmi, abychom plné€ pochopili tuto vétu.
Lemma 3:

Necht” a, b jsou cela ¢isla a d je jejich nejvétsi spoleény délitel. Pak existuje celo¢iselna

matice A druhého fadu, pro kterou je det A =1,

A(3) = (g) . (ab)AT = (d,0).

Definice 8: Determinant

Determinant matice A n-tého fadu (n € N) je soucet n! soucinti n prvki vybranych tak, ze
z kazdého tadku a kazdého sloupce vybereme pravé jeden prvek. Determinant matice A

n-té¢ho fadu oznacujeme

all, ey aln
A=detA =det| : b= Z Zn(m) - Ayp, * Qop, * oon* Qs

Ani, - Qpn resn
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kde s¢itame pies vSechny permutace m mnoziny 1,2, ..., n. S, je mnozina téchto permutaci
a znateni zn(mw) = (—1)* je znaménko permutace, kde kudavad pocdet vsech inverzi

permutace 7.

Definice 9: Unimodularni matice

Unimodulérni matici rozumime ¢tvercovou matici s celo¢iselnymi prvky, jejiz determinant

je roven ¢islu 1 nebo —1.

Je zde také feceno, Ze nemusime vyuzit celé tvrzeni této véty, ale staci pouzit matice L.

Ptredved’me si to na prikladu.

2. Priklad

Ze soustavy linedrnich rovnic najdéte celociselna feSent
7k —4l+m+20n =17
2k+1+3m+9n=>5
—4k + 8l + 7m — 2n = —18.
Reseni:
Nejprve si tuto soustavu pievedeme do matice, kterou budeme zatim fesit bez pravé strany.

Mame ji ve tvaru Ax = ¢

7 —4 1 20 17
A=l 2 1 3 9],¢= 5
-4 8 7 =2 —18

Matici A budeme postupné nasobit matici zleva unimodularni matici L,, tak abychom na

misté a,; dostali ¢islo 1.

1 -3 0 7 —4 1 20 1 -7 -8 -7
LLA={0 1 0 2 1 3 9= 2 1 3 9|=A4,
0 0 1/\-4 8 7 -2 -4 8 7 =2

Pokracujeme unimoduldrni matici L,, diky které vynulujeme prvni sloupec kromé prvniho

0 0 1 -7 -8 -7 1 -7 -8 -7
1 0 2 1 3 9= 0 15 19 23 |=4;
0 1/\—-4 8 7 =2 0 —-20 -25 -30
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Unimodulérni matici L3 upravime prostiedni fadek, tak abychom dal$i unimodularni matici

L, vynulovali ¢len a3,. Pokracujeme nésledovné:
1 0 0 1 -7 -8 -7 1 -7 -8 =7

L34, = (O 1 1)( 0 15 19 23> = ( 0 =5 -6 —7) = Az
0 0 1 0 —-20 -25 -30 0 -20 -25 -30

a pak

1 0 O 1 -7 -8 7 1 -7 -8 -7
L,As = (0 1 O)( 0 -5 -6 —7) = ( 0 -5 -6 —7) = A,
0 -4 1 0 —-20 -25 =30 0 0 -1 -2

Pro lepsi interpretaci si druhy a tieti fadek vynasobime -1 unimodularni matici Ls abychom

dostali kladna ¢isla.

1 0 0 1 -7 -8 -7 1 -7 -8 =7
0 0 -1 0 0 -1 -2 0 0 1 2

Vypocitame soucin unimodularnich matic L = LgLyL;L,L4

1 -3 0
L={-2 5 -1
4 -8 3

Pokud jsme pocitali spravné, pak miizeme tuto matici L vynasobit zleva matici A.

Zbyva ndm prava strana soustavy rovnic, kterou pievedeme do matice a tu pak zleva

vynasobime matici L:

1 -3 0 17 2
e=(2 s -1)( 5)-( 9)-=
4 -8 3/ \-18 —26

Dostavame ekvivalentni soustavu rovnic z matice As a ¢; ve tvaru
k—71—8m—"7n =2
S5l+6m+7n=9
m + 2n = —26.
Nejprve si vezmeme rovnici m + 2n = —26, kde dostaneme obecné feseni pro
n=ue€l%z
a pak po dosazeni a ipravé mame

m=—26 — 2u.
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To dosadime do druhé rovnice

50+ 6(—26—2u)+7u=9
50-156 —12u+7u=9
5l —5u =165
[ —u=233.
Pokud [ bude roven parametru t, pak si muzeme vyjadfit u a dosadit zpétné do na m.

Odtud plati:
l=t€Z u=n=1—-33=t—-—33

m=—26—2u=-26—2(t —33) =40 — 2t.
Nakonec tyto vypoctené hodnoty dosadime do prvni rovnice a dopoc¢teme nezndmou k
k—7t—8(40—-2t)—7(t—33)=2
k—7t—-320+ 16t —7t+ 231 =2

k =91-2t.

Dostali jsme obecné feSeni soustavy, pro které plati:

k=91-12t
=t
m = 40— 2t

n=-33+4+t,t el

Spravnost feSeni zjistime tak, ze obecné feSeni soustavy dosadime do zadani soustavy

linearnich rovnic. Celociselné feSeni najdeme napfiklad pro t = 2 dostavame feSeni

k=871=2m=36n=-31.
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4 SMITHUV NORMALNI TVAR MATICE

4.1 HENRY JOHN STEPHEN SMITH

Obrazek 1 —, H.J. S. Smith“, [1]

Henry John Stephen Smith se narodil 2. listopadu 1826 v irském Dublinu a zemiel 9. unora
1883 v Oxfordu. Byl nejmladsi ze étyi déti. Smith studoval v Oxfordu a v roce 1844 ziskal
stipendium na Balliol College. Kvili nemoci musel pferusit toto studium, ale bylo mu
umoznéno studovat na Sorbonné a ve Francii s nékterymi z nejlepSich matematikt. Poté,
co se uzdravil, se vratil do Oxfordu. V roce 1851 byl vysokoskolskym matematickym
uéencem na univerzit¢ a stal se lektorem na Balliol. V roce 1860 byl jmenovan profesorem

geometrie v Oxfordu.

Smith byl ovlivnén Gaussem a jeho nejvyznamnéjSim piispévkem v teorii ¢isel bylo, kdyz
pracoval v teorii elementarnich déliteld. Dokazal, ze kazdé celé ¢islo mlize byt rozlozeno
do souctu 5 ¢tvercd a do souctu 7 Etvercl. Kromé feseni téchto piipadd dal metodu, ktera
udava pocet zpusobu, jak lze celé ¢islo vyjadfit jako soucet k ¢tvercu pro vSechna
pevna K. Své vysledky v fadech a rodech kvadratickych formulait obsahujicich vice nez tii
neurcitosti publikoval ve sborniku Kralovskeé spole¢nosti v roce 1867. Predtim dokazal

vysledek na 3 ¢tverce Eisenstein a Jacobi na 2, 4 a 6 ¢tvercu.

Smithova matematicka prace byla rozsdhld a pteklenula mnoho rGznorodych oblasti
matematiky. V obdobi 1859 — 1865 se vénoval praci v teorii Cisel a jeho ,,Zprava o teorii
Cisel* obsahujici pét Casti je popisovana jako nejkomplexnéjsi a elegantni pamatka, ktera
byla kdy postavena na teorii ¢isel. Smithova vlastni prace v teorii Cisel a algebry byla

velmi povazovéana. V roce 1861 Smith prokazal existenci a jedinecnost toho, co nyni
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nazyvame Smithovym normalnim tvarem matice s celo¢iselnymi prvky. Prvni uplatnéni
tohoto vysledku bylo zjistit, kdy linearni diofantickd rovnice ma feSeni. TO nejprve

studovali stafi Rekové.

Smith také psal témata na geometrii, pfi¢emz prvni dva dokumenty ,,Certain cubic and
biquadratic problems* (,,Urcité krychlové a bivadratické problémy*) mu dopomohly ziskat
Steiner cenu v Berliné (1868).

Ptispival i k oboru matematicka analyza, kde jeho prace nejsou dobfe zndmé a plné
docenéné. Sepsal c¢lanek ,,O integraci nespojitych funkci, ve které opravil chybu

Riemannovy prace 0 teorii Riemannova integralu.

Za svuj zivot ziskal fadu ocenéni véetné Cestnych titulti z univerzit Cambridge a Dublinu.
Byl i jmenovan do dvou kralovskych komisi. Dva mésice po jeho smrti mu Academie véd

udé¢lila dve ceny.

4.2 SMITHUV NORMALNI TVAR MATICE

Symboly:

Z — obor celych cisel

Mmn (Z), 1 < m < n — obor vsech celych ¢isel m X n matic

SLk (Z) — mnozina vSech ¢tvercovych matic k X k s celo¢iselnymi polozkami, ktery ma

determinant 1 nebo —1 (zvana unimodularni matice)

D =diag(dy, dy, ..., dy) € My, ,(Z) — diagonalni matice, kterd ma celé cislo d; na

misté (i,i) proi = 1, ..., m anuly jsou mimo diagonalu

Véta 10: Smithv normalni tvar matice A

Necht’ je matice A z oboru celych ¢isel m X n matic. Existuje L € SLn, (Z) a R € SL,, (Z)
tak, ze

LAR =D = diag(d,, dy, ..., ds, 0, ...,0),

kded; >0,i=1,...,s,ad;ld;;1,i =1,...,5s — 1. D se nazyva Smithovym normalnim

tvarem matice A.
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Priklad:

Reste soustavu diofantickych rovnic A% = &, kde
3x1 +2x, +6x3 =7
—2x1 — 4xy + x3 = —4.
Reseni:

Soustavu rovnic pievedeme do matic AX = ¢, kde

1=(3 34 9a=(x)e- ()

Postupnymi elementarnimi fadkovymi a sloupcovymi upravami matice A ziskdme feSeni.
Upravy lze realizovat nasobenim matice A unimodularnimi maticemi (definice
unimodularni matice). Pokud budeme matici A nasobit zprava, pak budeme tyto matice
oznaCovat pismeny R;. Pokud budeme matici A nasobit zleva, pak budeme tyto matice

oznacovat pismeny L;.

V prvnim kroku bychom chtéli mit na pozici aq; ziskat ¢islo 1 pro lepsi vypocet. To
dostaneme vynasobenim matice A unimoduldrni matici zleva L; a tak se pficte druhy

radek k radku prvnimu.
t=(o )
ba=(p )G 4 D=0 5D

Tuto upravenou matici budeme unimoduldrni matici R, ndsobit zprava, abychom

vynulovali pozici a,,, ve tvaru:

Vyslednou matici si ozna¢ime A; .

an=(3 2 Do 1 0)=(3 5 D-a
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Déle budeme nulovat ¢len a;3 tim, Ze budeme nasobit unimoduldrni matici zprava ve

1 0 -7
R3=<O 1 0).
00 1

Nasobime-li tuto rovnici matici R3A;, pak ziskdme

1 0 -7
wr=(3 S D01 o)=L 5 Y-

tvaru:

V prvnim tfadku méme jiz vSe vynulované, co jsme potiebovali. Dale budeme pokracovat
druhym fadkem nasobenim unimodularni matici zleva pro vynulovani pozice a,,. Ta bude

ve tvaru:

L, = (; (1))

Rovnice pak bude ve tvaru:

LiAz = G 2) (—12 —(E); 1(5)) - (é —g 12) = 4s.

Jes$té nam zbyva pozice a,3 a tu vynulujeme postupné. Nejprve vyuzijeme unimodularni

matici zprava R ve tvaru:

Pak plati
100
_(1 0 0 _(1 0 0)_
A3R5_(0 —8 15)<8 3 i>_(0 -8 —1)_‘44'

Vidime, Ze jsme tuto pozici nevynulovali, tak musime upravit pozici a,,unimodularni

1 0 0
Re=(0 1 0]
0 -7 1

1 0 O
O ) I ) R G B

matici zprava Rg, ktera je:

Dale plati:
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Nakonec pouzijeme unimoduldrni matici zprava R- ve tvaru

10 0
R,={0 1 —-1)
00 1

Posledni uprava pro vynulovani pozice a,3 bude vypadat takto:

1 0 0
w=( 5 Do 1 -1)=G 5 s

Jelikoz na diagondle musi byt ¢isla vétsi nez nula, pak upravime unimodularni matici zleva

tds=(p )0 -1 0)=(0 1 o)
Oznacme si

L=LgL,L, = (_; _é)

1 23 —26
R == R2R3R5R6R7 = (O _13 15 .
0o -7 8

Kdyz mame vypoctené L a R, pak mizeme dosadit do D = LAR:

1 23 -26
p-n=(4 DG 5 u w)-G 1Y

Vidime, Ze matice D vypada jako diagondlni matice, to znamena ma nenulové prvky pouze

Vv hlavni diagondle a jinde jsou nuly.

Pavodni soustava rovnic je ve tvaru AX = ¢. Vynasobenim matice L zleva mame LAX =

L¢ = b, a mame oznadeni ¥ = Ry pro matici zprava. Pak plati LA¥ = LARY = Dy = b.
i . o 7 _1a2_( 1 1 7N _( 3 . 5 _ 7 ,

Vypocitame si soucin b = L¢ = (_2 _3) (_4) = (_2). Na vypocCet Dy = b musime

davat velky pozor, jak ovlivni pravou stranu provedené fadkové a sloupcové tpravy:

G0 D)=

V3

Jde o soustavu y; = 3,y, = —=2,y; =t,t € Z.
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1 23 -26 3 —43 — 26t
X=Ry= (O —13 15) (—2) = ( 26 + 15t>.
0o =7 8 t 14+ 8t

Spravnost vypoctu provedeme zkouskou:

Nakonec

—43 — 26t
ai=(_5 2 ?)( 26 + 15t> =())=¢
14 + 8t

Véta11.
Necht A, L, R, D jsou ve v&t& 1, é € Z"a b = Lé. Pak nasledujici &tyfi vyroky jsou
ekvivalentni:
a) Systém linearnich rovnic AX = ¢ ma celo¢iselné feseni.
b) Systém linearnich rovnic Dy = b ma celogiselné fesent.
¢) Pro kazdy racionalni vektor &, kde A predstavuje celé &islo vektoru, je &islo uc celé
¢islo.
d) Pro kazdy racionalni vektor v, kde ¥D ptedstavuje celé ¢&islo vektoru, je ¢&islo vb celé
¢islo.
Tvrzeni 1.
Necht A € My, ,(Z) a ¢ € Z™. Potom soustava linearnich rovnic AX = ¢ ma feSeni celé
Cislo tehdy a jen tehdy, kdyZ odpovidajici systém kongruence AX = ¢ (mod n) ma feSeni

pro kazdé celé kladné ¢islo n.

Priklad:
Reste soustavu diofantickych rovnic, kde
X1 —3x; +x3 =3
8x;1 —2x, +x3=5

5x1 + 9x2 - 4‘x3 =0,
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Resent:

Soustavu diofantickych rovnic zapiseme do matic, ktera je ve tvaru AxX = c:

1 -3 1 X1 3
a=(s 2 1fa=(z)e=(s)
5 9 —4 X3 9

Matici A budeme upravovat unimodualrnimi maticemi, abychom dostali diagonalni matici
D. Tu dostaneme provedenim posloupnosti elementarnimi fadkovymi a sloupcovymi

upravami matice A.

JelikoZ jiz zname postup z predchoziho ptikladu, budeme postupovat rychleji. Cisla —3 a 1
v prvnim fadku se zbavime tak, Ze pfi¢teme trojndsobek prvniho sloupce ke druhému
sloupci a ke tfetimu sloupci pfipoc¢teme sloupec prvni vynasobeny ¢islem —1. PouZijeme

unimodularni matici zprava, ktera bude vypadat:

1 3 -1
0 0 1

1 -3 1\/1 3 -1 1 0 0
AR, = <8 -2 1) <O 1 0) = (8 22 —7> =4,
5 9 —-4/\0 0 1 5 24 -9

Nyni se zbavime z prvniho sloupce ¢isla 8 a 5. To provedeme tak, Ze ke druhému tadku

Pak mame

pfipo¢teme —8nasobek prvniho tadku a ke tfetimu fadku —5nésobek prvniho tadku.

Musime pouzit unimodularni matici zleva, kterou vynasobime s matici A,

1 0 O
L,=1-8 1 0]
-5 0 1

1 0 0A/1 O O 1 0 0
LAy =1-8 1 0|8 22 =7|=|0 22 -=7|=A4,.
-5 0 1/\5 24 -9 0 24 -9

Bylo by vhodné, kdybychom zménili pozici a,,. Cislo 22 nahradime jedni¢kou tak, Ze ke

Plati

druhému sloupci piicteme trojnasobek sloupce tietiho. Proto unimodulédrni matice zprava

je
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Pak

1 0 0N/1 0 O 1 0 O
AR; =10 22 =7]){0 1 0]={0 1 -7]=A4s.
0 24 -9/\0 3 1 0 -3 -9

Dale vezmeme unimodularni matici zleva

a overime, Ze

Uy

1 0 0/1 O 0 1 0 0
L,A;=({0 1 0]){0 1 -=7]={0 =7 | = A,
0 3 1/7\0 -3 -9 0 0 30

Nakonec polozime
1 0 0
R5 =10 1 7
0 0 1

1 0 0N/1 0 O 1 0 0
AR5 = (0 1 -7 (O 1 7|=10 0)=D.
0 0 =30/\0 0 1 0 0 -30

Nalezli jsme Smithtiv normalni tvar D matice A.

a dostavame

=

Oznacime si

1 0 -1
R:R1R3R5: O 1 7 .

0 3 22

Musime davat pozor, v jakém potadi nasobime matice.

Dale vypocitdme soucin

} 1 0 0\/3 3
b=L8=<—8 1 0]{5 =<—19.
-29 3 1/\9/ \-63
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ProDy = b
1 0 0\ /1 3
0 1 0J(Y2]=(-19)
0 0 —30/\)3 —63
kde y; = 3,y, = —19,—-30 - y; = —63, zjistujeme, ze diky y3 soustava nema celociselné
feSenti.
3
Kdybychom zménili v zadani vektor pravé strany na ¢ = | 7 |, dostali bychom
6
. 1 0 0\/3 3
b=Li=| -8 1 0|(7]|=(-17)
—-29 3 1/ \6 —60
ProDy = b

1 0 0\ /1 3
(01 o)(n)=(-17)
0 0 =30/ \)3 —60

vychazi y; = 3,y, = —17,y; = 2.

10 -1 3 1
=Ry = (0 1 7).(—17) = (—3>,
0 3 22 2 —7

Dostavame jediné feSeni soustavy prox; = 1,x, = —3,x3 = —7. Spravnost vypoctu

Nakonec

muzeme provést zkouskou, kdy vynasobime matici A s hledanym ¥ a musi vyjit ¢. Nebo

soustavu rovnic zadame do programu Mathematica.

Zadame-li soustavu rovnic v tomto tvaru:

Solve[x — 3y + z == 3&&8x — 2y + z == 5&&5x + 9y — 4z == 9,{x, y, z}, Integers],
pak program to vypocita takto {}. To znamena, Ze soustava nema feSeni.

Pokud zaddme upravenou soustavu rovnic s pravou stranou do programu:

Solve[x — 3y + z == 3&&8x — 2y + z == 7&&5x + 9y — 4z == 6,{x, y, z}, Integers],

dostavame feseni {{x —» 1,y = —3,z —» —7}}, které je v souladu s vypocty.
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ZAVER

ZAVER
V diplomové praci jsme ziskali teoretické znalosti o linearnich diofantickych rovnicich a

jejich soustavach a také o Smithovo normélnim tvaru matic. Osvojili jsme si urcité pocetni

metody a na zékladé toho vypocitali priklady.

Prace je rozdélena do Ctyt kapitol, které jsou déle ¢lenény na podkapitoly. V prvni kapitole
je kratce popsana historie Diofanta z Alexandrie a jeho dila. Kapitola druhd pojednava o
linearnich diofantickych rovnicich a je rozdélena do dvou podkapitol. V prvni se zabyvame
linearnimi diofantickymi rovnicemi se dvéma neznamymi a v druhé podkapitole o vice
neznamych. V této kapitole si uvadime potfebnou teorii a nasledné nazorné priklady fesené

riznymi metodami.

Ve tieti kapitole se vénujeme soustavam linedrnich diofantickych rovnic a jejich zptisoblim
feSeni. Nasledn¢ V podkapitolach se vénujeme zplsobum feSeni metodou séitact,

dosazovaci a feSeni s vyuzitim maticové interpretace.

Posledni kapitola je zaméfena na Smithiv normdlni tvar matice, kde v prvni podkapitole
sepisujeme kratce Zzivot Henryho Johna Stephena Smitha. V druhé podkapitole se

zabyvame teorii Smithova normalniho tvaru matice dokoncena ptiklady.
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RESUME

RESUME

This Diploma thesis is folows the teoretical knowledge about linear diofantic equations and

their systems, as well as about Smith's normal form of a matrix.

The thesis is divided into four chapters and chapters are subdivided into subchapters.
The first chapter briefly described the history of Mr. Diofante from Alexandria and his
works. The second chapter deals with linear deiofantic equations and is divided into two
subchapters. In the first we deal with linear diofantic equations with two unknowns and in

the second subchapter with more unknowns.

In the third chapter is deals with the systems of linear diofantic equations and their
solution. Is made focus on methods of adding, settling and solving solutions using matrix

interpretation in next subchapters.

The last chapter is focused on Smith's normal shape of the matrix. The first subchapter is
briefly describe life of Mr. Henry John Stephen Smith. The theory of Smith's normal form

of a matrix of completed examples is described in last subchapters.
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