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Abstrakt

Diplomova préce se zabyva modelovanim perfaze jater pro vyuziti a zpracovani medicin-
skych dat. Pro popis perfuze je pouzit multi-kompartmentovy model, ktery vysti-
huje hierarchické proudéni na stromové strukture cévniho fecisté jater. Tento model
je odvozen na zakladé rovnice kontinuity a Darcyho zakona se zahrnutim moznosti
vymeény tekutiny mezi kompartmenty a také s vnéjsim okolim. Prace se rovnéz zabyva
identifikaci materidlov§ch parametr@i modelu. Uloha identifikace je formulovana jako
optimalizacni tloha. Numericka implementace modelu perfiaze i ilohy identifikace byla
provedena pomoci metody konec¢nych prvki v softwaru SfePy. Piicemz informace o
geometrii a parametrech modelu jsou ziskadny na zékladé redlnych CT snimkt. Byla
provedena fada numerickych simulaci tlohy identifikace pro rtizné aproximace i na-
staveni parametri. Vysledky simulaci byly porovnany. Nasledné byl definovan model
siteni kontrastni latky jaterni tkani. Tento model reflektuje dynamické perfazni CT
vySetfeni. Zakladnim rysem je linearni vztah mezi denzitou a lokalni koncentraci kon-
trastni latky, ktera je vyjadiena saturaci. Numericka implementace toho modelu byla
provedena pomoci metody konecnych prvki a metody konecnych objemt v softwarech
SfePy a Matlab.

klicova slova: Perfuze jater, multi-kompartmentovy model, porézni médium, Dar-
cyho zakon, identifikace, optimalizace, CT, kontrastni latka, saturace

Abstract

The diploma thesis deals with modeling of liver perfusion for utilization and process-
ing of medical data. For a description of perfusion is used a multi-compartment model,
which describes a hierarchical flow in tree structure of the liver vasculature. This model
is derived from the continuity equation and the Darcy flow, including the possibility of
fluid exchange between compartments and also with external environment. The thesis
also deals with identification of model’s material parameters, where the identification
problem is formulated as an optimization problem. The finite element method in the
software SfePy was used for numerical implementation of the perfusion model and the
identification problem. The used geometry and model parameters are based on real
CT images. A series of simulations of the identification task were performed, each with
different approximations and parameter settings. The obtained results were compared.
Then a model of transport of contrast fluid through liver tissue was defined. This
model reflects dynamic CT perfusion test and its basic feature is the linear relation-
ship between density and local concentration of contrast fluid, which is characterized
by saturation. Numerical implementation of this model was performed using finite el-
ement and finite volume methods in softwares SfePy and Matlab.

key words: Liver perfusion, multi-compartment model, porous media, Darcy flow,
identification, optimization, CT, contrast fluid, saturation
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1 Uvod

Motivace

Predkladana prace se zabyva modelovanim perfize jater s cilem vyuziti a zpracovani
medicinskych dat. Oborové se tedy fadi do oblasti biomechaniky, jejiz sféra zajmu je
pomérné Siroka. ” Biomechanika je chapana jako samostatny védni obor, ktery aplikuje
poznatky a zdkony obecné mechaniky v biologii, medicing, télovychové a sportu, krimi-
nalistice atd.” [Kien et al. 2001]

Tato diplomova prace se zaméiuje nejen na modelovani perfize jater, ale také na
modelovani dynamického perfazniho CT vysetieni. I kdyz obecné lze Tici, ze perfizni
CT vysetreni i tkanova perfaze nejsou spjaty pouze s organem jater a jejich ramec
znacné prekracuji. Modely téchto procesit mohou byt také napriklad vyuzity pro popis
déjt srdce nebo mozku.

Téma prace je motivovano pozadavkem lékarti, a to zejména chirurgi. Ti by radi
ziskali G¢inny nastroj pro snadnéjsi a presnéjsi planovani chirurgickych zakrokt a také
pro predikci a simulaci zmén jaterni perfize. Ke zméné perfuze dochéazi pfi zménach
struktury nebo objemu jaterni tkané. Ty byvaji disledkem rtiznych onemocnéni, jako
jsou nadorova onemocnéni, jaterni cirhéza ¢i degradace krevniho recisté jater. Ale také
¢asti jaterni tkané postizené nadorem. Obecné je tedy pozadavek vytvaret simulace,
které by na zakladé vstupnich dat, ziskanych napiiklad z CT snimki a perfuzniho CT
vySetfeni, poskytly pfedstavu o proudéni krve v jatrech.

Dalsim moznym vyuzitim modelt jaterni perfize je stanoveni jaternich segmenti
na zakladé skutecného cévniho zasobeni jater. Segmenty jsou do jisté miry autonomni
podjednotky jater diilezité pro planovani chirurgickych resekci. Ze znalosti segmen-
tace jater lze pak naptiklad virtualné urcit optimalni resekéni linii. Prestoze jatra jsou
organem, ktery je schopen regenerace, pii velkych resekcich ¢i nevhodném navrzeni
resekcni linie hrozi akutni jaterni selhani a timrti pacienta. Predikce dopadi zakroku,
zahrnuti rizikovych faktort (napf. cirhéza), odhad pooperac¢ni regenerace ale i stanoveni
optimalni resekéni linie, to vSe v soucasné dobé zavisi pouze na uvazeni a zkusenostech
chirurga.

Zmacnou nevyhodou modelt perfize jater je obtizné stanoveni jejich parametri.
Nékteré parametry do jisté miry koreluji s geometrii cévnich stromi. Jiné jsou defi-
nované pouze v kontextu modelu a nelze je urcit primo, ani je nelze zmérit. Proto
se znacna cast této diplomové prace zabyva identifikaci tkanovych parametri modelu
perflze jater.



Cil prace
Cile predkladané diplomové prace 1ze shrnout do nésledujicich bodt.

e Poskytnuti nadhledu do biologického kontextu prace a seznameni s anatomickym
a fyziologickym popisem jater.

e Seznameni s problematikou vyhodnocovani perfuzniho CT vySetfeni a moznostmi
jeho matematického modelovani.

e Seznameni s modelovanim hierarchického proudéni na stromovych strukturach a
s jeho pouzivanymi pfistupy a moznostmi.

e Implementovani numerického modelu transportu kontrastni latky pomoci metody
kone¢énych objemi (FVM) nebo pomoci nespojité Galerkinovy metody (DGM).

e Provedeni citlivostni studie zavislosti feseni tlohy perfize a transportu kontrastni
latky na parametrech modelu.

e Pomoci optimaliza¢niho pristupu fesit tlohu identifikace parametri modelu per-
faze. Implementované metody testovat na realnych datech.

Struktura prace

Predkladana diplomova prace je strukturovana do celkem sedmi kapitol. Po tivodnim
seznameni s motivaci a cili této prace je v kapitole 2 predstaven biologicky kontext
dané problematiky véetné vysvétleni pojmu tkanové perfize. Tato kapitola ma za cil
seznamit ¢tenafe se zakladni anatomickou a fyziologickou charakteristikou jater, jejich
¢lenénim, usporadanim krevnich obéhii a specifickou mikrostrukturou jaterni tkané.
Dtivodem pouziti jak ceského, tak latinského nazvoslovi soucasné je snaha poskytnout
¢tenari moznost rychleji se zorientovat i v odbornych medicinskych c¢lancich a pub-
likacich.

Kapitola 3 je vénovana vypocetni tomografii a perfaznimu CT vySetieni. Vysvétluje
zakladni princip a zptisob vyhodnocovani téchto metod. Obsahuje také shrnuti a popis
zékladnich perfaznich (farmakokinetickych) parametrit PCT vySetfeni. V této kapitole
Ize také nalézt dalsi metody pouzivané v medicinské praxi pro vysetfovani perfuze.

Néplni 4. kapitoly je predstaveni principti modelovani hierarchického proudéni na
stromovych strukturach. V této kapitole jsou popsany nékteré pouzivané ptistupy,
metody feSeni, nebo metody pro ziskavani dat o geometrii a parametrech modela. A to
predevsim se zaméfenim na pripad jater, prestoze lze tento typ modelovani aplikovat



na rizné organy, mimo jiné také na srdce a mozek.

Kapitola 5 pojednava o multi-kompartmentovém modelu pro popis perftze jater.

Nejprve je definovan kompartment, vysvétlena jeho struktura a zakladni parametry
udavajici jeho vlastnosti. Dale je pomoci nékolika rovnic a zadkont reflektujicich vlast-
nosti a strukturu jaterni tkané zformulovan multi-kompartmentovy model perfize.
V této kapitole je definovana stavova rovnice a okrajové podminky, které spolec¢né
tvori okrajovou tlohu pro formulaci multi-kompartmentového modelu perfaze. Pro
numerické feseni v softwaru SfePy je stavova tuloha prevedena do slabé formulace.
Nésledné je formulovana tuloha identifikace perfuznich parametri modelu jako opti-
malizacni tloha. Je zavedena tucelova funkce a definovana citlivostni analyza pomoci
takzvané adjungované tlohy a vypoctu totalniho diferencialu.
V dalsi ¢asti této kapitoly je jiz popsan zplisob provedeni numerickych simulaci tlohy
identifikace vcetné provedeni citlivostni analyzy v softwaru SfePy a programovacim
jazyce Python. Kdy nasledné jsou provedeny dvé modelové tulohy jejichz geometrie i
parametry maji sviij zaklad v readlnych datech. Ziskané vysledky obou modelovych tloh
jsou zhodnoceny a porovnany. Nasledné je zavedena zména paramterizace perfuznich
parametri pomoci splineboxu. Opét je popsan zptisob provedeni numerickych simulaci
ulohy identifikace a jsou spocteny dalsi dvé modelové tlohy, jejichz vysledky jsou zhod-
noceny a porovnany. Na zavér této kapitoly je na zakladé mnozstvi dalSich vypocti
provedeno porovnani riiznych parametrizaci pouzitych v tloze identifikace perfaznich
parametri.

V kapitole 6 je pfedstaven model transportu kontrastni latky a definovana jeho
stavova tloha. Nasledné jsou formulovany adjungované tlohy a citlivostni analyza. Jed-
notlivé rovnice jsou poté prevedeny do diskretizované formy. V dalsi ¢asti této kapitoly
je popsan zptusob provedeni numerické simulace a je vypoc¢tena modelova tloha Sireni
kontrastni latky v poréznim prostiedi véetné provedeni citlivostni analyzy.

V posledni kapitole je zavérem uvedeno shrnuti predkladané diplomové prace, dosaze-
nych vysledki a vyhledi moznych budoucich rozsifeni.



2 Biologicky popis

Tato kapitola slouzi jako tivod do biologického a medicinského kontextu prace. Zabyva
se tkanovou perfuzi, anatomii a fyziologii jater.

2.1 Perfiaze

Perfaze je definovana jako pritok tekutiny poréznim prostiedim. Konkrétnéjsi piipad
tkanové perfuze lze definovat jako pritok krve ¢i jiné tekutiny tkani nebo organem.
Tento jev probiha naptiklad v jatrech, ledvinach a plicich. Tkanovou perfizi ovliviuji
mnohé faktory, predevsim vlastnosti tkané a tekutiny. Diilezitou roli hraje ale také tlak
tekutiny. [3]

2.2 Anatomie a fyziologie jater

” Anatomie zkouma organismy z hlediska jejich tvaru, velikosti, vyvoje, stavby a
ulozeni organd.” [Dylevsky 1995]

"Fyziologie zkouma vykony a funkce jednotlivych organt i organismii jako celku a
fizeni jejich ¢innosti. Jejim tkolem je poznat a pochopit podstatu téchto déji a stanovit
pficiny, které je vyvolavaji.” [Dylevsky 1995]

2.2.1 Zakladni charakteristika jater

Jatra, fecky hepar, jsou nejvétsim vnitinim organem lidského téla. Zaroven jsou také
nejvétst a nejtézsi zlazou lidského téla. Dle publikace [Cihdk 2016] jatra dosahuji hmot-
nosti od 1000 do 2500 gramii. Nejcastéji se ovSem jejich hmotnost uvadi kolem 1500
graml. Hmotnost jater se lisi u muzt a zen. Jsou udédvany hodnoty 1200 - 1400 gramt
pro zeny a 1400 - 1800 grami pro muze. Procentualné tak jatra predstavuji priblizné
2,5% hmotnosti téla dospélého ¢lovéka. [Cihdk 2016]

Zdrava jatra maji tmavocervenou az hnédocervenou barvu. Jaterni tkan je mekka,
kompaktni a poddajna. Nevyhoda této tkané je ale jeji kiehkost. Proto jsou jatra
nachylnd k natrzeni zejména prti otfesech a narazech. Poranéni jater ma za nasledky
masivni krvaceni, které miZe byt Zivot ohrozujici. [Cihak 2016]

Tvar jater 1ze reprezentovat Sikmo zprava zdola doleva nahoru sefiznutym ovoidem.
Pii pohledu zpfedu tvar jater pfipomina pravouhly trojihelnik, viz obrazek 2.1. V
prostoru ho lze pak pfirovnat k trojbokému jehlanu. [Cihak 2016], [Dylevsky 2009], [2]



2.2.2 Poloha, uloZeni a ¢lenéni jater

Jatra se nachézeji v horni ¢asti dutiny bfisni, tésné pod branici, pfevazné pod pravou
brani¢ni klenbou. Smérem vlevo pfesahuji pod medidlni ¢ast levé brani¢ni klenby.
Poloha jater v téle je ilustrovana obrazkem 2.1. Horni c¢ast jater, konkrétné plocha
nazyvana area nuda, viz obrazek 2.2, je uchycena k branici prostfednictvim vazivového
pouzdra. Toto pouzdro nazyvané Glissonovo (capsula Glissoni, nebo téz tunica fibrosa)
obaluje celd jatra. [Cihdk 2016], [Ehrmann a Htilek 2010], [Merkunovéa a Orel 2008],
[Dylevsky 1995]

Obréazek 2.1: Tvar jater, jejich poloha a ulozeni v téle. [4]

Povrch jater se déli na dvé plochy. Brani¢ni plochu (zevni, pfedni a horni) (facies
diaphragmatica) a vnitini plochu (vnitini, zadni a dolni) (facies visceralis), viz obrazek
2.2. Na brani¢ni plose jsou jatra rozdélena iponem srpovitého vazu (ligamentum falci-
forme hepatis), na vétsi pravy lalok a mensi levy lalok. Vnitini plocha naléhé na orgény
dutiny bfidni, které na jatrech vytvari otisky (impressia). Vnitini plocha je rozdélena
pomoci ryh situovanych ve tvaru pismene H na celkem ¢tyfi jaterni laloky (lobi hep-
atis). Pravy lalok (lobus dexter), levy lalok (lobus sinister), ¢tvercovy (Etverhranny)
lalok (lobus quadratus) a lalok dolni duté zily (ovalny) (lobus caudatus). Ryhy ve tvaru
pismene H tvofi leva sagitalni vkleslina, prava sagitalni vkleslina a pri¢na vkleslina.
Dolni okraj jater (margo inferior) oddéluje brani¢ni a vnitfni plochu a zaroverti kopiruje
Zeberni oblouk. Jétra jsou Zebry kryta. [Cihak 2016], [Dylevsky 2009], [2]



Branié¢ni plocha (facies diaphragmatica) ') Vnitini plocha (facies visceralis)
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1 Upon srpovitého vazu 4 Ctvercovy (étverhranny) lalok (lobus quadratus) 8 Dolni dutd #ila (vena cava inferior)
(ligamentum falciforme hepatis) 5 Lalok dolni duté Zily (ovalny) (lobus caudatus) 9 Vritnicova #ila (vena poriae)
2 Pravy lalok jaterni (lobus dexter) 6 Zluénik 10 Jaterni tepna (arteria hepatica)
3 Levy lalok jaterni (lobus sinister) 7 Brénice 11 Dolni okraj jater (margo inferior)

12 Area nuda

Obréazek 2.2: Brani¢ni a vnitini plocha jater. [5]

Jatra lze ¢lenit nejen vnéjSim
¢lenénim na laloky, které jsou
patrné na pohled, ale také
vnitinim ¢lenénim na takzvané
segmenty. Segmenty jsou urceny
usporadanim zil, cév a zlucovodi,
proto je rozhrani jednotlivych
segmentil velice variabilni. Nej-
castéji se pouziva ¢lenéni na osm
segmenti dle Couinauda, které
predstavuje priblizny stav s nej-
vetsi statistickou Cetnosti a je zo-
brazeno na obrazku 2.3. Jatra se
rozdéluji podle t¥i horizontalnich
rovin ur¢enych hlavnimi vétvemi

jaterni zily (venae hepaticae),
a jedné horizontalni roviny v Obréazek 2.3: Clenéni jater dle Couinauda na osm

urovni pravé a levé vétve vratni- segmenti. [6]

cové 7ily (vena portae). Clenéni

jater na segmenty ma svoje uplatnéni v chirurgii. A to pfedevsim pro chirurgické
resekéni zakroky, popis a lokalizaci loziskovych nélezii a transplantace casti jater.
[Cihak 2016], [Ehrmann a Hilek 2010], [2]



2.2.3 Krevni obéhy jater

V jatrech se nachéazeji celkem dva krevni obéhy a ti cévni stromy, coz je velice ojedinélé.
Jedna se o portalni (funkéni) krevni obéh a vyzivny (nutritivni) krevni obéh.

Portalni (funkéni) obéh za¢ind vratnicovou zilou (vena portae). Vratnicova zila je
tenkosténna céva o primeéru asi 15 mm, ktera privadi krev ze zaludku, stieva, slinivky
btisni (pankreatu), sleziny a zluéniku. V krvi proudici vratnicovou Zilou jsou tak ob-
sazeny latky vstiebané v organech travici soustavy. Do jater vstupuje vratnicova zila v
pricné vklesliné na vnitini ploSe jater, kterd se nazyva jaterni branka (porta hepatis).
Po vstupu do jater se vétvi do pravého a levého jaterniho laloku. Tato bifurkace méa pfi-
blizné tvar pismene T. Dalsi vétveni vratnicové zily urcuje takzvané funkéni segmenty
jater. V priméru jich byva kolem dvaceti a jejich povodi nejsou striktné oddélena.
Tudiz mezi sebou mohou komunikovat. Vétveni vratnicové zily nasledné pokracuje az
na kapilarni aroven. Tyto kapilary pfichazeji v jaternich laliccich (lobulech) do tésného
kontaktu s jaternimi buiitkami (hepatocyty) a dochédzi k metabolizaci latek obsazenych
v krvi na dalsi produkty. Ty poté télo vyuziva ke stavbé, obnové, ¢i k zajisténi funkci
organi a tkani. Z jaternich lalicka je krev odvadéna pomoci centralnich zil (vena cen-
tralis) do jaternich 7l (venae hepaticae). Jaterni Zily, byvaji celkem t¥i, dvé z pravého
a jedna z levého laloku, opoustéji jatra a po cca 1 em tsti do dolni duté Zily (vena cava
inferior). [Cihék 2016], [Dylevsky 2009], [Dylevsky 1995], [Ehrmann a Hilek 2010]

Hepatic vein

Central vein

Branch of hepatic artery
Branch of bile duct

Branch of portal vein

(distributing vein)

Right and left hepatic
ducts (bile ducts

Right and left
hepatic arteries

© 2007 MediVisuals, Inc.

Portal triad of
structures

Obréazek 2.4: Krevni obéhy jater. [9]



Vyzivny (nutritivni) krevni ob&h zajistuje jaterni tepna (arteria hepatica), ktera do
jater ptivadi krev bohatou na kyslik. Jaterni tepna, stejné jako vratnicova zila, vstupuje
do jater v jaterni brance a stejné se také vétvi. Vétveni pokracuje az na kapilarni troven,
kde kyslik zasobuje jaterni buiiky a zlucové cesty. [Cihak 2016], [Dylevsky 2009]

Vétve jaterni tepny (arteria hepatica) jdou s vétvemi vratnicové zily (vena portae)
turu triddy lze diky vétveni pfirovnat ke stromu. Vétve jaterni zily (venae hepaticae)
ovsem probihaji jinudy. Vétveni jednotlivych cév a zlucovodti je patrné z obrazku 2.4.
[Cihdk 2016], [Dylevsky 2009], [Rezek 2012]

Jatra jsou vysoce prokrvenym organem. Protéka jimi priblizné 1,5 litru krve za minu-
tu. Kolem 80% celkového objemu krve ptitéka do jater vratnicovou zilou (vena portae).
Zbylych 20% z celkového objemu ptivadi do jater jaterni tepna (arteria hepatica). Pri-
tok krve jatry je regulovatelny na tirovni nejmensich cév. [Cihdk 2016], [Dylevsky 2009]

2.2.4 Mikrostruktura a zakladni jednotky jater

Jaterni tkan je velice specifickd. Oznacuje se jako parenchym a je tvorena jaternimi
bunkami (hepatocyty). Jaterni buiiky tvaru polyedru maji pramér 20-30 um. Tyto
bunky uspoifadané do dvou fad tvori ploché a nepravidelné struktury nazyvané jaterni
tramce. Radidlné usporadané tramce jaternich buné€k spolu s cévami vytvari lalticek
centralni Zily (lubulus venae centralis), viz obrazek 2.5. [Cihédk 2016]

Interlobular
septum

Sinusoid

Bile
canaliculi

Branch of
hepatic artery
Bile duct
Branch of

hepatic portal =4 .
vein

Bile duct Branch of hepatic portal vein Portal area . Bile ductules

Obréazek 2.5: Mikrostruktura jaterni tkané. Jaterni lalicek a jeho detail. [7]



Lalti¢ek centralni zily, téz nazyvany jaterni laltcek, je zdkladni stavebni (morfo-
logickou) jednotkou jater. Nikoliv vSak jednotkou funkéni. M4 tvar nepravidelného
hranolu, jehoz primér se pohybuje kolem 1 mm a délka kolem 2mm. Tvar lalticku se
velice ¢asto rizni. Proto v publikacich i pfi modelovani byva idealizovan na pravidelny
Sestihran. Takto pravidelny tvar se ale v redlu pfilis ¢asto nevyskytuje. Sttedem lalticku
probiha centralni zila (vena centralis), kolem niz jsou hvézdicovité uspofadany jaterni
tramce. Mezi jednotlivymi tramci probihaji jaterni sinusoidy. Sinusoidy jsou Siroké, ale
tenkosténné zilni Gtvary charakteru kapilar. Jaterni sinusoidy jsou velice dobie patrné
na obrazku 2.7. Existuji t¥i zékladni typy kapilar (souvislé, fenestrované a sinusoidy).
Mezi jednotlivymi jaternimi butikami se nachazi zlucova kapilara (canaliculus bilifer).
Zlucové kapilary se sdruzuji v intralobularni (intratrabekularni) Zlucovody a piivadéji
zlu¢ do Heringovych kanélki a dale do mezilali¢kovych (interlobuldrnich) zlucovodii
(ductus biliferi interlobulares), které se nachazeji ve vrcholech jaterniho lalacku. Vr-
choly jaterniho laliicku jsou rozeznatelné na mikroskopickych fezech jako trojhranné
a vazivem vyplnéné struktury, které se nachazeji v misté styku tii jaternich laltcka
a oznacuji se jako portobiliarni prostory, viz obrazek 2.6. Celkem jsou ve vrcholech
jaternich lalucka (portobilidrnich prostorech) situovany tfi utvary. Jednéd se o mezi-
laltckovou zilu (vena interlobularis), mezilalickovou tepnu (arteria interlobularis) a
mezilaluckovy zlucovod (ductus biliferi interlobulares). Tato trojice je také oznacdovana
jako Glissonova trias (trias hepatica). Mezilaltickovou tepnou je do lalticku pfivadéna
tepennd krev a mezilalickovou zilou krev zilni. Smisené tepennd a zilni krev protéka-
jici sinusoidami pfichazi do kontaktu s jaternimi bunkami a nakonec z lalicku odtéka
centralni zilou. Jeden jaterni lalticek tak mé vice piivodi krve. V jaternim laltcku se
nachazeji i jiné utvary, nez vyse zminéné. Jedna se o Kupfferovy buiky, perisinusoidové
buniky (Itoovy buriky), pit butiky a dalsi.

g HV
XL 10 mm SE 4.9 mm 50 x 10 kV 1 mm

, g C . , Obrazek 2.7: Korozivni preparat jaterni
Obrézek 2.6: Mikroskopicky snimek jaterni tkané. Skenovaci elektronova mikroskopie.

tkdné. [8] [Eberlova et al. 2015]
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Obréazek 2.8: Stavebni a funkéni jednotky jater. [10]

Za funkéni jednotku jater je povazovan portalni lalicek, téz nazyvany laltcek vrat-
nicové zily (lobulus venae interlobularis). Na rozdil od jaterniho lalicku je zasoben
pouze jednou mezilaltickovou Zilou a tepnou, které se nachazeji v jeho stiedu.

Za zakladni funkéni jednotku jater ovSem neni povazovan ani portalni lalicek, ale
pouze jeho cast. Jednd se o primarni jaterni acinus. Ten mé na priifezu tvar dvou
trojuhelnik. Jednotlivé jednotky jaterni tkdné jsou znazornény na obrazku 2.8.

[Cihak 2016], [Dylevsky 2009], [Dylevsky 1995], [Merkunova a Orel 2008]

2.2.5 Funkce jater

Jatra zajistuji fadu zivotné dilezitych funkci. Jsou dilezitym rezervoirem krve, ktera
je do organismu vyplavovana v pripadé krevnich ztrat. Kromé toho ovliviuji také
hemokoagulaci (srazeni krve) tvorbou fibrinogenu a srazecich faktoru krve. Jatra jsou
také zdrojem tepla, které vznika pii intenzivnich chemickych preménach latek. Krev se
tak v jatrech ohfiva az na teplotu pies 40°C.

Jatra maji vyznamné detoxikacni funkce. Odbouravaji staré krvinky a hormony,
napiiklad inzulin. Déale eliminuji skodlivé mikroorganismy a dalsi skodlivé latky vstie-
bané ve stifevé a upravuji dalsi tok vstiebanych zivin. Také rozkladaji ¢pavek na
mocovinu, odbouravaji alkohol z krve a snizuji cholesterol.

Dalsi funkci je skladovani latek. V jatrech jsou skladovany cukry, vitaminy B12, D,
E, K a také kovy, jako je Zelezo, méd a kobalt.
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Mezi sekre¢ni funkce patii produkce zluci. Zlué je skladovana ve zlu¢niku a podili se
na traveni.

Mezi metabolické funkce patii produkce bilkovin a lipoproteint. Produkci glyko-
genu se jatra podili na udrzovani glykémie (koncentrace glukézy v krvi). [Cihak 2016],
[Kittnar 2011}, [Langmeier 2009], [Rezek 2012]

Specifickou funkci jater je jejich schopnost regenerace. Velkou roli v tomto pripadé
hraji perisinusoidové butiky (Itoovy buriky), které produkuji rtistovy faktor. Regeneraci
je mozno napiiklad odstranit toxické poskozeni. Zasadni roli ovSem regenerace hraje
v pripadé patologickych procesi, jako je naptiklad vyskyt nadoru. Dojde-li ke ztraté
Casti jaterni tkané, napiiklad jako nésledek chirurgického odstranéni nadoru (resekce),
je vyvolano déleni jaternich bunék. To dokaze nahradit odstranénou c¢ast tkané. Prace
[Gyuton a Hall 2006] uvadi, Ze jatra dokazi nahradit az 70% svého objemu. Ptestoze
se toto ¢islo mlize na prvni pohled jevit jako velmi vysoké, méa i jaterni regenerace své
limity. [Cih&k 2016], [Gyuton a Hall 2006]
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3 Vypocetni tomografie

Tomografie je zobrazovaci technika, jejimz zdkladem je zobrazovani v fezech. Jedna se o
strukturni zobrazovani stavby bez nutnosti fyzického naruseni celku. Nazev je odvozen
z Teckych slov tomos = fez a grapho = psat. Pristroj pouzivany pro tomografii se
nazyva tomograf a vysledny obraz se nazyva tomogram.

3.1 CT

Vypocetni tomografie (CT = Computed Tomography) je metoda rentgenového vySetieni
vyuzivand hlavné ve zdravotnictvi. V principu se vyuzivd meéreni absorpce rentge-
nového zafeni ve vybrané vrstvé vysetfovaného objektu za pouziti mnoha expozi¢nich
projekci. Pricemz rentgenka a detektory jsou umisténé proti sobé a obihaji pacienta
po kruhové trajektorii. Pacient lezi na ltizku, které se kontinualné posouva. Vysledna
trajektorie rentgenky kolem téla tak vytvari spiralu. Ze ziskanych dat z tomografu o
absorpci rentgenového zatreni je nakonec pomoci pocitace zrekonstruovan plosny fez
vySetfovanym objektem. Tento Fez je slozeny z pixelii (¢i voxell) zobrazenych ve stup-
nich Sedé. Vysledna absorpce (odstin Sedi) je ¢iselné vyjadiena v hodnotéch takzvané
denzity v Hounsfieldovych jednotach (HU = Hounsfield unit). CT snimek jater je zna-
zornén na obrazku 3.1.

Obrazek 3.1: CT snimek jater. [11]

Data z vySetfeni jsou standardné uklddanéd ve formatu DICOM (Digital Imaging
and Communications in Medicine). Jedna se o format obrazu pro medicinské vyuziti,
ktery obsahuje informace obrazové, o pouzitém pristroji, pacientovi, formatu obrazu
a technice akvizice. Tato data jsou znacné objemné a tak miize byt narocné jejich
uchovavani.
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3.2 Perfuzni CT

Pro nésledujici ¢ast byly poznatky ¢erpany predevsim z publikaci [Ferda et al. 2009],
[Mirka a Ferda 2015], [Liska et al. 2013|, z pfednasky [Mirka et al.] a slovniku [3].

Perfuzni CT (PCT = Perfusion Computed Tomography) je relativné nova metoda,
jez se zacala plné rozvijet az po roce 2000. V principu se jedna o dynamické skenovani
prokrvené tkané sériové opakované v intervalech 1-2,5s. PCT je zalozeno na vyhod-
nocovani zmén denzity tkdné po rychlé nitrozilni aplikaci malého mnozZstvi (bolusu)
kontrastni latky. Prevazné jsou pouzivané jodové kontrastni latky, jez jsou aplikovany
rychlosti 5-7ml/s v mnozstvi 40-50 ml. Metoda PCT vyuziva linearni zavislosti mezi
koncentraci jodové kontrastni latky v tkani a denzitou vyjadfenou pomoci Hounsfiel-
dovych jednotek. Data vyhodnocujici zmény denzity jsou nasledné pouzita pro kon-
strukci kiivky syceni tkané (TAC = Time Attenuation Curve). PTi znalosti kiivky
syceni a nasledné aplikaci matematickych modeli lze nakonec ziskat hodnoty jed-
notlivych farmakokinetickych parametrti, podrobnéji viz nize. Jako matematicky model
je pouzivana naptiklad momentova metoda, slope metoda, dual-slope metoda, metody
kompartmentové analyzy, Patlakova analyza ¢i dekonvolu¢ni metoda.

Vystupem perfuzniho CT vysSetfeni jsou tedy hodnoty farmakokinetickych parametrii
vyjadieny ciselné, ale také pomoci barevnych perfiznich map. Tyto mapy slouzi pro
jednodusi lokalizaci poruch prokrveni. Plati, ze vyssi hodnoty jsou znazornény zlutou
a Cervenou barvou a nizs$i hodnoty jsou znazornény fialovou a modrou barvou. Kfivka
syceni tkadné a barevna perfizni mapa jsou zobrazeny na obrazku 3.2.

Hepatic Perfusion Index [ HPI ] [%]

Obréazek 3.2: PCT. Vlevo: kiivka syceni tkdné (TAC). Vpravo: barevna perfizni mapa.
[Mirka et al.]
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Zakladni perfuzni (farmakokinetické) parametry

Zakladnimi perfuznimi parametry jsou objem krve, pritok krve, stfedni tranzitni cas,
¢as do maxima, drendzni cas, a cévni permeabilita. V pripadé jater se jesté navic vy-
hodnocuje arterialni perfuze, portalni perfuze a arterialni hepaticky index.

Objem krve (TBV = Tissue blood volume)
Objem krve, ktery protece tkani odpovida plose pod kifivkou syceni. Tento parametr

nezahrnuje krev stagnujici v extraceluldrnim (mimobunééném) prostoru [Mirka a Ferda 2015].
Udéava se v jednotkach [ml/100 ml] nebo [ml/100 g].

Prutok krve (TBF = Tissue blood flow)
Jedna se o prutok krve tkéni, nékdy také oznacovany jako perfuze (P = Perfusion).
Je vyjadien jako podil objemu krve a stfedniho tranzitniho ¢asu [Mirka a Ferda 2015].
Udéava se v jednotkdch [ml/100 ml tkdné/min] nebo [ml/100 g tkdné/min)].

Stfedni (pramérny) tranzitni éas (MTT = Mean transit time)
Tento parametr udava jednu polovinu casového intervalu mezi pocatkem vzestupu a
koncem poklesu kfivky syceni. Stfedni tranzitni ¢as urcuje rychlost cirkulace, perfuzni
tlak a je odvozen jako pomér objemu krve a pritoku krve [Mirka a Ferda 2015].

Cas do maxima (TTP = Time to peak)
Cas do maxima je ¢as od pocéatku syceni do dosaZzeni maximalni denzity tkané. Ste-
jné jako stiedni tranzitni ¢as (MTT) urcuje rychlost cirkulace, ale snadnéji se méii
[Mirka a Ferda 2015].

Drenéazni ¢as (TTD = Time to drain)
Drenéazni ¢as je primérny cas, za ktery opusti kontrastni latka vysSetfovany voxel tkané
[Mirka a Ferda 2015].

Cévni permeabilita (P, K" = Permeability)
Permeabilita je definovana prechodem krve do extracelularniho prostoru. Tento parametr
odpovida rozdilu mezi nativni denzitou a denzitou po prvnim obéhu kontrastni latky
na kiivce syceni. Mlize byt vyjadiena jako permeabilita vztazena na plochu kapilarniho
lazka (PS = permeability surface-area product) dle vztahu

PS =—TBF -In(1 — E), (3.1)

kde TBF je pritok a E zna¢i extrakéni frakci [Mirka a Ferda 2015]. Cévni perme-
abilita koreluje s mirou neoangiogeneze (cévni novotvorbou). ZvySend permeabilita
indikuje vyskyt nadoru. Vyhodnocovani permeability se uplatnuje pro stanoveni 1é¢by
i posouzeni jejiho efektu. Udava se v jednotkach [ml/100 ml tkdné/min] nebo [ml/100
g tkané/min].
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Arterialni perfuze a portalni perfuze
Rozdéleni perfuze na dvé slozky, arteridlni perfuzi a portalni perfuzi, je mozné pouze
u vysetieni jater. Toto rozdéleni koresponduje s anatomickou stavbou jater. Arteridlni
perfuze (portélni perfuze) je perfuze do (po) momentu maximalniho nasyceni sleziny
[Mirka a Ferda 2015]. Oba parametry se udavaji v jednotkach [ml/100 ml tkané/min)]
nebo [ml/100 g tkané/min].

Arterialni hepaticky index (Jaterni perfuzni index)
Tento parametr je pomérem arteridlni a celkové perfuze [Mirka a Ferda 2015]. Udava

se v [%].

Pertzni CT vySetfeni ma samoziejmé své vyhody i nevyhody. Nesporna vyhoda je
moznost vyuziti linedrniho vztahu mezi dezitou a koncentraci kontrastni latky. Diky ce-
muz lze jednoduse urcit farmakokinetické parametry. Dalsi vyhodou je, ze PCT posky-
tuje kromeé udajui o perfuzi také kvalitni anatomickou informaci. V neposledni radé je
tato metoda vyhodné diky své nizké variabilité mezi pozorovateli i mezi opakovanymi
hodnocenimi. Naopak zna¢nou nevyhodou perfizniho CT vySetfeni je vysoka radia¢ni
zatéz pacienta. Vzhledem k dynamickému skenovani v delsim casovém intervalu se
muze jednat az o desetinasobné hodnoty oproti standardnimu vysetieni.

PCT je vysetieni hodnotici thrnnou denzitu tkané obsahujici mikrocévy, které ne-
jsou pomoci klasického CT viditelné. PCT tedy nehodnoti jednotlivé viditelné cévy.
V soucasnosti se jedna o nejrozsifenéjsi radiologickou metodou pro zobrazeni perfaze.
Jednim z hlavnich vyuziti této metody je posouzeni efektu lécby nadorovych onemoc-
néni. PCT totiz dokaze velmi dobfe zachytit proces cévni novotvorby (neoangiogenezi).
Neoangiogeneze umoznuje rozvoj metastaz a vznikd v disledku vyskytu nadoru, pro
ktery jiz neni dostacujici pfisun kysliku z okoli tkané. Jelikoz vysoka cévni novotvorba
indikuje agresivni nador, jsou na zakladé miry neoangiogeneze vybirani pacienti vhodni
pro biologickou lécbu. Pro posouzeni Gcinnosti 1é¢by je nezbytné provést srovnéavaci
vySetfeni pred zahajenim lécby a dalsi po nékolika cyklech chemoterapii.

Pro vySetfovani perfize se kromé perfuzni vypocetni tomografie (PCT) pouzi-
vaji i dalsi metody. Jedna se naptiklad o jednofotonovou emisni vypocetni tomo-
grafii (SPECT), pozitronovou emisni tomografii (PET'), magnetickou rezonanci (MRI),
kontrastni ultrasonografii (CEUS) nebo planarni scintigrafii. VySetfeni kontrastni ul-
trasonografii a magnetickou rezonanci nezatézuje pacienty radiaci, ale je technicky

Vv
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4 Hierarchické modelovani proudéni na
stromovych strukturach

Modelovani hierarchického proudéni na stromovych strukturach se vénuje mnozstvi
literatury a odbornych clankt. Ty se zabyvaji nejen rtiznymi metodami modelovani,
ale také konkrétnimi metodami feseni. Nékteré clanky se zaméruji na ziskavani dat
charakterizujicich tkan pomoci vypocti ¢i experimentalnich méfeni. V neposledni radé
se pozornost zaméiuje také na ziskavani informaci a dat o geometrii dané tkané.

Hierarchicky pfistup modelovani stromovych struktur lze aplikovat na rtizné organy
lidského téla. Nejcastéji se jedna o srdce, jatra nebo mozek.

Préce [Michler et al. 2013] se zaméfuje na simulace koronarni perfize srdce. K
tomuto ucelu je pouzit multi-kompartmentovy model vyuzivajici Darcyho zakona.
Jednotlivé kompartmety jsou definované na zékladé priméru a délky cév. Takovéto
kompartmenty jsou propojeny skrze zfidla a propady. Vsechny kompartmenty pak
spolecné prostoroveé koexistuji na jedné oblasti. Z divodu narocnosti vypocétu byly
numerické simulace provedeny na modelu zahrnujici tii kompartmenty. Pouziti multi-
kompartmentovych modeli je obecné v obdobnych pripadech velice oblibené, coz je
patrné napiiklad z [Rohan et al. 2012] a celé fady dalsich.

Pri konkrétnim zamétreni na jatra je cilem vyvinout komplexni model, ktery by
mohl pomoci pfi pldnovani chirurgickych zakroku (operaci) jater. Dalsi pozadavek na
takovy model je naptiklad, aby dokazal predikovat zmény jaterni perfuze zptisobené
onemocnénimi nebo chirurgickymi resekcemi.

Cela problematika numerického modelovani pritoku krve jatry byva kviili své kom-
plikovanosti rozdélovana na nékolik dil¢ich problémii, popisovanych pomoci nékolika
riznych modeli. Kazdy z téchto modeld obvykle popisuje jinou skalu krevniho fecisteé.

V [Rohan et al. 2016b] jsou naptiklad pouzity dva modely, které jsou vzajemné
propojeny skrze ziidla a propady. Prvni model je zalozeny na Bernoulliho rovnici
a rozsiteny o Cleny pro respektovani tlakovych ztrat. Tento 1D model je pouzit pro
popis proudéni v nejvéetsich cévach krevniho fecisté jater. Druhy model je 3D multi-
kompartmentovy. Tento model je pouzit nejen pro popis proudéni v nizsich hierarchiich
cévnich stromi, ale i pro popis perfuze v jaternim parenchymu. Pro realizaci téchto
modeltl je nezbytné nejprve ziskat potiebné informace. Jedna se o hodnoty parametrt
modeli a tdaje o geometriich jednotlivych tuloh.

Zakladem je tedy zjistit redlnou geometrii jater, jaterniho parenchymu a vétsich cévnich
struktur jater. Tyto informace mohou byt ziskdny pomoci CT vySetfeni, eventualné
vysSetfeni magnetickou rezonanci (MRI). Pro ziskéni téchto geometrickych udajua byla
vyvinuta fada softwarovych nastroji, jako naptiklad DICOM2FEM, LISA a VTreeGen,
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viz [Lukes et al. 2014].

Informace o realné geometrii jater jsou ziskany pravé pomoci volné dostupného softwaru
DICOM2FEM. DICOM2FEM je nastroj provadéjici poloautomatickou segmentaci CT
snimk, ktery je pristupny na [Lukes|. Jak jiz samotny nézev softwaru napovida, jsou
data z CT vysetteni, ktera jsou uloZena ve formatu DICOM (Digital Imaging and Com-
munications in Medicine), pomoci tohoto softwaru pfevedena do konec¢noprvkové sité,
jez je ulozena do formatu VIK (Visualization Toolkit).

Pro ziskani geometrie vétsich cévnich struktur jater slouzi softwary LISA a VTreeGen.
LISA (Llver Surgery Analyser), viz [Jifik], je software schopny z dat z perfazniho CT
vySetfeni urcit geometrii cévnich struktur jater. Detekce cévnich struktur je velice kom-
plikovana a proto je pomoci LISA realizovana pouze ¢astecné. A to jen pro hlavni ¢ast
cévniho stromu obsahujici cévy do jistého primeéru. Nasledné jsou pomoci softwaru

VTreeGen umeéle vygenerovany zbylé ¢asti cévnich stromt s dobie definovanou hierar-
chii.

Poté, co jsou ziskany informace o realné geometrii tilohy, lze jiz provadét simulace
perfuze jater. Prestoze zlistava nevyresena otazka, jak ziskat dalsi potfebné parametry
modelti, které charakterizuji tkan.

Na ziskani dat charakterizujicich tkan se zaméiuje napiiklad [Debbaut et al. 2012].
Clanek je konkrétné zaméfen na mikrotroveii tkané jater. Ta byva Casto reprezento-
vand idealizovanym jaternim laltickem. V [Debbaut et al. 2012] je ale pouzit redlny
korozivni preparat tkané jater, ¢imz je rekonstruovana geometrie jaternich sinusoid.
Pomoci mikro-CT snimku tohoto preparatu a vypocetnich metod dynamiky tekutin
jsou nakonec ziskany vice adekvatni a kvantitativni charakterizace jaterni mikrocirku-
lace, v tomto pfipadé se jedna o hodnoty tenzoru permeability a hodnoty porozity.

Dalsimi velice casto pouzivanymi metodami pro ziskani tkanovych charakteris-
tik jsou primeérovaci metody nebo metoda homogenizace. Riznymi primérovacimi
metodami pro stanoveni napfiklad tenzoru permeabilit se zabyva [Vankan et al. 1997),
[Huyghe a Campen 1995] a také [Hyde et al. 2013]. Homogenizace je naptiklad pouzita
v pracich [Rohan a Cimrman 2010], [Hyde et al. 2013], [Rezek 2012] a mnohych dalsich.

17



5 Multi-kompartmentovy model perfiize
jater

Perftzi jater, zjednodusené pritok krve poréznim prostfedim jater, lze popsat napfi-
klad pomoci multi-kompartmentovych modelti, viz vyse. Pravé multi-kompartmentové
modely jsou vynikajicim nastrojem pro popis proudéni v komplikované a hierarchické
strukture cévniho fecisté jater a to véetn€ mikrotirovné zahrnujici struktury jaternich

laltcki (lobuld).

Struktura kompartmenta

Jednotlivé kompartmenty mohou byt asociovany jednak s jaternimi segmenty, jez jsou
urceny usporadanim cév a udavaji prostorovou lokalizaci v jatrech, ale také s hie-
rarchiemi, které odrazeji slozitost vétveni vSech tii jaternich cévnich stromi, viz kapi-
tola 2. V této diplomové préci, stejné jako v pracich [Brasnova 2014], [Houdek 2015],
[Lukes et al. 2014], [Michler et al. 2013], [Rohan a Lukes 2017], [Rohan et al. 2016a],
[Rohan et al. 2016b] a dalsich se z hlediska zjednoduseni déleni jater na segmenty
neuvazuje. Kompartmenty jsou tedy reprezentovany pouze pomoci hierarchii cévnich
stromt. Prestoze na kapilarni trovni dochazi k vzajemnému priniku cévnich stromd,
jsou tyto z hlediska hierarchii posuzovany vzdy oddélené. Kompartmenty jsou us-
tanoveny jako propojené casti cévniho stromu. Kdy kazdy kompartment zahrnuje ty
¢asti cévniho stromu, které jsou tvoreny cévami pouze urcitého priméru. Ve vétsiné pii-
padii je pomoci kompartmenti popisovan pouze portalni (funkéni) krevni obéh jater
obsahujici dva cévni stromy, strom portélni (vratnicové) Zzily (vena portae) a strom
jaterni zily (vena hepatica). Vyzivny (nutritivni) krevni obéh jater obsahujici strom
jaterni tepny (arteria hepatica) nebyva uvazovan, napiiklad vzhledem k minoritnimu
objemu krve proudicim v tomto obéhu.

Kompartment je tedy tvoren kontinuem zaujimajici oblast Q C R3. Vlastnosti jed-
notlivych kompartmenti jsou urceny predevsim permeabilitami K a takzvanymi per-
faznimi parametry G. Permeabilita K je schopnost porézniho materialu propoustét
tekutinu, do jisté miry souvisi s geometrii cévniho stromu a je udavana v jednotkach
[m? - (Pa - s)7!]. Permeabilita v kontextu multi-kompartmentového modelu je tak jin
veli¢ina nez permeabilita ziskand z perfiazniho CT vySetieni, viz kapitola 3. Perfuzni
parametr G urCuje propustnost propojeni mezi dvojici kompartmentti, je definovan
pouze v kontextu modelu a je udavan v jednotkach [(Pa - s)™!].

Obecnou strukturu multi-kompartmentového modelu, tvoreného jednotlivymi kom-
partmenty ilustruje obrazek 5.1. Na témze obrazku je rovnéz patrné propojeni 1D
modelu proudéni a 3D multi-kompartmentového modelu jaterni perfize realizované
skrze ziidla a propady popisované v kapitole 4.
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Obrazek 5.1: Struktura multi-kompartmentového modelu a jeho propojeni s 1D
modelem proudéni skrze ziidla a propady. [Rohan et al. 2016a]

5.1 Formulace modelu perfize

Model perfaze je odvozen pomoci nékolika rovnic a vztaht, které idealizuji realné a
velice komplikované proudéni krve v jatrech a reflektuji vlastnosti jaterni tkané. Jedna
se predevsim o rovnici kontinuity, Darcyho zékon, rovnici popisujici tok mezi kom-
partmenty modelu a vztah zahrnujici propojeni s 1D model reprezentované ziidly a
propady.

5.1.1 Rovnice kontinuity

Ve fyzice se pomoci rovnice kontinuity vyjadiuje zakon zachovani urcité veli¢iny pomoci
rozlozeni této veliCiny v Case a prostoru. V této praci se jedna o bilanci objemu tekutiny,
tedy o zadkon zachovani objemu krve. Obecné je uvazovan pripad stacionarniho proudéni
nestlacitelné tekutiny. Rovnice kontinuity je definovana ve tvaru

divw =V -w =0, (5.1)

kde div je matematicky operator divergence, ktery udava ziidlovost vektorového pole
a w je vektorova funkce efektivni rychlosti tekutiny uddvana v jednotkach [m - s71].
Vztah (5.1) tedy vyjadiuje skute¢nost, Ze tekutina se nikde nevytvari ani se neztraci,
¢ili objem tekutiny ztistava zachovan.

5.1.2 Darcyho zakon

Jelikoz lze jaterni parenchym povazovat za porézni material, 1ze také pro popis proudéni
v ném pouzit Darcyho zakon, ktery popisuje diftizni rychlost tekutiny. Darcyho zakon
je matematicky vztah zformulovany na zakladé experimentalnich méreni, ktery definuje
rychlost pritoku tekutiny pevnym poréznim prostredi. Jde o linearni zavislost rychlosti
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proudéni tekutiny na rozdilu tlakt proudiciho média a vzdélenosti sledovanych bodi.
V diferencialnim tvaru je Darcyho zékon definovan ve tvaru

w=—-KVp, (5.2)

kde w je vektorova funkce efektivni rychlosti tekutiny, p je tlak proudiciho média
udévan v jednotkach [Pal, Vp je gradient tlaku proudiciho média a K je tenzor per-
meability porézniho prostiedi udavany v jednotkach [m? - (Pa - s)™1].

5.1.3 Tok mezi kompartmenty

Dale je nutné do multi-kompartmentového modelu perfize zahrnout také vztah popisu-
jici vyménu tekutiny mezi jednotlivymi dvojicemi kompartmenti. Mezikompartmen-
tovy tok mezi dvojici kompartmentii ¢ a j oznaceny jf je definovan jako soucin per-
fzniho parametru G pro dvojici kompartmentt ¢ a j a rozdilu tlakii v i-tém a j-tém
kompartmentu, viz rovnice (5.3), kde ¢ je celkovy pocet kompartmentii v modelu.

Ti=G; (' =), kdeij=12 i (5:3)

Z definice mezikompartmentového toku vztahem (5.3) plyne, Ze jf =-J.
Pokud kompartmenty ¢ a j jsou propojené, plati G = G7. V ptipads, ze tyto kom-
partmenty propojené nejsou, a tedy mezi nimi nemiize probihat vyména tekutiny, plati

Gé.EO.

5.2 Okrajova uloha pro formulaci
multi-kompartmentového modelu perfiize

Multi-kompartmentovy model perfaze jater je popsan pomoci takzvané stavové rovnice.
Pro jeji odvozeni je vyuzita rovnice kontinuity (5.1), Darcyho zakon (5.2), vztah (5.3)
a také poznatky z [Brasnova 2014], [Rohan et al. 2016a] a [Rohan et al. 2014].
Stavova tloha je okrajova tiloha definovana pomoci diferencidlni rovnice a okrajovych
podminek.

Diferencialni rovnice pro stavovou tlohu je na zakladé vyse uvedeného definovana
ve tvaru

V- (-K'VP)+> G =) =, naQ\%;, proi# j, (5.4)
—— T
w? j]?
kde 7,5 = 1,2,...,7 jsou indexy kompartmentt, §2; je oblast zaujimana i-tym kom-

partmentem, ¥; je oblast s predepsanym tlakem, K° je tenzor permeability i-tého
kompartmentu, p' (p’) je tlak v i-tém (j-tém) kompartmentu, f* je externi vtok do
1-tého kompartmentu z 1D modelu proudéni reprezentovany ziidly a propady a G; je
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perfizni parametr mezi kompartmenty ¢ a j.

Pro rovnici (5.4) jsou definovany néasledujici okrajové podminky (5.5) a (5.6)

n-w =-n-K'Vp =0 nadQ, (5.5)
p'=p" nady, (5.6)

kde 0€); je hranice oblasti, kterou zaujiméa i-ty kompartment a p* je piedepsany tlak v
i-tém kompartmentu. Okrajova podminka (5.5) vyjadiuje, Ze tok na hranici kompart-
mentu (povrchu jater) je nulovy. Okrajova podminka (5.6) je Dirichletovou podminkou.

Realizace numerického modelu bude provedena pomoci metody kone¢nych prvka v
softwaru SfePy (Simple Finite Elements in Python). Tento open source MKP software
pracuje se slabou formulaci problému, podrobné viz [Cimrman 2016] a [Cimrman 2014].
7 tohoto diivodu je nezbytné pro naslednou implementaci prevést do této slabé for-
mulace i stavovou tlohu vyjadfenou vztahy (5.4), (5.5) a (5.6). Rovnice (5.4) je tedy
postupné vynasobena funkci testovaciho tlaku ¢', zintegrovana pies oblast €);, inte-
grovana po Castech a nakonec je s vyuzitim Gaussova teorému ziskana slaba formulace
v nasledujicim tvaru

KV Vi [ Y -v)d= [ feo vieq, 6
Q\Z; Qi\Z Qi\Z;

kde ' je mnozina vSech dostate¢né regularnich funkci, které jsou nulové na 9%;.

Vysledkem stavové tlohy je tedy rozloZeni tlaki v jednotlivych kompartmentech
p = (p',p?, ...,p"), které vyhovuje rovnici (5.7).

5.3 Uloha identifikace

Znacnou nevyhodou modeli perfize jater, a obecné i modeli popisujicich chovani tkani
zivych organismil, byva obtiznost stanoveni jejich parametri. Nékteré parametry, jako
napifklad tenzory permeabilit K*, jsou do zna¢né miry svazany s geometrii cévnich
stromt. Jejich hodnoty 1ze tedy ziskat naptiklad na zakladé procesu primeérovani pro
dany typ mikrostruktury. Tento proces byl navrzen v praci [Vankan et al. 1997], kde
byla pouzita teorie odvozend v praci [Huyghe a Campen 1995]. A zéaroveri je zohled-
nén clanek [Hyde et al. 2013]. OvSem jiné parametry jsou definovany pouze v kontextu
modelu a nelze je urcit pfimo, ani je nelze zmérit. V pripadé modelt perfize jater
Ize do této kategorie zaradit mezikompartmentové perfuzni parametry G; Tato diplo-
mova prace se zabyva jednim z moznych pristupt, jak ziskat hodnoty prave takovychto
parametri. A tim je metoda identifikace.

‘Metodu identifikace je mozné pouzit i pro stanoveni hodnot parametrii permeabilit
K'. Nicméné na zakladé predpokladu znac¢né ¢asové narocnosti tohoto postupu bude
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v této praci provadéna identifikace pouze perfiznich parametri G;

Dalsi metoda pro stanoveni hodnot mezikompartmentovych perfiznich parametri
G; multi-kompartmentového modelu perftze jater je pouzita naptiklad v préaci [Houdek 2015],
kde je opét Cerpano z publikaci [Vankan et al. 1997], [Huyghe a Campen 1995] a ¢lanku
[Hyde et al. 2013]. Tato metoda je jistym rozsifenim procesu priamérovani uvedeného
vyse, kdy je nutné znat popis proudéni na stromové strukture.

Pti formulaci tlohy identifikace je ¢erpano predevsim z [Rohan a Lukes 2017] se
zohlednénim [Rohan et al. 2016b]. Tato tloha identifikace je tedy formulovana jako
optimalizacni tloha. Hledany jsou optimalizacni parametry oznacené o = (a;'-), pro
néz plati

G =G-aj, (5.8)

kde G je konstanta takova, ze G > 0. Pro nepropojené kompartmenty ovsem plati
G E 0 viz vyse. A tudiz v takovémto pripadé je optimaliza¢ni parametr nulovy a tedy
plati o = 0.

Déle je zavedena ucelové funkce oznacené ¢ dle [Rohan a Lukes 2017] ve tvaru

2

clap) =Y [ Sl -») -7 | (59)

i §>q :
7
Jj

kde jji tok mezi kompartmenty i a j definovany rovnici (5.3) a jj je optimalni hledany
(v idedlnim p¥ipadé zméfeny) tok mezi kompartmenty i a j.

Optimalizacni parametry a jsou hledany takovym zptisobem, aby byla minimali-
zovana 1celovéa funkee (5.9). Cili je hleddno

min (e, p),

kde p = p(a) je rozlozeni tlakt v jednotlivych kompartmentech, jez je feSenim stavové

ulohy (5.7).

5.4 Citlivostni analyza

Citlivostni analyza je chapana jako vyhodnoceni citlivostnich vztaht, které vyjadiuji
zavislost zmény ucelové funkce ¢ na zménu optimalizacnich parametri o« pri respek-
tovani zavislosti stavovych proménnych.

Pi formulaci citlivostnich vztahii se vychazi z [Rohan a Lukes 2017] a [Rohan 2012].
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Jsou definovany nésledujici bilinearni formy a‘(p, q), b (p,q) a linearni funkcional

9'(q).
a%nq)zi/ K'Vp-Vq, b(pq) ‘/‘Gﬁm, gwq)zu/ fiq

5.4.1 Adjungovana tuloha

Déle je zavedena adjungovana proménnd oznacena A. Jedna se o adjungovanou promén-
nou ke stavové proménné tlaku p. Nésledné je uzitim Lagrangeovy funkce (Lagrangianu)
definovaném v [Rohan a Lukes 2017] odvozena adjungovana rovnice v nasledujicim
tvaru.

a (¢, \') + Zbg (g, N = N) = =6, (a0, p; q) Vg € Q (5.10)

J#

Za ¢len na pravé strané rovnice (5.10) je dosazen vyraz (5.11) po provedeni substituce
dpt = q.

by (e piop) = =32 /Q —p) - FN G (511)

J#i

Zavedeni adjungované proménné \ a formulace adjungované tlohy (5.10) je efektivni
postup pouzitelny pro vypocet totalniho diferencialu. Metoda adjungované proménné
ma nékolik podstatnych vyhod. Mezi nez patii presnost vypoctu gradientu a vypoc-
tova nenarocnost metody, ktera je nezavisla na poctu optimalizacnich proménnych, viz

[Rohan 2012].

5.4.2 Totalni diferencial 'y

Totaln{ diferencidl 0"y je vy¢islen pomoci néasledujici rovnice, kde jsou za vyrazy na
pravé strané dosazeny rovnice (5.13) a rovnice (5.14), ve které byly provedeny substituce
p=p —p ag=\

0% (o, p (@) ;00r) = daip (e, ;o) + ) > 6.0 (p' = p’, X') 0 bax (5.12)
i j#i

dotp (a, p;dax) = Z/Q\E G () (0 —p) = T) (0 — /) Goal (5.13)

J>i

507 (p,q) 0 b = / pq@éaé (5.14)
Q\Z;
5.4.3 Kontrola vypoctu totalniho diferencialu pomoci kone¢nych
diferenci
Spravnost vypoc¢tu totalniho diferencidlu §%°*p je vhodné ovéfit pomoci néjaké dalsi
metody. Pro tento tcel byla zvolena metoda konec¢nych diferenci. Vypocet totalniho
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diferencidlu 0%°*¢ pomoci metody konecnych diferenci lze vyjadfit vztahem

90<Oé; + AO&; e) - (,0( 3 - AO&; e)
2 Aat ’

je

(5.15)

tot, .~
5a Y~

kde ucelové funkce ¢ je ddna vztahem (5.9), Acj, je krok diference a e je index ele-
mentu konec¢noprvkové sité.

Za krok diference je zvolena néjaka velmi malé hodnota. O toto malé cislo je vy-
chylena pouze hodnota optimalizacniho parametru ozé» prislusna elementu e, hodnoty
«; na vsech ostatnich elementech zistévaji nezménéné.

Hodnoty totalnich diferenciali vycislené pomoci metody konec¢nych diferenci dle vztahu
(5.15) a pomoci parcidlnich diferencialti dle vztahu (5.12) by se mély shodovat na néko-
lik mist, v zavislosti na volbé kroku diference Ac .

Timto postupem je ovéfena spravnost vypoctu totalniho diferencidlu 6%y a také
spravnost provedeni celé citlivostni analyzy.

5.5 Numerické simulace ulohy identifikace

Implementace tlohy identifikace vcetné citlivostni analyzy a kontroly pomoci konecnych
diferenci byla realizovana v MKP softwaru SfePy a v programovacim jazyce Python.
Samotny optimalizacni proces identifikace je realizovan v Pythonu, kdy pro minimalizaci
ucelové funkce ¢ byla vyuzita funkce minimize, jez je implementovana pravé v Pythonu
jako soucast modulu SciPy.optimize. Jako metoda feseni v rdmci funkce minimize byla
zvolena metoda SLSQP (Sequential Least SQuares Programming). Je nezbytné funkci
minimize definovat vstupni parametry, viz [1]. Mezi néz mimo jiné v tomto piipadé
patii pocatecni (startovaci) hodnoty optimalizacnich parametrii oznacené a” = (o),
box constraints omezeni optimalizac¢nich parametrti (omezeni shora a zdola), hodnota
tcelové funkce p(av, p) vycislend v kazdé iteraci, hodnota totalniho diferencidlu 6%
vycislena v kazdé iteraci a zastavovaci podminka itera¢ni metody (tolerance). V kazdé
iteraci je tedy nutné vyftesit stavovou tlohu a adjungovanou tlohu se zménénymi opti-
maliza¢nimi parametry a, vy¢islit hodnotu tcelové funkce p(a, p) a vyd¢islit hodnotu
totalniho diferencidlu 0'°*¢. Nakonec jsou ziskany hodnoty optimalizovanych optimali-
zatnich parametri oznacené a = (&;) Schéma vyse popsaného optimaliza¢niho ite-
rac¢niho procesu je zobrazeno na obrazku 5.2.

Pro numerické simulace identifikace mezikompartmentovych perfiznich parametri
G (definované pomoci optimaliza¢nich parametri o) je v této kapitole pouzit reduko-
vany multi-kompartmentovy model. Je uvazovan pouze jeden cévni strom a to strom
portalni (vratnicové) zily. Ten je reprezentovan dvéma kompartmenty (i = 1,2). Jelikoz
kompartmenty jsou v této praci asociovany pouze s hierarchiemi (tj. nejsou asociovany
s jaternimi segmenty), viz vySe kapitola 5, oba kompartmenty geometricky zaujimaji
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Obrazek 5.2: Schéma optimaliza¢niho itera¢niho procesu ulohy identifikace.

celou oblast jater, tedy Q; = Qy = Q.

Hierarchicky tok je ovSem reprezentovan tfemi kompartmenty (i = 1,2, 3), které jsou
definovany pomoci dvou tenzortt permeabilit K*, K? a dvou mezikompartmentovych
perflznich parametrt G} a G2. Treti kompartment (i = 3) je tedy degenerovany a to
mimo jiné také tim, Ze tlak v tomto kompartmentu je pfedepsany nulovy, tedy p* = 0.
Priitok krve v modelu je tedy popsan pouze pomoci dvou tlakovych poli, p = (p', p?).
Dany konstantni tlak je asociovany s jaternimi sinusoidami. Takto definovany model
umoziuje vyfesit tok pouze pres cévni strom portalni (vratnicové) zily, tedy vytesit
pouze " polovinu problému” perfize jater.

Jako kone¢noprvkova sit byla v obou nésledujicich pfipadech pouzita geometrie
jater rekonstruovana z anatomicky korektnich dat, konkrétné z redlnych CT snimki, viz
[Lukes et al. 2014] a [Lukes] diskretizovana na 322 tetraedralnich elementt (konec¢nych
prvkil). Na obrazku 5.3 jsou vyobrazeny celkem 2 pohledy na tuto sit. Vlevo je pohled
zpiedu a vpravo je pohled na vnitini (visceralni) plochu jater. Kladny smér osy z tedy
koresponduje s kaudalnim smérem, kladny smér osy y s lateralnim smérem a kladny
smér osy z se smérem dorzalnim.
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Hodnoty a prostorové umisténi bodovych zfidel jsou ziskany procesem rekonstrukce
cévniho stromu portalni Zily, viz [Luke$ et al. 2014]. Kde cévni strom byl ¢asteéné
rekonstruovan pouzitim totoznych CT snimki, jez byly pouzity i pro tvorbu konecno-
prvkové sité. Zbyvajici ¢ast cévniho stromu byla vygenerovana pomoci Global Con-
structive Optimization metody. Na zakladé vyse uvedeného postupu bylo stanoveno
celkem sedm bodovych ziidel. Tato zifidla prisluseji péti elementim konecnoprvkové
sité, 93, 96, 108, 204 a 245. Poloha a oznaceni téchto elementi jsou ilustrovany v
obrazku 5.3 modrou barvou.
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Obrazek 5.3: Konecnoprvkova sif Glohy s vyznacenymi elementy jimz p¥islusi bodova
ziidla.

Toky J5 jsou v diskretizované tiloze konstantni na elementech. Z dfivodu konzis-
tentnosti je tedy potfeba aby i toky J; byly konstantni na elementech. Proto musi
byt upraveny nasledujici rovnice. Mezikompartmentovy tok jji definovany ve spojité
formulaci rovnici (5.3) je nyni definovan v diskrétni formulaci jako primeér na elementu
vyjadieny nasledujici rovnici

7 -
e

L / GY (' —p’), kdei,j=1,2,..,1, (5.16)
|Qe| Qe

kde e je index elementu, jeij je hodnota spocteného toku mezi kompartmenty ¢ a j na
e-tém elementu, || je objem e-tého elementu, G je perfizni parametr pro dvojici
kompartmentti i a j a p’ (p/) je tlak v i-tém (j-tém) kompartmentu.

Ptedpis pro acelovou funkci piejde ze vztahu (5.9) na nésledujici vztah pro diskrétni
formulaci ulohy.

=22 D 10l =23 > IO

i j>i e i j>i e

2

T — g (5.17)

Vztah (5.11) pro vypocet diferencialu vystupujiciho na pravé strané adjungované rovnice
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definované vztahem (5.10) prejde do tvaru (5.18).

—0pp (c,piop’) = =) 2 (jj - jj) / GIop’ (5.18)

J#i e fle

Optimaliza¢ni parametry o = (ad) jsou zde aproximovany pomoci po ¢astech kon-
stantnich funkei na elementech. Z numerickych simulaci provedenych v [Brasnova 2014]
vyplynulo, zZe je velkou vyhodou znat alespon priblizné hodnoty optimaliza¢nich parame-
trit. Proto jsou konstanty G a tenzory permeabilit K, K? spo¢teny na zakladé priméro-
vaci metody viz [Hyde et al. 2013] pro kazdy element konecnoprvkové sité. Lze tedy
ocekavat hodnoty optimalizacnich parametrti jednotkové na vsech elementech, & =
(&}) =~ 1, které jsou optimdlnim Fesenim. Omezeni box constraints optimaliza¢nich
parametrit byla nastavena nésledovné. Horni omezeni parametrti o je definovdno na
vSech elementech rovno 1,5. Dolni omezeni je definovano na vsech elementech rovno 0,5.
Pocateéni hodnoty optimaliza¢nich parametrii a® = (a3)? jsou zvoleny jako perturbace
optiméalniho feseni & = (&3). Konkrétni hodnoty budou vzdy uvedeny u konkrétnich
modelovych tuloh.

Pro vyhodnoceni numerickych simulaci jsou zavedeny Euklidovy vzdalenosti dle
vztahi (5.19) a (5.20) a relativni chyby dle vztaht (5.21) a (5.22), kde e je oznaceni
elementu, n je pocet elementti sité, a” jsou poc¢atecni hodnoty, & jsou oéekdvané (op-
timélni) hodnoty a e jsou optimalizované hodnoty parametri c.

0 — &l = flad — )2 + (0 — )+t (ol — 2= || (@l — a2

Ja =&l @— @) + (@ Gal + ok (@G /S (@ G

|| Vi) + (@) + - + (a)? e ()’

Cilem tlohy identifikace je iteracnim procesem nalézt minimum ucelové funkce .
V idealnim pripadé nalézt globalni minimum tcelové funkce .
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Jednotlivé proménné budou uvadény v nasledujicich jednotkach

2

R P B P R P IR R e

5.5.1 Modelova uloha ¢.1

Pro modelovou tlohu ¢.1 byly perturbovny optimaliza¢ni parametry o = () na
vsech 322 elementech konec¢noprvkové site.

Perturbace jsou zvoleny jako ndhodnd ¢isla z intervalu (—0,25, 0,25). Perturbace jsou
tedy voleny z takového intervalu, Ze jejich hodnoty odpovidaji +25% z ocekavané (op-
timéalni) hodnoty optimaliza¢nich parametrii & = (a4).

Zastavovaci podminka (tolerance, pfesnost) optimaliza¢ni metody minimize byla zvolena
tol = 1x10718,

Vysledky byly zobrazeny pomoci programu ParaView. Graf zavislosti hodnoty ucelové
funkce na poctu iteraci, hodnoty Euklidovych vzdalenosti a relativnich chyb byly
ziskany pomoci programu Matlab.

Na obrazku 5.4 je zobrazen graf zavislosti hodnoty tcelové funkce ¢ na poctu
iteraci provedenych funkci minimize. K nalezeni minima tcelové funkce bylo v pii-
padé této modelové ulohy zapotiebi celkem 2540 iteraci. Hodnota tcelové funkce v
prubéhu identifikace klesla o 99,99998% a jeji hodnota byla v posledni provedené ite-
raci 3,4127x10712,

Na obrazcich 5.5, 5.6, 5.7, 5.8, 5.9 a 5.10 jsou vzdy tfi pohledy na dané proménné
a parametry. Vlevo je pohled zpfedu, uprostied je fez pohledem zpredu a vpravo je
pohled na viscerdlni (vnitini) plochu jater. Pohledy koresponduji s obrazkem 5.3 a tedy
kladny smér osy x koresponduje s kaudalnim smérem, kladny smér osy y s lateralnim
smérem a kladny smér osy z se smérem dorzalnim.

Na obrazku 5.5 jsou zndzornény hodnoty pocatecnich perturbovanych optimaliza-

¢nich parametrii oznacené o’ = (ai)?, které byly ndhodné vygenerované v intervalu
(0,7525, 1,2483).

Na obrazku 5.6 jsou znazornény hodnoty optimaliza¢nich parametri po provedeni
optimalizace oznacené & = (&), které byly identifikovany v intervalu (0,7607, 1,2311).

Hodnoty Euklidovych vzdalenosti a relativnich chyb byly vycisleny dle vztahi
(5.19), (5.20), (5.21) a (5.22) pomoci Matlabu nésledovné

l|a® — &|| = 2,5722, & — &|| = 0,9555,

o’ — &

= 10,1433, = 0,0533.

A

||
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Obrazek 5.4: Modelova tloha ¢.1. Graf zavislosti hodnoty tcelové funkce ¢ na pocétu
iteraci.

Proménna ™ na obrazku 5.7 vyjadiuje hodnoty pfed optimalizaci a udava rozdil
mezikompartmentového toku vypoéteného pro parametry o = o a optimalniho hleda-
ného mezikompartmentového toku. Tedy f* = (7})° — J3.

Ekvivalentné proménnd f°P' na obrazku 5.8 vyjadfuje hodnoty po provedeni optimali-
zace udavajici rozdil vypoc¢teného mezikompartmentového toku pro a = o a optiméal-
niho hledaného mezikompartmentového toku, f°* = 7} — 7.

Na obrazku 5.9 je zndzornéno rozlozeni tlaku p' v kompartmentu 1 po provedeni op-
timalizace. Na Tezu uprostied je navic pomoci Sipek znazornéno vektorové pole rychlosti
w! v kompartmentu 1.

Analogicky je na obrazku 5.10 zobrazen tlak p? v kompartmentu 2 po optimalizaci.
Uprostied pomoci Sipek je opét znizornéno vektorové pole rychlosti w? piislusného
kompartmentu 2.

Na obrazku 5.11 je pomoci dvou riiznych pohledt znazornéna tataz primka nazvana

~v. Podél této piimky ~ jsou nésledné v grafu 5.12 vycisleny hodnoty parametri o
(alfa_optimalizovane) a @ (alfa_puvodni).
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Obrazek 5.5: Modelova tloha ¢.1. Hodnoty po¢ateénich perturbovanych parametri o.
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Obrazek 5.6: Modelova tloha ¢.1. Hodnoty optimalizovanych parametri a.
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Obrazek 5.7: Modelova tloha ¢.1. Rozdil mezikompartmentovych tokt pred
optimalizaci ft.
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Obrazek 5.8: Modelova tloha ¢.1. Rozdil mezikompartmentovych tokt po provedeni
optimalizace f°P'.
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Obrazek 5.12: Modelova tiloha ¢.1. Graf hodnot parametrii & a o podél piimky.

5.5.2 Modelova uloha ¢.2

V modelové tloze ¢.2 byly optimaliza¢ni parametry perturbovany pouze na nékolika
elementech. Konkrétné byla perturbace provedena na 9 elementech. Jedna se o elementy
5, 32, 58, 130, 157, 173, 220, 266 a 311. Poloha a oznaceni téchto elementi v siti jsou
ilustrovany na obrazku 5.13 ¢ervené, kde vlevo je opét pohled zptfedu a vpravo je pohled

na visceralni (vnitini) plochu jater.

Obrazek 5.13: Modelova tloha ¢.2. Kone¢noprvkova sit s vyznacenymi deviti elementy

na nichz byly perturbované parametry a.
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Perturbace jsou stejné jako v pripadé modelové tlohy ¢.1 ndhodna cisla z intervalu
(0,25, 0,25) tj. £25% z oc¢ekavané hodnoty optimaliza¢nich parametrii & = (43).
Zastavovaci podminka (tolerance) optimaliza¢ni metody minimize byla zvolena tol =
1x10718, stejné jako v p¥ipadé modelové tilohy &.1.

Vysledky byly opét zobrazeny a zpracovany pomoci programt ParaView a Matlab.

Na obrazku 5.14 je zobrazen graf zavislosti hodnoty tcelové funkce ¢ na poctu
iteraci provedenych funkci minimize. K nalezeni minima tcelové funkce bylo v pripadé
této modelové tlohy zapotiebi 1323 iteraci. Hodnota ticelové funkce v pribéhu identi-
fikace klesla 0 99,9994% a jeji hodnota byla v posledni provedené iteraci 1,4631x 102

w107 Modelovauloha .2
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Hodnota uéelové funkce

05H

0 L L L L L 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Pocéet iteraci

Obrazek 5.14: Modelova uloha ¢.2. Graf zavislosti hodnoty tcelové funkce ¢ na pocétu
iteraci.

Na nasledujicich obrazcich 5.15, 5.16, 5.17, 5.18, 5.19 a 5.20 jsou vzdy tfi pohledy
na dané proménné a parametry ekvivalentné k modelové tloze ¢.1. Vlevo je tedy pohled
zpiedu, uprostied je fez pohledem zpfedu a vpravo je pohled na visceralni (vnitini)
plochu jater.

Na obrazku 5.15 jsou hodnoty pocatecnich perturbovanych optimalizacnich parame-
tri oznacené a’ = (), které byly ndhodné vygenerované v intervalu (0,7565, 1,1765).

Na obrazku 5.16 jsou hodnoty optimalizac¢nich parametri po provedeni optimalizace
oznadené & = (a3), které byly identifikovany v intervalu (0,9986, 1,0069).
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Hodnoty Euklidovych vzdélenosti a relativnich chyb byly vyéisleny dle (5.19), (5.20),
(5.21) a (5.22) pomoci Matlabu nasledovné
l[a’ — &l| = 0,4392, |la — &|| = 0,0363,

o’ — &

[lex]]

— 0,0245, [l — & _ 0,0020.
|el|

Proménna f™* na obrazku 5.17 vyjadfuje hodnoty pfed optimalizaci a udava rozdil
vypocteného mezikompartmentového toku a optimalniho hledaného mezikompartmen-
tového toku, fint = (J})° — 7}, ekvivalentné k modelové tloze ¢.1.

Proménnd f°P' na obrézku 5.18 vyjadfuje hodnoty po provedeni optimalizace udavajici
rozdil vypocteného mezikompartmentového toku a optimalniho hledaného mezikom-
partmentového toku, fP* = 7} — J3, ekvivalentné k modelové tiloze ¢&.1.

Na obrazku 5.19 je znizornéno rozloZzeni tlaku p' po provedeni optimalizace. Na
fezu uprostied je navic pomoci &ipek znazornéno vektorové pole rychlosti w' piisluse-
jici stejnému kompartmentu.

Analogicky je na obrazku 5.20 zobrazen tlak p? po optimalizaci a vektorové pole
rychlosti w?.

Na obrazku 5.21 je zndzornén graf hodnot parametrii & (alfa_optimalizovane) a o
(alfa_puvodni) vy¢islenych podél pfimky . Tato piimka je vyobrazena na obrazku 5.11
ve dvou riznych pohledech a je totozna jako v pripadé modelové tlohy ¢.1.
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Obrazek 5.15: Modelova tloha ¢.2. Hodnoty pocatecnich perturbovanych parametri

al.
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Obrazek 5.16: Modelova tloha ¢.2. Hodnoty optimalizovanych parametra .
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Obrazek 5.17: Modelova tloha ¢.2. Rozdil mezikompartmentovych tokd pred
optimalizaci fmt.
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Obrazek 5.18: Modelova uloha ¢.2. Rozdil mezikompartmentovych tokil po provedeni
optimalizace f°P'.
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Obrazek 5.19: Modelova tiloha ¢.2. Tlak p' a vektorové pole rychlosti w?!.
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Obrézek 5.20: Modelova tiloha ¢&.2. Tlak p? a vektorové pole rychlosti w?.
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Obrézek 5.21: Modelova tiloha ¢.2. Graf hodnot parametrii & a a® podél primky.
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5.5.3 Zhodnoceni vysledki modelovych uloh ¢.1 a ¢.2

Obé modelové tlohy indetifikace ¢.1 a ¢.2 byly pocitany na stejné siti s 322 elementy
rekonstruované z CT snimkd, se stejnymi parametry G, K', K? spo¢tenymi na zakladé
priameérovaci metody, s totoznymi bodovymi ziidly a pro optimaliza¢ni parametry o
aproximované pomoci po ¢astech konstantnich funkci na elementech.

Zastavovaci podminka (tolerance) pouzité optimaliza¢ni metody minimize i horni a
dolni box constraints omezeni optimaliza¢nich parametrti byly pro obé modelové tlohy
zvoleny totozné.

V modelové tloze ¢. 1 byly perturbovany hodnoty optimalizacnich parametri na
vSech 322 elementech sité. V modelové tloze ¢. 2 byly perturbovany hodnoty optimali-
zaCnich parametri pouze na vybranych 9 elementech sité. Perturbace byly voleny jako
nahodna ¢isla z intervalu, jez byl pro obé modelové tlohy stejny a ktery predstavuje
+25% z oCekavané (optimalni) hodnoty optimaliza¢niho parametru.

Hodnota zastavovaci podminky optimalizacni metody, interval perturbace optimali-
za¢nich parametrii o, interval hodnot poc¢atecnich optimaliza¢nich parametrii o, in-
terval hodnot optimaliza¢nich parametri po provedeni optimalizace o, hodnota tuc¢elové
funkce ¢ v posledni provedené iteraci, hodnoty Euklidovych vzdéalenosti a relativnich
chyb dle vztahu (5.19), (5.20), (5.21), (5.22) a pocet provedenych iteraci pro obé mode-
lové tlohy jsou shrnuty v tabulce 5.1.

Tabulka 5.1: Porovnani modelové ulohy ¢.1 a modelové tlohy ¢.2.

Modelova uloha ¢.1

Modelova tloha ¢.2

Tolerance x10~18 1x10718
Perturbace +25% +25%

ol (07525, 1,2483) | {0,7565, 1,1765)
& (0,7607, 1,2311) | (0,9986, 1,0069)
%) 3,4127x10712 1,4631x10~12
Ta® —&]] 25722 0,4392

& —&] 0,9555 0,0363

| —&l| /||| | 0,1433 0,0245

& — &/ [[&]] | 0,0533 0,0020

Pocet iteraci 2540 1323

Minimum ucelové funkce ¢ se v pripadé obou modelovych tloh fadoveé pohybuje
v hodnotéch x107!2. Hodnota minima téelové funkce v modelové tloze ¢.2 odpovida
priblizné 43% hodnoty minima ucelové funkce v modelové tloze ¢.1. V piipadé per-
turbovani pouze 9 parametrti @ z celkovych 322 byla pro nalezeni minima potifeba
priblizné polovina iteraci nez v pripadé perturbovani vSech 322 parametri c.
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Uloha identifikace je z numerického hlediska velice naroény problém coz mimo jiné
potvrzuje i pocet iteraci potiebnych pro nalezeni minima ucelové funkce ¢. Provedené
numerické simulace byly vypocetné narocné, prestoze byla pouzita relativné hruba
vypocetni sit. Pfi pohledu na grafy 5.12 a 5.21 a obrazky 5.6 a 5.16 jsou patrné skokové
zmény parametri & coZ je vzhledem k formulaci tlohy nezéddouci a tyto zmény indikuji
nutnost ptripojeni regularizacnich podminek (hladkostnich omezeni). Parametrizace op-
timaliza¢nich parametrtt o pomoci po ¢astech konstantnich funkei na elementech proto
neni prili§ vhodna. Vétsi regularitu optimaliza¢nich parametri lze naptiklad zajistit
pouzitim parametrizace pomoci splineboxu.

5.6 Parametrizace pomoci splineboxu

Numericky stabilnich a efektivnich metod jak se soubort bodu stanovit hladké k¥ivky je
nékolik. Napiiklad [Lyche a Morken 2008] se zabyvé tfemi metodami, konkrétné poly-
nomialni interpolaci, Bézierovymi kfivkami a spline kiivkami. VSechny tfi zminéné
metody lze obecné vyjadrit zapisem

g(t) = 3 _aifi(t), (5.23)

kde d je fad polynomu, (a;)%_, jsou koeficienty a Fi(t)glzo jsou baze polynomi. V piipadé
Bézierovych a spline funkei jsou koeficienty takzvané kontrolni (¥idici) body. Metody
se lisi pravé ve volbé polynomialnich bazi. Bézierovy kiivky jsou specialnim pripadem
spline funkci a jejich jednotlivé segmenty lze hladce spojit vhodnou volbou kontrol-
nich bodd. Vyhodou spline kiivek je fakt, ze jednotlivé segmenty téchto po castech
polynomialnich kiivek se spoji hladce automaticky. Spline kiivky jsou matematickym
modelem chovéni pruzného latkového kiivitka, které v minulosti pouzivali konstruktéii
trupt lodi. Spline k¥ivku f(t) lze zapsat ve tvaru

F(t) = _eiBialt), (5.24)

kde d je Fad spline k¥ivky, (¢;):=),, jsou uzly kiivky (¢iselnd hodnota parametru ¢ v kon-
trolnich bodech), (¢;), jsou kontrolni body a B, 4 jsou rekurentnim vztahem uréené
funkce nazyvané B-spline bazové funkce fadu d. Po ¢astech linearni kiivky, které spojuji
jednotlivé kontrolni body, vytvareji kontrolni polygon. Podrobnéji o spline a B-spline
funkcich v [Lyche a Morken 2008].

V predchozi ¢asti byla provedena parametrizace optimaliza¢nich parametri a po-
moci po ¢astech konstantnich funkci. Tato parametrizace se ukazala byt neptilis vhod-
nou. Déle se projevila nutnost pfipojit regularizacni podminky. Z toho divodu bude
zavedena jina parametrizace a to konkrétné pomoci splineboxu.
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Splinebox je oblast definovanda fidicim polyedrem, ve které jsou hodnoty inter-
polovany pomoci spline funkci. Jedna se o nastroj velice ¢asto vyuzivany pro tvarovou
optimalizaci. Kdy celd geometrie oblasti, diskretizovana napiiklad pomoci konecno-
prvkové sité, je definovana pomoci polohy pouze nékolika bodi. Tyto body se nazyvaji
kontrolni (fidici) body splineboxu. Zménou polohy kontrolnich bodid tak lze ménit
polohu vSech bodi kone¢noprvkové sité, viz [Rohan 2007].

Jak jiz bylo zminéno, v této praci nebude pomoci splineboxu parametrizovana geo-
metrie tlohy, nybrz hodnoty optimaliza¢nich parametri. A tedy pomoci zmény polohy
fidicich bodi budou zménény hodnoty optimaliza¢nich parametrii na jednotlivych ele-
mentech. Kontrolni body se neposouvaji v prostoru, méni se pouze jejich hodnota
prislusna poli a.

Splinebox je definovany kontrolnim (¥idicim) polyedrem kde

at) = cBra(t), teQ (5.25)

kde ¢, jsou kontrolni (¥idici) body splineboxu a By, jsou B-spline bazové funkce fadu d.
Je-li zvolen kubicky spline a tedy fad d = 3, pak jeden segment B-spline krivky je urcen
¢tyrmi kontrolnimi body a dva segmenty B-spline kiivky jsou urceny péti kontrolnimi
body.

5.7 Numerické simulace tlohy identifikace - splinebox

Pro parametrizaci optimaliza¢nich parametri « jiz nejsou pouzity po castech kon-
stantni funkce na elementech, nybrz je pouzit splinebox implementovany v softwaru
SfePy. Kde je pouzita paramterizace pomoci B-splini. Byl zvolen kubicky B-spline,
tedy fad B-sline kiivky je roven tfem. Dale lze zvolit pocet segmentii splinu. Byl zvo-
len jeden segment ve sméru osy x, jeden segment ve sméru osy y a dva segmenty ve
sméru osy z. Pocet kontrolnich bodii v kazdém sméru se vypocte dle [Cimrman 2016]
jako soucet fadu B-spline kiivky a po¢tu segmentt splinu. Cili ve sméru osy z jsou &tyfi
kontrolni body, ve sméru osy y jsou také ¢tyti kontrolni body a ve sméru osy z je pét
kontrolnich bodi. Celkovy pocet kontrolnich bodt je tedy osmdesat. Kontrolni polyedr
(splinebox) tvofeny po Castech linedrnimi ki¥ivkami, které spojuji kontrolni body je
znazornén na obrazku 5.22. Kde jsou na dvou rtiznych pohledech vyznaceny jednotlivé
kontrolni body oranzovou barvou, kontrolni polyedr zelenou barvou a kone¢noprvkova
sit lohy Sedivou barvou.

Implementace tlohy identifikace véetné citlivostni analyzy a kontroly pomoci metody
kone¢nych diferenci byla i v tomto pripadé realizovana ve SfePy a Pythonu analogickjm
postupem jako v kapitole 5.5. Pro vypocet ucelové funkce byla tedy opét pouzita funkce
minimize s metodou feseni SLSQP. Vstupnimi parametry funkce minimize jsou v tomto
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Obrézek 5.22: Konecnoprvkova sit tlohy s vyznacenym kontrolnim polyedrem a kon-
trolnimi body splineboxu.

piipadé pocatecni (startovaci) hodnoty kontrolnich bodi, které interpoluji pocéatecéni
(startovaci) hodnoty optimaliza¢nich parametri «”, box constraints omezeni, hodnota
tcelové funkce ¢, hodnota totalniho diferencidlu 0%°*¢ a zastavovaci podminka iteracni
metody (tolerance).
Totalni diferencial pro parametrizaci pomoci splineboxu Ize zapsat pomoci nasledu-
jiciho vztahu

St = 6% - d.au. (5.26)

o

Pro numerické simulace identifikace je pouzit totozny redukovany multi-kompartmentovy
model jako v kapitole 5.5. A to v¢etné konecnoprvkové sité, bodovych zridel, s toky JH
definovanymi vyrazem (5.16), totoznymi konstantami G a tenzory permeabilit K', K.

Pro vyhodnoceni numerickych simulaci mimo jiné také slouzi Euklidovy vzdéalenosti
a relativni chyby definované pfedpisy (5.19), (5.20), (5.21) a (5.22).

Cilem tlohy identifikace ztistava pomoci iteracniho procesu nalézt minimum tcelové
funkce ¢ definované vztahem (5.17).

5.7.1 Modelova uloha ¢.3

V modelové tloze ¢.3 byly perturbovany optimaliza¢ni parametry o = (o) na vech
322 elementech konecnoprvkové sité.

Perturbace jsou opét zvoleny jako ndhodn4 ¢isla z intervalu (—0,25, 0,25). Perturbace
jsou tedy voleny z takového intervalu, Ze jejich hodnoty odpovidaji £25% z oc¢ekévané
(optimélni) hodnoty optimaliza¢nich parametri & = (a3).

Zastavovaci podminka (tolerance, pfesnost) optimaliza¢ni metody minimize byla zvo-
lena tol = 1x10718,

40



Vysledky byly zobrazeny pomoci programu ParaView. Graf zavislosti hodnoty uc¢elové
funkce na poctu iteraci, hodnoty Euklidovych vzdélenosti a relativnich chyb byly
ziskany pomoci programu Matlab.

Na obréazku 5.23 je zobrazen graf zavislosti hodnoty uc¢elové funkce ¢ na poctu iter-
aci provedenych funkci minimize. K nalezeni minima ticelové funkce bylo v pripadé této
modelové ulohy zapotiebi 505 iteraci. Hodnota tcelové funkce v pribéhu identifikace
klesla 0 99,9945% a jeji hodnota byla v posledni provedené iteraci 8,5451x 10711,

Wit Modelova uloha €. 3

08|

06|

Hodnota Uéelové funkce
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Pocet iteraci

Obrazek 5.23: Modelova uloha ¢.3. Graf zavislosti hodnoty tcelové funkce ¢ na pocétu
iteraci.

Na obrazcich 5.24, 5.25, 5.26, 5.27, 5.28 a 5.29 jsou vzdy tii pohledy na dané
proménné. Vlevo je pohled zpredu, uprostied je fez pohledem zpredu a vpravo je pohled
na visceralni (vnitfni) plochu jater.

Na obrazku 5.24 jsou hodnoty poc¢atecnich perturbovanych optimaliza¢nich parametri
oznacené a’ = (ad)?, které byly ndhodné vygenerované v intervalu (0,7509 1,2490).

Na obrazku 5.25 jsou hodnoty optimaliza¢nich parametrti po provedeni optimalizace
oznacené & = (a4), které byly identifikovany v intervalu (0,9967, 1,0060).

Hodnoty Euklidovych vzdalenosti a relativnich chyb byly vyéisleny dle (5.19), (5.20),
(5.21) a (5.22) pomoci Matlabu nasledovné
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o — &l| = 2,6047, || — &|| = 0,0268,

Proménna f™* na obrazku 5.26 vyjadfuje hodnoty pfed optimalizaci a udava rozdil
vypocteného mezikompartmentového toku a optimalniho hledaného mezikompartmen-
tového toku, f"* = (71)° — 7.

Ekvivalentné proménnd f°P' na obrazku 5.27 vyjadiuje hodnoty po provedeni op-
timalizace udavajici rozdil vypocteného mezikompartmentového toku a optimalniho
hledaného mezikompartmentového toku, foP* = 7} — 7.}

Na obrazku 5.28 je zndzornéno rozlozeni tlaku p' po provedeni optimalizace a na
fezu uprostied je navic pomoci Sipek zndzornéno vektorové pole rychlosti w!.
Analogicky je na obrazku 5.29 zobrazen tlak p? po optimalizaci a vektorové pole
rychlosti w?.

Na obrazku 5.30 je znazornén graf hodnot parametrt & (alfa_optimalizovane) a o
(alfa_puvodni) vyéislenych podél ptimky ~. Tato pfimka je opét vyobrazena na obrazku
5.11 a je totozna jako v ptripadé modelové tlohy ¢.1 a ¢.2.

alfa_puvodni
5,

E

Obrazek 5.24: Modelova tloha ¢.3. Hodnoty pocatecnich perturbovanych parametri

al.
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Obrazek 5.25: Modelova uloha ¢.3. Hodnoty optimalizovanych parametri c.
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Obrazek 5.26: Modelova tuloha ¢.3. Rozdil mezikompartmentovych toka pred
optimalizaci fit.
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Obrazek 5.27: Modelova tloha ¢.3. Rozdil mezikompartmentovych toki po provedeni
optimalizace f°P'.
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Obrézek 5.28: Modelova tiloha ¢&.3. Tlak p' a vektorové pole rychlosti w!.
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Obrazek 5.29: Modelova tiloha ¢.3. Tlak p? a vektorové pole rychlosti w?.
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Obrézek 5.30: Modelov4 tiloha ¢.3. Graf hodnot parametrii & a a® podél piimky.
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5.7.2 Modelova uloha ¢.4

V modelové tloze ¢.4 byly optimalizacni parametry perturbovany pouze na nékolika
elementech. Konkrétné byla perturbace provedena na deviti elementech. Jedna se o
tytéz elementy jako v pfipadé modelové tulohy ¢.2, ¢ili 5, 32, 58, 130, 157, 173, 220, 266
a 311, jejichz poloha v siti je vyznacena na obrazku 5.13 cervené.

Perturbace jsou stejné jako v ptripadé predeslych modelovych tloh ndhodna ¢isla z
intervalu (—0,25, 0,25) tj. odpovidaji £25% z o¢ekévané (optimélni) hodnoty optimali-
zacnich parametrii & = (a4).

Zastavovaci podminka (tolerance) optimaliza¢ni metody minimize byla opét zvolena
tol = 1x10718, stejné jako v piipadé predeslych modelovych tloh.
Vysledky byly opét zobrazeny a spocteny pomoci programiti ParaView a Matlab.

Na obrazku 5.31 je zobrazen graf zavislosti hodnoty tcelové funkce ¢ na pocétu
iteraci provedenych funkci minimize. K nalezeni minima tcelové funkce bylo v ptipadé
této modelové tlohy zapotiebi 399 iteraci. Hodnota tcelové funkce v pribéhu identi-
fikace klesla 0 99,8629% a jeji hodnota byla v posledni provedené iteraci 1,3322x1071°.

w10’ Modelova uloha . 4
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Hodnota uéelové funkce
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T t 4 L L |
] a0 100 150 200 250 300 350 400
Pocet iteraci

Obrazek 5.31: Modelova tloha ¢.4. Graf zavislosti hodnoty tcelové funkce ¢ na pocétu
iteraci.

Na obrazcich 5.32, 5.33, 5.34, 5.35, 5.36 a 5.37 jsou vzdy t¥i pohledy na dané
proménné. Vlevo je pohled zpredu, uprostied je fez pohledem zptedu a vpravo je pohled
na visceralni (vnitfni) plochu jater.
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Na obrazku 5.32 jsou hodnoty poc¢atecnich perturbovanych optimalizacnich parame-
trit oznacené a® = (ad)?, které byly ndhodné vygenerované v intervalu (0,7613; 1,2450).

Na obrazku 5.33 jsou hodnoty optimalizac¢nich parametrt po provedeni optimalizace
oznacené & = (a4), které byly identifikovany v intervalu (0,9953, 1,0053).

Hodnoty Euklidovych vzdélenosti a relativnich chyb byly vyéisleny dle (5.19), (5.20),
(5.21) a (5.22) pomoci Matlabu nasledovné

l[a® — &|| = 0,5014, |la — &|| = 0,0286,
0 _ A ~ A

llo” = ol 070, @&l _ o6
[lex| lex]|

Proménné f™ na obrazku 5.34 vyjadiuje hodnoty pred optimalizaci a udava rozdil
vypocteného mezikompartmentového toku a optimalniho hledaného mezikompartmen-
tového toku, fiut = (J1)° — J;}.

Ekvivalentné proménnd f°P* na obrazku 5.35 vyjadifuje hodnoty po provedeni op-
timalizace udavajici rozdil vypocteného mezikompartmentového toku a optimalniho
hledaného mezikompartmentového toku, f°* = 7} — J}.

Na obrazku 5.36 je znazornéno rozloZeni tlaku p' po provedeni optimalizace a na
fezu uprostied je navic pomoci §ipek znazornéno vektorové pole rychlosti w?!.
Analogicky je na obrazku 5.37 zobrazen tlak p? po optimalizaci a vektorové pole
rychlosti w?.

Na obréazku 5.38 je zndzornén graf hodnot parametrii & (alfa_optimalizovane) a o
(alfa_puvodni) vy¢islenych podél pfimky v, zndzornéné na obrazku 5.11. Tato pfimka
je tedy totozna jako u predchozich modelovych tloh.

alfa_puvodni

Obrazek 5.32: Modelova tloha ¢.4. Hodnoty pocatecnich perturbovanych parametri

46



alfa_optimalizovane

1.0T
E].om

=1.002

B

Eowa
0.996 .y ¢
0.995- L

Obrazek 5.33: Modelova tloha ¢.4. Hodnoty optimalizovanych parametri a.
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Obrazek 5.34: Modelova tloha ¢.4. Rozdil mezikompartmentovych toka pred
optimalizaci f™.
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Obrazek 5.35: Modelova tloha ¢.4. Rozdil mezikompartmentovych toki po provedeni
optimalizace f°P*.
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Obrazek 5.36: Modelova tiloha ¢.4. Tlak p' a vektorové pole rychlosti w?!.
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Obrazek 5.37: Modelova tiloha ¢.3. Tlak p? a vektorové pole rychlosti w?.
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Obrézek 5.38: Modelov4 tiloha ¢.4. Graf hodnot parametrii & a a® podél primky.
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5.7.3 Zhodnoceni vysledki modelovych uloh ¢.3 a ¢.4

Obé modelové tlohy indetifikace ¢.3 a ¢.4 byly pocitany na stejné siti s 322 elementy
rekonstruované z CT snimkd, se stejnymi parametry G, K', K? spo¢tenymi na zakladé
priameérovaci metody, s totoznymi bodovymi ziidly a pro optimaliza¢ni parametry o
aproximované pomoci splineboxu definovaného v kapitole 5.7.

Zastavovaci podminka (tolerance) pouzité optimaliza¢ni metody minimize i horni a
dolni box constrains omezeni optimalizacnich parametri byly pro obé modelové tlohy
zvoleny totozné.

V modelové tloze ¢. 3 byly perturbovany hodnoty optimalizacnich parametri na
vSech 322 elementech sité. V modelové tloze ¢. 4 byly perturbovany hodnoty optimali-
zaCnich parametri pouze na vybranych 9 elementech sité. Perturbace byly voleny jako
nahodna ¢isla z intervalu, jez byl pro obé modelové tlohy stejny a ktery predstavuje
+25% z oCekavané (optimalni) hodnoty optimaliza¢niho parametru.

Hodnota zastavovaci podminky optimalizacni metody, interval perturbace optimali-
za¢nich parametrii o, interval hodnot poc¢atecnich optimaliza¢nich parametrii o, in-
terval hodnot optimaliza¢nich parametri po provedeni optimalizace o, hodnota tuc¢elové
funkce ¢ v posledni provedené iteraci, hodnoty Euklidovych vzdéalenosti a relativnich
chyb dle vztahu (5.19), (5.20), (5.21), (5.22) a pocet provedenych iteraci pro obé mode-
lové tlohy jsou shrnuty v tabulce 5.2.

Tabulka 5.2: Porovnani modelové tulohy ¢.3 a modelové tlohy ¢.4.

Modelova uloha ¢.3

Modelova tloha ¢.4

Tolerance 1x10~18 1x10~18
Perturbace +25% +25%

a’ (0,7509 1,2490) (0,7613, 1,2450)
a (0,9967, 1,0060) (0,9953, 1,0053)
% 8,5451x 10~ 1,3322x 1010
|a® — & 2,6047 0,5014

||la — & 0,0268 0,0286

llae — &l] / ||&|| | 0,1452 0,0279

llae — &| / ||&|| | 0,0015 0,0016

Pocet iteraci 505 399

Minimum tcelové funkce ¢ je v pripadé modelové tlohy ¢. 3 hodnota o fad nizsi,
nez v pripadé modelové tlohy ¢.4. Hodnota minima ucelové funkce v modelové tloze
¢.3 odpovida priblizné 64% hodnoty minima ucelové funkce v modelové tloze ¢.4. V
pripadé perturbovani pouze 9 parametri « z celkovych 322 byly pro nalezeni minima
potieba priblizné ¢tyri pétiny iteraci nez v pripadé perturbovani vSech 322 parametri
Q.
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P1i pohledu na grafy 5.30 a 5.38 a obrazky 5.25 a 5.33 nejsou patrné velké skokové
zmény parametri a. Vétsi regularita optimalizacnich parametri je zajiSténa pouzitim
parametrizace pomoci splineboxu. Na druhé strané regularita vynucené splineboxem
miize az priliS omezovat variabilitu optimaliza¢nich parametrii.

5.8 Porovnani pouzitych parametrizaci

Pro porovnani vysledkti dvou pouzitych parametrizaci optimalizacnich parametri o
bylo spoc¢teno celkem 12 sérii numerickych simulaci tloh identifikace oznacenych S1-
S12.

Parametrizace byla volena nésledovné. V sériich oznacenych S1, S2, S3, S4, S5 a
S6 byla pouzita parametrizace optimaliza¢nich parametrii e pomoci po ¢astech kon-
stantnich funkci na elementech. V sériich oznacenych S7, S8, S9, S10, S11 a S12 byla
pouzita parametrizace optimaliza¢nich parametri a pomoci splineboxu.

Pocet perturbovanych parametrt byl volen dle nasledujiciho klice. Pro série ozna-
¢ené S1, S2, S3, S7, S8 a S9 byly perturbovany optimalizacni parametry na vsech 322
elementech sité. Pro série oznacené S4, S5, S6, S10, S11 a S12 byla perturbace opti-
malizacnich parametri provedena na 9 konkrétnich elementech sité oznacenych 5, 32,
58, 130, 157, 173, 220, 266 a 311.

Zastavovaci podminka (tolerance) optimaliza¢ni metody (minimize) byla volena
nasledujicim zpiisobem. V sériich S1, S4, S7 a S10 tol = 1x10716, pro série S2, S5, S8
a S11 tol = 1x10718 a pro série S3, S6, S9 a S12 tol = 1x1072Y.

Kazda série obsahuje celkem devét tloh, oznacenych U1-U9. Tyto tlohy se lisi in-
tervalem, ze kterého jsou nahodné voleny perturbace optimaliza¢nich parametria. Per-
turbace jsou tedy voleny jako ndhodna c¢isla z daného intervalu a jejich hodnoty pro-
centualné odpovidaji ocekdvanym (optimalnim) hodnotdm optimaliza¢nich parametri
& nasledujicim zptisobem.

Pro tlohy Ul jsou perturbace z intervalu
Pro tlohy U2 jsou perturbace z intervalu
Pro tlohy U3 jsou perturbace z intervalu
Pro tlohy U4 jsou perturbace z intervalu
Pro ulohy U5 jsou perturbace z intervalu (—0,0125, 0,0125), coz odpovidad £1,25% é.
Pro ulohy U6 jsou perturbace z intervalu (—0,005, 0,005), coz odpovida +0,5% é&.
Pro ulohy U7 jsou perturbace z intervalu (—0,0025, 0,0025), coz odpovida £0,25% é.
Pro tlohy U8 jsou perturbace z intervalu (—0,00125, 0,00125), coz odpovida +0,125% &.
Pro tlohy U9 jsou perturbace z intervalu (—0,0005, 0,0005), coz odpovida £0,05% &.

—0,25, 0,25), coz odpovidad £25% é&.
—0,125, 0,125), coz odpovida +£12,5% é&.
—0,05, 0,05), coz odpovidad +5% é&.
—0,025, 0,025), coz odpovidd +2,5% é&.

o~~~ o~~~

Z vyse uvedeného plyne, ze modelova tloha ¢.1 mé zde oznaceni S2-U1, modelova
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tloha ¢.2 mé oznaceni S5-Ul, modelova tloha ¢.3 oznaceni S8-U1l a modelova tloha
¢.4 oznaceni S11-U1.

Pomoci takto definovanych tloh lze porovnat celkem dvé riizné parametrizace op-
timaliza¢nich parametr «, dva riizné pocty perturbovanych parametrii, tfi rtizné za-
stavovaci podminky optimalizacni metody a devét riznych perturbaci optimalizac¢nich
parametri.

Hodnoty parametrii a vysledky pro parametrizaci a po ¢astech konstantnimi funkce-
mi na elementech a jejich perturbaci na vsech elementech sité jsou shrnuty v tabulce
5.3. Pro parametrizaci a po ¢astech konstantnimi funkcemi na elementech a jejich per-
turbaci na deviti elementech sité jsou vysledky shrnuty v tabulce 5.4. Pro parametrizaci
a pomoci splineboxu a jejich perturbaci na vSech elementech sité jsou data zapsana v
tabulce 5.5. A nakonec pro parametrizaci o pomoci splineboxu a jejich perturbaci na
deviti elementech sité jsou data shrnuta v tabulce 5.6.
(Poznamka: Ve vsech vyse zminénych tabulkdch jsou hodnoty obsahujici exponenty
vyjddreny pomoci prostorové uspornéjsiho zdpisu, napriklad 1x1071¢ ~ le-16.)

Snizenim hodnoty zastavovaci podminky optimaliza¢ni metody minimize se zvysil
pocet iteraci potfebnych pro nalezeni minima ucelové funkce . A tedy vzrostl i vypocet-
ni ¢as nutny k provedeni tulohy identifikace. Tento jev je vice patrny pro parametrizaci
po castech konstantnimi funkcemi. Pravé z divodu vysoké ¢asové narocnosti nebyly
provedeny vypocty uloh S3 - Ul az S3 - US8.

Hodnota minima tcelové funkce ¢ byla témér vzdy nizsi v pripadé parametrizace
pomoci po ¢astech konstantnich funkci na elementech, ale pocet iteraci potfebnych
pro nalezeni toho minima byl nesrovnatelné vyssi nez v pripadé parametrizace pomoci
splineboxu. Pfi pouziti parametrizace pomoci splineboxu vykazovaly optimalizované
parametry a vétsi regularitu a byly ziskany v mnohem krat$im vypocetnim c¢ase. Pro
porovnavané parametrizace jiz nebyly hodnoty Euklidovy normy a relativni chyby po
provedeni optimalizace tak diametralné odlisné jako hodnoty minima tcelové funkce.

Parametrizace optimalizacnich parametrii o pomoci splineboxu je vhodnéjsi z diivodu
vetsi stability vzhledem k perturbacim.
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6 Model transportu kontrastni latky

6.1 Formulace modelu transportu

Dynamické vysetieni pomoci perfuzniho CT je jedna z hlavnich metod pro stanoveni
pritoku krve ve vysoce prokrvenych organech, jako jsou napiiklad jatra nebo mozek.
Vychazi z vypocetni tomografie jez poskytuje informaci o denzité tkané. Mezi denzitou
a koncentraci kontrastni latky rozpusténé v krvi existuje linearni vztah. Denzita je tedy
umérna lokalni koncentraci kontrastni latky jejiz relativni obsah je vyjadien saturaci.
Vysetieni jater pomoci perfiazniho CT lze pak matematicky popsat napiiklad pomoci
modelu transportu kontrastni latky.Vyhoda numerickych simulaci modelu sifeni kon-
trastni latky je moznost porovnani jejich vysledki s realnymi daty.

Model transportu kontrastni latky bude definovan dle [Rohan et al. 2016a)].

Saturace kontrastni latky, oznacend jako S°, asociovdna s jednotlivymi kompart-
menty ¢ a predstavuje relativni obsah kontrastni latky v krvi.

Koncentrace kontrastni latky v -tém kompartmentu je definovana jako soucin ob-
jemového podilu cév a saturace prislusného kompartmentu vyjadieny vztahem

= ¢S, (6.1)

kde ¢ je koncentrace kontrastni latky v i-tém kompartmentu, S* je saturace kontrastni
latky v i-tém kompartmentu a ¢° je objemovy podil cév v i-tém kompartmentu. Ob-
jemovy podil cév je definovan jako podil objemu cév ku celkovému objemu tkané a
byva také nazyvan porozitou. Dle [Debbaut et al. 2012] se hodnoty porozity pfiblizné
pohybuji v intervalu (0,1, 0,2). Proménna ¢’ je ekvivalentem tkatiové denzity ziskané
z CT snimkd.

Déle je zavedena celkova zdanliva koncentrace kontrastni latky oznacena C, ktera
koresponduje se skalou Sedé CT snimkii. Tato koncentrace C' je definovana vztahem
(6.2). Cili jako vazeny soudet viech saturaci, kdy vahy jsou dany objemovymi podily
cév jednotlivych kompartmentt (porozitami). Soucet je proveden pies vSechny lokalné
se prekryvajici kompartmenty .

C = Zc = Z ¢S (6.2)

Systém transportnich rovnic pro vypocet saturaci ve vsech kompartmentech lze
odvodit z pfedem vypoctenych perfiznich rychlosti a zdkona zachovani hmotnosti se
zohlednénim vymeény tekutiny mezi jednotlivymi kompartmenty:.

Lokalni zachovani na kontrolni oblasti €; C €2 pro -ty kompartment je tedy definovano
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jako

/¢55 wonsar+ Y [z = [ s [ s 03

kde i a j jsou indexy kompartmenti, €2; je oblast zaujimana i-tym kompartmentem, ¢
je Cas, w" je perfuzni rychlost, n je normalovy vektor, J; ! je tok mezi kompartmenty
i a j, S je externi zdroj saturace, fi > 0 je kladna cast £, ¢ili ptitok do systému a
f* je zdporné ¢ast f', ¢ili je odtok ze systému. Vyraz Z7(S) znadi nelinedrni operator
definovany nésledujicim vztahem

ey | S" proJ >0,
zj(S)_{ o e fi%0 (6.4)

Ze systému rovnic (6.3) 1ze odvodit nasledujici tlohu: Je hleddna saturace v jed-
notlivych kompartmentech {S*(¢, z)} pfi zndmych perfaznich rychlostech {w'}, tlacich
{p'} a pocatecnich podminkach {S(t = 0,z)} = {Si(x)} definovanych na oblasti €,
tak ze

asm o ) ) ) o . -
o'V (Sw) + Zz;(S)j; = Sufl+ S, weQ;, t>0, i=1,..,1i

(6.5)
kde i je celkovy pocet kompartmentt a proménna S? je dana na piitokové oblasti v
definované jako 9;_Q;(w') = {z € 9w’ - n < 0}. Nicméné vzhledem k okrajovym
podminkdm (5.5) je 9;_Q;(w*) = 0.

Pro zprihlednéni a zjednoduSeni zapisu vztahu (6.5) lze misto nelinedrniho operéa-
toru Z} pouzit zapis pomoci odpovidajicich indexovych mnozin 7' a 7", pficemz

Iy ={j #ilJ; >0}, IU={j#1|J <0}. (6.6)

Na zakladé nahrazeni operatoru ZJ’ pomoci indexovych mnozin definovanych dle
(6.6) 1ze vztah (6.5) pfepsat do tvaru

081 o , . _
¢ TV (S +Y ST+ ST =Safl+ S, i=1,.,0  (6.7)

jeTE JeTi,

Vztah (6.7) lze jesté dale upravit napiiklad zavedenim skutecné rychlosti v’ =

(¢")~tw?. CimZ je definovany nasledujici vztah, kde D”Ditsl je materiadlova derivace vzhle-
dem k v'.
D, S
Dt

Veow' + Y ST+ ST = Sufl+ S

jETE jETL
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6.2 Citlivostni analyza

Citlivostni analyza je zde stejné jako v kapitole 5.4 chapana jako vyhodnoceni citlivost-
nich vztahi, které vyjadiuji zavislost zmény tcelové funkce na zménu optimalizac¢nich
parametri pii respektovani zavislosti stavovych proménnych.

Definice tcelové funkce pro model $ifeni kontrastni latky se lisi od definice ucelové
funkce ¢ pro model jaterni perfize vyjadiené vztahem (5.9). Z tohoto diivodu je zde
ucelova funkce oznacena jako ®. Pti definovani vztahu pro tucelovou funkci pro model
sifeni kontrastni latky se vychézi z predpokladu, zZe celkova zdanliva koncentrace C'
definovana vztahem (6.2) muze byt zméfena. Tato zméfend hodnota je oznacend jako
¢(z,t). Ucelova funkce @ je tedy definovédna nasledujicim vztahem

kde ¢' je objemovy podil cév v i-tém kompartmentu (porozita), S® je saturace v i-
tém kompartmentu, ¢ je zméfena celkova koncentrace kontrastni latky korespondujici
se skalou Sedé v CT snimcich, a jsou optimaliza¢ni parametry, p = p(«) je FeSenim
stavové tlohy modelu perfaze definované vztahem (5.7) a S = S(p) je FeSenim stavové
tlohy modelu Sifeni kontrastni latky definované vztahem (6.7).

2

dxdt, (6.8)

Pro vy¢isleni hodnoty tucelové funkce ® je tedy nutné nejprve vyfesit stavovou
tlohu modelu perfaze (5.7), ¢imz jsou ziskany hodnoty tlak p. S témito hodnotami je
nasledné vyfesena stavova tiloha modelu $ifeni kontrastni latky (6.7), ¢imz jsou ziskany
hodnoty saturaci S. A tyto hodnoty mohou byt nasledné dosazeny spolecné s dalsimi
proménnymi do vztahu (6.8) ¢imz je vycislena hodnota tcelové funkce .

Pro formulaci citlivostnich vztahii se opét vychazi predevsim z [Rohan a Lukes 2017]
a [Rohan 2012]. Vzhledem k vySe popsanym vztahtim proménnych pro vypocet ucelové
funkce ® budou muset byt pro vy¢isleni totalniho diferencidlu 0:°'® vyfeseny celkem
dvé adjungované tulohy.

6.2.1 Prvni adjungovana uloha

Prvni adjungovanou tlohou je myslena adjungovana tloha ke stavové tiloze modelu
kontrastni latky (6.7). Je zavedena adjungovand proménnd Z ke stavové proménné
saturaci S. Adjungované rovnice je opét odvozena v [Rohan a Luke$ 2017] pomoci
Lagrangeovy funkce (Lagrangianu) a je mozné ji zapsat ve tvaru

iaZi i i i r7i i (7 3 ¢’ ¢ S*
o Tw'-VZ +f_Z—ZJj(Z—Z):?<zk: —1), (6.9)

T c
]€I+
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kde Z'(Z7) je adjungovand saturace v i-tém (j-tém) kompartmentu. Pro dodrzeni formy
zépisu shodného se stavovou rovnici (6.7) 1ze pouzit Gpravu druhého ¢lenu adjungované
rovnice (6.9) pomoci vztahu w' - VZ' = V - (w'Z") — Z'V - w'. Kde rychlost w* z&visi
na tenzoru permeability i-tého kompartmentu K* a gradientu tlaku v i-tém kompart-
mentu Vp', viz Darcyho zakon (5.2). Divergence rychlosti V - w’ je definovdna pomoci
vztahu (5.4).

Pocéate¢ni podminka adjungované rovnice (6.9) je vyjadiena pomoci

kde zavedenim casu 7 takového, ze 7 =T —t a tedy plati dr = —dt, plyne

dz(t) _dZ(r) _ dZ

=, 1
dt dt dr (6.10)
Pocatec¢ni podminku lze tedy definovat pomoci nasledujiciho vztahu
Z(r =0)=0. (6.11)

6.2.2 Druha adjungovana uloha

Pro druhou adjungovanou tulohu je zavedena adjungovanad proménna A\ ke stavové
proménné tlaku p. Adjungovand rovnice je opét odvozena v [Rohan a Lukes§ 2017] po-
moci Lagrangeovy funkce (Lagrangianu) a lze ji zapsat pomoci rovnice

T
o0 X+ S g. NN = - [ ( [ SV vZ Y0 (a(2)(8). 2 - Zf’)) at
J#i 0 @ J#i

(6.12)

kde A je adjungovany tlak, a, b jsou bilinedrni formy viz kapitola 5.4 a nelinearni

operator Z; miize byt nahrazen pouzitim indexovych mnozin definovanych dle (6.6).

6.2.3 Totalni diferencial

Totalni diferencial 1ze pak vy¢islit pomoci nasledujici rovnice. Kdy spravnost vypoctu
muze byt opét ovéfena pomoci metody konec¢nych diferenci.

O B(ap, S) =S (aaaw‘,x) +3 0.6 —pfwd) -
J#i

o3 [ (Sawe -z - |

i @

(S0, K'Vp') - VZj> dt

(6.13)
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6.3 Diskretizace modelu transportu kontrastni latky

6.3.1 Metoda koneénych objemu (FVM)

Prostorové diskretizace systému transportnich rovnic pro vypocet saturace (6.7) bude
provedena pomoci metody konecnych objemt. Pficem? je ¢erpano predevsim z [Bakker 2008],
[Marsik 1990] a [Vimmr 2008].

V dynamice tekutin je metoda koneénych objemt (FVM = Finite Volume Method)
¢asto vyuzivana jako diskretiza¢ni metoda. Vychazi primo ze zadkont bilance v integral-
nim tvaru. Obliba této metody plyne zejména z jeji znacné flexibility. V problematice
proudéni tekutin ji 1ze pouzit pro feSeni systémt rovnic evolu¢niho typu pomoci explici-
tnich i implicitnich metod, na strukturovanych i nestrukturovanych sitich, pro oblasti
ve 2D i 3D, které mohou disponovat i komplikovanou hranici. Navic oproti metodé
kone¢nych diferenci 1ze metodu konec¢nych objemt pouzit i pro feseni problémi s ne-
spojitym fesenim. Pomoci této metody se zakladni rovnice popisujici spojité prostiedi
(napf. rovnice kontinuity, pohybové rovnice, transportni rovnice atd.) diskretizuji do
soustavy algebraickych rovnic.

Princip metody konec¢nych objemi je néasledujici.

Vypoctova oblast je rozdélena na konefny pocet vzajemné disjunktnich (neptekry-
vajicich se) malych podoblasti, takzvanych kontrolnich objemi. Jednotlivé kontrolni
objemy vychézi z aproximace integralnich identit a jelikoz vytvareji vypoctovou sit, 1ze
je také nazyvat bunkami sité. V ptripadé ” cell-centred” metody konecénych objemt se ve
stfedech kontrolnich objemt nachézeji takzvané siftové body.

Nésledné je systém diferencialnich rovnic zintegrovan ptes kazdy kontrolni objem
sité a je aplikovana Gaussova véta (téz Gaussova-Ostrogradského véta).

Provede se aproximace ptes kontrolni objem pomoci integralnich priméru (stfednich
hodnot), ¢imz se ziska priblizné feseni v sitovych bodech.

Hranice kazdého kontrolniho objemu je tvorena sjednocenim jednotlivych stén to-
hoto kontrolniho objemu. A tedy tok pres hranici kontrolnitho objemu je integralnim
souctem tokil pres jednotlivé stény kontrolniho objemu. Hodnoty na sténach kontrol-
nich objemi jsou ziskavany interpolaci.

Timto je provedena prostorova diskretizace.

Néasledné je provedena casova diskretizace ziskané soustavy diferencialnich rovnic.
Pro tento tucel byvaji ¢asto pouzivana vicestupnova explicitni schémata.

Vysledkem je sada linearnich algebraickych rovnic. Jedna rovnice pro kazdy kon-
trolni objem sité a casovy krok.

6.3.2 Prostorova diskretizace stavové ulohy

Systém transportnich rovnic (6.7) pro stavovou tlohu pro vypocet saturace se pro
prostorovou diskretizaci pomoci FVM prepiSe do tvaru (6.14), kdy se formélné upravi
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umisténi nékterych indext. Bude provedena diskretzace pomoci takzvané ” cell-centred”
metody konec¢nych objem.

& 05!

ot

+V- J+ DY ST+ ST =Sufl+ S, i=1,.0 (6.14)

jETL jeIZ

Vypocétova oblast 2 je rozdélena na koneény pocet kontrolnich objemt (bunék sité)
oznacenych .. Systém transportnich rovnic (6.14) se nésledné zintegruje pres kazdy
kontrolni objem (buriku sité) €2..

/ ¢8de+/ V- ( dV+/ ZSJJ”dv+/ ZSZJ”dV—
Qe JjeEL" EI'” (615)
— / SinfLdV + / S'fLdv
Qe Qe

Déle se na druhy ¢len soustavy rovnic (6.15) aplikuje Gaussova véta. Gaussova véta
prevadi objemové integraly na integraly plosné a je zapsana obecné vztahem (6.16).

/divde:/V-de:/w-ndS, (6.16)
v v s

kde div je matematicky operator divergence, V' je objem, S je zde plocha, w je vektorové
pole a n je vnéjsi normélovy vektor. Soustava transportnich rovnic (6.15) tedy piejde
do tvaru

/¢laszdv+/ (s dS+/ ZSJJWV+/ > §ighav =

JEL" EII (617)
:/ smfidv+/ S'fLdv.
Qe Qe

Déle je provedena aproximace pomoci integralnich praméru (stfednich hodnot) pfes
kontrolni objem (..

eSe = 'SV = ¢S] = | ¢'S™dV, (6.18)
|Q€| Qe Qe

PRINAR o ‘/ Z STV =Y ST y_/ > $gudv,  (6.19)

JETL JETL jeETE

> STV = o / Y STV = Y STV —/ > SigHdv,  (6.20)

EIZ EIZ ]EI2 EI””
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Suclte =17 |, SufidV = Sucft J0u) = / SwfidV,  (621)
= Qe Qe
Sefl .= —/ S frdV = SLfY Q] = / Stfrdv, (6.22)
kde Q| je objem kontrolniho objemu Q.. Vyrazy ¢.Si, >, SITY, Zjte_ Sigi,

Sin,e fie asS! fie jsou priblizna Feseni v sitovém bodé kontrolniho objemu €2.. Vzhledem
ke skutec¢nosti, ze sifové body se nachézeji ve stfedech kontrolnich objemd, 1ze hovorit
o 7 cell-centred” metodé kone¢nych objemt. Tok 7 mezi kompartmenty 7 a j na e-tém
kontrolnim objemu je definovan jako primérna hodnota na tomto kontrolnim objemu
vyjadiend nasledujicim predpisem

i — [ i (i) — (e
7= L ¢ @@ - @), (6.23)

Plo$ny integral v soustavé (6.17) pfedstavuje tok hranici 0€2. kontrolniho objemu
Q.. Hranice kontrolniho objemu 0f2, je tvorena sjednocenim jednotlivych stén tohoto
kontrolniho objemu I'7, kde r je index stény. Plosny integral pies hranici 02, v (6.17)
1ze tedy nahradit souc¢tem integralt pres jednotlivé stény I'7, viz (6.24). Pro sif tvofenou
tetraedry plati 02, = U;‘le I7.

/me(siwi)" 15 = Z / Z(Siwi’r)"r ds (6.24)

Opét je provedena aproximace pomoci integralnich primeéri (stfednich hodnot) pres
stény kontrolniho objemu I'”. Tato aproximace je vyjadfena vztahem (6.25).

Z(Sé zr Z |Fr’2/r Z’I’ TdS:Z Sz zr |FT|_Z/ Sz

T

(6.25)
kde n! jsou slozky jednotkového vektoru vnéjsi normaly k r-té sténé I', e-tého kontrol-
niho objemu Q. a |I'’| je obsah stény I'? kontrolniho objemu.

Nyni 1ze provést dosazeni jednotlivych aproximaci pomoci integralnich priameéri
(stfednich hodnot) vyjadienych vztahy (6.18), (6.19), (6.20), (6.21), (6.22) a (6.25)
do soustavy transportnich rovnic (6.17) pro vypocet saturaci v jednotlivych kompart-
mentech

- zsm |+Z Sew g Tl Y SITI Q]+ ) SLT7 0] = Sunel ol Qel+SLf 9]
jeTi =
(6.26)
Nésleduje jesté uprava soustavy (6.26) pomoci algebraickych operaci do tvaru (6.27).

d 1 |r| o . -
. zQ :_-'Qe _ 1 'Lr J o7t 1 7 e 1 1 i
g7 5e1el = gl | =D (Scw st = D SITE = 3 ST A Sl Sf

r JETY JETL

(6.27)
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Toky pfes jednotlivé stény I, hranice kontrolniho objemu 0f2. jsou interpolovany
pomoci upwind schématu prvniho ¥adu pfesnosti (First-order upwind). Toto schéma
pracuje s predpokladem, Ze hodnota na sténé je stejnd jako hodnota v sitovém bodé
lezicim proti proudu. Mezi jeho nesporné vyhody patii stabilita, snadna implementace
a nizkd vypocetni narocnost.

Plati
wi'n, = wl', (6.28)

kde w’" je norméalova rychlost na r-té sténé I'” e-tého kontrolniho objemu 2, p¥isluse-
jici - temu kompartmentu.

Déle je indexem ¢ oznacen kontrolni objem sousedici s kontrolnim objemem ozna-
¢enym indexem e. Sousedni kontrolni objemy maji tedy spolecnou sténu I'7.

3 T7 =0Q,N0

Pro jednotkové vektory vnéjsi normaly ke spolec¢né sténé I', dvou sousednich kon-
trolnich objemt s indexy e a é a plati

Ne = —Ng.

Saturaci na sténé I' kontrolniho objemu S

lze vyjadrit pomoci nelinearniho
re

operatoru U! (S), pro ktery plati

e S prow” >0,
S _MG(S>_{ Si pro wy, < 0.

re

(6.29)

Pro zprihlednéni a zjednoduseni zapisu lze nahradit nelinearni operator U (S) pomoci
odpovidajicich indexovych mnozin K¢ a K¢, piicemz

— {wi” >0}, K° = {wi <0}. (6.30)

Piislusny ¢len vztahu (6.27) vyjadiujici tok sténou I 1ze na zakladé (6.28), (6.29)
a (6.30) prepsat pomoci indexovych mnozin konektivity K¢, K¢ do tvaru

D (Siwinl =Y Siwi + > Shwl. (6.31)
r rEICi reke

Vyraz (6.31) je dosazen do systému rovnic (6.27), ¢imz celd soustava piejde do
nasledujiciho tvaru

7 7 z |F D007 F£|
S = 5 10| Y siw w10, ‘| 2. Séwn:e{ﬁ_f
e TE’Ci reke € (6 32)
= SITI =N SITI + Sefi o+ it

JETE JETL
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Vyse uvedenym postupem pro prostorovou diskretizaci stavové tlohy modelu Sifeni
kontrastni latky byl systém transportnich rovnic (6.14) pieveden na soustavu obycej-
nych diferencidlnich rovnic (6.32)

6.3.3 Casova diskretizace stavové tlohy

Pro numerické feseni soustavy obycejnych diferencialnich rovnic doplnéné o pocatecni
podminku se bézné pouzivaji vicestupnova explicitni schémata.

Pocatecni podminka stavové rovnice pro vypocet saturaci je vyjadiena jako
S'(x,t =0)=0. (6.33)

Casova diskretizace soustavy transportnich rovnic (6.32) je provedena pomoci expli-
citniho dvou-stupnového Rungeova-Kuttova schématu druhého fadu presnosti v Case.
Obecny predpis tohoto schématu je uveden v [Vimmr 2008].

Je provedeno déleni ¢asového intervalu pomoci ¢asového kroku At. Kdy At je ¢asovy
krok mezi ¢asovymi hladinami ¢ a ty 1, pro ktery plati At = ¢ty 1 —ty. Déle je pouzito
oznaceni aproximaci saturaci a externiho zdroje saturace na kontrolnim objemu €2, v
case ty a tyyq ve tvaru Si(ty) = (SHN, Si(tni1) = (SHV T a Sie(tn) = (Sine)™

Prvni krok Rungeova-Kuttova schématu je zapsan néasledovné.

Tel .
&

i = (s = AL LS gy

¢t |
reks EICe

(6.34)
+ D (SHVTT+ Y (SHOVTI = (Sue) VLo = (SOVFL,
JETL JeTi

Druhy krok Rungeova-Kuttova schématu je pak zapsan v nésledujicim tvaru, kde
S’ je vysledek 1. kroku schématu a Sme externi zdroj saturace vypocteny ve stejné
¢asové hlading jako S!.

T

(S)¥H = (i)Y Q_A;é £ 30 ((80Y +8) w ;TGIQ Y ((s)™ + 1) ;’;”;—j+

reks
+ 3 (DY +8) 20+ 3 (<Szi>N +51) -
JEIL jter

— (S0 + Sne) Fro = (507 +57) 12,
(6.35)

Pouzitim Rungeova-Kuttova schématu se zvysi podminka stability. Coz v praxi zna-
mena, ze lze pracovat s vétsim casovym krokem, ¢imz lze dosdhnout vétsi efektivnosti
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algoritmu.

Velikost ¢asového kroku At je urcena z nutné podminky stability. Tato podminka
zahrnuje CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) ¢islo, proto byva také nazyvanid CFL pod-
minka stability. Tato podminka je vyjadiena nasledujicim vztahem

At = min <CFL—’Q‘3> . (6.36)

; 3
ie [|wel|
; w!

6.3.4 Prostorova diskretizace adjungované ulohy

Diskretizovana forma prvni adjungované tlohy pro vypocet adjungované saturace Z
je odvozena pomoci diskrétni formulace Lagrangeovy funkce (Lagrangidnu), uvedené v
[Rohan a Lukes 2017]. Kdy je nakonec ziskdna soustava diferencialnich rovnic (6.37).

L SN0 + Y Wil (7= Z) T - Lz Y T (7 Z) 9] =
rexks JETL
o orSE
— —E—e|Qe| (; - 1) ,

(6.37)

kde r € K pokud w}", > 0 dle (6.30) a j € I/ pokud J7 > 0 dle (6.6).

Nésledné se provedou algebraické upravy, ¢imz se soustava (6.37) prevede do tvaru
(6.38).

_ iy el
dt E‘Q | ¢l ’Q | Z w Zé) ’Qe‘

reks

(6.38)

7 k Qk
— L Zi+ > Tz - Z0) + (f(ngj —1)
k e

JEIZ ¢

Vzhledem ke skutecnosti, Ze adjungovana tuloha bude fesena pro ¢as 7 = T —t pro
ktery plati (6.10) pfevede se vztah (6.38) na tvar (6.39), kde Z je pfeznaceno na Z.

d 1 ir (i iy e
EZe|Qe| = E|Qe| - Z wﬁ,e (Ze - Zé) |’Q ‘|+
e < e (6.39)

C Pz g7z - (z oLt _ )

JETL
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6.3.5 Casova diskretizace adjungované tlohy

Pro c¢asovou diskretizaci prvni adjungované ulohy se pouzije analogie ke kapitole 6.3.3.
Pro numerické feseni soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic (6.39) doplnéné o
pocateéni podminku (6.11) se tedy opét pouzije explicitni dvou-stuptiové schéma Rungeho-
Kutty. Jednd se tedy o dikretizaci v ¢ase 7 =T —t.

Je provedeno déleni ¢asového intervalu pomoci ¢asového kroku Ar. Kdy At je
casovy krok mezi ¢asovymi hladinami 7 a 7n.1, pro ktery plati At = 7y11 — 7.
Daéle je pouzito oznaceni aproximaci adjungovanych saturaci a saturaci na kontrol-
nim objemu Q. v ¢ase 7x a Ty ve tvaru Zi(ry) = (ZHN, Zi(tny1) = (ZHVT a

Se(rn) = (SN,

Prvni krok Rungeova-Kuttova schématu ma tvar

i) iy 1]
Z A _
( e TEZICE w ( ) ) |Q€|
% i 7 é ¢§(S§)N
—fL. +]§ J. Z - (7 ) ) @)V (; (c.)N - 1)
(6.40)
Druhy krok Rungeova-Kuttova schématu ma tvar
(7N = (zi)V = BT 3 wh (((Z’) + Z) _ ((ZE)N n Zé))) ITel
2 . gbze TEICE n,e e e e |Qe|
—fi. (( Ny Zl) PVA (( Ny ZZ) ((Zg)N + ZJ)) +
jEIZ
4 ok (S + 8¢)
+ ((Ee)N + ée) zk: ((Ee)N T ée) -1 )
(6.41)

kde Z ije vysledek 1. kroku schématu a proménné S % C jsou vypoctené ve stejné casové
hladiné jako Z.

6.3.6 Diskretizace druhé adjungované ulohy

Diskretizace druhé adjungoavné tilohy je provedena pomoci aproximace metodou kone¢nych
prvki (FEM). Bilinearni formy uvedené v kapitole 5.4 lze vyjadfit pomoci matic ve

formé nasledujicich vztaht
FEM

a'(p,\) ~ ATA'p, (6.42)
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bi(p, \) "= ATBUp. (6.43)
Pro diskretizaci druhé adjungované tlohy budou v této kapitole pouzivany jesté
dalsi matice.
E je koloka¢ni matice zobrazujici z dimenze uzlit do dimenze elementi,
D je matice diskretizovaného operatoru V,
A’ je matice uzlovych hodnot X,
p’ je matice uzlovych hodnot p*

Tok J¥ mezi kompartmenty ¢ a j na e-tém elementu je stale definovdn jako
priumérnd hodnota na tomto elementu vyjadiend predpisem (6.23). Predpoklada se,
ze pro tentyz tok také plati B

79 = GIF ).
Tok oznadeny J% (p) lze vyjadiit pomoci koloka¢ni matice E a matic uzlovych hodnot
tlakl p’ a p’ v nasledujicim tvaru

J(p) =E'p' - E'p/ = J7 = E.(p} — pl),

1
E. = /Z - p.
|Qe| Q

V diskretizované formé lze rychlost w,. na elementu e zapsat taktéz pomoci matic.
Konkrétné pomoci matice diskretizovaného operatoru V, matice uzlovych hodnot tlaki
a tenzoru permeability nasledujicim zpiisobem

kde vyraz E. je urcen vztahem

w, = —K_.D.p..
Rychlost na sténé I, lze definovat nasledujicim zptisobem

w| =w =w| -nl,
s Qe

e

kde n!¢ je jednotkovy vektor vnéjsi normaly.

Dale jsou pomoci uzlovych hodnot definovény testovaci tlaky gi a qi tak, Ze testo-
vaci tlak g ma nenulovou pouze slozku ptislusejici k-tému uzlu. A plati

g = (0,0,... 1 ,0,..,0)", g =0 proj#i.
k

Testovaci tlak g}, je nasledné vyuzit pro definici testovaci rychlosti. Testovaci rychlost
definovand na sténé I'” a pfifazend testovacimu tlaku g je oznadena jako w.| a urcena
k
nasledujicim vztahem
1 o
~T _ T 7,1
we| = 5my D'q;,,

e,r)
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kde vyrazem m%;r) je oznacen testovaci normalovy vektor. Tento vektor je dany pred-
pisem

m, ) = (0,0,0]...]0,0,0| ny, na, 73 |0, 0,01...[0, 0, 0] 71, 112, m5 |0, 0,0]...]0, 0,0),
——— N—_——

kde elementy e a é jsou sousednimi elementy, pro které plati Q, N, = I".

Druhou adjungovanou tilohu pro vypocet adjungovaného tlaku A\’ lze v diskretizo-
vané formé zapsat pomoci definic (6.42) a (6.43) nésledujicim zptisobem.

T
AN+ TBIN = N) =~ / b'(S,p, Z)dt (6.44)
j#i 0

Pro vypocet druhé adjungované tlohy je tedy nezbytné sestavit vektor b’ v kazdém
case t.

Vyd¢isleni hodnoty k-té slozky vektoru b’ oznacené b:, kde i je index kompartmentu
a k je index uzlu je provedeno na zakladé vztahu

b;—ZZZZrFT w| U(S)+ 10120y D GITIZI(S), (6.45)

rekce e i jFi

kde nelinearni operator U’ (S) je definovan vztahem (6.29), nelinearni operator Z%(.S)
je urcen na zakladé vztahu (6.4) pro e-ty element a J¥ predstavuje testovaci tok vy-
pocteny pomoci testovacich tlakt gi, gy

Vztah (6.45) lze jesté upravit do nésledujiciho tvaru.

=302 3 I @l () + DG (2 - 2B ZHS)  (646)

reke j#i e

Vztah (6.44) lze pro model obsahujici pouze dva kompartmenty i = 1,2 rozepsat
do formy

T
AT B2(A - A = —/ b'(S,p, Z)dt,
0
T
AN+ B2(A -\ = —/ b*(S,p, Z)dt.
0

Soustavu rovnic (6.44) pro vypocet druhé adjungované tlohy je mozné napsat mati-
cové v nasledujicim tvaru.

A'+B”  -B®” ] [A] _ — [IbN(S,p, Z)dt (6.47)
—B!2  Al4+ B A2 — [ b%(S,p, Z)dt '
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6.3.7 Diskrétni formulace totalniho diferencialu 9t°t®

Totalni diferencial 9°*® je v dikretizované formulaci vycislen pomoci nésledujiciho
vztahu

T 0G;: . .. ,
oo = YN0l - N+ Y [ Y I~ m)2(S) 22 (649

i g i j#i e

6.4 Numerické simulace modelu Sifeni kontrastni
latky

Implementace modelu $ifeni kontrastni latky byla realizovana v MKP softwaru SfePy,
programovacim jazyce Python a v softwaru Matlab.

Pro numerické simulace byl pouzit jednoduchy dvou-kompartmentovy model. Stéle
plati predpoklad, ze kompartmenty jsou asociovany pouze s hierarchiemi cévnich stromi
a tedy € = Qy = Q. Prvni kompartment reprezentuje cévni strom portalni (vratni-
cové) zily a druhy pak cévni strom jaterni zily. Model $ifeni kontrastni latky je tedy
popsan pomoci dvou tenzorii permeabilit K', K?, mezikompartmentového perfizniho
parametru G}, dvou tlakovych poli p = (p*, p?), dvou objemovych podilii cév (porozit)
@', $* a dvou poli saturaci S = (S, S?). Aby byla zarudena jednozna¢nost feSeni tilohy,
je v uzlu 0 predepséan tlak p?(0) = 0. Dany uzel je v obrazku 6.1 oznaden dervend.

Pro ucely testovani modelu Sifeni kontrastni latky byla pouzita sit tvaru krychle
¢itajici 48 tetraedralnich elementi. Tyto elementy se prostoroveé shoduji s kontrolnimi
objemy, které figuruji v metodé konecnych objemt. Na obrazku 6.1 jsou dva pohledy
na tuto sit. Oblast tlohy je tedy vymezena néasledovné

Q=2¢€][0, 01 Ay €0, 0,1] Az €0, 0,1] .

Na zakladé poznatkt z kapitol 2 a 5 jsou bodova ziidla definovana v kompart-
mentu, jez prislusi cévnimu stromu portalni Zily a bodové propady jsou definované v
kompartmentu, ktery reprezentuje cévni strom jaterni zily. Byla zvolena tfi bodova
ziidla prislusejici elementtim 1, 9, 15 a dva bodové propady prislusejici elementtim 40,
45. Tyto elementy jsou v obrazku 6.1 zvyraznény modie. Hodnoty ziidel a propadt
musi navic spliiovat podminku Fesitelnosti ve tvaru [,(fL + f2) = 0.

Tenzor permeability K je zvolen s konstantnimi hodnotami 2x 109 na diagonéle.
Tenzor permeability K? je zvolen s konstantnimi hodnotami 5x10~° na diagonale.
Perfazni parametr G'? byl zvolen konstantni s hodnotami 4x10~° na elementech.

2x107° 0 0 5x1079 0 0
K! = 0 2x107? 0 , K?= 0 5% 1077 0 ,
0 0 2%x1079 0 0 5x107?

69



G = 4x107°.

Hodnoty porozit ¢!, ¢? byly zvoleny konstantni s hodnotou 0,1 na kazdém kontrolnim
objemu.

oL =01,  ¢2=0,1.

Obrazek 6.1: Modelova tloha ¢.5. Sif tdlohy s vyznaCenymi elementy jimz prislusi
bodovéa ztidla a propady.

Casovy bolus kontrastni latky je zvolen T, = 2s. Na zakladé hodnoty T} je definovéan
externi zdroj saturace oznaceny Si,(t) pomoci nasledujiciho vztahu, kde S je konstanta
zvolend jako S = 0.4.

S(1— L <t<
Si(>:{ S(1 cos27rTb) pro 0 <t < Ty, (6.49)

0 pro t > Ty.

Jednotlivé proménné budou uvadény v nasledujicich jednotkach

Pa-s Pa-s
S[=], o[=] stlsl, =], S

ctul ybl, bl K| g6 il w2

6.4.1 Modelova tuloha ¢.5

V modelové tloze ¢.5 pro simulaci §ifeni kontrastni latky byly hodnoty parametri a sit
ulohy zvolena dle vyse uvedeného popisu.
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Nejprve byla vyfesena stavova tloha modelu perfuze definované vztahem (5.7) po-
moci metody kone¢njch prvki v softwaru SfePy. Cimz bylo ziskano rozlozeni tlakt
v jednotlivych kompartmentech p', p?, které je zobrazeno na obrazku 6.2. Nahote je
znazornéno rozlozeni tlaku p!. V fezu nahoie uprostfed je pomoci sipek znazornéno vek-
torové pole rychlosti w!. Dole je zndzornéno rozlozeni tlaku p*. V fezu dole uprostied
je pomoci sipek zndzornéno vektorové pole rychlosti w?.

Nasledné byla vyfesena stavova tloha modelu $ifeni kontrastni latky definovana
vztahem (6.7). Numerické feSeni bylo provedeno pomoci metody koneénych objemu a
dvou-stupiiového Rungeova-Kuttova schématu v softwaru Matlab. Cimz byly ziskany
hodnoty saturaci v jednotlivych kompartmentech S', S? v zavislosti na case t. Na
obrazku 6.3 je graf zavislosti hodnot saturace na case ¢ pro pét elementil, na kterych
je definovano ziidlo nebo propad. Cili se jedn4 o hodnoty S! na elementech 1, 9 a 15
a hodnoty S? na elementech 40 a 45 .

V obrazku 6.4 jsou ve dvou fezech sité zobrazeny zelené elementy obsahujici ziidla a
propady. Na totoznych fezech jsou pak v obrazcich 6.5 a 6.6 zobrazeny hodnoty saturaci
v jednotlivych kompartmentech S, S? a hodnoty celkové zdanlivé koncentrace C' v
casecht = 1,1s,t =2s,t=20,2s at =40,1s. Tyto ¢asové hladiny jsou vyznaceny i v
grafu 6.3 pomoci ¢ernych prerusovanych car.

pl
2.5e+003,
E2000

~1000
-0

E-l 000
-1.34e+003-

p2
1.67e+003 g

E]OOO
-0

—-1000

»2.o5e+oos—E-2000

L

Obrazek 6.2: Modelova tloha ¢.5. Tlaky p!, p? a vektorova pole rychlosti w!, w?.
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i Vyvoj saturaci v case

51 element 1

s' element 9

s alement 15
52 element 40
52 alement 45

Saturace

Cas [s]

Obrazek 6.3: Modelova tloha ¢.5. Vyvoj saturace v ¢ase na elementech s definovanymi
ziidly a propady.

Obrazek 6.4: Modelova tloha ¢.5. Poloha zdroji a propadii.
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Saturace_1
1.57e-005

5.86e-006r

C
1.79e-006r
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e 2

1266

t —8e-7
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E 266 Zde7
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Saturace_1 Saturace_2 1.79e-006
1.576-005 5.860-006 v
1.2e-5 1.20-6
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3 3 { 3
I - o 5.496-020

Obrazek 6.5: Modelova tiloha ¢.5. Saturace S, S? a celkova zdanliva koncentrace C'.



Saturace_1 Saturace_2

1.57e-005 5.860-0061 17900063
l.6e-6
4e-6 1206
F —8e-7
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0 5.49¢-020-8
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Obrazek 6.6: Modelova tiloha ¢.5. Saturace S, S? a celkové zdanliva koncentrace C'.
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Poslednim tkolem v ramci této modelové tlohy je provedeni citlivostni analyzy.
Pro tcely této cisté testovaci tlohy byl zaveden nasledujici zjednodusujici predpoklad.
Celkova zdanliva koncentrace reprezentujici zméfené hodnoty, kterd je oznacena ¢,
budiz konstantni v ¢ase, tedy ¢(z). Konkrétni hodnoty ¢ byly zvoleny jako primérna
hodnota C' v case.

Postupné byly v programu Matlab provedeny nasledujici vypocty. Byla vycislena
hodnota tucelové funkce ®. Nasledné byla vyfeSena prvni adjungovand tloha, ¢imz se
ziskaly hodnoty adjungovanych saturaci Z!, Z2. Dale byla vyfeSena druhd adjungo-
vand tloha a ziskany hodnoty adjungovanych tlaki A!, A2. Nakonec byly vyéisleny
slozky totélniho diferencidlu 0°*®. Integraly byly vycisleny v Matlabu pomoci li-
chobéznikového pravidla.

Vysledna hodnota tcelova funkce je & = 0,0207.
Vysledné hodnoty slozek totalniho diferencidlu 0%°'® jsou znazornény v grafu 6.7.

7 casovych divodu jiz nebylo provedeno ovéreni vypoctu totalniho diferencialu
pomoci metody konec¢nych diferenci.

Wygisleni totalniho diferencialu

25+ ¥
3 =
s 2
e
21.5—
£ gL *
T *
=]
£ 051 + 4 ¥
=
® gL+ ok * * w45t
3 0 + 4 * L " ** LE I * ******
= * * & ¥ "
X 05+ * + ¥
o + +
w -
L]
8 +
° 15| +
2 15
3
I
25
*
3 I I I I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Slozky

Obréazek 6.7: Modelova uloha ¢.5. Hodnoty slozek totélniho diferencidlu 95°'®.
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T Zavér

Hlavnim cilem prace bylo modelovani perfuze jater pro dalsi vyuziti a zpracovani
medicinskych dat, ptedevsim z CT a perfazniho CT vySetteni.

Za timto ucelem byl predstaven princip perfuazniho CT vysSetfeni, jez vyuziva linearni
zavislosti mezi koncentraci kontrastni latky a denzitou tkané. Pro vyhodnocovani vysetie-
ni slouzi zakladni farmakokinetické parametry. Ty jsou ziskany na zakladé dynamickych
zmén denzit vyjadienych pomoci krivek syceni, na které jsou aplikovany matematické
modely.

V réamci seznameni s problematikou modelovani hierarchického proudéni na stro-
movych strukturach jater byl nejprve uveden biologicky kontext dané problematiky.
Tento kontext zahrnoval vysvétleni pojmu tkanové perfize spolecné s popisem cClenéni
jater, usporadani krevnich obéht, specifické mikrostruktury jater a schopnosti regene-
race. Nasledné byly uvedeny konkrétni pouzivané pristupy a moznosti hierarchického
modelovani véetné pouziti multi-kompartmentovych modelt. Také byly nastinény prin-
cipy nékterych metod pro ziskavani dat o geometrii a materidlovych parametrech mo-
deli.

Pro modelovani perfize byl pouzit multi-kompartmetovy model odvozeny pomoci
rovnice kontinuity a Darcyho zakona se zahrnutim moznosti vymeény tekutiny mezi
kompartmenty i s vnéjsim okolim. Jednotlivé kompartmenty tohoto modelu byly aso-
ciovany s hierarchiemi jaternich cévnich stromt a jejich vlastnosti byly definovany po-
moci permeabilit a perfiznich parametri. Vzhledem k obtiznosti stanoveni nékterych
parametri tohoto modelu byla definovana tloha identifikace, ktera byla formulovana
jako optimalizac¢ni tiloha. Numerické feseni modelu perfiize i tlohy identifikace véetné
provedeni citlivostni analyzy bylo realizovano v softwaru SfePy. Pro numerické simu-
lace byl pouzit redukovany multi-kompartmentovy model, ktery reprezentoval cévni
strom portalni zily a data ziskana na zakladé realnych dat z CT vysSetfeni. Bylo prove-
deno mnozstvi numerickych simulaci tlohy identifikace pro které byly pouzity rizné
aproximace i nastaveni optimalizacnich parametrii. Konkrétné byla pouzita aproximace
pomoci po ¢astech konstantnich funkci na elementech nebo pomoci splineboxu. Ziskané
vysledky byly porovnéany. Z divodu vétsi stability vzhledem k perturbacim optimaliza-
¢nich parametra byla jako vhodnéjsi vyhodnocena paramterizace pomoci splineboxu.
V téchto pripadech byly také tlohy identifikace méné narocné na vypocetni cas a op-
timalizované parametry vykazovaly vétsi regularitu.

Déle byl predstaven model transportu kontrastni latky jaterni tkani, pro jehoz for-
mulaci byla vyuzita linearni zavislost mezi denzitou a koncentraci kontrastni latky. Dale
byla také definovana citlivostni analyza. Model $ifeni kontrastni latky byl nasledné
implementovan pomoci metody kone¢nych prvki a metody konecnych objemu v soft-
warech Sfepy a Matlab. Rovnéz byla implementovana i citlivostni analyza. Nakonec

76



byla provedena na zjednodusené tloze numericka simulace modelu Sireni kontrastni
latky vcetné provedeni citlivostni analyzy.

Predstavené modely mohou byt v budoucnu déle rozsiteny. V ptipadé modelu per-
faze se lze do budoucna zaméfit na pouziti jemnéjsi sité, ¢i rozsifeni modelu na vice
kompartmentt. Taktéz by bylo mozné do modelu zahrnout simulaci vyskytu nadoru. V
pripadé modelu transportu kontrastni latky lze do budoucna pouzit readlna data ziskana
z CT snimkt a perfazniho CT vysetieni. Dalsi praci na daném tématu lze zajisté sméfo-
vat k rozsiteni modelu transportu kontrastni latky o tlohu identifikace materidlovych
parametri, ktera by byla vyhodnocovana na zakladé realnych medicinskych dat.
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