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Abstrakt

Diplomova prace se zabyva dvéma hlavnimi tématy; modelovanim nékterych dilezitych jeva
tykajicich se krevni perfuze jaterni tkdné a modelovanim transportu kysliku do zivoci$né
tkan€. Vzhledem ke komplexnosti téchto problémii, jsou zavedeny Vv této praci zjednodusujici
predpoklady ulehcujici jejich modelovani. Jaterni tkan je uvaZzovana jako porézni silné
heterogenni materidl s vnitin¢ periodickou strukturou na mikroskopické trovni. K jejimu
popisu na globalni makroskopické trovni je vyuzito metody homogenizace, jejimz
prostfednictvim je ziskan vicetiroviiovy matematicky model média s dvojitou porézitou, ktery
se opira o tzv. Biotiv model a Darcyho zakon. K popisu transportu kysliku do tkané je
aplikovan fenomenologicky model sestavajici se z modelu proudéni, konvekce a difuze.
V této praci neni model deformovatelného prostredi s viceuroviiovou strukturou nijak
provazan s fenomenologickym modelem transportu kysliku, jednd se zcela o separatni
nezavislé modely. Soucasti prace je ovéefeni teoretickych poznatkli na testovacich ulohach,
pticemz u ulohy transportu kysliku do tkan¢ byla provedena parametricka a citlivostni studie.

klicova slova: Jaterni parenchym, perfuze, porézni médium, metoda homogenizace,
transport kysliku, vypocetni metody, metoda konecnych prvka

Abstract

The diploma thesis deals with two main subjects; the modeling of some important phenomena
relating to a blood perfusion in a tissue of liver and the modeling a transport of oxygen into an
animal tissue. Due to a complexity of these problems, there are introduced a simplifying
assumptions, which eases their modeling in this work. The tissue of liver is considered as a
porous strong heterogeneous material with an internally periodic structure at microscopic
level. There is applied a method of homogenization to describe it at global macroscopic level,
thereby it is obtained the hierarchical mathematical model with a double porosity, which is
based on the so called Biot model and Darcy law. There is applied phenomenological model
consists of model of a flux, convection and diffusion to describe transport of oxygen to tissue.
In this work the model of a deformable medium with a hierarchical structure does not have
any relationship with the model of the transport of oxygen, they are two separate models. The
part of this work is also using computational tasks as a verification of theoretical knowledge.
There was done a parametric and sensitive study with respect to the problem of transport of
oxygen into the tissue.

key words: Liver parenchyma, perfusion, porous medium, method of homogenization,
transport of oxygen, computational methods, finite element method
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1. Ovod
1.1 Motivace

Tato diplomova prace ve vztahu k biomechanice pfispiva k vytvafeni biomechanickych
modeli,, které respektuji wvnitini uspofadani jaterni tkdn€. Zabyvd se vytvaienim
mikrostrukturalnich modelt orientovanych na modelovani nékterych vyznamnych jevu, které
souvisi s perfazi jaterni tkan¢, zejména s ohledem na jeji deformovatelnost. Snahou autora
této prace je tedy seznamit se s viceuroviiovymi metodami modelovani perfize poddajnym
jaternim parenchymem, ktery je modelovan jako porézni prostiedi. Metodu homogenizace,
matematicky aparat aplikovatelny na efektivni makroskopicky popis heterogennich médii
s periodickou vnitini strukturou, uplatiuji autofi ¢lankt [32],[33] a [36].

Cast této diplomové prace se zabyva také transportem kysliku do Zivogisné tkang. Byt se
jedna o dulezitou a slozitou problematiku, je Vtéto praci pouzit zjednoduSeny
fenomenologicky model, ktery vystihuje jeji dilezité zdkladni rysy, ale nezohlednuje detailni
mikrostrukturu tkané.

Obecné se vi, ze na urovni cév s malym primérem, potazmo kapilar, je popis proudeni
pomoci newtonského modelu tekutiny neadekvatni, proto je nutné piejit k popisu proudéni
tekutiny jako heterogenniho média. I pfesto je vSak v obou hlavnich ¢astech diplomové prace
pouzit Darcyho zékon, ktery plivodné vychazi ze Stokesova proudéni Newtonovy tekutiny a
to ze dvou davodu:

1) Z fenomenologického hlediska Ize proudéni aproximovat Darcyho modelem
s permeabilitou, ktera vyjadiuje jednak vlastnosti tekutiny, ale zahrnuje i komplex
interakci mezi krvi a deformovatelnou sténou kapilar. V pfipadé€, Ze by mél Darcyho
zakon odpovidat reologii krve, pak by permeabilita byla nelinearni funkci
makroskopickych stavovych velicin.

2) Oba modely, jak model deformovatelného prostiedi s hierarchickou strukturou, tak

model transportu kysliku, mohou mit obecnéjsi platnost, nejenom v oblasti
biomechaniky, napt. v nékterych inzenyrskych aplikaci.

1.2 Cil diplomové prace

Cilem této diplomové prace je:

e Seznamit se s problematikou modelovani poréznich prostfedi nasycenych tekutinou
pomoci metody homogenizace periodickych struktur, véetné metod viceurovitovych.

e Sezndmit se s problematikou modelovani transportu kyslik do tkané.

e Implementovat algoritmy potiebné pro numerické modelovani ptedchozich tkola
v softwaru SfePy.



e Aplikovat vySe zminéné modely pro simulace perfize v tkani jater nebo v tkani
mozku.

e Provést parametrické a citlivostni studie s pouzitim dostupnych fyziologickych a
morfologickych dat.

1.3 Struktura diplomové prace

Po tvodnim piedstaveni této diplomové prace je v 2. kapitole poskytnut obecny biologicky
popis krve a zakladni anatomicky a fyziologicky popis jater.

O poréznich materidlech pojednava kapitola 3, kterd se kromé jiného zmiiluje o Darcyho
zakonu, potazmo 0 koeficientu permeability.

V kapitole 4 se zavadi piedpoklady pro matematické modelovani jaterniho parenchymu. Je
V ni uvedena zjednodusend geometrie lobuldrni struktury a matematicky popis mechanickych
vlastnosti této struktury. Také jsou zde zavedeny pojmy: mikroskopicka, mezoskopickd a
makroskopicka troven vypocetni oblasti.

V 5. kapitole je uvedena a pfiblizena metoda homogenizace hetoregennich materiala
s periodickou vnitini strukturou. Jsou v ni zavedeny zakladni pfedpoklady a objasnény pojmy,
které se poji s touto metodou. Tato kapitola vychazi z praci [31], [34], [43].

Kapitola 6 pfedstavuje matematicky viceuroviiovy model deformovatelného heterogenniho
média s dvojitou porozitou. Jsou zde definovany jak piislusné rovnice pied provedenim
procesu homogenizace, tak i homogenizované rovnice. Pti zpracovavani kapitoly byly pouzity
zdroje [32], [34], [44].

Numerické feSeni makroskopického homogenizovaného vicetroviiového modelu ziskané¢ho
z predchozi kapitoly je provedeno v 7. kapitole. Prostorova diskretizace je provedena pomoci
metody konecnych prvku a ¢asova diskretizace pomoci metody kone¢nych diferenci.

V kapitole 8 jsou teoretické poznatky z piedchozich kapitol ovéfeny v ramci jednotlivych
vypocetnich testovacich uloh. U kazdé z testovacich tloh je proveden rozbor ziskaného
numerického feSeni a vysledky jsou graficky zobrazeny.

Kapitola 9 se zaobira transportem kysliku do tkan¢. Kromé obecného tivodniho popisu této
problematiky, je v kapitole pfedstaven makroskopicky fenomenologicky model, ktery byl
implementovan v softwaru SfePy v ramci jedné testovaci ulohy. Pro tento model byla rovnéz
provedena parametrickd a citlivostni studie.

V 10. kapitole jsou zavérem shrnuty dosazené vysledky této prace.



2. Biologicky popis jater a krve

Tato diplomova prace se zabyva tématem z oboru biomechaniky a z velké casti se opira o
poznatky z mechaniky tekutin, poddajnych latek a mediciny. Uved'me si zde proto kratky a
struény biologicky popis krve a zakladni anatomicky a fyziologicky popis jater, abychom tyto
objekty matematického modelovani uvedli do nalezitych souvislosti, dfive nez piejdeme
k formulaci vypocetniho matematického modelu. Dale si uvedeme a vysvétlime vyznam
nckterych zékladnich pojmt, které se poji s timto tématem, napt. pojem tkanové perfuze. Pti
zpracovani této kapitoly bylo vyuzito literatury a pramenu [1], [16], [17], [19], [21].

2.1 Anatomie a fyziologie jater

V tivodu této podkapitoly jsou uvedeny zékladni definice pojmt anatomie a fyziologie.

,, Anatomie je lékarska veédni disciplina, ktera se zabyva studiem struktur organismi véetné
jejich soustav, organu a tkani. Popisuje vzhled a umisténi jednotlivych €asti téla, jejich stavbu,
sloZeni a vztahy mezi jednotlivymi organy ¢i organovymi soustavami.* [2]

» Fyziologie je Iékarska védni disciplina, ktery studuje fungovani zivych organismi a
procesy, jez v nich probihaji na urovni bungk, tkani, organt a organovych soustav i
celych organismu.* [3]

2.1.1 Zakladni charakteristika jater
Jatra, latinsky hepar, jsou nejvétsi a zaroven nejtézsi Zlazou v lidském téle. Jejich hmotnost
dosahuje u dospélého jedince od 1 do 2,5 [kg], kde u muzu jsou zpravidla hmotné&jsi. U

dospélého predstavuji asi 1/40 hmotnosti téla. Jejich tvar lze ptfipodobnit ke tvaru Sikmo
sefiznutého ovoidu [1], [19].

2.1.2 UloZeni a ¢lenéni jater

Jatra lezi v dutiné bfiSni pod pravym
obloukem Zebernim, smérem vlevo
pfesahujici sttedni caru, horni klenbou se
dotykaji branice, viz obr. 1. K branici je
fixuje vazivové pouzdro, které pokryva
cely organ. Na zevni, pfedni ploSe jsou
zietelné rozdélena na pravy a levy lalok.
Vnitini, zadni a dolni plocha jater je
ryhami ve tvaru pismene H clenéna na
¢tvercovy lalok a lalok dolni duté Zily.
Jatra lze také clenit vnitin€é pomoci tzv.
segmenti. Toto Clenéni jater neodpovida
povrchovému c¢lenéni lalokti podle ryh na
jatrech, neni proto patrné na pohled. Tyto

segmenty maji vyznam pro chirurgické
zakroky na jatrech a také pro chirurgickou
transplantaci ¢asti jater, [16],[17]. Pfipadné
zajemce o hlubsi poznani tématu vnitiniho
Clenéni jater odkazuji na literaturu [1].

Obr. 1 Poloha jater v lidském téle. [18]



2.1.3 Popis krevnich obéhii v jatrech
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Obr. 2 Schéma prutoku krve jatry. [20]

Krevni obéh jatry je velice dulezity.
Existuji dva krevni ob¢hy.

Funkcni krevni obéh: Odkyslicend krev
s latkami vstfebanymi ze zaludku, sleziny,
slinivky bfiSni a stfeva je pfivadéna do
jater portalni (vratnicovou) zilou (vena
portae), ktera postupné ptechazi az do

2.1.4 Ulohy a funkce jater v lidském téle

terminalnich  portalnich venul (venula
portae) a dale do sinusoid jaterniho
lalicku, kde v jaternich bunkach krvi
privadéné latky podléhaji metabolickym
zménam. Nakonec piechazi do centralni
vény (vena centralis), odtud krev odchazi
do jaterni zily (vena hepatica) a nasledné
do dolni duté zily (vena cava inferior).
Podle jména vratnicové zily se tomuto
pratoku krve jatry nc¢kdy ftika portalni
obéh.

Nutritivni  krevni obéh: Nutritivni ob¢h
jater zabezpeCuje jaterni tepna (a.
hepetica) ptivadéjici ze srdce do jater
dobie okyslicenou krev, nezbytnou pro
vyZzivu jaterni tkané. Stejné jako v pifipadé
funkéniho krevniho ob&hu, se krev vyléva
do krevnich sinusoid, takze v téchto
kapilarach tece smiSend krev, tj. Zilni a
tepenna. Odtud se dostava centralni zilou
do jaterni zily, resp. do dolni duté Zily.

Jatry protéka asi 1,5 litru krve za minutu.
Vréatnicovou Zilou pfitéka asi 80 [%] krve,
jaterni tepna pfivadi jen asi 20 [%] krve
[16],[17],[19].[21].

Na ptedchozi kapitole jsme si struénym zplsobem popsali oba krevni ob&hy v jatrech. Funkce
jater jsou proto mnohocetné, a proto si zde uvedeme, s uréitym zjednoduSenim, jen nékteré

z nich [1], [17], [21].
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Jsou vyznamnym zdrojem tepla, jsou nejteplejsim organem v téle (40 az 41 [°C]).
Jsou zdsobdrnou krve, kterd se vyplavuje po krevnich ztratach.

Odbouradvaji hormony — napf. inzulin, aldosteron.
Jatra zneskodnuji mikroorganismy 1 dalsi cizorodé slozky vstiebané ve stieve.
Jatra jsou centrem metabolizmu zakladnich zivin, maji fadu dalezitych metabolickych

Ovliviuji proces srdzeni krve — tvoti srazeci faktory a skladuji vitamin K.

Jatra maji vyznamnou detoxikacni roli — méni ¢pavek na mocovinu, kterd se vylucuje



2.1.5 Stavba (mikrostruktura) jater

Vnitini stavba jater je znacné komplikovand, jeji popis na trovni mikrostruktury je do jisté
miry zjednodusen. Zakladni stavebni jednotkou jater je jaterni lalicek (lobulus), viz obr. 3,
ktery ma tvar nepravidelného Sestihranu o velikosti 1 - 2,5 [mm]. Lalacek se sklada z tramct
jaternich bunék. Trdmec je tvofen dvéma fadami tésné€ k sob& piiloZenych jaternich bunék,
které jsou metabolicky velmi aktivni. Tramce buné€k, které jsou obklopené jaternimi
sinusoidami, se paprscité sbihaji k centralni zile (vena centralis). Tato Zila probiha v ose
lalicku a piijima ze vSech stran jaterni sinusoidy. Jaterni sinusoidy jsou tenkosténné Siroké
zilni Gtvary charakteru kapilar.

—— Interlobular veins
‘}u ‘0 hepatic vein) —Central vein

{

s Bile duct (receives
bile from bile
canaliculi)
Fenestrated
lining (endothelial
cells) of sinusoids

ey X Bile duct
S Hepatic Portal venule |- Portal triad

. macrophages oL Portal arteriole
in sinusoid walls

(c)

©2011 Pearson Education, Inc.

Obr. 3 Jaterni lalucek. Krev pfivadéna venou portae se v sinusoidach misi s arterialni krvi z arteria
hepatica a pak je pory v sinusoidach filtrovana — jaternimi buiikami jsou odebirdny a zpracovany
ziviny. Nepfrefiltrovana krev odtéka do centralni vény.[20]

Jaterni bunky (hepatocyt) jsou mnohosténné o pruméru 20 - 30 [um]. Vzhledem ke svému
sefazeni v tramcich — maji dva poly. Krev protékajici mezi jaternimi trdmci ,,omyva“
v kazdém tramci pouze ten pol buiiky, ktery je prevraceny k sinusoidé — tzv. krevni pdl jaterni
buniky. Na protilehlém konci jaterni buniky zacinaji ve Stérbindch uvnitf trdmcil jaterni
zluCovody. Tyto poly buiky jsou zluCovymi pély jaternich bunék. Specifickou tkan jater,
ktera je tvofena jaternimi bufikami, nazyvame parenchymem. Obecné ma jaterni tkan porézni
strukturu [1], [16], [21].

Central vein

Connective

vein
(to hepatic vein)

Central vein = Sinusoids

Plates of (e = | — Portal venule
hepatocytes Portal arteriole
Bile duct

From nortal vein

Obr. 4 Mikrostruktura jater. [22]



2.2 Biologicky popis krve

Krev je Cervena, neprihlednd, vazka a nestlacitelna tekutina. Je to tekutd tkan, kterd se sklada
z tekuté slozky — Zlutavé vazké krevni plasmy a v ni rozptylenych krevnich bun¢k — krvinek
a krevnich desti¢ek. Celkovy objem krve v t&le piedstavuje 6 az 8 [%] celkové télesné
hmotnosti, tj. u dospélého muze 5 — 6 litrdi, zeny maji pramémé o 10 [%] krve méné. Hustota
krve je néco vy$§i nez hustota vody, pohybuje se Vv rozmezi 1043 — 1066 [kg.m™3], jeji
teplota je 38 [°C] a pH je piiblizné 7,36 — 7,44. Krev zajistuje tkanim piivod kysliku a
odvadéni oxidu uhli¢itého, pfivod zivin a odvod zplodin latkové vymeény, podili se na
udrzovéni télesné teploty a na obrané¢ organismu proti infekci a cizorodym latkdm. Tato
kapitola o krvi je napsana s vyuzitim udaji uvedenych v [16], [17], [21], [29].

2.2.1 Skladba krve

Krevni plazma

Plazma (plasma) je tekutou slozkou krve. Je to Zlutava vazka tekutina, ktera je z 92 [%]
tvofena vodou a zbytek jsou anorganické a organické latky v ni rozpusténé. Jeji hlavni funkci
je transport krevnich ¢astic (krevnich bun€k a desticek) a chemickych latek, napiiklad
kysliku. Jeji hustota je piiblizné 1025 [kg.m™3] v zavislosti na aktudlnim zastoupeni v ni
rozpus$ténych chemickych latek.

r wr

Krevni Castice

Cervené krvinky (erytrocyty, red blood
eavoodcets  CellS) nemaji jadro, je to jedina bezjaderna
bunika v téle. Buiikky obsahuji v cytoplasmé
cervené barvivo — hemoglobin, na ktery se
vaze kyslik a oxid uhlicity. Tvarem se
podobaji dvojdutému disku, viz obr. 5.
Tento tvar umoziluje erytrocytu pruzné se
deformovat a prochazet vldsecnicemi o
mensim priméru, neZ ma sam. Dosahuji
prumémé velikosti 8 X 2 [um], jejich
objem ¢&ini pfiblizng 85 — 95 [um3].
Uvadi se, Ze u muza je pocet Cervenych
krvinek v jednom litru krve asi 4,3 —
5,3.102/ [, pticemZ u Zen je o néco nizsi.
V lidském téle se spolupodili na udrzovani
stalétho pH krve a plni funkci hlavniho
prenasece dychacich plyna (pfenos kysliku

® 2006 Encyclopadia Britannica, Inc. platelets

Obr. 5 Krevni plazma a krevni &astice. [30] a oxidu uhli¢itého mezi plicemi a tkanémi).
Cervené krvinky ziji asi 120 dni.
Dilezitym parametrem spojenym

s cervenymi krvinkami je tzv. hematokrit
(Hct) vyjadtujici objemovy



podil téchto krevnich ¢astic na celkovém objem krve

erytrocyt

V,
Htc = ——— % 100 [%], (2.1)
blood

jehoz hodnota se pohybuje u vétsiny lidi okolo 50 [%].

Bilé krvinky (leukocyty, white blood cells) na rozdil od ¢ervenych krvinek obsahuji jadro a
nemaji hemoglobin. Podle tvaru jader, barvitelnosti drobnych hrudek v cytoplazmé a velikosti
bun¢k, délime leukocyty na dvé skupiny: granulocyty a agranulocyty. Mnozstvi leukocytt se
pohybuje Vvrozmezi 4 —7.10°/ 1. Jejich primarni funkci je zajisténi obranyschopnosti
organismu proti cizorodym latkam a patogentim, at’” uz tvorbou pfislusnych protildtek nebo
jejich pohlcovanim. Schopnost se deformovat je u bilych krvinek nizsi, nez jak to bylo
Vv piipad¢ erytrocytu. Vstup leukocytu do kapilary malého prisvitu tak mize trvat o mnoho
déle. Vsechny bilé krvinky vznikaji v kostni dfeni a délka jejich zivota je rGizna, pohybuje se
od nékolika hodin az po 300 dni. Podobn¢ jako hematokrit u erytrocytl vyjadiuje tzv.
leukokrit objemovy podil leukocytl na celkovém objemu krve.

Poslednim typem krevnich ¢astic jsou krevni desti¢ky (trombocyty, platelets). Nejde o pravé
buniky, ale o bezjaderné ulomky. Uplatiiuji se predevS§im pii zacelovani ran, nebot’ pfi
posSkozeni cévni stény naradZeji s krevnim proudem na okraje roztrZzenych cév, rozbijeji se
(jsou velmi kiehké) a z jejich cytoplasmy se uvoliiuje latka, kterd zahajuje krevni srazeni -
tromboplastin. Po n¢kolika dalsich fazich pak dojde ke vzniku samotné krevni srazeniny.
V litru krve je 150 — 350. 10° trombocytd, Ziji necelych 10 dni.

2.2.2 Tkanova perfaze

Termin perfiuze predstavuje jev, kdy tekutina proudi poréznim prostfedim. V ptipadé tkanoveé
perfuze se pak jedna o proudéni krve tkani. Tkénova perfize je ovliviiovana mnoha faktory,
predevsim viskozitou, ktera je funkci smykové rychlosti krve, hematokritu, télesné teploty a
také velikosti priméru cévy (¢im je prasvit cévy vetsi, tim je rychlost proudéni krve mensi).
DalSimi vlivy, které znatelné€ ovliviiuji tok krve, je tlak krve, smykova rychlost a vaskularni
resitence, ktera predstavuje odpor, ktery musi byt krvi pifekondn, aby dosSlo k vytvofeni
krevniho toku. V ptipad¢ z4jmu o podrobnéjsi poznani témat tykajicich se hemodynamiky Ize
doporucit literaturu [29].



2.2.3 Funkce krve

Krev cirkuluje celym organismem a plno mnoho funkci, které mizeme shrnout takto:

1. Transportni funkce

Zahrnuje transport (pfenos) riznych latek do celého téla a mezi jednotlivymi organy.
Transport se tyka predevSim dychacich plynt (0O, a CO,), zivin, hormonti a dalSich
latek. Krev transportuje i teplo, rozvadi teplo z jater a ¢innych svalil do ostatnich ¢asti
téla.

2. Regulacni (homeostaticka) funkce

Krev pfispiva k udrzovani stalych fyzikalné-chemickych vlastnosti télnich tekutin.
Podili se na udrzovani fyziologické hodnoty pH, stalé¢ koncentrace iontii a téz stalé¢ho
osmotického tlaku.

3. Obranna (imunitni) funkce

Obrannou funkci zajistuji n€které typy bilych krvinek a protilatky v krevni plazmé.
Likviduji plvodce infekénich chorob, zajistuji ochranu proti vniknuti cizich
molekularnich latek do téla a pohlcuji odumielé buiiky.



3. Porézni materialy

Porézni materidly jsou heterogenni materialy, které jsou charakterizovany piitomnosti dutin,
resp. poru. Pevna ¢ast materialu se nazyva skelet (skeleton), ktery mize byt bud’ z tuhého,
nebo poddajného materialu. Pory se nazyvaji kanaly (channels), které mohou byt vyplnény
tekutinou bud’ ¢aste¢né, nebo zcela plné, tzn., jsou nasyceny (saturovany) tekutinou. Touto
vlastnosti se porézni materialy odliSuji od materiali kompozitnich. Tekutina nachazejici se
V prostorech pori, je charakterizovana tfemi veli¢inami: hustotou p [kg.m~3], dynamickou
viskozitou 1 [Pa. s] a objemovou stladitelnosti y [Pa~1]. Zakladni vlastnosti téchto materiali
je porozita, ¢islo mezi nulou a jednickou, udavajici pomér objemu pora vici celkovému
objemu, ktery zaujima v prostoru téleso z porézniho materialu. Typickym piikladem
porézniho materidlu mizZe byt napiiklad houba na myti tabule, viz obr. 6. BéZn¢ se ale také
vyskytuje v piirod¢ u hornin, dieva nebo piady. Lze se také setkat s tzv. dvojitou porositou
(double porosity), ktera se vyznacuje dvéma odlisnymi velikostmi pord. Jeden systém pord,
zpravidla s mensimi pory, je vnotfen do skeletu materialu — toto tvofi matrici materialu. Druhy
systém vétsich pord pak reprezentuje pory celého materialu. Tento typ porosity bychom
napiiklad nasli u kosti nebo u mikrostruktury jaterni tkané. Typ materialu s touto vnitini
strukturou se jiz Siroce pouZziva napiiklad ve zdravotnictvi. Kovové implantaty, jejichz
specificka struktura slouzi jako biologicka fixace (kostni tkan vroste do pérti implantatu), jsou
typickym ptikladem materialu s dvojitou porositou, viz obr. 7 [5].

Obr. 6 Porézni material. [4] Obr. 7 Vnitini struktura porézniho
implantdtu  z tantalu, kterd je tvofena
dvojim  rozlicnym  typem  porosity
Vv zavislosti na méfitku. Systém mensich
port tvoti s pevnym materidlem (skeletem)
matrici materialu. [6]



3.1 Permeabilita

V roce 1856 francouzsky inzenyr Henry
Darcy (1803 - 1858) publikoval zpravu,
vniz popisuje vysledky experimentu
navrzeného ke studiu proudéni vody
poréznim prostiedim. Na zakladé tohoto
experimentu  formuloval  matematicky
vztah (Darcy’s law), ktery popisuje
proudéni kapaliny v poréznim médiu.
Tento vztah tik4a, Ze rychlost proudéni
kapaliny je pfimo umérnd tlakovému
gradientu, pod kterym kapalina proudéni,
s konstantou  proporcionality —  tzv.
koeficientem permeability. Darcyho
permeabilita je materialovou vlastnosti
poréznich médii, tedy veli¢inou vyjadiujici
schopnost porézniho materidlu propoustét
tekutinu. Obecné je funkci geometrie pora.
Jedna-li se o material anizotropni, je Obr. 8 Henry Darcy. [24]
permeabilita vyjadiena tenzorem 2. fadu,

zatimco v pfipad¢ izotropniho materidlu

jednou  skalarni  hodnotou  (resp.

mimodiagonalni prvky tenzoru

permeability jsou nulové a prvky na

diagondle  maji  nenulovou  stejnou

hodnotu) [7], [8], [25], [26], [28].

Darcyho zékon neplati pro vSechny typy proudéni. Je platny pouze pro pomalé proudéni
viskéznich tekutin nebo lamindrni proudéni. Pro uréeni typu proudéni Ize pouzit Reynoldsova
Cisla, viz vztah (4.13). Darcyho zakon je analogicky ostatnim linearnim fenomenologickym
transportnim zakoniim jako Ohmiiv zékon pro elektrickou vodivost, Fickliv zakon pro diftzi
rozpusténych latek nebo Fouriertv zakon pro vedeni tepla [27].

Darcyho zdkon lze pro jednodimenzionalni proudéni psat ve tvaru

_ kA (Pp — Pa)

T (3.1)

Q:

kde Q [m3s~1] je objemovy priitok proudici kapaliny, k [m?] Darcyho permeabilita, A [m?]
prufezova plocha, rozdil p, — p, [Pa] je tlakovy pokles, n [Pa.s] dynamicka viskozita a
vzdalenost mezi misty a @ b, nad kterou doslo k poklesu tlaku v tekuting, se znaci L [m].
Zapornym znaménkem Se respektuje, Ze tekutina proudi z mista vysSiho tlaku do mista
S niz§im tlakem. Pokud zména tlaku je zaporna, tj. p, > pp, tekutina proudi ve sméru kladné
soufadnicové osy x, viz obr. 9 [8].
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Obr. 9 Schéma pro Darcyho zakon v 1D. [8]
Darcyho zakon lze v obecnéjsim tvaru zapsat jako
w = —kVp, (3.2)

kde w [m.s™1] je vektor perfazni rychlosti tekutiny poréznim médiem, dale gradient tlaku

"_pa_P"’_p) -2 ¢—2 i
FLETNET [kg.m™=.s7¢], kde xq,x,, x5 jsou Eulerovy

soufadnice a k =% [m3.s.kg™1] je permeabilita, kterd udava, kolik tekutiny pfi daném

tekutiny se znac¢i Vp = (
tlakovém spadu protece poréznim materialem za jednotku ¢asu [8], [10].

Vektor perfuzni rychlosti w (Darcy velocity) neni rychlosti, s kterou tekutina proudi poréznim

médiem. Zavadi se vektor rychlosti vg, ktery je vztazen k Darcyho rychlosti w pomoci

pordzity ¢ = V—f, kde V¢ je objem tekutiny nasycené v poréznim médiu a Vr je celkovy objem
T

porézniho materialu. Rychlost proudici kapaliny v poréznim prostieni se definuje ve tvaru

Vf = (33)

w
s

Pokud bychom respektovali i deformace porézniho materialu, zavadi se rychlost i s jakou se
posouvaji body pevné faze matrice (solid). Pak lze podle [10] psat

w

(vp —u) = 5 (3.4)
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4. Predpoklady matematického modelovani jaterniho
parenchymu

V této kapitole jsou uvedeny predpoklady pro matematické modelovani fyziologického
procesu perfuze jatry, resp. jaternim parenchymem, které znacné¢ zjednodusSuji tuto
problematiku.

4.1 Popis lobularni struktury

Lobularni strukturu uvazujeme na mezoskopické trovni dokonale periodickou (viz pozn. 4.1),
slozenou z nekone¢ného poctu lobulti, pficemz tento zidealizovany geometricky model jaterni
tkané byl pfevzat z ¢lanku [35]. Pro jednoduchost vychazime z piedpokladu, Ze jejich prifez
je tvaru pravidelného Sestitthelnika, pti¢emz plati

| <L, (4.1)

kde [ je délka jeho strany a L je obecné charakteristicky rozmér makroskopické struktury.
Lze ptedpokladat, ze tok tekutiny strukturou lobulu je rovinny, nebot” smér toku v osovém
sméru lze zanedbat. Portalni, resp. centralni, Zily uvazujeme valcového tvaru S priaméry
(prusvity) Dy, resp. D,, [9]. Jak portalni, tak centralni Zily tvoii souvislé cévni systémy, které
v§ak nejsou vzajemné propojené.

Obr. 10 Idealn¢ periodicka lobularni struktura jater. Cévni systémy, které jsou tvoieny
portalnimi zilami, resp. centralnimi, jsou vyznaceny modre, resp. cervene. Sinusoidy
jsou oznaceny cernymi kiivkami. [35]
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Poznamka 4.1

V této praci se rozeznavaji celkem 3 urovné pomysiné skaly, ktera charakterizuje stupen
podrobného popisu oblasti 0. Uroveri oblasti 2, kterd je pro lidské oko pozorovatelnd bez
pouZziti vnéjsSich prostiedku, se nazyva makroSkala (makroskopicka uroven). MikroSkdla
(mikroskopicka uroven) je naopak uroven oblasti (), ktera jiz neni snadno pozorovatelnd
lidskym okem a k jeji detekci je nutno pouzit vnéjsich prostiedku, napr. mikroskopu. Posledni
mezoskala (mezoskopickad uroven) je uroven oblasti 2, Kterou lze charakterizovat tim, zZe tvori
Jjakési rozhrani mezi makroskalou a mikroskalou.

Obr. 11 Rec¢isté sinusoidii nahrazeno poréznim prostiednim. Indexem s (solid, skeleton) se
oznacuje pevny material, f (fluid) oznacuje tekutinu, ktera je nasycena v porech.

Pokud bychom chtéli pfimo modelovat slozitou sit’ sinusoid, znamenalo by to vytvofit velmi
detailni geometricky model téchto jemnych kapilar, respektujici do jisté irovné detaill jejich
pfirozenou strukturu. Diskretizaci takovéhoto modelu bychom dostali velmi hustou sit, ktera
by byla sloZena z vysokého poctu konecnych prvki a to pouze pro jediny lobul. Ze slozitého
geometrického modelu by mohly ustit komplikace v podob¢ velkych narokt na hardware a
vysoké Casové narocnosti pii samotném vypoctovém modelovani. Z téchto diivodi zavadime,
Z hlediska diskretizace vypocetni oblasti, znaéné zjednoduseni tim, Ze proudéni krve feciStém
sinusoidii modelujeme jako proudéni poréznim materidlem, viz obr. 11. Tento pfistup na
jednu stranu do jisté miry odstraiuje tyto problémy, avsak se S nim poji jiné obtize, kterymi se
blize zaobiraji kapitoly 5 a 6 [10].
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4.2 Popis mechanickych vlastnosti

V této se praci predpokladd, ze pfi statickém vné&j$im namdhani porézniho materidlu jsou
deformace a posuvy skeletu malé, tj. skelet predstavuje linearné elasticky material. Obecné se
vsak pfi matematickém modelovani mekkych tkdni neziidka uplatiiuji nelinearni mechanické
modely pfipoustéjici velké deformace (napf. hyperelastické materialy) nebo také naptiklad
modely vykazujici ¢asové zavislé chovani (napt. viskoelastické materialy) [10].

Obr. 12 Skelet tvofici pevnou ¢ast média je deformovatelny.

Jestlize se tedy pohybujeme v oblasti linearni teorie pruznosti, 1ze deformace skeletu vyvolané
vnéjsi zatizenim, vyjadiit pomoci tenzoru malych deformaci (Cauchyriv tenzor),

1(0u; 0y
(u) === 2T 4.2
eij (1) 2 <6xj + 6xi>' (4.2)

kde u(x) je vektor posunuti, ktery je funkci materialovych (Lagrangeovych) soufadnic
X1, X2, X3. Nasledné lze stanovit napjatost z konstitutivniho zakona (Hookitv zdkon)
vyjadtujiciho linearni zavislost mezi tenzorem napjatosti o;; a tenzorem e;;

0ij = Dijriers (4.3)
kde D = D;jy, L, j, k, | = 1,2,3 je symetricky tenzor tuhosti ¢tvrtého fadu, jenZ je din vztahem
Dijiy = (8:6j1 + 846jx) + 166k (4.4)

s Lamého koeficienty u(E,v) a A(E,v), které jsou funkcemi modulu pruznosti v tahu
(Youngitv modul) E [Pa] a Poissonovy konstanty v [—], které se v praxi pro dany material
urcuji experimentalné.

14



X3

Co se tyCe modelovani krve, tak krev je obecné povazovana za nenewtonskou vazkou
kapalinu. V této praci vSak budeme pracovat s jednodussim linearnim modelem nestlacitelné
newtonské kapaliny, tzv. newtonskym modelem kapaliny. Rozdil ve vysledcich newtonskych
a nenewtonskych modelu je dle [10] zanedbatelny p#i modelovani proudéni v cévach vyssich
prameéru.

T Napéti v libovolném infinitezimalnim bodé
newtonské kapaliny, viz obr. 13, je
popséno tenzorem napjatosti 7;;, ktery je
dan dle [12] linearnim vztahem

Tij = —p5U + Tldjis; l,] =1,2,3,

X1

Obr. 13 Napéti v bodé newtonské kapaliny.

kde p [Pa] je skalarni hodnota tlaku, &;; je Kroneckerovo delta (pozn.: —pé;; je tzv. sféricka
Gdst tenzoru napjatosti) a TS

ij’ [Pa] je tzv. disipatni ¢ast tenzoru napjatosti definovana
vztahem

T{ijis = 27]811 + Cékkaij' (46)

kde n [Pa.s] je dynamicka viskozita, ktera je obecné funkci teploty a tlaku. Dale tzv. druha
vazkost se znaci ¢ [Pa. s], pficemz plati Stokestv vztah, viz [11]

2

¢==3n 1 = 0. 4.7)

Tenzor é;; nazyvame tenzorem rychlosti deformace (infinitezimalniho elementu v kapaling,
viz obr. 13); (pozn.: tento tenzor predstavuje symetrickou cdst gradientu rychlosti) a plati

L 1o Ay
é;(u) = E(O_x]-l_a_xl)' (4.8)

kde wt je vektor rychlost kapaliny [12].

V piipad¢ nestlaCitelnych a homogennich kapalin mtizeme rovnici (4.6) zjednodusit. Druhy
¢len na pravé strané této rovnice je roven nule, nebot plati zakon zachovani hmoty (rovnice
kontinuity). Rovnice kontinuity pro nestla¢itelné a homogenni kapaliny nabyva tvaru

o
b = a—x’; =0. (4.9)
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Poznamka 4.2

Ve vztazich (4.6) a (4.9) je pouzita Einsteinova sumacni konvence. V dalsim textu prace je
rovnéz respektovana.

Dosazenim rovnice (4.6) do (4.5) a zohlednénim vySe uvedeného piedpokladu, dostavame
vysledny tvar tenzoru napjatosti pro newtonskou, nestlacitelnou a homogenni tekutinu ve
tvaru

Ty = —pbij + 2néy; 1,j = 1,2,3. (4.10)

Stokesovo proudéni

V této Casti kapitoly 4.2 je nastinén zpusob odvozeni systému Stokesovych rovnic (ddle SR).
Obecné v mechanice tekutin je matematicky model popisujici pohyb vazké tekutiny definovan
systémem nelinearnich nestacionarnich Navier-Stokesovych rovnic (ddle NSR). Pro odvozeni
SR je zapotiebi NSR pfevést do bezrozmérného tvaru. Systém NSR v dimenzionalnim tvaru je
popsan pro nestlacitelnou kapalinu

owi Wi 10p  0twi i =1,2,3 (4.11)
ot TWiax, ~ “pox Tomox, T BT 123 |

kde w; = 1; [m.s™1] je slozka vektoru rychlosti tekutiny ve sméru soufadnicové osy x;,
p [kg.m™3] je hustota tekutiny, p [kgm~1s~?] je tlak pisobici v tekuting a f [Nm~3] je
vektor objemovych sil (napf. tiha tekutiny).

K ptevodu rovnic (4.11) do bezrozmérného tvaru jsou zavedeny bezrozmérné veliCiny

vV

. _fil
s ==
nUu

-x.:ﬁ W:& p*:iz
SR A U’ pU?

SIS
S

Dosazenim téchto bezrozmérnych velicin do rovnice (4.11), dostdvame rovnici
V bezrozmérném tvaru

rel o ow;  ow; [\ _ dp" 9*w .
elp Frel/l e + FyEmE + fi' (4.12)
i j 0%
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kde Re je bezrozmérna veli¢ina (Reynoldsovo cislo) udavajici pomér setrvaénych a
viskéznich sil

Il

_U

JL (4.13)
v

Q
P‘l

Re

)

dl"bz

kde v [m?2.s™1] je kinematick4 viskozita.

Pokud dominantnimi silami pfi toku tekutiny jsou viskézni sily oproti silam setrvacnym
anebo rychlost tekutiny je velmi nizka, Ize predpokladat, ze Re — 0. Poté lze jak lokalni, tak
konvektivni ¢len (nelinearni) na levé stran¢ rovnice (4.12) zanedbat. Tim se dostane systém
rovnic popisujici tzv. plizivé proudéni (creeping flow, Stokes flow). Jestlize vezmeme
v uvahu, ze krev je tekutina o nezanedbatelné viskozité a jeji rychlost je pfi protékani velmi
hustou siti jemnych cévek o malém prisvitu velmi mal4, fadové 1076 [m.s™ 1], Ize poté
proudéni krve lobularni strukturou jater povazovat za Stokesovo [10], [14].

Za tohoto ptedpokladu, 1ze tedy aproximovat nestaciondrni nelinedrni systém NSR systémem
jiz linearnim, kvazi-stacionarnim — systémem SR. Pfi zpétném pievodu do dimenzionéalniho
tvaru, lze systém rovnic (4.12) psat pro neznamy vektor rychlosti w a tlak p ve tvaru

6p %w;
"o, Taxox,

+ fi =0,kdex € 0 ;i,j = 1,2,3. (4.14)

Protoze se jedna o systém obycejnych diferencialnich rovnic, musime k rovnicim definovat
piislusné okrajové podminky a zaroven ptidat dal$i rovnici, rovnici kontinuity, aby pocet
neznamych odpovidal poctu rovnic a tloha tak byla jednozna¢né feSitelna.

Podminka nulové divergence vektoru rychlosti tekutiny (rovnice kontinuity)

an'
axi

=0, kdex € ;. (4.15)

Okrajova podminka nulove rychlosti tekutiny na hranici vypoctove oblasti ()

w; =0, kdex € 6.(2f. (4.16)
Poznamka 4.3

K rovnici (4.14) Ize také dojit tim, Ze tenzor napjatosti T;; (4.10) se dosadi do slozkovych
podminek rovnovahy vyjadrenych ve tvaru

GTU

o, +£fi=0

a prihlédne se k platnosti vztahu (4.15).
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5. Uvod k metodé homogenizace heterogennich materiali

Necht se uvazuje na makroskopick¢é twrovni médium s mikroskopickou dokonale
periodickou heterogenni strukturou, tj. obecné heterogenni médium. Volba rozmérového
méfitka pro makroskopickou (makro) a mikroskopickou (mikro) troven je samoziejmé
zna¢n¢ variabilni. Pfedpoklada se, Ze heterogenity (pory) na mikro trovni jSOu 0 mnoho vétsi,
nez je meziatomova vzdalenost a zaroven jsou velice malé v porovnani s velikosti
heterogenniho média, které zaujima v prostoru na makro trovni oblast 2 ¢ R3. Zakladnim
ukolem je zjistit, jakym zplUsobem mikrostruktura ovliviiuje materidlové chovani
heterogenniho média na makro urovni.

Ke zjednoduSeni popisu chovani heterogennich médii se vyuzivd tak zvané metody
homogenizace. Tato metoda vychazi z ptredstavy, ze heterogenni material je nahrazen
fiktivnim homogennim materidlem (,,homogenizovany material®), jehoZz materidlové
vlastnosti by mély byt dobrou aproximaci materialovych vlastnosti ptivodniho heterogenniho
materidlu. Prostfednictvim této metody lze tedy stanovit makroskopické zprimérované
materialové koeficienty heterogennich médii [39], [40], [41].

Z matematického hlediska, metoda homogenizace piedstavuje ,,limitni“ formulaci parcidlnich
diferencialnich rovnic (PDR) zavisejicich na malém parametru & > 0, ktery reprezentuje
velikost heterogenit. Limitni formulace PDR se provadi pro € = 0. Vysledkem je tzv.
homogenizovany makroskopicky model popsany PDR s efektivnimi (makroskopickymi)
koeficienty, které maji pro mikrostrukturu vyznam zprimérovanych hodnot a které zastupuji
vliv mikrostrukturalnich heterogenit na chovani tohoto modelu [42].

V odborné literatute lze najit n€kolik pfistupti k homogenizaci PDR. Pro homogenizaci PDR
1ze aplikovat naptiklad metodu asymptotickych rozvoji, metodu dvouskalové konvergence ¢i
tzv. unfolding method [10].

porgelastické medium ¢ Drtive, nezZ budou uvedeny zékladni vztahy,
s jednou porositou

které se poji s metodou homogenizace, je
zde osvétlen vyznam indexu . Tento index
je bezrozmérnym parametrem, pro ktery
plati

Lmicro

£ = , O<eKkl, (5.1)

Lmacro

Obr. 14 Schéma periodicky heterogenniho

prostiedi. [32] kde Licros resp. Lmacros je
charakteristicky rozmér mikroskopické,
resp. makroskopické, wrovné porézniho
materidlu, kdy makroskopicka tUroven
piredstavuje oblast 2, viz obr. 14 [32].
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Bylo uvedeno, ze porézni material 1ze povazovat za fiktivni kvazi-homogenni material, ktery
lze popsat makroskopickymi kvazi-homogennimi materidlovymi vlastnostmi. Pro lepsi
predstavu si ilustrujme periodicky porézni materidl s kulovymi pory, jejichz primér je dan
bezrozmérmnym parametrem ¢. Jestlize se budeme timto parametrem ¢ blizit nule, velikost
poru se zacne zmenSovat a tim tak bude pifi zbézném pohledu na tento material stadle méné
zietelny jeho heterogenni charakter — material se nam za¢ne navenek jevit jako homogenni,
viz obr. 15. Protoze se jedna o aproximaci heterogenniho materialu, materialové vlastnosti
homogenizovaného materidlu se li§i od materidlovych vlastnosti skeletu heterogenniho
porézniho média. Jestlize naptiklad tuhost skeletu heterogenniho média je dana symetrickym
tenzorem D ctvrtého fadu, pak homogenizovany material je popsan symetrickym tenzorem
efektivni tuhosti AT, ktery je funkci D [10].

® ® & ® & & & & & ¢ & o 00
® ® ® & ® & ® & " ° 00
* ® ® ® ® & ® o " ° 00
® ® ® ® ® & ® ® 9 " o 0 0
* @ ® & ® & & & & o ° o 0
e=0.2

c—0

Obr. 15 llustrace procesu homogenizace heterogenniho materialu.[37]
Pro popis periodicky porézniho materidlu nasyceného tekutinou se na mikroskopické tirovni

zavadi tzv. referen¢ni bunka Y (representative volume element RVE), ktera je v
lokalnim soufadnicovém systému Oy, y,y; definovana takto:

Y = l_[ 10, ¥:[, (5.2)
i=1,2,3

[31], [34], [43]. Takto definovana buinka ma tvar krychle s hranami o délkach y; , i = 1,2,3,
ktera se podobn¢ jako v ptipad€ makroskopické oblasti £2 sklada z podoblasti Y a Yy a plati

Y=Y, UY;UTly, YinY=0, I =Y nY. (5.3)
Dale se definuje pro referencni buitku Y vnéjsi hranice podoblasti Y a Y, pro néz plati

9y, = 3Y, N aY, 8°Y, = dY, N Y. (5.4)
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Takto navrzend referencni builkka Y ¥,
predstavuje reprezentativni vzorek vnitini A
periodické mikrostruktury, ze které se amY
makroskopické oblast (2 sestava. Velikost 1 [0,1]

tvar referencni bunky Y jsou voleny na ] \
zaklad¢ skutecné mikrostruktury. Jestlize

vSak podobu skutecné mikrostruktury
nezname, lze velikost i tvar referenéni
bunky volit zcela libovolné. V obecném
piipadé je vhodné volit referenc¢ni bunku Y
ve tvaru jednotkové krychle, resp. [0,0] 1
jednotkového ¢tverce ve 2D, viz obr. 16. ’

I aen‘,ff

— Igf

0]’~V

’

Obr. 16 Periodicka referenéni bunka Y o
jednotkovém obsahu se znazornénim
podoblasti Yg a ¥z, jejich fazového rozhrani
I5; a vng&jsich hranic 0°*tY; a 9¢*'Y;.

V tiirozmérném prostoru tedy identické mikroskopické ,.krychli¢ky* vypliuji celou oblast (2.
Vztah mezi makroskopickou oblasti 2 a mikroskopickou referenéni bunkou Y Ize
matematicky zapsat takto:

0= U Ye(%), (5.5)

keKq

kde Y2(&) je uzavér oblasti buiiky Y¢, ktera ptedstavuje skute¢nou heterogenni strukturu
mikroskopické jednotky tvofici oblast £2. Buiikka Y? je vlastné obrazem referencni bunky Y,
ktera je zmenSena prostrednictvim méfitka & do takové podoby, v jaké skute¢né tvoii stavebni
dilec makroskopické oblasti 2. Dle [31] definujeme buniku Y*# vztahem,

YE(8) = & + €Y, (5.6)

pticemz &; = ek;y; (bez sumace) je i-t& makroskopicka soufadnice levého spodniho rohu
referen¢ni bunky Y, ktera se v periodické miizce, kterou je oblast £ diskretizovana, nachazi
na pozici k = [ky, k4, k3] ve 3D. Uspofadanad mnozZina trojic celo¢iselnych indext K, je pak
definovéna tak, Ze pro ni plati

K, = {k € 73, 75(¢) c 2}, (5.7)
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Pozici libovolného bodu uvnitt miizky pak vyjadiime Vv globalnich soufadnicich x pomoci
vektoru &, jehoz slozky jsou soutfadnicemi uzlovych bodi miizky a pomoci lokalnich
mikroskopickych soufadnic y;y; €10, y;[ pro i = 1,2,3, kde y; definuji rozméry buiky Y
[31], [34], [43].

xX=¢ [Z—C]Y + e{g}y =&+ ¢ey. (5.8)

Vyse popsano je vyobrazeno na ilustrativnich obrazcich 17 a 18.

[k k)2

§ = [ekyip, ek
= WD e

X2

X

Obr. 17 Diskretizace oblasti 2 miizovou periodickou strukturou a nalezeni globalni pozice
bodu uvnitt této miizky.

X
A
D Q
§=10,27,] €2 ¢— -
§=[07,] ol ol o >
§=I5,
£=100] @08 o

§= (57,01 §= 255,

Obr. 18 Vlevo makroskopicka oblast (2, ktera je vyplnéna periodickou miizkou skladajici se
z bun¢k Y¢, vpravo systém jejich usporadani v této mfizce.
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6. Matematicky vicedrovinovy model média s dvojitou
porodzitou

V kapitole 4 byly uvedeny ptedpoklady, za kterych lze modelovat perfizi jaternim
parenchymem jako tok vazké nestaditelné newtonské kapaliny prostorem pért linearné
elastického materialu s periodickou mezostrukturou — periodicky se opakujici struktura lobulu
ve vzorku jaterni tkané. V Gvodu této kapitoly na to navazeme zavedenim zakladnich
predpokladit matematického vicetroviiového modelu a nasledné uvedenim pfislusnych
rovnic, z kterych vyplyva jeho vysledny kone¢ny tvar.

Poznamka 6.1

Dale v textu jsou rozlisovany dveé urovne vnitrni struktury jaterni tkané: mezo () a mikro (o).
Pro lepsi pochopeni dalsiho textu, si lze zatim tyto urovné predstavit tak, Ze mezo (p) oznacuje
nejmensi a micro (a) nejvetsi priblizeni (zoom) vnitrni jaterni struktury.

M¢jme oblast (2, ktera predstavuje objem, ktery zaujima Vv prostoru poroelastické médium
(t&leso), které je nasyceno tekutinou. Oblast 2 € R3 je souvisl4, oteviend a omezena s hranici
2. Porodzita tohoto média je formovana na dvou urovnich, rozlisitelna velikosti poru. Tyto
dvé urovng, dale oznacovany indexy a a [, predstavuji dvé rizné trovné: mikro a mezo, Viz
obr. 19.

a micro - level

B meso - level

..
---------

. .
a8 .

< solid

=
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., 2@
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macro - level
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e |
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.
.
.
.
I“.
.
g
.
.
.
o
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i
n:::l:::'H'
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Obr. 19 Poroelastické médium heterogenni struktury, které je nasycené tekutinou.
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Na urovni a se predpoklada pevna linearné elasticka faze (solid) formujici skelet média a
nestladitelna vazka tekutina (fluid), ktera vypliuje prostor pért (kanalt). Tlak vni je
definovan skaldrnim polem a predpoklada se, ze se v ni vyskytuji mirné gradienty tlaku majici
za dusledek jeji proudéni. Takovato charakteristika urovné a pak piedstavuje matrici (matrix)
vys$$i urovné f. Tato uroven sestava jak ze zminéné matrice, tak také ze dvou pordzit se
stejnou velikosti port. Tyto pordzity nasycené tekutinou, vSak nejsou mezi sebou nijak
propojené, kazda z nich je nezavisla. V obou téchto nezavislych systémech kanalt je tlak
definovan jednou jedinou hodnotou, tudiz dynamika tekutin se na této urovni nepiedpoklada.
Daéle se uvazuje slabé polopropustné rozhrani, kterym tekutina miize prosakovat ze systému
kanala urovné a do systému kanali urovné S, diky ¢emuz jsou oba typy porozit urovné a a f§
propojené.

Vzhledem k tomu, ze se uvazuje pii modelovani deformovatelného porézniho prostiedi vicero
urovni — makro Groven {2, mezo uroven f a mikro Groven a, je tato skute¢nost zohlednéna
pfi pouziti metody homogenizace. Jestlize se u heterogennich materiald s jednou porositou
zavadi jeden bezrozmérny parametr &, viz kap. 5, pak se u materiala s tzv. dvojitou porositou
zavadi dva bezrozmérné parametry, které davaji do poméru ptislusné charakteristické rozméry
jednotlivych urovni. Zaved'me tedy bezrozmérné parametry ¢ a § definované v tomto tvaru:

L&

€=L_ﬁ' 0<e«l, (6.1)
LB

SZW, O<6<<1, (62)

kde L%, LP, resp. L™acr® je charakteristicky rozmér mikroskopické a, mezoskopické B, resp.

makroskopické 2, Grovné heterogenniho porézniho materialu [32]. Jejich vyznam ilustruje
obrazek 20.

poroelastické medium
s dvojitou porositou

macro - level Q

poroelasticka matrice pevny elasti+cky'r material
kanaly nasycené tekutinou kanaly nasycené tekutinou

meso - level f micro - level a

Obr. 20 Schéma dvou-fazové periodické struktury. [32]
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Na nasledujici kapitole 6.1 jsou uvedeny rovnice popisujici na mezoskopické trovni  oblast
NY, ktera se sestava ze skeletu (pevného elastického materialu) a pord, které jsou nasyceny
vazkou newtonskou kapalinou, pfi¢emz ob¢ tyto souvislé oblasti tvoii matrici oblasti (2, tj.
Nne = .Qﬁl. Dale jsou uvedeny ,homogenizované* rovnice vyplyvajici z metody
homogenizace, ve kterych vystupuji homogenizované materidlové koeficienty ziskané z tak
zvanych charakteristickych feseni definovanych na oblastech referen¢ni bunky Y.

Obr. 21 Schéma oblasti 2% a 0¥,

13

V dalsi kapitole 6.2 jsou uvedeny vysledné ,homogenizové rovnice popisujici na
makroskopické trovni oblast 2f. Tyto rovnice vychazeji z jiz ,homogenizovanych® rovnic
definovanych na oblasti 2%, tedy rovnic popisujicich material matrice. Proto model z nizsi
irovné a je vnofen do modelu vys§i urovné S, nebot oblast 27 se sestava z matrice a dvou
porosit, resp. dvou nezavislych cévnich systémui. V dal$im textu jsou tyto cévni systémy
oznacovany indexem S = 1 (prvni cévni systém), resp. f = 2 (druhy cévni systém).

Poznamka 6.2

Indexem B je jednak oznacovina mezo-uroven, ale také timto indexem (f = 1,2) jsou
oznacovany dva rozlisné cévni systémy.

6.1 Prvni uroven homogenizace: pirechod z mikro na mezo

Na mezoskopické urovni B se uvazuje oblast 2% € R3, ktera je rozlozena na podoblasti
predstavujici skelet 2" a kanaly 27, pii¢emz plati

=0 U0NXFuree | 000 =9 , I'“c=0%n0%. (6.3)

Plati tedy, ze 2¢° a 25° jsou disjunktnimi, vzdjemné nepiekryvajicimi oblastmi, pficemz
prunik jejich uzavéri tvofi jejich rozhrani I'*# [33].
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6.1.1 Model na mikroskopické skale

Na periodicky porézni oblasti urovné a, tj. 2%, feSime tlohu elastostatiky. Kontinuum je ve
stavu termodynamické rovnovahy, tedy tekutina je staticka, neproudi. Deformace skeletu a
tlak v kapalin¢ jsou dle [33] fizeny systémem rovnic definujici problém na Grovni a: najit
(u®t, p®*®) takové, ze

V. (]D)a,se(ua,g)) — fa,s ) VQ;X,S )
nbsl. D*ee(u®e) = g, na9e*tl*, (6.4)

nlsl, Deee(ue) = —p@enlsl, nares,

Jak samotné feseni (u®(x), p*¢(x)), tak i tenzor tuhosti D%?, sily f*¢ a g%¢, ale také
oblast feseni 25¢ jsou zavislé na parametru €. Tedy pro kazdé pevné dané &, 1j. &, &, ..., & >
0, 1ze najit odpovidajici feSeni (u“'gi (x), p*&i (x))g_. Tim dostavame posloupnost riznych
14

feSeni pro riznd pevné dand &. Nasim cilem je vSak najit jediné jednoznacné tfeSeni ulohy
elastostatiky, které nezavisi na . Nastrojem k uréeni takovéhoto feSeni je n€ktery z pristupt
metody homogenizace. V zasadé se jedna o tzv. asymptotickou analyzu PDR, tedy o nalezeni
limitni formulace PDR, v naSem ptipad¢ (6.4), pro € — 0 [10].

Vektorova rovnice (6.4); predstavuje slozkové podminky rovnovahy vnéjsich (povrchovych)
a vnitinich (objemovych) sil ve smérech x4, x,, x5, kde u*# je vektor posunuti libovolného
bodu skeletu, D*# tenzor tuhosti ¢tvrtého fadu, e(u®®) symetricky tenzor malych deformaci
(Cauchyriv) druhého tadu

ou®s  ou®
Y T ) (6.5)

a,E 1 t
eij(u™®) =5\ o

ax]' axi
a f*€ [N.m™3] vektor vnitinich objemovych sil (napf. tiha, setrvacné sily).

Rovnice (6.4); a (6.4)3 jsou okrajovymi podminkami rovnice (6.4);. Prvni okrajova podminka
definuje vn&jsi plosné zatizeni g*€ [N.m™2],jez pisobi na vné&jsi povrch skeletu, tj. na
%%t N&* = 00NF* U 9N%. Druha okrajovd podminka popisuje statickou rovnovahu v bodech
ptislusejicich fazovému rozhrani I'*# mezi vektorem napéti ve skeletu a tlakem p%# [Pa]
v tekuting. Vektor n!s! je vektor jednotkové vné&jsi normaly k povrchu skeletu 9025 viz obr.
22.
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Aby uloha (6.4) mela  jednoznacné feSeni (celkem mame Ctyti
neznamé: uy', Uy, uyr a p®¢), musime krovnici (6.4); pfidat je§t€ Ctvrtou rovnici

vyjadiujici zakon zachovani hmoty pro tekutinu ve tvaru:

| e miclds, + yepeeioze) = —ges, (6.6)

ande

kde soucinitel objemové stlacditelnosti tekutiny y* [Pa~!] pii konstantni teploté spliuje
rovnici

L lgoav
r=—7(Ge)

) (6.7)

T=konst.

[23]. Vektor jednotkové vnéjsi normély orientovany vné oblasti 2% zna¢ime nl¢l, viz obr.
22.

Obr. 22 Vyiez oblasti 2% s vyzna¢enymi vektory jednotkovych vnéjsich normal a
dale s vyznacenymi hranicemi skeletu a kanalt (obr. vpravo).

Rovnice (6.6) tika, ze zména velikosti objemu [25°%|, tj. zména velikosti pori v médiu —
prvni ¢len na levé strané rovnice (disledkem zvétSeni port se skelet matrice posune smérem
do jejiho nitra), je kompenzovana jednak stlatenim tekutiny a pak také tokem jistého
mnoZstvi tekutiny, tj. J%%, skrz vn&jsi hranici 0¢¥'0QJ° = 00N5F U 0N%, tj. smérem ven
z oblasti 2¢.

Systém linedrnich rovnic spolu s okrajovymi podminkami, tj. (6.4), doplnime jest€¢ o
podminku fesitelnosti vyjadiujici rovnovahu vnéjsich a vnitinich sil.

g s+ | £ v =0, 68)

ext n € %
aextng g
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kde dS,., resp. dV, jsou diferencialy plochy, resp. objemu [33].

K vyjéadreni slabé formulace rovnice elastostatiky poroelastického média, vynasobime rovnici
(6.4); testovaci funkci (posuvem) v € H1(Q2£) a zintegrujeme pies podoblast 25¢. Dale po
nalezitych pravéch, v€etné integrace per partes (Greenova véta), dostavame jednu integralni
rovnici ve slabé formulaci: najit (u®%, p®¥) € H1(0Z)/ R(2%) X R takové, Ze

f(]D)O"Se(u“’f)) : e(v) dV, + p%t J nlsl.v ds,

ra.e

. 69)
= j g%t.vdS, + Jf“'s.vde, vv € H1(09),

ext n®€ g
aexXtng g

kde H (%) je Soboleviv prostor funkei z Hilbertova prostoru L? (2£) [33].

Rovnice (6.6), (6.8) a (6.9) pak pifedstavuji vychozi systém rovnic pro neznamé (u®%,p*#) €
H1(Q&)/ R(2%) X R, na ktery aplikujeme nékterou z metod homogenizace pro ziskani dvou
samostatnych na parametru € nezavislych uloh, viz [32], [33].

6.1.2 Homogenizovany model (mezostruktura)

Predpoklada se, ze porézni oblast Q¢ se stava z dokonale periodické miktrustruktury, jejimz
reprezentativnim vzorkem je referen¢ni buiika Y%, pficemz pro ni plati

YO =YFUYFULY, YE=YNYS LEF=YZNYZ, (6.10)

kde souvisla oblast Y* sestava z pevného linearné elastického materialu a souvisla oblast Y&
predstavuje pory, které jsou nasyceny nestlacitelnou kapalinou, piicemz se predpoklada, ze
gradientu tlaku jsou nulové (neuvazuje se proudéni kapaliny) [33].

Referencni bunku Y¢ Ize definovat dle [33] ve tvaru jednotkové krychle

Y =(]0,1[)3, |r%|=1. (6.11)
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Vzajemny vztah mezi 2% a Y% Ize podle [33] a [34] matematicky zapsat ve tvaru

ne = U e(Y*+ k), (6.12)
keK?

kde K& = {k € Z3,e(Y* + k) € Q°}.

Obr. 23 Mezoskopicka oblast 2% pokryta rastrem skladajicim se z bunék Y®%, jejimz
vzorem je referen¢ni buika Y* jednotkového obsahu.

Nyni lze aplikovat néktery z ptistupti homogenizace rovnic (6.6), (6.8) a (6.9). Metodou
homogenizace téchto rovnic se odvodi vztahy pro vypocet korektorovych funkcei, resp.
charakteristickych posuvii @ [m] a w’ [m.Pa™'], které jsou fesenim mikrotilohy na
podoblasti Y referenéni buiiky Y* [32], [33]. Uloha pro zminéné korektorové funkce zni:

Najit (w", w”) € Hi(Y&) x HE( YE) tak, aby spliiovaly

a(w¥ +1Y,v) =0, vv € HE (YD),

1 (6.13)
a%(w®,v) = vl Jv.n[s]dSy , Vv eHLYH,
ry
kde a$(w,v) je symetricka bilinearni forma definovana ve tvaru
a 1 0.4
af(w,v) = a (D%e(w)) : e(v) dV, (6.14)
Y
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a Y je tzv. transformacni vektor, pro ktery plati MY = H,icj = Y6y, 1,j,k=1,2,3. Prostor
viech testovacich vektorovych funkci v na Y& se zna¢i Hj(Y%) a D* = ijk1 Je tenzorem

tuhosti skeletu porézniho materialu zbaveného veskeré tekutiny (drained material) a je funkci
Lameho konstant u a A [10].

Z vypodtenych korektorovych funkci w” a w” lze nasledné sestavit homogenizované
efektivni koeficienty, které vystupuji v homogenizovanych vztazich mezoulohy. Tedy S
vyuzitim téchto korektorovych funkci ziskanych na mikroskopické trovni a, jsou efektivni
poroelastick¢é materidlové parametry deformovatelného porézniho média dany na
mezoskopické urovni 8 vztahy

Al = af(w¥ + 1Y, @k + 1),

o _
Bij__

1 .
el f Vy- @7 dby, (6.15)

Y

M?* = a%(w”, w?).

Tenzory A% = Ay, a B® = Bj} jsou symetrické, navic A% je pozitivné definitni a skalar
M* > 0, jak doklada [32] a [33]. Tenzor A% ¢tvrtého fadu je tenzorem elasticity, resp.
efektivni tuhosti skeletu porézniho materialu ve vysuSeném (drained) stavu. Dale se zavadi

materidlové parametry
B® = B“ + d)al: M* = M« + d)aya' (616)

piitom B* se nazyva tenzor Biotovych koeficientii napéti a M efektivni modul stladitelnosti,
ktery zahrnuje vliv stlacitelnosti tekutiny pfi deformaci skeletu pasobenim tlaku v tekuting.
Jednotkovy tenzor se znaci I = (;;) a ¢“ vyjadiuje na mikroskopické urovni objemovy
pomér kanali (port) definovany jako

Y|
@ =_— 6.17
=Ty (6.17)

Homogenizované efektivni koeficienty A% B* a M* se nyni pouziji V nasledujicim
homogenizovaném a-urovitovém modelu definovaném na mezoskopické arovni . Tedy
homogenizaci systému rovnic (6.6), (6.8) a (6.9) nakonec dostavame model poroelasticity
tohoto znéni:
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Naleznéte vektor posuvti viech bodii skeletu u € H(2%)/R(2%) a tlak v tekuting p € R tak,
aby platilo

f (A% e, () — PBY) : e, (v) dV

Qa
= [ =pOfrvdV+ | [(1—-¢)g® — pndsl.vds,,
Ja-gorvar+ [1a-e9g° - mos)v 619
na an«
f B e, (u)dV + pi%|0%] = —J°,
Qa

pro viechny v € H}(2%), pii¢emz J% piedstavuje limitu z celkového toku J&% z oblasti 2%
pro € — 0. Povrchova porozita kanalti na mikroskopické trovni se zna¢i ¢p& . Pokud ¢& = 0,
pak ma porézni médium na oblasti 2% uzaviené pory (péry na povrhu oblasti 2% jsou
»zalepené) a nemize dochazet k vyméné tekutiny s okolim (tzv. ,jacketed body®).
Matematicky model (6.18) je specidlnim tvarem Biotova modelu pro piipad statického
zatizeni [32], [33].

6.1.2.1 Homogenizace Stokesova proudéni (Darcyho zdkon)

Bylo uvedeno, Ze kromé¢ uvaZovani linearnich deformaci pevné faze mikrostruktury, lze
na této urovni také predpokladat mirné gradienty tlaku v tekuté fazi, které vyvolavaji pomalé
plizivé proudéni kapaliny. Pro popis Stokesova proudéni kapaliny porézni mikrostrukturou se
vychazi ze systému rovnic (4.14), pro kterou lze psat: najdéte (p¥(x), w®(x)) takové, které
spliuji

—Vps(x) + nfAwWE(x) + f(x) = 0, vO&?,
V.wé =0, v, (6.19)
wé =0, nal %%

Vektorova rovnice (6.19); Stokesova proudéni ve smérech x4, x, a x3 je doplnéna o rovnici
kontinuity (6.19), a Dirichletovu okrajovou podminku (6.19)3 pozadujici nulovou rychlost
tekutiny na sténach kanalki. Vektor f(x) je znamy vektor vn&jsich objemovych sil, kterym

Ize respektovat celou fadu vnéjsich uginkd majicich vliv na tok tekutiny podoblasti 27 [10],
[37], [38].

Jestlize je aplikovan néktery z pfistupii metody homogenizace na (6.19), pak je tento ptivodni
model (6.19) separovan na dvé samostatné ulohy. Nejprve je feSena mikrouloha na podoblasti
Y referencni bunky Y% a ze ziskanych korektorovych funkcei je pak nutné sestavit efektivni
homogenizované koeficienty, které jsou nasledné pouzity ve vypoctu mezoulohy na oblasti
0N%. Na rozdil od kap. 6.1.2, ve které byla referen¢ni bunka (6.10) koncipovana s jistymi
vlastnostmi, je v ptipadé homogenizace (6.19) referenéni bunika definovana takto:

Y*=YEUY?ULY, Y&=YNYE LF=YInYZ, (6.20)
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pii¢emz podoblast Y& se stava z tuhého nedeformovatelného materialu a v podoblasti Y& se
vyskytuji gradienty tlaku majici za dasledek plizivé proudéni kapaliny, viz obr. 24.

Y
M a,

e(u)=0

[0,1] " ew)=0
J/c\\E
N

[0,0] [10]

Y

Obr. 24 Referen¢ni bunka a charakteristika jejich oblasti.

Vztahy pro vypocet korektorovych funkei, resp. charakteristického tlaku 7* [m] a rychlosti
w' [m?], jsou definovany ve tvaru

1 . 1 . 1 .
W ]VyT[lvdVy+W jvywl:VdeVy=WJel-VdVy»
Y& ¥ Y&
(6.21)
1 .
a7 | ywDadiy =0, proi=123,
1%

pro vSechny vektorové testovaci funkce v € V, kde V je Hilbertiv prostor funkci, které jsou
nulové na rozhrani I;%*. Skalarni testovaci funkce v rovnici (6.21), se zna¢i g € H; (Y%). e' je
jednotkovy vektor, ktery pro i = 1, 2, 3 (ve 3D) nabyva této podoby

1 0 0
el = H, e’ = H e’ = H. (6.22)
0 0 1

Z vypoétenych korektorovych funkci w' lze nasledné sestavit homogenizovany tenzor
permeability K = K;;, ktery se podle [10], [36] a [37] definuje vztahem

ﬁfyff Vy' : Vywldy,
Kij = 1 B l,] = 1,2,3.
c

(6.23)
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Tento vztah plati za pfedpokladu, ze tloha (6.21) se pocitd na zvétSené referencni butice
jednotkové velikosti, viz obr. 24. Vypocetni soucinitel dynamické viskozity se znaci . a plati

n=e’n, (6.24)

kde 1 je realna hodnota dynamické viskozity uvazované tekutiny [36].
Koeficient permeability K;; pak vystupuje v homogenizované mezouloze Stokesova proudéni
ziskané homogenizaci systému rovnic (6.19). Pro tuto ulohu plati, Ze hledame (p(x), w(x))
takové, ze spliuji
w(x) = K (f(x) - Vep(x)), vo<,
V.. wkx) =0, v%, (6.25)
n.w(x) =0, nadn?%,

[37], [38]. V dalsim textu prace se predpoklada, ze f(x) = 0.
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6.2 Druha uroven homogenizace: prechod z mezo na makro

Na mezoskopické urovni S se nyni heterogenni struktura porézniho média sklada celkem ze
t¥ podoblasti (kompartmentii): (1) matrice (matrix) 22,, homogenizované mikrostruktury «a,
viz kap. 6.1, (2) systémem kanalt pro f = 1, tj. .(23’5 a (3) systémem kanali pro f = 2, t].
.Q? '5, ptfi¢emz oba tyto systémy kanalti jsou nasyceny vazkou a nestlacitelnou tekutinou.

V kap. 6.1 byla provedena dekompozice oblasti 2% na mezoskopické urovni, podobné
postupujeme pii dekompozici oblasti 2 = 2, nyni ale na makroskopické arovni. Tato oblast
se skladé z vySe uvedenych kompartmentt tak, ze plati

0=05uv0Xuurd, ainon0’ =9 ,
(6.26)
I"5 — F1,6 U I‘VZ,(S

kde I'® oznaGuje rozhrani mezi obéma systémy kanalt a matrici [44]. Predpoklada se, Ze
rozhrani je polopropustné a miize tedy dochazet k redistribuci tekutiny mezi matrici 22, a
systémy kanali 33'5 a!)?"s, piicemzZ tyto systémy nejsou piimo propojené. Jednd se 0
nezavislé systémy, kde v kazdém z nich je definovana jedna hodnota tlaku. Bezrozmérny
parametr § nyni oznacuje pomér charakteristickych délek mezoskopické a makroskopické
tirovng, viz (6.2), pii¢emz makroskopickou oblast predstavuje 2f =0. Dale se pro
jednoduchost piedpoklada, Ze vnitini struktura urovné 8 je dokonale periodicka, tj. 2f se
stava z referen¢nich vzorkdl (referen¢nich bun&k) Y s jejich dekompozici ¥ = Y,, UY} U
Y2 Uy [33].

Pozndamka 6.3
System kanalii pro [ = 1, resp. B = 2, odpovida portalnim, resp. centralnim (hepatickym)

Zilam, viz kap. 4.1.

o micro - level
Protoze existuji na mezo urovni dva typy
porozit, které jsou propojeny pies ¥ J C@/

polopropustné prostfedi s porositou na % WC y\f

mikro trovni, zavadi se nasledujici znaceni
pro tlaky: skalarni pole tlaku v matrici 2,
je oznaGovano p°, v systému kanalt .(2}5,
resp. 02°, se zavadi tlak p%9, resp. p*®
[32], [33], [44].

K=0 K#0

Obr. 25 Uzavfené a propojené
p6ry mikrostruktury a.
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Za predpokladu, ze se uvazuje pomalé Stokesovo proudéni v kanalech na mikro Grovni a, lze
ziskat homogenizaci rovnic popisujici toto proudéni Darcyho zakon ve tvaru

WS — _Kvﬁ(s’ (627)

kde w® je vektor perfizni rychlosti a K a je tenzor permeability, viz kap. 6.1.2.1.
Ptredpoklada se, ze porosita (tj. systém kanal) na mikro Grovni tvoii souvisly systém, tudiz
kanaly jsou vzajemné propojené. V opa¢ném piipadé by permeabilita K byla nulova, viz obr.
25 [33].

Na rozhrani I'® oddélujici tekutinu v pérech na mezo trovni od poroelastické matrice jsou
uvazovany nasledujici okrajové podminky:

n.e®=n Z pho

B=1.2
(6.28)
—n KVp® =0 ) (% = pPe),
B=12
kde Cauchyiiv tenzor napjatosti o je dan podle [32] ve tvaru
o’ = A%, (u®) — p°B*. (6.29)

Okrajova podminka (6.28); vyjadfuje pusobeni celkového tlaku na pevnou fazi v porozité
mikroturovné a, zatimco (6.28), vyjadiuje, ze rozhrani mezi kanaly mikrourovné a a obéma
kanaly mezotrovné 8 je polopropustné v zavislosti na propustnosti %% = &3. Tato podminka
zohlediiuje skutecnost, ze rozhrani je méné propustné se snizujici velikosti mezoskopické
struktury. Pokud jsou navic pory na mikrotirovni uzaviené, pak » =0, viz [33].

Zohlednénim vztahu (6.28) a (6.29) v (6.18), lze pak tento systém rovnic prevést nékolika
Gipravami na tlohu: najit (u®, p¢, {p#°} 1) € H'(23) x H'(23) x R? takové, Ze splituji

f(Ak“ex(u‘s) —p%BY) : e, (v) dV + Z pho f v.nlmds,
= J.f“.vdV+ f g%.vds,,
o8,

aextﬂfn

(6.30)
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f(ﬁa : e, () + Mp%)q* dV + fKVﬁS.Vq“ av
a8, 0%
+ Z f}f‘s(ﬁ‘s - pP%)(q* - qF) dS,
ﬁ=1,2['ﬁ,5
+ z qf fu‘s.n[c]de
£=1,2 rBsé
by Y B == ) et [ qemimlwt

B=12 B=1,2 aextﬂfn

pro viechny v € H1(23,), pro vSechny q* € H(23,) a pro viechny {q#} gorz € R? [44].

Vnéjsi trakéni sily piasobici na pevnou fazi (solid) vnéjsiho povrchu matrice, tj. 9¢*t0Q2, =
902 N 002, se oznaduji g« = (1 — p&)g* (sily vztazené na jednotku plochy), zatimco vnitini
objemové sily plisobici v matrici 22, jsou oznaceny f% = (1— ¢%)f* (sily vztazené na
jednotku objemu). Pro objemovy pomér kanala ¢#, B = 1,2 na mezo Grovni plati

B — M =12 (6.31)

¢_|Y|’

Celkovy vytok tekutiny kanaly z (2 je oznacen {]fxt, B = 1,2. Vytokova rychlost tekutiny

z poroelastické matrice 29, do okoli je oznatena w®. ProtoZe se jedna o nestacionarni ulohu,
pocate¢ni podminky musi byt zohlednény [33], [44].

6.2.1 Homogenizovany model (makrostruktura)

Predpoklada se, ze makroskopicka porézni
oblast 2 se stava z dokonale periodické
mezostruktury, jejimZz reprezentativnim |
vzorkem je referen¢ni bunka Y,viz obr. 26, X %
pfi¢emz pro ni plati

3

]

Y=Y, UYlUuY2UT} UT?

X1
¥ =¥, nv?, g=12 (6.32)

Obr. 26 Znazornéni jednotlivych oblasti
referen¢ni bunky Y.
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Aplikaci metody homogenizace na systém ¢ty rovnic (6.30) 1ze odvodit vztahy pro vypocet
korektorovych funkei, pro které plati: najdéte w¥/, w, whf=22 € HL(Y,,) an' € Hi(Y,,)/R
takové, ze spliuji

am(W + 1Y, v) =0, Vv € Hj(Yyp),

am(w; v) = bm(llv)l Vv E H%‘(Ym)'

1
am(Wh,v) = T fv. n™, prop = 1,2, vv € Hi(Y,,), (6.33)
8

Ty

1

T ijy(ni +v). V=0, Vi € Hy(Yy).
Ym

Obecné bilinearni formy a,,(w,v) a b,,(p,v), které vsob&é zahrnuji homogenizované
koeficienty (6.15); a (6.16), jsou vyjadieny ve tvaru

1
a,(w,v) = 7 J(A“e(w)) : e(v) dV,

(6.34)
1 -
bm(p,v) = 1G] pro‘ : e(v) dV,.
Ym

Podobn¢ jako v kapitole 6.1.2, Ize za pomoci korektorovych funkci definovat
homogenizované koeficienty popisujici material na makroskopické urovni.

AH = (A{-_I]kl) , A{Ifkl = am(wij + Hij, Wkl + Hkl) ,
= 1), 8= e, 1) 1)

_ _ _ N (6.35)
Bf = (Bf), Bl = ¢P6; + am(w’, wf) , prof =12,

o 1 . .
K= (k) K= Yl fKVy(Wl +y0) . Vy (! + ),
Ym
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kde A je tenzorem efektivni tuhosti skeletu porézniho materidlu ve vysuseném (drained)
stavu, BY a B? jsou tenzory Biotovych koeficientl napéti a K je efektivni permeabilita.

Dale jsou zavedeny Biotovy koeficienty stladitelnosti (pozn.: indexy k,l =1, ...,N; kde N
obecné predstavuje celkovy pocet mezoskopickych pordzit. V nasem piipadé se uvazuje
N =2),

M = b, (1, W)M*,

1
MKt = —mf wh=k_ nlml 1 5,,y¢pP=!, (nestita se ptes D),
Iy
(6.36)
1
M°l=——J’\- [ml]
V] w.n
Iy
Mk = b, (1, wh=F),
kterymi lze sestavit Symetrickou matici stlacitelnosti definovanou ve tvaru:
1w00 A4m
8 =[ k0 { Kl ) € R%?, (6.37)
M M}

[44]. Timto jsou definovany vSechny potifebné homogenizované materialové parametry, které
vystupuji v homogenizované makroskopické uloze, kterd popisuje makroskopické chovani
média s dvojitym typem porozity, jeZ je nasycena newtonskou nestlacitelnou kapalinou. Toto
chovéni lze charakterizovat &tvefici neznamych (u®,p%, {p#} 1) € H(2)/R(2) x

L?(2) x R?, které jsou funkcemi kartézskych soufadnic a ¢asu a vyhovuji rovnicim ziskanych
homogenizaci systému rovnic (6.30). Makroskopicka uloha pro homogenizované kontinuum
zni:

Najit (u®, p%, {ﬁﬁ } g=1 2) tak, aby spliiovaly nasledujici rovnice

J-AHe(uO) ce(v)dV — J. e(v) :| Bip® + z BEfpP |dv =
9 a p=12 (6.38)

f 1 z of |72 vav + f@“.vdsx,
0

Q p=1,2
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f q*B" + Z gPBP |: e(u®)dV + fl_(Vp“.Vq“ av
Q B=12 Q

+ Y [k - ") - av

B=12q
+ [lae (@] w7 [pe, )] av

= > 3t + [ dma s,
B=12 00
1 2 2 g _ 1 =
=12 EH"(N) X L*(2) X R*, kde kP = m ng je
zprimérovana permeabilita udavajici propustnost rozhrani mezi mikroskopickou porézitou a
mezoskopickymi porozitami, viz schematicky obr. 27 [44].

pro viechny testovaci funkce v, q%, {g#}

Obr. 28 Vytok kapaliny z oblasti (2. Obr. 27 Zprimérovana permeabilita k%, § = 1,2.

Objemové sily plisobici uvniti oblasti £ jsou oznateny f* a povrchové sily ptisobi na hranici
oblasti 2 se znac¢i g%. w, piedstavuje vytok kapaliny hranici mikrostruktury a celkové
pritoéné mnozstvi nestlaitelné kapaliny, které vyteCe mezoskopickymi pordzitami

z oblasti 2 ven, je znaceno fot, B = 1,2, viz obr. 28. Povrchova porosita matrice se znaci

¢ a plati pro ni, Ze ¢, =1 — pl — P2, kde d)f =12 ie povrchova mezoskopickd porézita
obou systému kanali. Pro jednoduchost se pii dal$im postupu v této praci predpoklada, ze
k! = k? = K, viz [44].

Systém rovnic (6.38) pfedstavuje soustavu nestaciondrnich parcidlnich rovnic. Proto pro

ziskani jednoznacného feSeni musi byt pocatecni podminky nad oblasti 2 zohlednény.
V obecném tvaru je lze pro ¢as t = 0 zapsat jako

u®(x,0) = ud
p*(x,0) = plits (6.39)
pP (x,0) = ﬁ{fm, pro B =1,2.
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7. Numerické reseni

V ptedchozi kapitole byl piedstaven matematicky model popisujici makroskopické chovani
deformovatelného média, které bylo charakterizovano odlisnymi typy por6zit na riznych jeho
urovnich (mikro, mezo). Proudéni kapaliny bylo zohlednéno pouze v mikroskopické porézité,
nebot’ se predpokladalo, ze pifi pomalém kvazistatickém zatézovani média dochazi
k okamzitému vyrovnavani tlakii v mezoskopické porozité, tj. gradienty tlakda byly nulové.
Vzijemnad vymeéna tekutiny mezi obéma typy porosit byla respektovana koeficientem
permeability x.

V této kapitole je popsano a uvedeno numerické feSeni Glohy vyjadiené slabou formulaci
(6.38) linearni soustavy parcidlnich diferencialnich rovnic. Prostorova diskretizace je
provedena pomoci metody koneénych prvki (MKP) a casova diskretizace metodou
kone¢nych diferenci (MKD).

7.1 Prostorova diskretizace pomoci MKP

Diskretizaci rovnic (6.38) metodou MKP, dostavame pro jednotlivé ¢leny této soustavy rovnic
MKP

nasledujici vyrazy' (symbol = pouZivame ve smyslu aproximace Galerkinovou metodou),
kde spojité pole posuvii u° je v diskretizované verzi reprezentovano sloupcovou matici u,
ktera obsahuje uzlové hodnoty slozek posunuti v soufadnicovych smérech x;,x, a xs;
testovaci pole posuvi v je v diskretizované formé vyjadieno sloupcovou matici v; podobné
skalarni pole tlaku p* je reprezentovano sloupcovou matici p%, kterd udava uzlové hodnoty
tohoto tlaku; odpovidajici testovaci skalarni pole g je v diskretizované formé oznaceno q;
pt, resp. p? jsou skalarnimi parametry, kterym odpovidaji testovaci parametry q*, resp. 2.

MKP
jAXHe(uO) ce(w)dV = vTAu,

n
MKP
f@“.vde 2 vlif,
on
MKP
J e(v) : B'p*dv = v'Bp%, (7.1)
n
B MKP
fe(v) :BFpP dv = vTbPpP, prop =12,
n
MKP
[aB: ey av 2 @B
0

' Pro jednoduchost pfedpokladdme objemové sily f“ a vytok kapaliny W, nulové.
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_ MKP .
fqﬁBﬁ: e@®)dv 2 (bP) ugf, prop=12
n

_ MKP
f Kvp®.vqg*dv = (q9)TK p“.
0

Déle je ucelné Cleny ve vyrazu

> | ko =)@ - av + [[a (@) w5 (7)) av (72
B 0 n

roznasobit mezi sebou. Pak Ize pro jednotlivé nenulové testovaci funkce ziskat nasledujici
rovnice.

Pro q* # 0,3 = g% = 0 plati:

j(zkpaqa +M00 a)+f( Kplqa +M01 )

KP
( kpq® +MPp*q®) B

(7.3)
[2k(@)T Ap* + M°°(q)T Ap“] + [-k(q)Tap' + M°* (qM)" ap]
+[—x(q)T ap* + M°*(q™)" 4 p?].
Pro g* # 0,q% = g% = 0 plati:
MKP
f(_Kpac—ll + MlOpac—Il) + f(Kﬁlc_Il + Mllﬁlc_ll) + f(Mlzﬁzc_Il) Q
0 0 ) (7.4)

(—kg'a’p* + M*g'a’p®) + 12| - (xq' p* + MM 1) + |2] - (M2g" p?).
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Pro g% # 0,q% = g* = 0 plati:

MKP
J.(_Kpac—lz +MZOZ')OZQZ)+ f(MZlﬁqu)_*_.l-(KﬁZqZ +M22ﬁ26_12) g_}
0 0 0 (7.5)

(—kg?a’ p*+M*°q>a’ p*) + 2| - (M*'g*p") + |2] - (kq*p* + M?2q* p?).

Vyrazy (7.1), (7.3), (7.4) a (7.5) davaji soustavu Ctyi' linearnich oby¢ejnych diferencialnich
rovnic, kterd nabyva tohoto tvaru

Au — Bp® — b'p! — b?p? =f,
Bu + Kp® + A(2kp® + M%pY) + a(—kp?t + MO1H1) + a(—kp? + M°252) = 0,
. | . (7.6)
(b*) @+ aT(—kp® + M*pY) + [2|(kp* + MMp) + |2|(M*?p?) = —Jaxe

=oN\T . - . = _ =
(b2) i+ &T(—kp® + MPp®) + |2|(MPH1) + |2](p? + M?*p?) = —J2.

V dalsi kapitole je uveden jeden z moznych zpasobui aproximace ¢asovych derivaci
neznamych veli¢in, tj. u, p%, p* a p2.
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7.2 Casova diskretizace koneénymi diferencemi

Tato kapitola se zaméfuje na zavedeni aproximace ¢asovych derivaci neznamych veli¢in
vystupujicich v soustavé rovnic (7.6). Uvazuje se standardni ¢asova diskretizace, kde t,, jsou
Casové hladiny a At =t,,; —t,, n =0,1,... je Casovy krok. Zavedeni oznaceni aproximaci
pro implicitni Eulerovo schéma je uvedeno v tab. 7.1.

Aproximace
u(t,) = u,
u(tyy) *u
l:l(tn+1) ~u
p*(tn) = px
p*(thi1) = p°
P*(tn1) = P°
ﬁl(tn) ~ ﬁTll
p_l (the1) = I?_l
ﬁl (the1) = ﬁl
p*(tn) ~ Py
I?_Z (tn+1) ~ 1?_2
52 (tn+1) ~ ﬁz

Tab. 7.1 Aproximace ¢asovych derivaci podle implicitniho Eulerova schématu.
Na zakladé tab. 7.1 Ize poté psat,
Upyeg — Uy
At
u~utpiq,

a a
.a~pn+1_pn
)

T At

P* ~ Pri1,
(7.7)
1 ﬁ‘rll+1 - ﬁ‘)}l
p A
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Dosazenim (7.7) do (7.6) dostavame soustavu linearnich algebraickych rovnic, kterou lze
zapsat v nasledujicim globalnim maticovém tvaru

Kxp41 = F(xp), (7.8)

kdy je mozné ji fesit pro kazdou Casovou hladinu za pfedpokladu znamého pocatecniho
odhadu x,.

Blokova matice K, sloupcova matice neznamych veli¢in v ¢asové hladiné t,,4, tj. X,41 @
prava strana zavisejici na znamé ¢asové hlading t,, tj. f(x,), se definuji ve tvaru

A —-B —b?! —b?
B ket M)A ML ML P
At 2K+ KT ) T T A )
K = (51)T N M10 . .\ M 0l M12 ) , (7.9)
At A )t \ T A At
(BZ)T N M20 . M2t " N 22 )
At KT )2 At “TA
Xn+1T = [upy1, Pr+1s 15111+1 ’ 15121+1 I (7.10)
f
B N MOOK N N MOl ) N MOZ -
At n T A AP T A Pr T
f(x,) = (51)T M0 M1t M12 (7.11)
A Unt an%+FIQI ﬁrll-"Fl-Qlﬁrzl_Jelxt
(BZ)T M20 21 M22
S Un @ PR 101 Do+ 121 P = T
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8. Aplikace modelu na jaterni tkan

V této kapitole jsou prezentovany vysledky numerickych vypocti 3D testovacich tuloh
numerického modelu (7.6), ktery byl implementovan do kone¢no-prvkového feSi¢e SfePy.
Vypocty jsou provedeny na zidealizované struktuie jaterni tkdné, ktera je reprezentovéana
periodickym systémem jaternich lobult, viz kap. 4.1.

Jednotlivé testovaci tlohy se od sebe lisi riznymi predepsanymi okrajovymi podminkami pro
posuvy a tlaky a také riznym typem znamé pravé strany, tj. mohou byt pfedepsany povrchové
sily, potazmo externi toky. Vizualizace vysledkii numerickych vypocti provedenych
v softwaru SfePy je realizovana softwarem ParaView a pomoci balicku (package) matplotlib
zabudovaného ve SfePy. U kazdé testovaci ulohy je proveden rozbor vysledki a ucinén
zavér, zda jsou ziskané vysledky v souladu se zakladnimi fyzikalnimi principy.

Diive nez prejdeme k jednotlivym testovacim tlohdm, uved’'me geometrické a materidlové
charakteristiky, které jsou pro né spole¢né. Pro vypocet korektorovych funkei (6.13) a (6.21)
na mikroskopické tirovni, resp. homogenizovanych materidlovych parametra (6.15) a (6.23),
je pouzita oblast Y% jednotkové velikosti ve tvaru pravidelného Sestisténu, V niz je souvisla
pordzita tvofena kanaly Y& ¢tvercového prifezu, obr. 29, viz kap. 4.1.

Z Axis
08 X pods 02 0 08 06 04 0.2
. .

04

@

:%(/ 7 Axis 0.4
02

Obr. 29 Zidealizovana geometrie sinusoid jaterniho parenchymu.
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Preferen¢ni sméry sinusoid

Ve struktufe jaternich lobuld maji sinusoidy wurcité preferenéni sméry. Abychom
materidlovymi parametry charakterizujici materidl na oblasti ¢, respektovaly orientaci
sinusoid, tak v kazdém bod¢ tohoto materialu se zavadi lokalni polarni soutadnicovy systém,
vici kterému se vztahuje lokalni soufadnicovy systém definovany na referen¢ni bunice Y%
jednotkové velikosti, viz obr. 30. Pomoci transformac¢nich vztahti lze homogenizované
parametry (6.15);, (6.15), a (6.23) piepocitat a vyjadiit v pootoeném polarnim
soufadnicovém systému respektujicim tyto preferen¢ni sméry sinusoid.

Yar

1 z

Obr. 30 Radialni a te¢né preferenéni sméry sinusoid v jaternim parenchymu.

Pro transformaci tenzori 2 fadu, tj. tenzoru permeability K;; a tenzoru B{"j, plati
Tij = RicRiiTrrs (8.1)
kde T =T;; = K;;, resp. Bj; a ’I="ij je transformovana matice.
Pro transformaci tenzoru 4 fadu, tj. tenzoru elasticity A, plati
Tijia = RisRjtRiauRuw Tstuw, (8.2)

kde T = Tiji; = Afjpas T, jki j€ transformovana matice a R;; jsou slozky matice rotace, ktera
dle [45] nabyva tvaru

cosp -—sing 0
sing <cosep O
0 0 1

R =R, = , 83)

kde ¢ je tihel pootoéeni soufadnicového systému rt vici souradnicovému systému y; y,.
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Pti vypoctu korektorovych funkei (6.33) na mezoskopické Grovni, resp. homogenizovanych
materidlovych parametri (6.35), je pouzita takova vypocetni oblast Y, jejiz geometrie
reprezentuje zjednodusenym zpusobem jaterni lalicek (lobul), viz obr. 31 (pozn.: tento
obrazek byl poskytnut vedoucim prdce). Uvazuje se skute¢na velikost této referenéni bunky,
jejiz rozméry jsou definovany v fadu stovek mikrometri. Oba typy pordzit jsou odlisného
kruhového prifezu a tvoil dva nezavislé cévni systémy Y@ a Y2, které jsou vzajemné
propojené pies mikroporozitu, viz kap. 4.1.

Obr. 31 Zidealizovana geometrie jaterniho parenchymu.

Nakonec pfi feseni ulohy na tirovni makro, tj. ulohy (6.38), je vypocetni oblast 2 volena jako
pravidelny Sestistén, viz obr. 32. Na hranici této oblasti jsou pfedepisovany jak okrajové
podminky, tak vn&jsi povrchové sily, potazmo externi toky. Protoze se jedna o nestacionarni
ulohu, musi byt pocate¢ni podminky pro posuvy a tlaky nad oblasti 2 zohlednény. Rozméry
0 jsou voleny v fadu jednotek milimetra, tj. 2 = [—5,5] X [-5,5] X [-5, 5] [mm].

Obr. 32 Makroskopicka vypocetni oblast £2 piedstavujici vzorek jaterni tkané.
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Hodnoty veskerych materialovych a geometrickych parametrd, které vystupuji jak v mikro,
mezo, tak i makro tlohach, jsou uvedeny v tab. 8.1.

Nazey Znaceni Fyzikalni jednotky Hodnota
Cas t ms -
Délka - mm -
Hmotnost - kg -
Sila - kN -
Tlak - GPa -
A GPa 17.0
Lameho konstanty . CPa 17
Soucinitel objemové GPa™?! 1.0
stlacitelnosti tekutiny Y
Dynamicka viskozita n mm?(ms)~! 1000.0
Kappa K mm(GPa.ms)™! 0.001
Charakteristicky
rozmé&r mikroskopické L* mm 0.01
urovné
Charakteristicky
rozmér mezoskopické LB mm 1
urovné
Charakteristicky
rozmér makroskopické Lmacro mm 10.0
urovné
Bezrozmérny parametr £ - 0.01
Bezrozmérny parametr ) - 0.1

Tab. 8.1 Tabulka materidlovych a geometrickych parametrti.

V podkapitolach 8.1 — 8.3 budou prezentovany numerické vysledky jednotlivych testovacich
uloh, které vychazeji ze systému nestacionarnich rovnic (6.38). Piedpoklada se, Zze pro
vSechny tyto tlohy jsou pocatecni podminky voleny ve stejném nésledujicim tvaru:

u®(x,0) =0,
p%*(x,0) =0, (8.4)

pP(x,0) =0, propf =1,2.
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Vypocétené homogenizované koeficienty na mikrotrovni a mezourovni jsou shrnuty v tab. 8.2.
Vsechny tyto koeficienty jsou symetrické, tudiz je lze diky jejich symetriim reprezentovat
Vjednodussi form&. Napi. pro tenzor A% = A, plati, ze Afjy = Afijy = Afjie = Ajie @
zaroven Z jeho celkovych 81 slozek je pouze 36 nezavislych, proto jej lze reprezentovat
symetrickou matici 6x6, ktera obsahuje pro ortotropni material celkem 9 nezavislych slozek.
Matice B%, B, B! a B? jsou zapsany pomoci Voigtovy notace. Homogenizované koeficienty
jsou spolecné pro vSechny testovaci tlohy a jsou vyjadfeny v nasledujicich fyzikalnich
jednotkach,

K [m?GPa~'s~1], A%® [GPa], B*[-], K [m?GPa~'s~'], A"[GPa],

B"[-], B'[-], B*[-], M" [GPa™"]

2.04-1077 0 0
K 0 1.24-1077 0
0 0 2.98-1077
5.82 3.18 3.41 0 0 0
[3.18 5.54 3.3 0 0 0 ]
[3.41 33 5.84 0 0 0 |
A% [ o 0 0 948-10"1 0 0 |
ll 0 0 0 0 1.09 0 Jl
0 0 0 0 0 1.05
B%* | [-1.09-107%, 1.24-10"%, —9.45-1072, 9.10-10718, 7.15-10718, 2.61-10"17]
M 3.24-1072
_ 9.5-1078 -1.66-1071° 248-10"11
K —1.66-10710 9.1-108 —2.13-10711
248-10"11 —213-107** 1.82-1077
2.86 1.54 1.65 1.74-1073 4.13-107* —-56-10"*
1.54 2.72 1.6 -1.01-107* 3.62-107* —-9.24-107*
1.65 1.6 3.23 591-107% 4.74-10"* —-8.06-10"*
AH 1.74-1073 -1.01-10"* 591-107* 6.17-107Y —-127-10"' 154-107*
413-10"* 3.62-107* 4.74-107* —-127-10"* 6.25-107' —1.55-10"*
—5.6-10"* —924-10"* -8.06-10"* 1.54-10"* —-155-10"* 6.25-1071
BH [3.84-1071, 3.73-107%, 395-107%, 2.44-107% 7.77-107°, —1.44-107%]
B! [9.27-1072, 1.08-1071, 7.92-1072%, 2.27-10"% —6.06-10"5, 4.96-107°]
B2 [2.75-1072, 2.66-1072, 2.23-1072%, —5.33-107% —2.40-10"°, 1.33-107%]
1.75-107% —-1.77-10"% —4.84-1073
MH —-1.77-10"2 2.48-107%2 —2.02-1073
—4.84-1073 —2.02-1073 8.26-1073

Tab. 8.2 Homogenizované koeficienty na urovnich a a .
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Vyznacné zakladni rysy jednotlivych vypocetnich testovacich tloh jsou uvedeny a popsany
v tab. 8.3.

Testovaci uloha Vyznamny charakteristicky rys Typ predepsanych podminek

,undrained “ test ( fot =0, =1,2).
l. e Povrchova mikroporozita na makroskopické

urovni je nulova (,,jacketed body “).

Kontinuum zatizené
povrchovym tlakem.

e .undrained‘ test ( fot =0, =1,2).
1. e Povrchova mikroporozita na makroskopické kontinua.

urovni je nulova (;,jacketed body “).

e  drained* test(JB 0, f=1,2).

ext
1. e Povrchova mikroporozita na makroskopické

C. : kapaliny.
urovni je nulova (;,jacketed body “).

Tab. 8.3 Ptehled typi uloh.

Vsechny vypocetni testovaci ulohy feSime na makroskopické oblasti (2, pficemZ pro jeji
hranice 02, a 012, plati

002, ={x €00 | x; =5}
(8.5)
0N, ={x € dN|x; =0}

Moznosti, jak graficky zobrazit feSeni ulohy, tj. hledané veli¢iny (u°,p%, {}55 } ), je cela

B=12
fada. Jednou z téchto moznosti mize byt naptiklad vykresleni rozlozeni tlaku p“(x,t) a

posuvu u® v nékterych vybranych uzlech a také tlaku {ﬁﬁ(t)} =12 Vv libovolném elementu

diskretizované vypocetni oblasti 2 (pozn.: pro vSechny testovaci ulohy je rozlozZeni téchto
tlakii {ﬁﬂ (t)} =12 V ramci jedné casové hladiny v celé oblasti () konstantni, resp. vV kazdéem

konecném prvku diskretizované vypocetni oblasti £ je stejné).

Na nasledujicim obr. 33 jsou vyznafeny vybrané uzly; uzel 1680 umistény na spodni hranici
00, auzel 1709 na horni hranici d2;. Na obrazku je rovnéz vyznacen konecny prvek 617.
Soutadnice piislusnych uzli 1680 a 1709 a uzlu vybraného elementu 617 jsou uvedeny v tab.
8.4.

49

Piedepsany posuv na hranici

Ptedepsany objemovy priitok




| |
L | F/)
= T
= o™
N
Solm !
S ol
8|3
‘= _
ER2E
O
3 S
N o~
A
~
—
dogrnnw
Qoo
O~ W
D )
(V]
AN
o~

ufadnice uzlu.

Tab. 8.4 So

m
5432 ~
- 3
< N
o
£
<
<o
o™
<
Aﬁ
o
Lo
<
>
VLAY
o™ LV N T | A |
f : : = A AR
e S ravasie e L g e
1l s e e i Ve e 0
_\_><.,f,,/.\,j:3/
| 5 G il v v v w0 8 7
= =a , : =uw:
e e e wa e e e
£
x
™~

X Axis

Y Axis

2

Y Axis

kone¢ného prvku.

branych uzli a

ceni vy

%

Obr. 33 Ozna

50



8.1 Testovaci uloha ¢. 1

Uvazujeme poroelastické téleso 2 ve tvaru Sestisténu, Které je zatiZzeno na své horni hranici
212 po Castech linearni povrchovou silou g*(x, t), pro kterou plati

t
g“(x,t)={ t¥go  t<lo = xean, (8.6)

kde g, = —[0,0,0.00045] [GPa]at, = 84 [msl].

Zbyvajici ¢leny vystupujici na pravé strané soustavy rovnic (6.38) predpokladame nulové, tj.
fe=0,w,=0, g% =0prop =12

Okrajové podminky pro posuvy u°(x, t) se predepisuji v takovém tvaru, Ze pro viechny body
spodni hranice 02, plati, Ze jejich posuv je nulovy, tj.

u(x,t) =0 Vt, pro x € df,. (8.7)

Vyse popsano je ilustrovano na schematickém obrazku 34.

gr\a'

Ele}

€2

VAR

Obr. 34 Tlustrativni obrazek zadani testovaci tlohy ¢. I.

RozloZeni ¢asové zavislé sily g%(x,t) lze vidét na obr. 35, kdy se v ¢ase t, = 84 [ms] jiz
nemeni a zlistava konstantni.

[GPa]

0,005 Time-dependent acting force

0.000

—0.005F

—-0.010+

-0.015¢

=0.020+

-0.025¢

—0.030+

-0.035¢

-0.040

0 100 200 300 400 500 600
[ms]

Obr. 35 Priibéh ¢asoveé zavislé sily g*(x, t).
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Posuv u® vybraného uzlu 1709 znizortiuje obr. 36. Je ziejmé, Ze v disledku orientovaného
pusobeni predepsané sily ve sméru soutadnicové osy x3, dochazi k dominantnimu posuvu
tohoto uzlu v tomto sméru.

[mm]
Shift depending on the time: node 1709

0.005

— ul
— u?2
— u3

0.000

-0.005

—-0.010

-0.015

-0.020 -

-0.025

Q 100 200 300 400 500 600
[ms]

Obr. 36 Slozky vektoru posuvu u° vybraného uzlu.

Makroskopicka deformace celé¢ oblasti 2 je vyznacena na obr. 37. Je zde znazornéno
porovnani nezdeformovaného stavu oblasti £2 a zdeformovaného stavu v ¢ase t = 600 [ms],
kde posuvy jsou z divodu vétsiho rozliseni 100 krat zvétSeny. V misté vetknuti je posuv
pochopitelné nulovy. Vyznatend $kala na obrazku zobrazuje velikost slozky uJ v
milimetrech.

shift u_3

Obr. 37 Znazornéni zdeformované a nezdeformované konfigurace.
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Rozlozeni tlaki {p? (t)} g1, @ PU(x,1) lze Vidét na obr. 38. Zobrazku je vidét vyrazny

narast vSech tlakt srostouci silou g%(x,t). Jakmile sila pfestane dal nartstat, dochazi
Kk postupnému vyrovnavani tlaki v celé oblasti 2, tj. dochazi k relaxaci. Hodnota tlakt se

ustali na jediné hodnoté a dale se neméni, v oblasti £2 nastane ustaleny stav.

[Gpa]

06 Distribution of pressures pbl and pb2 in elem. 617

[GPa]

0.16

Distribution of pressure p0 in nodes: 1680 & 1709

0.05

0.04

0.03

0.02

— phl
— pb2
-- p0_stable

0.01

0.00
0

014+

012+

010+

0.08+

0.06

0.04+

0.02+

— 1680
— 1709

- - pO_stable

10 200 30 00 500 500
[ms]

Obr. 38 Rozlozeni asové zavislych tlaki {pP (¢)} o122 p%(x,t).

0.00
0

100

200

300
[ms]

400

500

Na nasledujicich obr. 39, 40 a 41 je kvuli lep$i nazornosti proveden oblasti 2 fez rovinou yz
pro x = 0. Na obr. 39 je ukdzano rozlozeni tlaku p® v ¢ase t = 84 [ms]. V disledku
linearniho zatéZovani kontinua, z kterého tekutina nemutze vytékat, a typem piedepsanych

okrajovych podminek, nartsta tlak zejména na oblasti 0.2,.

Y Axis
0

Obr. 39 Rozlozeni mikroskopického tlaku p* na makroskopické tirovni.
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Jestlize zname skalarni pole tlaku p*(x, t), Ize snadno pomoci Darcyho zakona rekonstruovat
vektory rychlosti proudéni tekutiny v mikroporozité. Tyto vektory znazoriuji relativni
rychlost proudéni, pficemz tekutina nemtze mikroporozitou vytékat z oblasti £ ven, resp.
kandly na mikroskopické urovni jsou na povrchu oblasti (2 uzaviené. Vyznacend Skéla na
obrazku zobrazuje velikost vektoru relativni rychlosti proudéni v [mm/ms], viz obr. 40.

¥ Axis X Axis
0 - 0

magnitude of velocity

2 6.479e-08

T
o~
o)
[42]
el
¢

o]

-3.23%¢-8

i
o~
(e
¢
o

1.290e-11

Obr. 40 Relativni rychlost proudéni tekutiny v mikroporozité pozorované makroskopicky v
Case t = 85 [ms].

Rozlozeni rychlosti v ¢ase t = 85 [ms] znazoriiuje obr. 41. Tekutina dosahuje nejvétsich
rychlosti proudéni v oblasti d.2,, kde tlak p* nabyva nejvyssich hodnot.

XA
LT 45 4.3 2 1 gy

1
magnitude of velocity
2 6.481e-08

3
4.861e-8

3241e-8

||||||||\Hhulllm

(=
N
()

o

mvu

1.290e-11

Obr. 41 Rozlozeni mikroskopické rychlosti.
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Vzhledem k tomu, Ze se jedna o kompresi materialu v disledku piedepsanych ptislusnych
Dirichletovych okrajovych podminek a ptedepsaného povrchového zatizeni, lze oéekavat v
mistech nejvétsiho mikroskopického proudéni nejvétsi makroskopické deformace. V tab. 8. 4
jsou uvedeny v jednotlivych uzlech hodnoty stopy Cauchova tenzoru deformace, tj. ey, (u®),
ktery vyjadiuje celkové stlaceni jednotlivych bodl kontinua na makroskopické urovni, tedy
mezoskopické matrice 1 obou mezoskopickych poroézit. Lokalni stlaCeni matrice, nejvice
v uzlech 3360 a 3150, vede Kk vypuzovani tekutiny z mikroporozity do mezoskopickych
porozit, piipadné tekutina mize nasdknout do mikropori v jinych cCastech oblasti, které jsou

mén¢ stlacené. Ztab. 8.5 lze vidét, ze k nejveétsi kompresi dochazi v uzlech 3360 a 3150 a
tudiz i k nejvétsim rychlostem proudéni v mikroporozité, viz obr. 40.

Y Axis 2 4 2 )E)Axis -4
4 __F_r_f,f_f;*-—‘* ‘5
51\——"*— 4
45 3117 3
3% 12
2k ]U
]\“ | o 2 Axis
' 1702 |
Z Axis g 1 1!
(‘I\ 1-2
-1 ‘
2 3150 r
\ o 4
3y s
4l // A
I\ 2
géf:f\ /0
3 2\\]\\_\“‘ ¥ 2‘ Y Axis
2 xaxs T T p
‘);(‘Y 2 3 \:4‘_\‘-‘5‘7 ~4
Obr. 42 Soutadnice vybranych uzlu.
Uzel | Soufadnice [xq, x5, x3] e;1(u®) e,,(u®) e33(u?) e (u®)
1702 [0,0.71,0] 0.00106 0.00107 —0.0025 | —0.00037
3117 [4.29,3.57,3.57] 0.00103 0.00106 —0.0024 | —0.00031
3150 [5,—5,—5] 0.00065 0.00065 | —0.00267 | —0.00137
3360 [5,5, —5] 0.00065 0.00065 | —0.00267 | —0.00137

Tab. 8.5 Divergence posuvu u° v jednotlivych uzlech.
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8.2 Testovaci uloha ¢. 11

Opét se uvazuje makroskopicka oblast £ ve tvaru Sestisténu, na jehoz horni hranici 902, je
predepsana slozka vektoru posuvu u°® ve sméru souradnicové osy x3. Funkéni predpis pro tuto
slozku posuvu Ize definovat ve tvaru

ud(x,t) =t x Uz, prox € df, (8.8)

kde ti; = —0.0000133 [mm] at € (0,600) [ms], viz obr. 43.

[mm]

0.000

Time-dependent shift

-0.001}
—-0.002}|
—0.003}
—0.004}
—0.005}
—0.006 |

—-0.007 |

-0.008
0

100 200 300 400 500 600
[ms]

Obr. 43 Casové zavisly piedepsany posuv na horni hranici 0.42;.

Cleny vystupujici na pravé strané soustavy rovnic (6.38) piedpokladame nulové, tj. f* = 0,
9°=0,w, =0, J° =0prop =1,2.

ext

Okrajové podminky pro posuvy u®(x,t) volime ve tvaru, Ze viem bodiim na spodni hranici
a1, je zamezen posuv ve sméru souradnicové osy x3, pricemz dva z téchto bodl jsou vazany
k ramu jednou rotaéni a jednou obecnou vazbou, viz obr. 44.

wg LU 0

Q2

F4

A 7777 9422

Obr. 44 Tlustrativni znadzornéni zadani testovaci tlohy ¢. IL
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Posuv u® vybraného uzlu 1709 Ize vidét na obr. 45. ProtoZze tento uzel se nachazi na horni
hranici 0.2,, odpovida jeho slozka u3 piimo pfedepsanému posuvu.

[mm]

0,002 Shift depending on the time: node 1709

— ul

0.000
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Obr. 45 Slozky vektoru posuvu u° vybraného uzlu.

Makroskopicka deformace celé oblasti 2 je zobrazena na obr. 46. Protoze posuvy jsou velice
malé, v fadu tisicin milimetr(i, jsou tyto posuvy na obrazku zvétSeny 1000 krat, aby byl
ztetelny rozdil mezi nezdeformovanym a zdeformovanym stavem oblasti 2 v konkrétnim Case
t = 275 [ms]. Vyznadena $kala zobrazuje velikost vektoru u® v milimetrech.

o ZAxE

u Magnitude
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Obr. 46 Znazornéni zdeformované a nezdeformované konfigurace.
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Rozlozeni tlakti {p?(t)} o1, @ PU(xt) lze vidét na obr. 47. Linedrnimu prib¢hu

predepsaného posuvu ud koresponduji pfiblizné pfimkové zavislosti vSech tlakfl. ProtoZe
hodnota ptedepsaného posuvu je pro danou casovou hladinu pro vSechny body na horni
hranici 02, stejna, jsou si hodnoty vSech tlakti velmi podobné. Dale disledkem rovnomérné
piedepsaného posuvu na df2; je to, Zze p*(x,t) je konstantni na celé oblasti 2 pro kazdou
¢asovou hladinu, viz obr. 47 vpravo. Dochazi k okamzitému vyrovnavani tlaku p%, resp.
gradienty tohoto tlaku jsou nulové a tudiz tekutina mikroporozitou neproudi.
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Obr. 47 RozlozZeni ¢asové zavislych tlaku {ﬁﬁ (t)} p=12 ap®(x,t).
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8.3 Testovaci uloha ¢. 111

Makroskopicka oblast 2 je volena ve tvaru Sestisténu, jehoz spodni hranice 02, je vetknuta,
tzn., okrajova podminka pro posuv u°(x, t) se definuje ve tvaru

u’(x,t) =0 Vt, pro x € df,. (8.9)

V této tloze se neuvazuje plsobeni vnéjsi povrchové sily na kontinuum, tj. predepisuje se
§%(x,t) = 0 na 22\, ale definuji se externi toky J° . (t) pro g = 1,2. Jestlize 7, < 0,
pak je predepisovan ptitok tekutiny do oblasti {2, v opa¢ném piipadé je predepisovan odtok
tekutiny z oblasti 2 ven. Rozlozeni téchto ¢asové zavislych toku je ukazano na obr. 48.

[mm~3/ms]
Time-dependent external flows

: T — Flow_1
0.0 — Flow_2

-0.2}

—0.41

-0.6}

-0.8}

-1.0}

0 160 260 30IO 460 560 600
[ms]

Obr. 48 Pribéh ¢asové zavislych externich tokt fot(t) pro f = 1,2. Tok J2.(t) = 0.

Funk¢ni predpis pro Ji(t) je definovén ve tvaru

(t—109)?

Jaxt(t) = —e” 2267 (8.10)

Zadani této ulohy je naznaceno schématem na obr. 49.

2z 2
Jexr (]E’Xt

t

0824
2 7
Toxe wm = Jext
T - ;
exe = =

Ve

bt

2 2z
J;’xr JE)(I‘

Obr. 49 Ilustrativni obrazek zadani testovaci ulohy ¢. III.
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V disledku predepsanych externich toki fot(t) pro 8 = 1,2 dochazi k deformaci celé

makroskopické oblasti 2 (,,oblast £2 se nafoukne*). Posuv u° konkrétniho uzlu 1709 Ize vidét
na obr. 50. K nejvétsimu narustu posuvu dochazi v momenté, kdy do oblasti 2 pritéka
nejvetsi mnozstvi tekutiny. Jakmile tekutina pifestane pfitékat, nedochazi poté jiz k jeho
dramatickému riistu. Dominantni slozkou posuvu u° je slozka ve sméru soufadnicové osy x.
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Obr. 50 Slozky vektoru posuvu u°® vybraného uzlu.

Stejné jako v ptedchozich ulohach je makroskopicka deformace celé oblasti 2 zobrazena na
obr. 51. Protoze posuvy jsou malé, v fadu setin milimetrti, jsou posuvy na obrazku zvétSeny
100 krat, aby byl viditelny rozdil mezi nezdeformovanym a zdeformovanym stavem oblasti (2
v ¢ase t = 91 [ms]. Vyznacena §kéla zobrazuje velikost vektoru u® v milimetrech.
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Obr. 51 Znazornéni zdeformované a nezdeformované konfigurace.
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Rozlozeni tlaki {ﬁﬂ (t)} B=12 a p%*(x,t) lze vidét na obr. 52, ze kterého je patrné, ze Casovy

priib&h tlaku pt(t) koresponduje s priib&éhem predepsaného externiho toku

Jext (0.

Ptitékajici mnoZstvi tekutiny Jl., do oblasti 2 zpiisobi rychlym narGst tlaku p* a zéarovett
S postupné ubyvajicim mnozstvim tekutiny dochazi k jeho poklesu a ustdleni. ProtoZe jsou
obé& porézity na mezoskopické Girovni propojené pies pordzitu na mikrourovni, zména J2.. ma
vliv i na p2, prestoze JZ = 0. Z prib&hi tlakii p? a p* lze pozorovat také to, Ze v moments
pritékani tekutiny do oblasti £2 vzniké v téchto porositdch maly podtlak. S poklesem gL, poté
dochazi kjeho naristu, vznika ptetlak a S postupem casu se oba tlaky vyrovnavaji.
V ustaleném stavu, kdy uZz nepiitéka zadné mnozstvi tekutiny do oblasti 2, se nakonec
vSechny tfi tlaky ustali na jediné hodnot¢.
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Obr. 52 Rozlozeni ¢asové zavislych tlaki {ﬁﬁ (t)} =12 ap®(x,t).

Vektory relativni rychlosti proudéni tekutiny mikroporozitou jsou ukazany na obr. 53. Stejné
jako v ptedchozich tlohach se predpoklada, ze témito pory nedochazi K vytoku tekutiny
z oblasti 2 ven. Vyznafena $kala na obrazku zobrazuje velikost vektoru relativni rychlosti
proudéni v jednotkach [mm/ms].
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magnitude of velocity
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Obr. 53 Relativni rychlost proudéni tekutiny v mikroskopické urovni pozorovatelna
makroskopické Grovni v ¢ase t = 77 [ms].
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9. Transport kysliku do tkané

Tato kapitola pojednava o procesu transportu kysliku 0, do zivoc¢is$né tkané. Diive, nez bude
uveden podrobnéjsi popis této problematiky, je vhodné ji uvést z obecnéjsiho hlediska. Vime,
ze atmosféricky kyslik se dychacimi cestami dostava do plic, ve kterych difunduje do krve.
Pii jeho transportu krvi je z 98,5 % vazan na hemoglobin, viz kap. 2.2.1, naopak relativné
maly obsah rozpusténého kysliku je transportovan krevni plazmou, nebot’ jeho rozpustnost
V krevni plazmé je velmi nizka.

9
/ “ 9 Oxygen from Lungs o
CRS Bonds with Carbon Dioxide Removed

Hemoglobin molecules from Tissue Cells

e _Oxygen Released
to Tissue Cells

Obr. 54 Schematické znazornéni procesu transportu kysliku do tkané. [48]

Pii proudéni krve vlase¢nicemi je kyslik hnan z téchto jemnych cév smérem do tkané

s 71 ’ . s 71 1.2 ;oo I v 1, . o
parcidlnim tlakovym gradientem. Parcidlni tlak kysliku® ve tkani klesa, protoZe kyslik je tkani
spotfebovavan. Tomuto jevu predchazi snizeni parcidlniho tlaku kysliku v krvi, coz vede
k poklesu nasyceni hemoglobinu kyslikem. Kyslik se uvolfiuje z hemoglobinu a rozpousti se
v krvi. Poté probiha jeho diftize a konvekce pies kapilarni sténu do tkané. Obecné je tedy
transport kysliku do tkané charakterizovan jak konvekei, tak diftzi a v neposledni fadé¢ také
chemickymi reakcemi s hemoglobinem, které se vsak v této praci neuvazuji.

diffused
oxygen

blood vessel , red blood cell

N
0\0000' N IY ) l"

o0
AP A Y Saed?

‘\.
21% oxygen m ‘plasma (fluid)
diffuses into the o linn i e i et SIS, carnes red

surrounding blood cells
tissues from the
red blood cells

Obr. 55 Schematické znazornéni jednotlivych slozek: kapilary, kapilarni stény a bun¢k tkané. [47]

V dalsi kapitole je popsan jeden z moznych zpusobi, jak matematicky modelovat transport
kysliku do tkdn€. Pfi zpracovani této kapitoly bylo vyuzito odborného ¢lanku [46].

? Parcialni tlak plynu je diléim tlakem z celkového tlaku smési plynii. Soudet parcidlnich tlakii viech slozek
smési je roven celkovému tlaku.
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9.1 Matematicky model

V této kapitole je predstaven matematicky model popisujici transport kysliku O, do tkané.
Piedpoklady matematického modelu jsou nasledujici. Ve vzorku tkané koexistuji dva
vzajemné propojené cévni systémy, pfi¢emz prostor tkané je vyplnén jejimi bunkami
(znacime indexem c). Prvni cévni systém predstavuji tepny, kterymi je krev vedena smérem
od srdce (zna¢ime indexem a), zatimco druhy je tvofen zilami, které naopak vedou krev
smérem k srdci (zna¢ime indexem v), viz obr. 56.

O venous blood vessels ... v
O arterial blood vessels ... a
O cells of tissue ... ¢

Obr. 56 Schematické znazornéni tkané a obou cévnich systému.

Pro jednoduchost 1ze pfedpokladat, ze tkan tvoii heterogenni porézni materidl, resp. uciime
pfedpoklad, ze proudéni krve slozitou siti cév ve tkani lze zjednoduSené povazovat za
proudéni izotropnim poréznim médiem, viz obr. 57. Dale se predpokladd, Ze matrice
takovéhoto materidlu sestavd z tuhé nedeformovatelné faze (znacime indexem c) a kapalné
faze piedstavujici nestlacitelnou newtonskou tekutinu (oznacujeme indexem a, resp. v). Pro
popis kontinui s periodickou heterogenni strukturou, ktera obsahuje vice fazi, lze vyuZit
metody homogenizace, viz kap. 5, nebo teorie smési, ktera je zde aplikovana [46].

V%
| D e
() channels ... v

O matrix ... ¢
O channels ... 2

Obr. 57 Tkan jako izotropni porézni prostfedi, jehoz pory jsou tvofeny dvéma cévnimi
systémy.
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Zakladnim pfedpokladem teorie smési je, Ze v libovolném case jsou vSechny faze pfitomny
v kazdém bodé heterogenniho kontinua. Zavadi se proto tzv. reprezentativni objemovy
element (RVE). V tomto elementarnim objemu, ktery predstavuje na makroskopické Grovni
materidlovy bod kontinua, jsou zastoupeny vSechny faze a jejich materidlové vlastnosti jsou
dany jako primérné hodnoty, tudiz ho lze povazovat za homogenni material, viz obr. 58.
Kontinuum rozdé€lené na takovéto RVE lze povazovat za kvazi-homogenni. Za tohoto
predpokladu se vychazi pfi modelovani zminéné problematiky transportu kysliku do tkané
[46].

d’\’/ Hud
» Huid
aproximace
HLEEIX
mikrostruktura RVE

lib. bod heterogenniho kontinua

Obr. 58 Aproximace heterogenni porézni tkang.

V souvislosti s RVE se zavadi pro jeho jednotlivé faze jejich objemové frakce ¢, ¢, ¢, tak,
ze plati

bct+ oty =1, (9.1)
pficemz

l

kdei=c,a,v. (9.2)

<| =<

b =

Objem piisluiné faze v RVE se znaci V; [m?3], zatimco V [m3] je objem celého RVE [46].

NiZe popsany matematicky model 1ze charakterizovat jako homogenizovany, makroskopicky
a fenomenologicky model, ktery sestava celkem z 5 rovnic uvedenych v kap. 9.1.1 pro
neznamé veli¢iny: p,(x) [Pa] ... parcialni tlak kysliku v tepnach, p,(x) [Pa] ... parcialni
tlak kysliku v zilach, c,(x,t) [molm™3] ... koncentrace kysliku vkrvi proudici
tepnami, ¢, (x, t) [molm™3] ... koncentrace kysliku v krvi proudici zilami, c.(x, t) [molm™3]
... koncentrace kysliku v buiikach tkané (pozn.: v tomto modelu vyjadiuji koncentrace celkové
mnozstvi kysliku v krvi, tj. kysliku rozpustéeného v krvi a zaroven vazaného na hemoglobin,
vztazeného na jednotku objemu dané faze) [46].
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9.1.1 Rovnice modelu

V tepnach, resp. zilach, krev proudi rychlostmi v, [ms™1], resp. v, [ms~1]. Krev v téchto
cévach proudi disledkem gradientt tlakt p, [P,], resp. py[FPs], pficemz teCe z tepen do zil
(cévni systémy jsou propojené). Zakon zachovani hmotnosti pro Sifici se krev v obou cévnich
systémech dava nasledujici rovnice:

V. (Wa) = _/1§¢a¢v(pa - pv)' (9-3)

V. (Wv) = Aid)ad)v (pa - pv): (94)

kde A3 [s™'] je rychlost transportu krve z cévniho systému tvofeného tepnami do Zilniho
systému a

W, = PaVg,
(9.5)
wy, = ¢y,
je zprimérovana rychlost krve proudici uvnitt RVE v [ms™1], viz [46].
Vzhledem ktomu, Ze lze k proudéni krve tkani pfistupovat jako k proudéni tekutiny
izotropnim poréznim médiem, spliiuji jednotlivé rychlosti Darcyho zékon ve tvaru
W, = —K;Vpg, (9.6)

w, = —Kk,;Vp,, 9.7

kde K, [m?Pa~1s™1], resp. k; [m?*Pa~1s™1], je permeabilita, veli¢ina vyjadfujici schopnost
porézniho materidlu propoustét tekutinu. Obecné je funkci geometrie kanald (cévnich
systémt), avSak pro jednoduchost predpokladame, Ze je konstantni.

Dosazenim (9.6) do (9.3) a (9.7) do (9.4) dostdvame rovnice pro nezndmé tlaky p, a p, ve
tvaru

Kévzpa = A;qba(pv(pa - pv)f X € ), (9-8)

K;vzpv = _A;(pa(pv(pa - pv)f x € ). (9-9)
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Kyslik difunduje ve tkéani s difiznim koeficientem D; [m?s~1] a predpokldda se, Ze je
butikami tkdng spotiebovavan konstantni rychlosti v* [s~1]. Rovnice pro neznamou veli¢inu
C. je psana ve tvaru

d
a (¢CCC) =V. (D:(PCVCC) + /1;¢a¢c (Ca - Cc) + /1§¢v¢c(cv - Cc) - U*¢CCC, vt, x €, (910)

kde 25 [mols™tm™3], resp. A5 [mols~™'m™3], ptedstavuje rychlost dodavani kysliku z
arterialniho, resp. ven6zniho systému, do tkané [46].

Rozpustény kyslik pronika z obou cévnich systému do bunék tkané, pricemz kyslik vazany na
hemoglobin v tepnach proudi v disledku tlakového spadu do zil. Kyslik je v Kkrvi
transportovan jejim tokem a miize v ni zaroven difundovat. Difizni koeficienty D} [m?s~1],
resp. D;; [m2s™1], pro kyslik v Zilnim systému, resp. v tepnach, predpokladdme konstantni.
Pro neznamé c,, a c, pak plati, ze spliuji rovnice

0
& (d)aca) +V. (Waca) =V. (D;¢avca) - /Yica(pad)v(pa - pv) - A;(pad)c(ca - Cc)r vt, x €1}, (911)

d
a (¢vcv) + V. (chv) =V. (D;¢vvcv) + Aicaqﬁaqhv(pa - pv) - A§¢v¢c(cv - Cc)thv x €, (912)

[46]. Clen —2;c PP, (Pa — Pp) V rovnici (9.11) reprezentuje piestup kysliku z arterialniho
do Zilniho systému pies bunky tkané, ¢len —A5¢,¢p.(c, — c.) ve stejné rovnici predstavuje
prestup kysliku z arteridlniho systému do bunék tkané a analogicky ¢len —A3¢,¢.(c, — c.)
Vv rovnici (9.12) vyjadiuje Sifeni kysliku z vendzniho systému do tkan¢, viz obr. 59.

Obr. 59 Transport kysliku.
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Aby byl matematicky model Uplny, musime k rovnicim (9.8) — (9.12) pro nezndmé p,,
Pv, Ca, Cpy & C piidat okrajové a pocatecni podminky.

9.1.2 Okrajové a pocatecni podminky

Pro jednoduchost se predpoklada, ze geometricky model tkané predstavuje pravidelny
Sestistén a ze vstupni tepna i zila v prostoru tkdné koinciduji a jsou reprezentovany
Ctvercovou oblasti I' (zfidlo a propad), ktera je umisténa v centru dolni hranice oblasti 2, viz
obr. 60 [46].

O vessel ... [ C 02

O tissue ... Q2

Obr. 60 Znazornéni vypoctové oblasti Q. [46]

Dirichletovy okrajové podminky pro tlaky p,, p, a koncentrace c,, c, se zadavaji pro
konkrétni testovaci tlohu, viz kap. 9.2, ve tvaru
p,(x) = 2660 [Pa], x €T,
(9.13)
co(x,t) = f(t) [molm™3], Vt, x €T,
c,(x,t) = 0.2 [molm™3], Vt, x €T,

kde f(t) je funkce ¢asu majici priubéh, ktery je zobrazen na obr. 61.

Distribution of concentrations "ca" & "cv" defined as a boundary conditions
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—_— v

[mol/m3]
12

10

0.8

0.6

04

0.2

%5 0.2 0.4 0.6 0.8 10 12 14 16
time [s]

Obr. 61 Pribéh casoveé promeénlivé koncentrace c,, ktera je predepsana na I'.
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Definuyjme nyni Neumannovy okrajové podminky. Podminku vyjadiujici, ze nedochdzi
k diftznim toku kysliku vazaného na bunky ve tkani pies hranici oblasti £, tj. 12, lze zapsat
ve tvaru

n.(Di¢p.Ve,) =0, Vt, x € 00, (9.14)

v

kde n je vnéjsi jednotkova normala ke hranici 012.

Podminky, které¢ vyjadiuji, Ze tok rozpusténého kysliku v krvi probiha pouze pies oblast I,
lze vyjadfit jako

n. (k;Vp,) =0, x € 90Q\T, (9.15)

n. (k;Vp,) =0, x € 00 \I. (9.16)

Nasledujici podminky lze interpretovat tak, ze oblast 002 \I' nepropousti zadnou tekutinu a
nedochazi ptes ni ani k difuzi kysliku obsazeného v Krvi.

n.(=Dip,Ve, + cawy) =0, Vt, x € dO\T, (9.17)

n.(-D,¢p, Ve, + c,w,) =0, Vt, x € IN\I. (9.18)

Vzhledem Kk tomu, Ze se jedna o nestacionarni tlohu, musi se zadat po¢ate¢ni podminky. Pro
koncentraci kysliku vyskytujiciho se ve tkani a krvi piSeme pro ¢as t = 0

¢, (x,0) =¢c, (x,0) =0.2,

c. (x,0) = 0. (9.19)

Po definovani okrajovych a poc¢ate¢nich podminek je matematicky model uplny a Ize jej fesit
numericky, napf. metodou kone¢nych prvki (MKP). Abychom jej mohli fesit pomoci MKP,
formuluji se slabé formulace diferencialnich rovnic (9.8) — (9.12). K definovani jejich slabé
formulace lze pouzit jednu z metod vazenych residui — Galerkinovu metodu, viz nasledujici
kap. 9.1.3.
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9.1.3 Slaba formulace ulohy

K vyjadieni slabych formulaci diferencialnich rovnic (9.8) - (9.12) se postupuje tak, ze tyto
rovnice anulujeme a poté vynasobime testovaci funkci, ktera je nulova na ¢asti hranice, na
které je predepsana Dirichletova okrajova podminka. Dale rovnice v tomto tvaru integrujeme
pfes vypocetni oblast 2 a aplikujeme Gaussovu-Ostrogradského vétu, ktera umoziiuje
zohlednit Neumannovu (pfirozenou) okrajovou podminku. Tim dostdvame slabé feSeni rovnic
(9.8) — (9.12) v nasledujicim tvaru:

Slabou formulaci rovnic (9.8) — (9.9) 1ze psat ve tvaru

jKZVpa-VQa + f/qd)ad)v (pa _pv)Qa =0, (9.20)
n n
fK;va-VQv + f/qd)ad)v (Py —Pa)qy =0, (9.21)
n n

pro vsechny skaldrni testovaci funkce ¢, g, € Q, kde Q ={qq q, € H'(2)| q, =
Onarl; q,=0narl}.

Slabé formulace rovnice (9.10) nabyva tvaru

¢CJ6CSC+DZ¢C]VCC.VSC
0 0

= 2 ¢adbc j CaSc + qubvqbc j CySe — (A3 + /1§¢v¢c + v*p.) J CcSe s (9'22)
0]

0 0

kde s, je skalarni testovaci funkce a plati, Ze Vs, € S, pficemz S, = {s. € H1(12)| s, =
Onarl}.

Slabé formulace rovnic (9.11) a (9.12) Ize vyjadfit ndsledovné

(paféa Sa_fcawa-vsa
0 0 (9.23)
=Dy, f Veg.Vsg — f Xicat$, (P, = ,)Sa — f 10,9, (ca = cSa,
02

n 0

kde s, je skalarni testovaci funkce a plati, ze Vs, € §;, pticemz S; = {s, € H'(Q)| s, =
Onal}aw, = —k,Vp,.
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¢vfév Sv_fcvwv-vsv

) 02

= —Dj¢, f Vc,. Vs, — f Xicat, ¢, (p, —p,)Sy — f 30,0, (c, — c)sy,
n

ko) 0

(9.24)

kde s, je skalarni testovaci funkce a plati, Ze Vs, € S,, pii¢emz S, = {s, € H}(2)| s, =
Onal}aw, = —k;Vp,.

Soustavu rovnic (9.20) — (9.24) Ize nyni fesit numericky. Zatimco prostorova diskretizace se
provede MKP, ¢asova diskretizace neznamych veli¢in zavisejicich na ¢ase se provede pomoci
metody kone¢nych diferenci, napt. Ize aplikovat implicitni Eulerovo diferen¢ni schéma.
Zavedenim téchto aproximaci se ziskd soustava algebraickych linedrnich rovnic, kterd je pak
feSena pro jednotlivé ¢asové hladiny.

V nasledujici kap. 9.2 je popsana konkrétni testovaci uloha pro Dirichletovy okrajové
podminky uvedené v kap. 9.1.2. Je zde zkouman vliv s ¢asem proménlivé koncentrace ¢, na
rozloZeni ¢, ve tkani. Samotny numericky vypocet byl proveden v konecno-prvkovém
softwaru SfePy, kde byly implementovany rovnice (9.20) — (9.24).
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9.2 Testovaci uloha

V této kapitole jsou prezentovany vysledky numerického vypoctu 3D testovaci ulohy
matematického modelu uvedeného v kap. 9.1, ktery byl implementovan do konecno-
prvkového fesic¢e SfePy. Vizualizace vysledki numerického vypocétu je realizovana softwarem
ParaView a pomoci balicku matplotlib zabudovaného ve SfePy. Pro tuto testovaci alohu jsou
splnény okrajové a poc¢ate¢ni podminky uvedené v kap. 9.1.2.

Geometrické a materidlové parametry, které byly pouzity pii numerickém vypoctu, jsou
uvedeny v tab. 9.1. Byly ptevzaty z odborného ¢lanku [46].

Nazev Znaceni Fyzikalni jednotky Hodnota
Cas t S -
Délka - m -
Hmotnost - kg -
Tlak - Pa -
o - 0.35
Objemové frakce by - 0.35
b - 03
, A st 8.2 -1073
Rychltostm parametry 1 mols—im=3 82 -10-3
ransportu = -
: mols~tm™3 8.2 -1073
- K m?Pa"1s7?! 1.0-1078
Permeability i, ZPg—1s1 10-10-°
D; m?s~1 2.4-107°
Difuzni koeficienty D; m?s~1 2.4-107°
D; m?s~! 2.0-1075
Parametr rychlosti
spotieby kysliku ve v* st 1.0-1073
tkani

Tab. 9.1 Tabulka materialovych a geometrickych parametru.

Velikost vypocetni oblasti 2 je volena v fadu jednotek centimetrtl, tj. £ = [—0.05,0.05] X
[—0.05,0.05] x [—0.05,0.05] [m] a pro jeji hranici I' plati

I'={x€an|x €[-0.1,0.1];x, € [-0.1,0.1]; x5 = 0}, (9.25)

viz kap. 9.1.2. Tato kapitola je koncipovana tak, ze grafické zobrazeni vysledkl fesené
testovaci lohy je provedeno v podobé¢ vizualizace rozlozeni tlakl p, a p,, a vektora rychlosti
tekutiny w, a w,, ve vypocetni oblasti 2 a nasledné je ve vybranych uzlech diskretizované
oblasti 2 graficky znazornéno rozlozeni koncentraci c,, ¢, a ¢, V zavislosti na ¢ase. Na zavér
jsou zobrazeny difazni toky koncentraci (Fickitv zakon) a postup $iteni koncentrace c. oblasti
N pro jednotlivé Casové hladiny. Oblast 2 je symetricka podle rovin yz a Xz, proto lze
rozlozeni ptisluSnych hledanych veli¢in zobrazit pouze na jedné ¢tvrting této oblasti.
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Z obr. 62 vyplyva, ze v dusledku pfedepsanych okrajovych podminek pro tlak p, a p,, Viz
(9.13), je p, nejvétsi v oblasti I', kde se zvysujici vzdalenosti od ni klesa. U druhého tlaku p,

je tomu piesné naopak.

pressure p_a (Pa)
2.660e+03

E_zm.c

£1925.1
-1567.7

[ 1.190e+03

Obr. 62 Rozlozeni tlaki p, a p,v oblasti Q.

o0 Pressure p_v (Pa)

E 1.470e+03

£11023

5734.89

£367.44

-0.000e+00

Ze znamého skalarniho pole tlakii 1ze pomoci Darcyho zakona definovat vektory absolutni
rychlosti proudéni tekutiny poréznim prostiedim (deformace tkdné nejsou timto modelem
zohlednéné). Vektory w, a w,, [ms~1] jsou zobrazeny na obr. 63. Z obrazku lze vy¢ist, ze
tekutina se v arterialni cévnim systému S$ifi smérem od ziidla, zatimco tekutina v Zilnim
systému sméfuje opaénym smérem, tj. k propadu.

Magnitude of w_a
1.038e-03

i
o
8
o
=
]
oo
=

~0.0005189

0.0002595

4.453e-20

Obr. 63 Rychlosti proudéni tekutiny v obou cévnich systémech.
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Na nasledujicim obr. 64 jsou vyznaceny vybrané uzly diskretizované oblasti 2, ve kterych je
zkouman casovy prubeh jednotlivych koncentraci kysliku. Soutadnice ptislusSnych uzli jsou
uvedeny v tab. 9.2.

Uzel Soufadnice [xq, x5, X3]
856 [—0.029, 0.036, — 0.043]
1680 [0, 0, —0.05]
1702 [0, 0.007, 0]

1709 [0, 0.007, 0.05]

Tab. 9.2 Soufadnice uzlu.

4 A 002 -0.04 4 X Axi
, 0 0. -0. K Xis
0.0 0.02 00 3 g

Obr. 64 Oznaceni vybranych uzl.

Casovy priibéh koncentraci ¢4, ¢, a ¢, je vyznaéen na obr. 65, jejichz rozlozeni odrazi
skutecnost, Ze na oblasti 2 jsou predepsany pocateéni podminky (9.19) a na hranici oblasti I’
je piedepsana ¢asové proménliva okrajova podminka pro koncentraci ¢, a ¢asové neménna
okrajova podminka pro koncentraci c,, Viz (9.13). Na obrazku vpravo nahoie lze vidét
Casovou distribuci koncentrace c,, z které lze vycist, ze koncentrace v uzlech 856, 1702 a
1709 maji tendenci se ustalit na jediné hodnote, jakmile pfedepsana koncentrace ¢, na I' se jiz
neméni, zatimco koncentrace c, V uzlu 1680 kopiruje pribéh této piedepsané koncentrace
v disledku umisténi tohoto uzlu na I'. Na obrazku vpravo dole jsou vykresleny pribéhy
koncentraci c,. V uzlech 856, 1702 a 1709 lze vidét jejich pozvolny pokles a nasledné
ustaleni, kdezto v uzlu 1709 je tato koncentrace v Case t konstantni a je rovna piedepsané
hodnoté pro c, na I'. Na poslednim obrazku vlevo dole je v jednotlivych uzlech vyznacen
prubéh koncentrace c., ktera se pro vSechny uzly v ¢ase t = 1.14 [s] ustdli na jediné
hodnoté.
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ca, cv [mol/m_3]

Distribution of concentrations “ca” & "cv” defined as a boundary conditions

ca [mol/m_3]

Distribution of concentration "ca” in specific nodes

12 12
[— — 856
— o — 1680
10 10 — 1702
— 1709
0.8 0.8
0.6 0.6
04 04
0.2 0.2
0 %.CI 0.2 0.4 0.6 0.8 10 12 14 16 0 % 0 0.2 0.4 0.6 08 10 12 14 16
cc [mol/m_3] time [s] cv [mol/m_3] time [s]
00014 Distribution of concentration "cc" in specific nodes Distribution of concentration "cv" in specific nodes
0.20
0.0012
0.0010 0.15
0.0008
0.10
0.0006
00004 — 856 005 — 856
— 1680 — 1680
0.0002 — 1702 — 1702
— 1709 — 1709
0.0000 0.00
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 12 14 16 0.0 0.2 0.4 0.6 08 10 12 14 16
time [s] time [s]
Obr. 65 Casové rozlozeni koncentraci c,, ¢, a ¢, ve vybranych uzlech.
Na obr. 66 je zobrazeno rozlozeni koncentrace c.(x,t) v jednotlivych ¢asovych hladinach.
Lze vidét, ze v case t = 1.14 [s] dochazi ke stavu, kdy mnozstvi koncentrace c. je téméf ve
vSech bodech vypocetni oblasti £2 oblasti stejné. Jedna se o ustaleny stav, kdy se mnozstvi této
koncentrace v oblasti 2 s dalsim ¢asem jiz neméni.
X Axis ; X Axi : is )
0 002 004 go4 YA, ) 0 002 0M gg Vi 085 004 oo Vs
0.04 0.04
0.03 0.03
0.02 0.02
cc cc cc
00! 6.2976-04 - 9.999e-04 1.361e-03
Z Axis g E ZAXis E ZAxis g
0000614 £0000989
001 E 001 3 201 ~0.0013%4
& o0u0s . 0200579 - ' S
008 0000582 008 +0,000968 008 :
E E 0.001344
- sesoe04 0% 950004 0¥ 1.3416-03
2
« X
time: 0.5 [s] 0.8 [s] 1.14 [s]

Obr. 66 Sifeni koncentrace c, [molm™3] ve tkani.
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Jestlize bychom chtéli znat sméry Sifeni jednotlivych koncentraci pii procesu difuze kysliku
ve tkani a obou cévnich systémech, lze zavést difuzni toky, které se definuji ve tvaru

Ja = —Da$aVeg,
Jv = —Dyp,Vcy,
je=—Dco Ve,

které jsou zobrazeny na obr. 67.

a) difazni tok j, [molm=2s71]

Magnitude of |_a
9.050e-05

“6,7875¢-5
1526505

026055

EW.BOWe-Z]

(9.26)
(9.27)

(9.28)

b) difizni tok j, [molm=2s71]

Magnitude of j_v
1.098e-04

£8.2384e-5
5492305

0746165

EZ 101e-21

¢) difazni tok j, [molm=2s71]

Magnitude of j_c
ES, 740e-07

4305167
228767

- 1.435¢-7

E9,558e‘19

Obr. 67 Difuzni toky jednotlivych koncentraci v ¢ase t = 0,6 [s].
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9.3 Parametricka a citlivostni studie

Soucasti zadani diplomové prace je parametricka a citlivostni studie. Smyslem téchto studii je
zjistit, jak feSeni matematického modelu transportu kysliku do tkdn¢ zavisi na raznych
hodnotach materialovych parametrii, nebot’ jejich hodnoty vzdy nezndme piesné, zname je
S urc¢itou piesnosti.

V této praci byla studie provedena s ohledem na zménu diftiznich parametri. V tab. 9.3 jsou
uvedeny hodnoty difaznich koeficientt, jejichz referen¢ni fyziologicka hodnota byla volena
na zéklad¢ ¢lanku [46], ve kterém jsou uvedeny jejich fyziologicka data.

D = D; Dc

Hodnota Odchylka Hodnota Odchylka
3.12-10-5 +30% 2.76-107° +38%
2.88-107° +20% 2.5-1075 +25%
2.64-107° +10%

2.4 - 10—5 Referenéni fyZiOlOgiCkfl hodnota 2.0 - 10_5 Referen¢ni fyZiOlOgickfl hodnota
2.16-107° —-10% 1.5-10°°5 —-25%
1.92-107° —20%

1.68-10-5 ~30% 1.24-107° —38%

Tab. 9.3 Hodnoty diftiznich koeficientd, pro které byla provedena parametricka studie modelu.

Vysledky parametrické a citlivostni studie jsou zobrazeny na obr. 68. 3D graf na obrazku
znazoriiuje koncentraci kysliku ve tkani c., ve vybraném uzlu 1702 pro ¢as t = 0.22 [s],
Vv zavislosti na rznych hodnotach difuznich koeficientd D, D, a D;. Udava, jaky vliv maji
zmény téchto koeficientll na koncentraci c.. Tato koncentrace dle naSeho ocekdvani nabyva
svych nejvyssich hodnot se zvySujicimi se difuznimi koeficienty a naopak dochdzi k jejimu
poklesu pfi jejich snizovani.

Concentration cc in node 1702 at time: 0.22 [s]

cc [mol/m_3] 0.00032
L 0.00040
0.00031
Jf 0.00035
L 40.00030
i 0.00030
‘L 0.00025 40.00029
1 0.00020
| 40.00028
f‘o 00015
fc,ouom 1000027
L
[ 0.00005 10.00026
/i'o 00000
al 0.000028 0.00025
//4 0.000026
| 000024
~_ 2 o000z 0.00024
020001 gooots 020 =g 7 0000020 8
0,000 0000022 " T % / 0000018 (&7 0.00023
0.0000 0.00002 - T _ﬁ/ﬁ 0000016 Q5
aangp . 0.000¢ 0.0000 - 0.000014
-~ [m_zj 0000032 100012

Obr. 68 3D graf, na kterém je zobrazena koncentrace c. v zavislosti na difuznich koeficientech.
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10. Zavér

Uvod prace byl vénovan zakladnimu anatomickému a fyziologickému popisu jater a krve, po
kterém jsme se kratce seznamili s pojmy jako porézni prostfedi a permeabilita. Nasledné byl
piedstaven zidealizovany geometricky model deformovatelného jaterniho parenchymu, jenz
respektoval jeho wvnitini strukturdlni uspofdddni a jehoz materidlové vlastnosti byly
matematicky popsany. Pro makroskopicky popis periodicky heterogennich materialii jsme si
predstavili metodu homogenizace, ktera byla nastrojem k odvozeni makroskopického
vicetroviiového modelu opirajiciho se o specialni tvar Biotova modelu a Darcyho zakon.
Pro ziskdni jeho numerického feSeni byla aplikovdna metoda konec¢nych prvkl a metoda
kone¢nych diferenci. Numericky model byl aplikovan a testovan na jednotlivych vypocetnich
ulohach. Ziskané vysledky prvni a druhé vypocetni Glohy jsou Vv souladu se zakladnimi
fyzikalnimi principy a piiblizné odpovidaji naSemu ocekavani. Vysledky u tfeti vypocetni
ulohy nejsou zcela intuitivni, nebot’ vznikly podtlak v mikroskopické a mezoskopickych
porozitach neni snadno objasnitelny. Zdlraznéme, Ze tento model ma také své nedostatky.
Hlavnim ptedpokladem tohoto modelu je staticky tlak v mezoskopickych pordzitach, tedy
tekutina nimi neproudi. Rozsiteni modelu by pak napiiklad ptedstavovalo zohlednéni
Stokesova proudéni na mezoskopické Grovni nebo uvazovani velkych deformaci pevné Casti
materialu, tedy feseni modelu v rdmci nelinearni mechaniky kontinua.

Cast této prace byla vénovana také problematice transportu kysliku do tkané. K modelovani
této problematiky je aplikovan fenomenologicky model, ktery byl vybran z divodu snadné
implementace ve SfePy. Ackoliv tento model zachycuje -charakteristické rysy této
problematiky, nezohlednuje vnitini mikrostrukturu a deformace tkané. Materialové parametry
vystupujici v modelu se nevztahuji ke konkrétni mikrostruktute, pticemz jejich explicitni
vyjadieni by bylo mozné pro danou mikrostrukturu odvodit metodou homogenizace.
Numericky model je vyzkousen na jedné testovaci tloze, jejiz vysledky jsou v souladu
snas$im ocekavanim. V ramci této problematiky byla také provedena parametrickd a
citlivostni studie.

Ackoliv ob¢ tlohy jsou v préci zpracovany a feSeny nezavisle, 1ze vidét jistou souvislost mezi
témito dvéma tematickymi celky prace. Mezoskopické pordzity ve viceuroviiovém modelu
pfedstavuji arteridlni a Zilni systém v druhém modelu. Pokud by byl vicetroviiovy model
doplnén o proudéni v mezoporozitach, mohly by byt ziskané koeficienty permeabilit pouzity
v modelu transportu kysliku do tkané. Dalsi vyzkum zahrnuje modifikaci a zpfesnéni
viceurovitového modelu v podobé odstranéni jeho vyse uvedenych nedostatki, piipadné se 1ze
v dalsi praci také zaméfit v ramci modelovani transportu kysliku do tkané na aplikaci
matematického modelu, ktery by byl provazany s viceuroviitovym modelem a respektoval by
vnitini uspotfadani jaterni mikrostruktury. V prvni ¢asti prace byl model tykajici se tlohy
prokrveni aplikovan na jaterni tkan, ackoliv méa obecnou platnost a lze jej pouzit po urcitych
modifikacich 1 na jiné typy tkang.

Pro implementaci viceurovitového modelu deformovatelného porézniho prostiedi v softwaru
SfePy jsem vychazel zimplementace podobného modelu, ktery byl programovan Ing.
Robertem Cimrmanem, Ph. D., pfi¢emz zjednodusend geometrie jaterniho lobulu mi byla
vénovana vedoucim prace. Matematicky model transportu kysliku do tkané jsem rovnéz
implementoval v tomto softwaru.
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