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Abstrakt

Tato bakalá°ská práce se zabývá základy modelování proud¥ní stla£itelných
tekutin. Uvaºován je matematický model proud¥ní, tvo°ený systémem Eule-
rových rovnic a systémem Navierových-Stokesových rovnic ve 2D. Pro nume-
rické °e²ení je pouºita metoda kone£ných objem· formulována pro strukturo-
vanou £ty°úhelníkovou sí´. Pro aproximaci nevazkých numerických tok· bylo
implementováno explicitní MacCormackovo schéma s um¥lou vazkostí Jame-
sonova typu. Vazké numerické toky byly aproximovány centráln¥ na duální
výpo£etní síti.

Sou£ástí práce je popis pouºité metody a implementace okrajových
podmínek, zadaných na hranici výpo£tové oblasti. Práce obsahuje numerické
°e²ení úloh z oblasti vnit°ní aerodynamiky. První úlohou je numerické °e²ení
proud¥ní stla£itelné nevazké a tepeln¥ nevodivé tekutiny ve známém testo-
vacím 2D GAMM kanále, druhou úlohou je numerické °e²ení laminárního
proud¥ní stla£itelné Newtonovské tekutiny kolem 4% symetrického pro�lu,
tvo°eného dv¥ma £ástmi kruhového oblouku. Kone£n¥ poslední úlohou je °e-
²ení proud¥ní stla£itelné nevazké a tepeln¥ nevodivé tekutiny mezi lopatkami
rotoru parní turbíny.

Klí£ová slova: vnit°ní aerodynamika, systém Navierových-Stokesových
rovnic, systém Eulerových rovnic, metoda kone£ných objem·, explicitní Mac-
Cormackovo schéma, um¥lá vazkost Jamesonova typu



Abstract

This bachelor thesis is introduction to mathematical modeling of �ow of
compressible �uids. We use mathematical model of �ow, formed by Navier-
Stokes equations and Euler equations in 2D. For numerical solution we use
�nite volume method on structured grid. For approximation of inviscid nu-
merical �ux, explicit MacCormack scheme with Jameson arti�cial viscosity
is used. Viscous �ux is approximated in cell centers, using dual cells.

Thesis include description of used method and implementation of
boundary conditions, set on border of computal area. Thesis is focused on
solving problems of internal aerodynamics. First problem is numerical so-
lution of inviscid non heat conductive �ow in well known test case of 2D
GAMM channel. Second problem solved is numerical solution of viscous �ow
around 4% symmetric pro�le, created by parts of circle. Last problem solved
is numerical solution of inviscid non heat conductive �ow between blades of
rotor of steam turbine.

Key words: internal aerodynamics, Navier-Stokes equations, Eu-
lers equations, �nite volume method, explicit MacCormack scheme, Jameson
arti�cial viscosity



Obsah

Úvod 8

1 Matematické modelování proud¥ní stla£itelných tekutin 10

1.1 Systém Eulerových rovnic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2 Numerické °e²ení proud¥ní stla£itelných tekutin 15

2.1 Metoda kone£ných objem· ve 2D . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.2 Explicitní MacCormackovo schéma ve 2D pro aproximaci ne-
vazkých numerických tok· . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.3 Aproximace vazkých numerických tok· . . . . . . . . . . . . . 21

2.4 P°evod systému do bezrozm¥rného tvaru . . . . . . . . . . . . 26

3 Numerické °e²ení úlohy nevazkého proud¥ní v testovacím 2D
GAMM kanále 28

3.1 Volba a implementace okrajových podmínek pro testovací 2D
GAMM kanál . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.2 Implementace um¥lé vazkosti Jamesonova typu pro p°ípad ex-
plicitního MacCormackova schématu pro testovací 2D GAMM
kanál . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.3 Numerické výsledky úlohy nevazkého proud¥ní v testovacím
2D GAMM kanále . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4 Numerické °e²ení úlohy vazkého proud¥ní kolem 4% pro�lu
tvo°eného dv¥ma £ástmi kruhového oblouku 42

4.1 Volba a implementace okrajových podmínek pro obtékání 4%
pro�lu tvo°eného dv¥ma £ástmi kruhového oblouku . . . . . . 43

4.2 Implementace um¥lé vazkosti Jamesonova typu pro explicitní
MacCormackovo schéma pro obtékání 4% pro�lu tvo°eného
dv¥ma £ástmi kruhového oblouku . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.3 Numerické výsledky úlohy vazkého proud¥ní kolem 4% pro�lu
tvo°eného dv¥ma £ástmi kruhového oblouku . . . . . . . . . . 46



5 Numerické °e²ení úlohy nevazkého proud¥ní v lopatkové m°íºi
na st°edním pr·m¥ru rotoru posledního stupn¥ M6 parní tur-
bíny 48

5.1 Volba a implementace okrajových podmínek pro proud¥ní v
lopatkové m°íºi na st°edním pr·m¥ru rotoru posledního stupn¥
M6 parní turbíny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

5.2 Numerické výsledky úlohy nevazkého proud¥ní v lopatkové
m°íºi na st°edním pr·m¥ru rotoru posledního stupn¥ M6 parní
turbíny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

Záv¥r 56



Úvod

P°edkládaná bakalá°ská práce se zabývá základními principy mate-
matického modelování proud¥ní stla£itelných tekutin s aplikací do oblasti
vnit°ní aerodynamiky. Cílem této práce je navrhnout vlastní algoritmy pro
numerické °e²ení proud¥ní stla£itelné nevazké a tepeln¥ nevodivé tekutiny
a laminárního proud¥ní stla£itelné Newtonovské tekutiny.

Bakalá°ská práce je rozd¥lena do p¥ti kapitol. V první kapitole jsou
popsány matematické modely proud¥ní, pouºité v této práci. Jedná se o neli-
neární systém Navierových-Stokesových rovnic formulovaných jak v integrál-
ním, tak i v diferenciálním tvaru a dále pak nelineární systém Eulerových
rovnic, pouºívaný pro popis proud¥ní stla£itelné nevazké a tepeln¥ nevodivé
tekutiny. Oba tyto systémy parciálních diferenciálních rovnic jsou dopln¥ny
pot°ebnou stavovou rovnicí pro ideální plyn. Tato rovnice popisuje chování
stla£itelné tekutiny chápané jako termodynamický systém.

Druhá kapitola se v¥nuje numerickému °e²ení uvedených matema-
tických model· proud¥ní tekutin. Pro prostorovou diskretizaci nelineárního
systému Navierových-Stokesových rovnic byla zvolena metoda kone£ných ob-
jem· ve 2D formulovaná pro strukturované £ty°úhelníkové sít¥. Aproximace
nevazkých numerických tok· je v této práci provedena pomocí explicitního
MacCormackova schématu s um¥lou vazkostí Jamesonova typu. Vazké nume-
rické toky jsou aproximovány centráln¥ na duální £ty°úhelníkové výpo£etní
síti.

T°etí kapitola se zabývá numerickým °e²ením známého testovacího
problému, kterým je proud¥ní stla£itelné nevazké a tepeln¥ nevodivé tekutiny
ve 2D GAMM kanále. Numerické °e²ení této úlohy je za°azeno do bakalá°ské
práce zám¥rn¥, nebo´ tato úloha slouºí pro veri�kaci autorem vyvinutého
softwaru. Pro tuto úlohu jsou totiº známé, mnohokrát publikované experi-
mentální výsledky. Sou£ástí této kapitoly je detailní popis zp·sobu imple-
mentace okrajových podmínek a um¥lé vazkosti Jamesonova typu na hranici
výpo£tové oblasti.

Ve £tvrté kapitole je provedeno numerické °e²ení laminárního prou-
d¥ní stla£itelné Newtonovské tekutiny kolem 4% symetrického 2D pro�lu
tvo°eného dv¥ma £ástmi kruhového oblouku. Numerické °e²ení je realizováno
pomocí vyvinutého softwaru zaloºeného na implementaci numerické metody
popsané v kapitole 2.
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Pátá kapitola je v¥nována numerickému °e²ení konkrétního problému
technické praxe. Pomocí vyvinutého softwaru je numericky °e²eno proud¥ní
stla£itelné nevazké a tepeln¥ nevodivé tekutiny v lopatkové m°íºi na st°ed-
ním pr·m¥ru rotoru posledního stupn¥ M6 parní turbíny. Dosaºené výsledky
jsou navíc porovnány s numerickými výsledky získanými uºitím výpo£tového
systému ANSYS Fluent.

V záv¥ru práce je provedeno celkové shrnutí. Tato práce bude zákla-
dem pro budoucí diplomovou práci.
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1 Matematické modelování proud¥ní stla£itel-
ných tekutin

Výchozí rovnice popisující proud¥ní stla£itelné vazké tekutiny jsou
odvozeny z integra£ní formulace zákon· zachování hmotnosti, hybnosti, mo-
mentu hybnosti a celkové energie termodynamického systému v Eulerov¥ po-
pisu. Tyto rovnice tvo°í tzv. systém Navierových-Stokesových rovnic zapsaný
v integrálním tvaru, nap°. [1], [2]. Tento systém je základem metody kone£-
ných objem· pouºívané pro prostorovou diskretizaci tohoto systému rovnic.
V p°ípad¥, kdy nebudeme uvaºovat vn¥j²í objemové síly p·sobící na tekutinu,
m·ºeme zapsat systém v následujícím tvaru∫

V

∂ρ

∂t
dV +

∮
∂V

ρvjdSj = 0, (1.1)∫
V

∂(ρvi)

∂t
dV +

∮
∂V

ρvivjdSj +

∮
∂V

pδijdSj −
∮
∂V

τijdSj = 0, (1.2)∫
V

∂(ρe)

∂t
dV +

∮
∂V

ρevjdSj +

∮
∂V

pvjdSj −
∮
∂V

τijvidSj−

−
∮
∂V

k
∂T

∂xj
dSj = 0,

(1.3)

pro i, j = 1, 2, 3.

Kompaktn¥ lze tyto rovnice zapsat jako∫
V

∂w

∂t
dV +

∮
∂V

FI
j (w)dSj =

∮
∂V

FV
j (w)dSj, (1.4)

pro j = 1, 2, 3.

Pouºijeme-li Gaussovu-Ostrogradského v¥tu∫
V

∂Aj
∂xj

dV =

∮
∂V

AjnjdS = dV =

∮
∂V

AjdSj, (1.5)

m·ºeme plo²né integrály z rovnice (1.4) p°evést na objemové∫
V

∂w

∂t
dV +

∫
V

∂FI
j (w)

∂xj
dV =

∫
V

∂FV
j (w)

∂xj
dV. (1.6)
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Limitním p°echodem ∆V → 0 v bod¥ x lze p°ejít na diferenciální tvar za-
psaný v kompaktní form¥, který má tvar

∂w

∂t
+
∂FI

j (w)

∂xj
=
∂FV

j (w)

∂xj
,x ∈ V, j = 1, 2, 3. (1.7)

Zde w je vektor konzervativních prom¥nných, vektor FIj (w) je j-tá sloºka
nevazkého toku a FVj (w) p°edstavuje j-tou sloºku vazkého toku. Prom¥nná
t je £as a x j je j-tá sloºka kartézkého sou°adného systému.

Dále uvaºujme systém ve 2D, tedy pro j = 1, 2. Pro vý²e popsané
vektory platí následující

w =


ρ
ρu
ρv
E

 , (1.8)

FI
1(w) =


ρu

ρu2 + p
ρuv

(E + p)u

 , (1.9)

FI
2(w) =


ρv
ρuv

ρv2 + p
(E + p)v

 , (1.10)

FV
1 (w) =


0
τxx
τxy

uτxx + vτxy + k ∂T
∂x

 , (1.11)

FV
2 (w) =


0
τyx
τyy

uτyx + vτyy + k ∂T
∂y

 , (1.12)

kde ρ je hustota, u a v jsou kartézské sloºky vektoru rychlosti v = (u,v)T, p je
tlak , T je termodynamická teplota, k je sou£initel tepelné vodivosti teku-
tiny. E p°edstavuje celkovou energii termodynamického systému vztaºenou
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na jednotku objemu, pro kterou platí

E = ρε+
1

2
ρ(u2 + v2). (1.13)

Poznamenejme, ºe výraz 1
2
(u2 + v2) odpovídá m¥rné kinetické energii a ε je

m¥rná vnit°ní energie
ε = cvT, (1.14)

kde cv je m¥rná tepelná kapacita p°i konstantním objemu.

V p°ípad¥ Newtonovské tekutiny, p°i b¥ºných podmínkách, p°edpo-
kládáme lineární závislost tenzoru vazkých nap¥tí τij na tenzoru rychlosti
deformace d ij ve tvaru

τij = 2ηdij + λdkkδij ≡ η

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
+ λδij

(
∂vk
∂xk

)
, (1.15)

kde η je sou£initel dynamické viskozity, λ je druhotná vazkost a δij Kronec-
kerova delta. Sou£initelé viskozity η a λ jsou vázány Stokesovým vztahem

2η + 3λ = 0, η ≥ 0, (1.16)

odsud plyne, ºe λ = −2
3
η a m·ºeme psát

τij = η

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
− 2

3
ηδij

(
∂vk
∂xk

)
. (1.17)

Sloºky symetrického tenzoru vazkých nap¥tí τxx, τxy, τyx a τyy pro
2D p°ípad lze pak zapsat ve tvaru

τxx =
2

3
η

(
2
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
, (1.18)

τyy =
2

3
η

(
2
∂v

∂y
− ∂u

∂x

)
, (1.19)

τyx = τxy = η

(
∂u

∂y
− ∂v

∂x

)
. (1.20)

Vý²e uvedený nelineární systém rovnic obsahuje více neznámých
(ρ, u, v, p, T ), neº je po£et rovnic. Proud¥ní stla£itelné tekutiny je vºdy
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provázeno termodynamickými zm¥nami, proto tento systém musí být dopl-
n¥n o stavovou rovnici. P°i uvaºování ideálního plynu lze stavovou rovnici
vyjád°it ve tvaru

p

ρ
= rT, (1.21)

kde r je speci�cká plynová konstanta.Pro vzduch je tato konstanta, za uva-
ºování normálních podmínek, r = 287 [ J

kgK
].

Obecn¥ platí, ºe dynamická viskozita tekutiny η a sou£initel tepelné
vodivosti k jsou funkcí termodynamické teploty T. P°i teplotách, které jsou
niº²í neº 1000 [K] lze tyto veli£iny povaºovat za konstanty. Tyto konstanty
jsou pak vázány vztahem

k =
cpη

Pr
, (1.22)

kde Pr je bezrozm¥rné Prandtlovo £íslo (v p°ípad¥ laminárního proud¥ní je
jeho hodnota Pr = 0,72) a cp je m¥rná tepelná kapacita p°i konstantním
tlaku (p°i teplotách men²ích neº 1000 [K] je cp = 1005 [ J

kgK
]).

Dále uve¤me Mayer·v vztah

r = cp − cv, (1.23)

a zave¤me Poissonovu adiabatickou konstantu

κ =
cp
cv
. (1.24)

Pro dvouatomový plyn κ = 1.4.

Poznamenejme je²t¥, ºe se znalostí vztah· (1.23), (1.24) lze vyjád°it
cp a cv jako

cv =
r

κ− 1
, (1.25)

cp =
κr

κ− 1
. (1.26)

Se znalostí sou£initele tepelné vodivosti k, Mayerova vztahu (1.23)
a s pouºitím stavové rovnice (1.21) lze vyjád°it derivace termodynamické
teploty z rovnic (1.11), (1.12) ve výhodn¥j²ím tvaru

k
∂T

∂x
=

κ

κ− 1

η

Pr

∂

∂x

(
p

ρ

)
, (1.27)
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k
∂T

∂y
=

κ

κ− 1

η

Pr

∂

∂y

(
p

ρ

)
. (1.28)

Na záv¥r je je²t¥ vhodné uvést rovnici pro výpo£et tlaku. Tuto rovnici lze
získat vyuºitím vztah· (1.13), (1.21) a (1.23). Vztah pro tlak potom dostává
tvar

p = (κ− 1)

[
E − 1

2
ρ(u2 + v2)

]
. (1.29)

1.1 Systém Eulerových rovnic

Pro proud¥ní stla£itelné nevazké a tepeln¥ nevodivé tekutiny redu-
kujeme systém Navierových-Stokesových rovnic (1.7) p°i uvaºování η = 0
a k = 0 na nelineární systém Eulerových rovnic zapsaný v konzervativním
vektorovém tvaru

∂w

∂t
+
∂FI

j (w)

∂xj
= 0,x ∈ V, j = 1, 2, (1.30)

kde sloºky jednotlivých vektor· odpovídají výraz·m (1.8), (1.9) a (1.10).
Nelineární systém Eulerových rovnic je op¥t dopln¥n stavovou rovnicí ide-
álního plynu (1.21). Model proud¥ní stla£itelné nevazké a tepeln¥ nevodivé
tekutiny lze s úsp¥chem pouºít pro modelování rázových vln p°i p°echodu ze
subsonického proud¥ní na supersonické proud¥ní v r·zných aerodynamických
aplikacích, viz kapitola 5.
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2 Numerické °e²ení proud¥ní stla£itelných te-
kutin

Pro °e²ení úloh zabývajících se proud¥ním tekutin se, aº na vý-
jime£né a velmi zjednodu²ené p°ípady, vºdy pouºívají numerické metody.
Nejroz²í°en¥j²ími metodami pro °e²ení úloh proud¥ní tekutin jsou metoda
kone£ných prvk· (�nite element method - FEM ), metoda kone£ných dife-
rencí (�nite di�erence method - FDM ) a metoda kone£ných objem· (�nite
volume method - FVM ). V této práci je pouºita práv¥ poslední zmín¥ná
metoda. Výhoda metody kone£ných objem· oproti metod¥ kone£ných dife-
rencí spo£ívá v tom, ºe ji lze implementovat pro obecnou sí´. Díky tomu
je metodu kone£ných objem· moºné pouºít pro °e²ení problém· proud¥ní
v komplexn¥j²ích geometriích (výpo£tových oblastech), p°i uvaºování struk-
turovaných i nestrukturovaných výpo£etních sítí. Kaºdá z t¥chto sítí má své
výhody i nevýhody. Strukturovaná sí´ ve 2D, pouºitá v této práci, je vo-
lena ve tvaru £ty°úhelník·. Takto zvolená sí´, viz obr. 1, umoº¬uje snadno
procházet výpo£tovou oblast a dob°e se v této síti ukládají data (v matico-
vém tvaru). Nevýhodou strukturované sít¥ je sloºit¥j²í tvorba sít¥, zejména
zjem¬ování (adaptace) sít¥ v místech s vysokými gradienty proudových ve-
li£in. Na strukturované síti se také dob°e implementují numerické metody,
nap°íklad explicitní MacCormackovo schéma, pouºité v této práci. Metodu
kone£ných objem·, pouºívanou pro prostorovou diskretizaci nelineárního sys-
tému Navierových-Stokesových rovnic (£i Eulerových rovnic) nyní popi²me.

Obr. 1: Výsek strukturované £ty°úhelníkové sít¥ ve 2D
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2.1 Metoda kone£ných objem· ve 2D

Uvaºujme omezenou výpo£tovou oblast Ω ⊂ R2.Na této oblasti pro-
vedeme prostorovou diskretizaci nelineárního systému Navierových-Stokeso-
vých rovnic (1.4). Výpo£tovou oblast Ω rozd¥líme na kone£ný po£et ma-
lých £ty°úhelníkových bun¥k tak, aby pokrývaly celou výpo£tovou oblast a
aby se navzájem nep°ekrývaly. Tyto bu¬ky pak lze nazvat kone£nými ob-
jemy a p°i zavedení indexování i,j (pro snadn¥j²í procházení sítí) ozna£it
jednotlivé kontrolní objemy jako Ωij. Odvození metody kone£ných objem·
vychází obecn¥ z integrální formulace konzervativního systému Navierových-
Stokesových rovnic, [1], [3], [4].

�e²ení systému Navierových-Stokesových rovnic w = w(x,t) hle-
dáme v sí´ových bodech (i,j ), t.j. ve st°edu kontrolních objem· Ωij, ve form¥
konstantních funkcí wij na daném kontrolním objemu Ωij. Jedná se tedy
o aproximaci funkce w(x,t) na kontrolním objemu Ωij pomocí integrálního
pr·m¥ru

wij(t) =
1

| Ωij |

∫
Ωij

w(x, t)dx, (2.1)

kde | Ωij | p°edstavuje velikost kontrolního objemu Ωij (obsah £ty°úhelní-
kové bu¬ky Ωij). Tento zp·sob aproximace se velmi £asto v anglicky psané
literatu°e ozna£uje jako jako cell-centred �nite volume method.

Rovnici (1.7) integrujeme p°es kontrolní objem Ωij

∫
Ωij

∂w

∂t
dx = −

∫
Ωij

[
∂(FI

1(w)− FV
1 (w)

∂x
+
∂(FI

2(w)− FV
2 (w)

∂y

]
dx. (2.2)

Aplikací Greenovy v¥ty na pravou stranu rovnice p°evedeme plo²né integrály
na k°ivkové a dostáváme identitu

∫
Ωij

∂w

∂t
dx = −

∮
∂Ωij

[
FI

1(w)− FV
1 (w)

]
nxijds−

∮
∂Ωij

[
FI

2(w)− FV
2 (w)

]
nyijds.

(2.3)

V této rovnici jsme zavedli hranici kontrolního objemu ∂Ωij a jednot-
kový vektor vn¥j²í normály nij = (nxij, n

y
ij)

T ke hranici ∂Ωij £ty°úhelníkové
bu¬ky Ωij. Dosazením (2.1) do rovnice (2.3) po úprav¥ dostaneme
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d

dt
[wij(t)] | Ωij |= −

∮
∂Ωij

[
FI

1(w)nxij + FI
2(w)nyij

]
ds+

+

∮
∂Ωij

[
FV

1 (w)nxij + FV
2 (w)nyij

]
ds.

(2.4)

Obr. 2: Kontrolní objem strukturované £ty°úhelníkové sít¥

Pokud nahradíme k°ivkové integrály, které vyjad°ují celkový nevazký
a vazký tok dané veli£iny na hranici ∂Ωij kontrolního objemu Ωij v £ase t,
jako sou£et integrál· p°es jednotlivé strany hmij , m = 1, 2, 3, 4 tvo°ící hranici
∂Ωij bu¬ky Ωij viz obr. 2, dostaneme

d

dt
[wij(t)] | Ωij |= −

4∑
m=1

[
mFI

1(w)mnxij + mFI
2(w)mnyij

]
ds+

+
4∑

m=1

[
mFV

1 (w)mnxij + mFV
2 (w)mnyij

]
ds,

(2.5)

kde nmij je jednotkový vektor vn¥j²í normály ke stran¥ hmij a platí pro
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n¥j vztah

nmij =

(
∆ym
| hmij |

,− ∆xm
| hmij |

)T
, (2.6)

kde | hmij | p°edstavuje délku strany hmij a platí

| hmij |=
√

∆xm2 + ∆ym2, (2.7)

∆xm = xm+1 − xm
∆ym = ym+1 − ym

}
m = 1,2,3,4 pro m = 4 platí xm+1 = x1, ym+1 = y1.

(2.8)

Nevazký a vazký tok veli£iny w stranou hmij ve sm¥ru vn¥j²í normály
nmij aproximujeme numerickými toky ( formáln¥ p°ezna£íme FI1 ≈f, Fv2 ≈ gv,
atd.)

d

dt
[wij(t)] | Ωij |= −

[ 4∑
m=1

(fm
mnxij + gm

mnyij) | hmij | −

−
4∑

m=1

(fvm
mnxij + gvm

mnyij) | hmij |
]
.

(2.9)

Zave¤me nyní normálové vektory k jednotlivým stranám hmij bu¬ky
Ωij viz obr. 2, pro které platí

Sm = (∆ym,−∆xm)T . (2.10)

Rovnici (2.9) m·ºeme díky tomu p°epsat do tvaru

d

dt
[wij(t)] | Ωij |= −

[
4∑

m=1

(fm∆ym − gm∆xm)−
4∑

m=1

(fvm∆ym − gvm∆xm)

]
.

(2.11)
Pokud nyní na levou stranu rovnice aplikujeme dop°ednou diferen£ní for-
muli v £ase dostaneme kone£n¥ schéma, které p°edstavuje diskretizovanou
intergrální formulci systému Navierových-Stokesových rovnic
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wn+1
ij = wn

ij −
∆t

| Ωij |

[
4∑

m=1

(fnm∆ym − gnm∆xm) +
4∑

m=1

(fvnm ∆ym − gvnm ∆xm)

]
.

(2.12)

2.2 Explicitní MacCormackovo schéma ve 2D pro apro-

ximaci nevazkých numerických tok·

MacCormackovo schéma je jiº star²í, nicmén¥ ov¥°ená metoda pou-
ºívaná pro aproximaci nevazkých numerických tok·. Schéma pouºité v této
práci je v explicitním tvaru, druhého °ádu p°esnosti. Jedná se o dvoukrokovou
metodu tzv. prediktor - korektor, kdy v prvním kroku predikuji provizorní
hodnotu, kterou v druhém kroku opravuji. Hlavním d·vodem, pro£ bylo toto
schéma zvoleno v této práci, je jeho relativn¥ snadná implementace na struk-
turované £ty°úhelníkové síti.

P°i realizaci MacCormackova schématu je pot°eba tlumit oscilace,
které vznikají zejména v místech vysokých gradient· proudových veli£in.
Tyto oscilace mohou dosáhnout takových hodnot, ºe schéma selºe. Z tohoto
d·vodu se obecn¥ ke dvoukrokovým metodám typu Lax-Wendro� (kterou
je i MacCormackovo schéma), p°idávají tlumící £leny, které nazýváme um¥-
lou(numerickou) vazkostí. Díky p°idání um¥lé vazkosti je moºné utlumit osci-
lace °e²ení a zajistit tak stabilitu. Existuje celá °ada variant MacCormackova
schématu, ty se zpravidla li²í práv¥ typem p°idané um¥lé vazkosti. V této
práci byla op¥t zvolena ov¥°ená varianta v podob¥ um¥lé vazkosti Jameso-
nova typu, pouºítá nap°íklad v [1], [4]. Vazkost Jamesonova typu kombinuje
numerickou vazkost druhého a £tvrtého °ádu.

Uvaºujme kontrolní objem Ωij. Sloºky vektor· nevazkých numeric-
kých tok· fnm a gnm procházejících hranicemi kontrolního objemu Ωij dopl-
níme o vektory um¥lé vazkosti dnm (disipativní £leny). Pro p°ípad explicit-
ního dvoukrokového MacCormackova schématu de�nujeme numerické toky
fnm a gnm, které procházejí st¥nou kontrolního objemu Ωij viz obr. 2, takto
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fn1 = fn
i+ 1

2
j

=
1

2

(
f
n+ 1

2
ij + fni+1j

)
,

fn2 = fn
ij+ 1

2
=

1

2

(
f
n+ 1

2
ij + fnij+1

)
,

fn3 = fn
i− 1

2
j

=
1

2

(
f
n+ 1

2
i−1j + fnij

)
,

fn4 = fn
ij− 1

2
=

1

2

(
f
n+ 1

2
ij−1 + fnij

)
.

(2.13)

Obdobn¥ ur£íme také gnm.

Nyní nade�nujme disipativní £leny, pro ilustraci uve¤me tyto £leny
nap°íklad na pravé st¥n¥ bu¬ky

dn
ij+ 1

2
= ε

(2)

i+ 1
2
j
(wn

i+1j −wn
ij)− ε

(4)

i+ 1
2
j
(wn

i+2j − 3wn
i+1j + 3wn

ij −wn
i−1j), (2.14)

ε
(2)

i+ 1
2
j

= max(ε
(2)
ij , ε

(2)
i+1j), (2.15)

ε
(2)
ij = α2(| uij | +cij)

| pi+1j − 2pij + pi−1j |
pi+1j + 2pij + pi−1j

, (2.16)

γ
(4)

i+ 1
2
j

= α4 −
ε

(2)

i+ 1
2
j

| ui+ 1
2
j | +ci+ 1

2
j

, (2.17)

ε
(4)

i+ 1
2
j

= max(0, γ
(4)

i+ 1
2
j
), (2.18)

kde pij je hodnota statického tlaku v Ωij, uij je rychlost proudu ve sm¥ru
i v kontrolním objemu Ωij, cij je lokální rychlost zvuku v Ωij. Pro disipa-
tivní £leny na ostatních st¥nách kontrolního objemu platí obdobné vztahy,
vºdy s posunutím p°íslu²ných index·. Hodnoty α2 a α4 volíme jako p°edem
neur£ené konstanty.

Volba p°edem neur£ených hodnot konstant α2, α4 je jedním z nedo-
statk· vazkosti Jamesonova typu. P°i volb¥ p°íli² vysokých hodnot konstant
m·ºe dojít k p°íli²nému tlumení a tedy dosaºení nep°esného (p°íli² utlume-
ného) °e²ení. Naopak p°i nastavení p°íli² malých hodnot m·ºe dojít k osci-
lacím, které vedou k selhání schématu. Volba t¥chto hodnot je tedy do jisté
míry o zku²enosti programátora s touto metodou, resp. znalosti p°ibliºných
hodnot, které je pot°eba nastavit.
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Se znalostí disipativních £len· lze, se zavedením predikovaného kroku,
dosadit do rovnice (2.12) hodnoty ur£ené rovnicemi (2.13) a p°idat vektory
um¥lé vazkosti (2.14). Dostáváme MacCormackovo schéma s um¥lou vazkostí
Jamesonova typu ve tvaru:

w
n+ 1

2
ij = wn

ij −
∆t

| Ωij |

[
(fni+1jS

x
i+ 1

2
j

+ gni+1jS
y

i+ 1
2
j
) + (fnij+1S

x
ij+ 1

2
+

+gnij+1S
y

ij+ 1
2

) + (fnijS
x
i− 1

2
j

+ gnijS
y

i− 1
2
j
) + (fnijS

x
ij− 1

2
+ gnijS

y

ij− 1
2

)

], (2.19)

∗wn+1
ij =

1

2

{
wn
ij + w

n+ 1
2

ij − ∆t

| Ωij |

[
(f
n+ 1

2
ij Sx

i+ 1
2
j

+ g
n+ 1

2
ij Sy

i+ 1
2
j
) + (f

n+ 1
2

ij Sx
ij+ 1

2
+

+g
n+ 1

2
ij Sy

ij+ 1
2

) + (f
n+ 1

2
i−1j S

x
i− 1

2
j

+ g
n+ 1

2
i−1jS

y

i− 1
2
j
) + (f

n+ 1
2

ij−1S
x
ij− 1

2
+ g

n+ 1
2

ij−1S
y

ij− 1
2

)

]},
(2.20)

dwn
ij =

∆t

| Ωij |

[
(dn

i+ 1
2
j
Sx
i+ 1

2
j

+ dn
i+ 1

2
j
Sy
i+ 1

2
j
) + (dn

ij+ 1
2
Sx
ij+ 1

2
+ dn

ij+ 1
2
Sy
ij+ 1

2

)+

+(dn
i− 1

2
j
Sx
i− 1

2
j

+ dn
i− 1

2
j
Sy
i− 1

2
j
) + (dn

ij− 1
2
Sx
ij− 1

2
+ dnijS

y

ij− 1
2

)

],
(2.21)

wn+1
ij = ∗wn+1

ij + dwn
ij. (2.22)

wn+1
ij p°edstavuje numerické °e²ení v £ase tn+1.

2.3 Aproximace vazkých numerických tok·

V p°edchozím odstavci jsme aproximovali nevazké numerické toky.
Nyní je pot°eba doplnit schéma popsané rovnicemi (2.19), (2.20) a (2.21)
je²t¥ o £leny aproximující vazký numerický tok. Tyto £leny p°i£teme k pre-
diktorovému i korektorovému kroku následujícím zp·sobem
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w
n+ 1

2
ij = wn

ij −
∆t

| Ωij |

[
(fni+1jS

x
i+ 1

2
j

+ gni+1jS
y

i+ 1
2
j
) + (fnij+1S

x
ij+ 1

2
+ gnij+1S

y

ij+ 1
2

)+

+(fnijS
x
i− 1

2
j

+ gnijS
y

i− 1
2
j
) + (fnijS

x
ij− 1

2
+ gnijS

y

ij− 1
2

)

]
+

∆t

| Ωij |
V isc(wn

ij)

,

(2.23)

∗wn+1
ij =

1

2

{
wn
ij + w

n+ 1
2

ij − ∆t

| Ωij |

[
(f
n+ 1

2
ij Sx

i+ 1
2
j

+ g
n+ 1

2
ij Sy

i+ 1
2
j
) + (f

n+ 1
2

ij Sx
ij+ 1

2
+

+g
n+ 1

2
ij Sy

ij+ 1
2

) + (f
n+ 1

2
i−1j S

x
i− 1

2
j

+ g
n+ 1

2
i−1jS

y

i− 1
2
j
) + (f

n+ 1
2

ij−1S
x
ij− 1

2
+ g

n+ 1
2

ij−1S
y

ij− 1
2

)

]}
+

1

2

∆t

| Ωij |
V isc(w

n+ 1
2

ij )

,

(2.24)

wn+1
ij = ∗wn+1

ij + dwn
ij. (2.25)

�len zahrnující viskózní £leny m·ºeme rozepsat takto

V isc(wij) = fv(wi+ 1
2
j)S

x
i+ 1

2
j

+ gv(wi+ 1
2
j)S

y

i+ 1
2
j
+

+fv(wij+ 1
2
)Sx

ij+ 1
2

+ gv(wij+ 1
2
)Sy

ij+ 1
2

+ fv(wij− 1
2
)Sx

ij− 1
2

+ gv(wij− 1
2
)Sx

ij− 1
2
+

+fv(wi− 1
2
j)S

x
i− 1

2
j

+ gv(wi− 1
2
j)S

y

i− 1
2
j
.

(2.26)

Nyní je pot°eba vhodn¥ aproximovat vazké numerické toky fv a gv.
Nejprve musíme vyjád°it derivace v rovnicích (1.11), (1.12), (1.18), (1.19),
(1.20) a ur£it rychlosti na st¥nách. Pro ilustraci budeme aproximovat pravou
st¥nu kontrolního objemu, tedy vazké numerické toky fv(wi+ 1

2
j), g

v(wi+ 1
2
j),

viz obr. 3.
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Obr. 3: Duální bu¬ka Ωi+ 1
2
j kontrolního objemu Ωij

Ur£íme rychlosti na st¥nách v bod¥ (i+ 1
2
j)

ui+ 1
2
j =

uij + ui+1j

2
, (2.27)

vi+ 1
2
j =

vij + vi+1j

2
, (2.28)

které odpovídají hodnotám u, v ze vztahu (1.11), (1.12).

Pro ur£ení derivací ∂u
∂x
, ∂v
∂x
, ∂u
∂y
, ∂v
∂y
, ∂
∂x

(p
ρ
) a ∂

∂y
(p
ρ
) zavádíme tzv. duální

bu¬ky viz obr. 3, nap°. pro pravou st¥nu kontrolního objemu je touto bu¬kou
£ty°úhelník D1D2D3D4, tuto duální bu¬ku ozna£íme jako Ωi+ 1

2
j viz obr. 3.

Pro aproximaci jednotlivých derivací pouºime vztahy pouºité nap°íklad v [1],
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[3] ve tvaru

| Ωi+ 1
2
j |
(
∂u

∂x

)
i+ 1

2
j

≈
∫

Ω
i+1

2 j

(
∂u

∂x

)
dx =

∮
∂Ω

i+1
2 j

udy, (2.29)

(
∂u

∂x

)
i+ 1

2
j

≈ 1

| Ωi+ 1
2
j |

4∑
n=1

un∆yn =
1

| Ωi+ 1
2
j |

(u1∆y1+u2+∆y2+u3∆y3+u4∆y4),

(2.30)

| Ωi+ 1
2
j |
(
∂u

∂y

)
i+ 1

2
j

≈
∫

Ω
i+1

2 j

(
∂u

∂y

)
dx = −

∮
∂Ω

i+1
2 j

udx. (2.31)

(
∂u

∂y
)i+ 1

2
j ≈ −

1

| Ωi+ 1
2
j |

4∑
n=1

un∆xn = − 1

| Ωi+ 1
2
j |

(u1∆x1+u2+∆x2+u3∆x3+u4∆x4),

(2.32)
kde | Ωi+ 1

2
j | je obsah duální bu¬ky na pravé stran¥ kontrolního objemu.

Poznamenejme, ºe tyto výrazy vznikli aplikací Greenovy v¥ty, která udává
vztah mezi k°ivkovými a plo²nými integrály.

Rychlosti un p°edstavují rychlosti na st¥nách duální bu¬ky. Abychom
tyto rychlosti mohli ur£it, musíme nejprve vypo£ítat rychlosti v rozích duální
bu¬ky Ωi+ 1

2
j, tedy v bodech (i+ 1

2
j + 1

2
), (i+ 1

2
j − 1

2
)

ui+ 1
2
j+ 1

2
=

1

4
(uij + ui+1j + ui+1j+1 + uij+1), (2.33)

ui+ 1
2
j− 1

2
=

1

4
(uij + ui+1j + ui+1j−1 + uij−1). (2.34)

Poté jiº je moºné ur£it rychlosti un na st¥nách duální bu¬ky Ωi+ 1
2
j
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u1 =
uij + ui+ 1

2
j+ 1

2

2
, (2.35a)

u2 =
ui+1j + ui+ 1

2
j+ 1

2

2
, (2.35b)

u3 =
ui+1j + ui+ 1

2
j− 1

2

2
, (2.35c)

u4 =
uij + ui+ 1

2
j− 1

2

2
. (2.35d)

Pro ur£ení ∆xn a ∆yn pouºijeme následující vztahy

∆x1 = xi+ 1
2
j+ 1

2
− xij, (2.36a)

∆x2 = xi+1j − xi+ 1
2
j+ 1

2
, (2.36b)

∆x3 = xi+ 1
1
j− 1

2
− xi+1j, (2.36c)

∆x4 = xij − xi+ 1
1
j− 1

2
, (2.36d)

∆y1 = yi+ 1
2
j+ 1

2
− yij, (2.36e)

∆y2 = yi+1j − yi+ 1
2
j+ 1

2
, (2.36f)

∆y3 = yi+ 1
1
j− 1

2
− yi+1j, (2.36g)

∆y4 = yij − yi+ 1
1
j− 1

2
. (2.36h)

Pro výpo£et ostatních derivací pouºijeme obdobný postup.

V situaci, kdy strana bu¬ky leºí na hranici výpo£tové oblasti, která
je tvo°ena pevnou nepropustnou st¥nou, musíme aproximace derivací nále-
ºit¥ upravit. Zavedeme duální trojúhelníkovou bu¬ku D1D2D4. Na pevné
nepropustné st¥n¥ dále poloºíme hodnoty rychlosti rovny nule, tedy

ui+ 1
2
j+ 1

2
= 0, (2.37a)

ui+ 1
2
j− 1

2
= 0. (2.37b)

Sumy ve výrazech (2.29) a (2.31) se zredukují na 3 £leny n = 1, 2, 3. Hodnoty
potom hledáme na st¥nách D1D2, D2D4 a D4D1. Pro výpo£et ∆xn, ∆yn a un
pouºijeme obdobné vztahy jako v rovnicích (2.34), (2.35). Ostatní derivace
vypo£ítáme analogickým postupem.
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Pro systém Navierových-Stokesových rovnic je pot°eba v kaºdé ite-
raci kontrolovat podmínku stability. Tuto podmínku lze zapsat viz nap°. [4]

∆t ≤ mini,j

 CFL
(|uij |+cij)

∆xij
+

(|vij |+cij)
∆yij

+ 2( 1
∆x2ij

+ 1
∆y2ij

)

 , (2.38)

kde ∆xij a ∆yij jsou aproximace délek kontrolního objemu a nutnou pod-
mínku stability volíme jako CFL ∈ (0, 1).

2.4 P°evod systému do bezrozm¥rného tvaru

P°i numerickém °e²ení konzervativního systému Navierových-Stokeso-
vých i Eulerových rovnic je vhodné p°evést systémy do tzv. bezrozm¥rného
tvaru. P°evodem odstraníme °ádové rozdíly mezi jednotlivými veli£inami a
zvý²íme tak stabilitu p°i iterování výpo£tu. Pro p°evod do bezrozm¥rného
tvaru zavedeme tzv. referen£ní hodnoty, ke kterým budou v²echny veli£iny
vztaºeny. Zavedeme-li nap°íklad referen£ní délku Lref > 0, referen£ní hus-
totu ρref > 0, referen£ní rychlost vref > 0 a referen£ní dynamickou viskozitu
ηref > 0, m·ºeme vyjád°it veli£iny v bezrozm¥rném tvaru tak, ºe skute£né
hodnoty vyd¥líme referen£ními, nap°. pro hustotu:

ρ̃ =
ρ

ρref
, (2.39)

kde ρ̃ je bezrozm¥rná hustota. Obdobným zp·sobem p°evedeme do bezroz-
m¥rového tvaru i ostatní veli£iny.

P°i p°evodu systému Navierových-Stokesových rovnic do bezrozm¥r-
ného tvaru vynásobíme první rovnici výrazem Lref

ρrefvref
, druhou a t°etí rovnici

výrazem Lref
ρrefv

2
ref

a poslední rovnici hodnotou Lref
ρrefv

3
ref

. Systém Navierových-
Stokesových rovnic z·stává formáln¥ nezm¥n¥n, je ov²em vyjád°en v bezroz-
m¥rném tvaru

∂w̃

∂t̃
+
∂f(w̃)

∂x̃
+
∂g(w̃)

∂ỹ
=

1

Re

[
∂fv(w̃)

∂x̃
+
∂gv(w̃)

∂ỹ

]
. (2.40)
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Ostatní bezrozm¥rné veli£iny m·ºeme dopo£ítat následujícím zp·-
sobem:

t̃ =
turef
Lref

, (2.41)

p̃ =
p

ρrefu2
ref

, (2.42)

Ẽ =
E

ρrefu2
ref

, (2.43)

Re =
ρrefLrefuref

ηref
. (2.44)

Dále platí následující vztahy:

u2
ref =

pref
ρref

, (2.45)

rref = cpref = cvref . (2.46)

V následujících odstavcích budeme bezrozm¥rné veli£iny pro zjedno-
du²ení zna£it bez tildy.
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3 Numerické °e²ení úlohy nevazkého proud¥ní
v testovacím 2D GAMM kanále

V této kapitole je provedeno numerické °e²ení proud¥ní stla£itelné
nevazké a tepeln¥ nevodivé tekutiny, popsané systémem Eulerových rovnic,
ve známém testovacím 2D GAMM kanále. Tato úloha byla zahrnuta do ba-
kalá°ské práce z d·vodu veri�kace autorem vyvinutého softwaru. Vytvo°ený
software je zaloºen na implementaci autorem navrºených algoritm· numeric-
kých metod popsaných v p°edchozí kapitole a je zpracován ve výpo£tovém
prost°edí MATLAB. Na obr. 4 (naho°e) je zobrazena geometrie výpo£tové
oblasti. Výdu´ na spodní st¥n¥ p°edstavuje kruhovou úse£ o vý²ce 10 % cel-
kové vý²ky kanálu.

Obr. 4: Geometrie testovacího 2D GAMM kanálu (naho°e) a vytvo°ená struk-
turovaná £ty°úhelníková výpo£etní sí´ o 180 x 80 bu¬kách (dole)
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�ást hranice výpo£etní oblasti ∂Ωinlet odpovídá hranici, kudy zadaná
tekutina vtéká do výpo£etní oblasti, pravá st¥na výpo£etní oblasti ∂Ωoutlet

p°edstavuje výstup proudu z výpo£etní oblasti. Horní a dolní st¥na výpo£etní
oblasti ∂Ωwall je uvaºována jako pevná nepropustná. Na t¥chto hranicích je
pot°eba p°edepsat okrajové podmínky. Volbou a vlastní implementací okra-
jových podmínek se zabývá následující odstavec.

3.1 Volba a implementace okrajových podmínek pro tes-

tovací 2D GAMM kanál

Po£et okrajových podmínek, které je nutné p°edepsat na jednotli-
vých £ástech hranice ∂Ω zvolené výpo£tové oblasti, plyne z teorie hyperbo-
lických parciální diferenciálních rovnic. Detailn¥ji je tato problematika °e²ena
nap°íklad v [1], [3].

Pro °e²ený p°ípad transonického proud¥ní stla£itelné nevazké a te-
peln¥ nevodivé tekutiny v testovacím 2D GAMM kanále, kdy na vstupu i vý-
stupu z výpo£etní oblasti uvaºujeme subsonické proud¥ní a p°edpokládáme
izoentropické proud¥ní tém¥° beze ztrát (jediné ztráty lze o£ekávat v místech
vzniku rázové vlny, která se vytvo°í na spodní st¥n¥ kanálu v oblasti výdut¥
a tyto ztráty lze zanedbat). Z tohoto d·vodu lze uvaºovat, ºe hodnota sta-
tického tlaku ps1 na vstupu do výpo£tové oblasti je p°ibliºn¥ rovna hodnot¥
statického tlaku ps2 na výstupu z výpo£tové oblasti.

Dále je vhodné uvést referen£ní hodnoty pro p°evod systému do bez-
rozm¥rného tvaru tak, jak bylo popsáno v kapitole 3. Tyto referen£ní hodnoty
je vhodné volit takovým zp·sobem, aby p°edepisované bezrozm¥rné veli£iny
byly v °ádu jednotek. S ohledem na tuto skute£nost volíme tedy následující
referen£ní hodnoty:

• Lref = 1 [m],

• ρref = 1,4637 [ kg
m3 ],

• pref = 137 483 [Pa],

• rref = 287 [ J
kgK

].

Na záv¥r je²t¥ uve¤me, ºe výpo£tovou oblast obecn¥ rozd¥líme na
nx × ny bun¥k (kontrolních objem· Ωij) a indexujeme od i, j = 1.
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Okrajové podmínky na vstupu do výpo£tové oblasti

Protoºe p°edpokládáme subsonické proud¥ní na vstupu do výpo£tové
oblasti, je pot°eba p°edepsat t°i okrajové podmínky na hranici ∂Ωinlet:

• stagna£ní hustota ρs1 = 1, 4637[ kg
m3 ]. Po p°evedení do bezrozm¥rného

tvaru p°edepisujeme hodnotu ρs1 = 1, nebo´ °e²ení provádíme v bez-
rozm¥rném tvaru,

• stagna£ní tlak ps1 = 137483[Pa] po p°evedení do bezrozm¥rného tvaru
ps1 = 1,

• úhel náb¥hu proudu β = 0◦.

Nyní popi²me vlastní zp·sob implementace t¥chto okrajových podmínek.

Uvaºujme kontrolní objem Ω1j, jehoº strana h3
1j (viz obr. 2) leºí na

hranici výpo£tové oblasti ∂Ωinlet. Dále zavedeme �ktivní kontrolní objem Ω0j,
jehoº strana h1

0j leºí na hranici výpo£tové oblasti ∂Ωinlet. Okrajové podmínky
na vstupu p°edepisujeme v p°ípad¥ explicitního MacCormackova schématu
zapsaného pro nelineární systém Eulerových rovnic v korektorovém kroku,
tedy v bu¬ce Ω0j. Pro tuto bu¬ku je nutné ur£it sloºky vektoru konzervativ-
ních prom¥nných w0j. To provedeme následujícím zp·sobem.

Nejprve extrapolujeme hodnotu tlaku pinlet z proudového pole

pinlet = (κ− 1)

[
w4(1j) −

1

2w1(1j)

(w2
2(1j) + w2

3(1j))

]
. (3.1)

Dále ur£íme Machovo £íslo na vstupu podle následujícího vztahu

Minlet =

√√√√ 2

κ− 1

[(
ps1
pinlet

)(κ−1
κ

)

− 1

]
, (3.2)

v n¥mº ps1 je p°edepsaná bezrozm¥rná hodnota stagna£ního tlaku. Následn¥
lze ur£it hustotu na vstupu podle vztahu

ρinlet = ρs1

[
1 +

(κ− 1)

2
Ma2

inlet

] 1
κ−1

, (3.3)
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kde ρs1 je p°edepsaná bezrozm¥rná hodnota stagna£ní hustoty. V dal²ím
kroku je moºné ur£it kartézské sloºky vektoru rychlosti na vstupu podle
vztah·

| vinlet |= Minlet

√
κ
pinlet
ρinlet

, (3.4)

uinlet =| vinlet | cosβ, (3.5)

vinlet =| vinlet | sinβ, (3.6)

kde β je p°edepsaný úhel náb¥hu proudu na vstupu do výpo£etní oblasti.
Na záv¥r je²t¥ zbývá ur£it celkovou energii na vstupu. Tu stanovíme podle
vztahu

Einlet =
pinlet
κ− 1

+
1

2
ρinlet(u

2
inlet + v2

inlet). (3.7)

Pomocí vztah· (3.3), (3.5), (3.6) a (3.7) ur£íme vektor konzervativních pro-
m¥nných w0j na vstupu

w0j = winlet = (ρinlet, ρinletuinlet, ρinletvinlet, Einlet)
T (3.8)

a pomocí n¥j potom hledáme nevazké numerické toky

f(w0j) = f(winlet) = finlet, (3.9)

g(w0j) = g(winlet) = ginlet, (3.10)

které jsou pot°ebné pro realizaci korektorového kroku explicitního MacCor-
mackova schématu na hranici ∂Ωinlet, tedy tam, kde je i = 0.

Okrajové podmínky na výstupu z výpo£tové oblasti

Protoºe na výstupu z výpo£tové oblasti ∂Ωoutlet také uvaºujeme sub-
sonické proud¥ní, je nutné p°edepsat jednu okrajovou podmínku. Na výstupu
tedy p°edepí²eme tuto okrajovou podmínku:

• statický tlak ps2 = 101325[Pa]. Po p°evedení do bezrozm¥rného tvaru
ps2 = 0,737, nebo´ °e²ení provádíme v bezrozm¥rném tvaru.

Ostatní hodnoty, nutné pro ur£ení vektoru konzervativních prom¥nnýchwnx+1j

v kontrolních objemech Ωnx+1j, extrapolujeme z proudového pole.
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Jako na vstupu, i zde uvaºujme kontrolní objem Ωnxj, jehoº strana
h1
nxj leºí na hranici výpo£tové oblasti ∂Ωoutlet. Op¥t zavedeme �ktivní kon-

trolní objem Ωnx+1j, jehoº strana h3
nxj leºí na hranici výpo£tové oblasti

∂Ωoutlet. Nyní extrapolujeme hodnoty z proudového pole

ρoutlet = w1(nxj), (3.11)

uoutlet =
w2(nxj)

w1(nxj)

, (3.12)

voutlet =
w3(nxj)

w1(nxj)

. (3.13)

Zbývá ur£it celkovou energii na výstupu z výpo£tové oblasti

Eoutlet =
ps2
κ− 1

+
1

2
ρoutlet(u

2
outlet + v2

outlet), (3.14)

kde ps2 je p°edepsaná bezrozm¥rná hodnota statického tlaku. Vypo£tené hod-
noty (3.11), (3.12), (3.13) a (3.14) op¥t dosadíme do vektoru konzervativních
prom¥nných wnx+1j na výstupu z výpo£tové oblasti

wnx+1j = woutlet = (ρoutlet, ρoutletuoutlet, ρoutletvoutlet, Eoutlet)
T . (3.15)

Pomocí tohoto vektoru potom hledáme nevazké numerické toky

f(wnx+1j) = f(woutlet) = foutlet, (3.16)

g(wnx+1j) = g(woutlet) = goutlet, (3.17)

které pot°ebujeme pro realizaci prediktorového kroku explicitního MacCor-
mackova schématu na hranici ∂Ωoutlet, tedy v²ude tam, kde i = nx + 1.

Okrajové podmínky na pevné nepropustné st¥n¥

Na hranici výpo£tové oblasti ∂Ωwall pro nevazké proud¥ní musí být
proud na st¥n¥ rovnob¥ºný se st¥nou. Musí tedy platit rovnice

vTn = 0. (3.18)

Uvaºujme jako v p°edchozích p°ípadech bu¬ku Ωi1, jejíº strana h4
i1 leºí na

hranici ∂Ωwall. Op¥t zavedeme �ktivní bu¬ku Ωi0, jejíº strana h2
i1 leºí na
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hranici ∂Ωwall. Na pevné nepropustné st¥n¥ ∂Ωwall budeme aplikovat vztah
pro vektory nevazkých numerických tok· následujícím zp·sobem

f(wi 1
2
)Sx

i 1
2

+ g(wi 1
2
)Sy

i 1
2

=


ρi 1

2
ui 1

2

ρi 1
2
u2
i 1
2

+ pi 1
2

ρi 1
2
ui 1

2
vi 1

2

(Ei 1
2

+ pi 1
2
)ui 1

2

Sx
i 1
2

+


ρi 1

2
vi 1

2

ρi 1
2
ui 1

2
vi 1

2

ρi 1
2
v2
i 1
2

+ pi 1
2

(Ei 1
2

+ pi 1
2
)vi 1

2

Sy
i 1
2

.

(3.19)
Aby byla spln¥na rovnice (3.18), musí platit

ui 1
2
Sx
i 1
2

= −vi 1
2
Sy
i 1
2

. (3.20)

Dosazením této rovnice do vztahu (3.19) a se£tením výraz· na pravé stran¥
obdrºíme následující vztah

f(wi 1
2
)Sx

i 1
2

+ g(wi 1
2
)Sy

i 1
2

=


0

pi 1
2
Sx
i 1
2

pi 1
2
Sy
i 1
2

0

 (3.21)

Pro vektory numerických tok· platí navíc následující vztahy

f(wi 1
2
) = f(wi0) + f(wi1), (3.22a)

g(wi 1
2
) = g(wi0) + g(wi1). (3.22b)

(3.22c)

Dosadíme-li tyto výrazy do vztahu (3.21) dostáváme vztah, pomocí n¥hoº
realizujeme okrajovou podmínku na pevné nepropustné st¥n¥ pro nevazké
proud¥ní. Tímto výrazem zaji²´ujeme spln¥ní podmínky (3.18)

f(wi0)Sx
i 1
2

+ g(wi0)Sy
i 1
2

= 2pi1


0
Sx
i 1
2

Sy
i 1
2

0

− f(wi1)Sx
i 1
2
− g(wi1)Sy

i 1
2

. (3.23)

Poznamenejme je²t¥, ºe podmínku realizujeme pro prediktorový i korekto-
rový krok podle toho, na jaké hranici výpo£tové oblasti se zrovna nacházíme
(v p°ípad¥ této práce horní st¥na odpovídá korektorovému kroku, dolní st¥na
odpovídá prediktorovému kroku).
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3.2 Implementace um¥lé vazkosti Jamesonova typu pro

p°ípad explicitního MacCormackova schématu pro

testovací 2D GAMM kanál

P°i realizaci um¥lé vazkosti Jamesonova typu p°idáváme na kaºdou
st¥nu výpo£etní oblasti Ω dv¥ �ktivní bu¬ky. Z tohoto d·vodu je nutné posu-
nou indexování pro pr·chod výpo£etní oblastí. Nyní tedy budeme uvaºovat
výpo£tovou oblast rozd¥lenou na nx + 1 × ny + 1 bun¥k a indexujeme od
i, j = 2. Po£et bun¥k ve výpo£tové oblasti z·stává nezm¥n¥n, m·ºeme ov²em
zavést �ktivní bu¬ky s indexy i, j = 0, 1.

Zp·sob implementace um¥lé vazkosti Jamesonova typu na
vstupu a výstupu

Do p°idaných �ktivních bun¥k je pot°eba správn¥ nakopírovat vek-
tory konzervativních prom¥nných tak, aby se celá sí´ v£etn¥ �ktivních bun¥k
shodovala s p°edepsanými okrajovými podmínkami. Pokud zavedeme nap°í-
klad na vstupu do výpo£etní oblasti �ktivní bu¬ky Ω0j a Ω1j musí pro kon-
zervativní vektory v t¥chto bu¬kách platit

w0j = w3j, (3.24a)
w1j = w2j. (3.24b)

Zcela stejným zp·sobem realizujeme kopírování vektor· konzervativních pro-
m¥nných do �ktivních bun¥k na výstupu z výpo£etní oblasti.

Zp·sob implementace um¥lé vazkosti Jamesonova typu na
pevné nepropustné st¥n¥

P°i pln¥ní podmínky (3.18) pro Jamesonovo tlumení je realizace slo-
ºit¥j²í. Pokud je pevná nepropustná st¥na vodorovná (rovnob¥ºná s osou
x ) viz obr. 4, sta£í pro spln¥ní okrajové podmínky, p°i uvaºování �ktivních
bun¥k Ωi0, Ωi1 splnit jen následující

ui0 = ui3, (3.25a)
vi0 = −vi3, (3.25b)
ui1 = ui2, (3.25c)
vi1 = −vi2. (3.25d)

Pro p°ípad, kdy st¥na vodorovná není, je pot°eba odvodit obecn¥j²í vztah,
který lze aplikovat na kartézské sloºky rychlosti proudu ve �ktivních bu¬kách
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na libovolné pevné nepropustné st¥n¥ ∂Ωwall. P°edstavme si situaci na ob-
rázku níºe. Bu¬ka Ωi2 je sou£ástí výpo£tové oblasti Ω a bu¬ka Ωi1 je �ktivní
bu¬ka.

Obr. 5: Fiktivní bu¬ka na pevné nepropustné st¥n¥

Pro vektory Si 1
2
a ni 1

2
platí

Si 1
2

= (dy,−dx)T , (3.26)

ni 1
2

= (sinα,−cosα)T = (
dy√

dx2 + dy2
,

−dx√
dx2 + dy2

)T , (3.27)

kde ni 1
2
je jednotkový vektor vn¥j²í normály bu¬ky. Dále je pot°eba ur£it

jednotkový vektor te£ny ti 1
2
. Vyuºijeme toho, ºe musí platit

ti 1
2
ni 1

2
= 0. (3.28)

Z této rovnosti vyplývá ºe te£ný vektor musí mít tvar

ti 1
2

= (
dy√

dx2 + dy2
,

dx√
dx2 + dy2

)T . (3.29)
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Nyní m·ºeme ur£it sloºky vektoru rychlost v = (u,v)T v sou°adnicovém sys-
tému daném bázovými vektory t a n:

v = (v · t) · t + (v · n) · n. (3.30)

Pro vektor rychlosti v bu¬kách Ωi2 rozepsaný do sloºek platí

[
u
v

]
2

= (u2
dx√

dx2 + dy2
+ v2

dy√
dx2 + dy2

)

 dx√
dx2+dy2

dy√
dx2+dy2

+

+(u2
dy√

dx2 + dy2
− v2

dx√
dx2 + dy2

)

 dy√
dx2+dy2

−dx√
dx2+dy2

 .
(3.31)

Aby byla spln¥na podmínka (3.18), musí mít �ktivní bu¬ky stejnou te£nou
sloºku rychlosti a normálovou sloºku s opa£ným znaménkem. S touto úvahou
lze jiº zapsat �nální vzorec pro zrcadlení bun¥k na pevné nepropustné st¥n¥
pro um¥lou vazkost Jamesonova typu ve tvaru[

u
v

]
1

= (u2
dx√

dx2 + dy2
+ v2

dy√
dx2 + dy2

)

 dx√
dx2+dy2

dy√
dx2+dy2

−
−(u2

dy√
dx2 + dy2

− v2
dx√

dx2 + dy2
)

 dy√
dx2+dy2

−dx√
dx2+dy2

 .
(3.32)

Po úprav¥ dostává tento vztah tvar[
u
v

]
1

=

[
u
v

]
2

− 2(u2
dy√

dx2 + dy2
− v2

dx√
dx2 + dy2

)

 dy√
dx2+dy2

−dx√
dx2+dy2

 . (3.33)

Tuto rovnici aplikujeme na kartézské sloºky vektoru rychlosti proudu u a v,
ve v²ech �ktivních kontrolních objemech na hranici výpo£etní oblasti ∂Ωwall.

3.3 Numerické výsledky úlohy nevazkého proud¥ní v

testovacím 2D GAMM kanále

P°i realizaci numerického °e²ení v geometrii GAMM kanálu byly
aplikovány okrajové podmínky popsány vý²e. Sí´ování geometrie je patrné
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z obr. 4. Sí´ je zjemn¥ná v dolní £ásti kanálu, kde o£ekáváme vznik rázové
vlny. Práv¥ na kvalit¥ rázové vlny lze ov¥°it správnost navrºeného softwaru.
Z literatury je známo (nap°. [1], [4], [6]), ºe maximální hodnota Machova
£ísla by m¥la být dosaºena v druhé t°etin¥ kanálu na dolní st¥n¥. Maximální
hodnota Machova £ísla by m¥la dosahovat hodnot Mmax ≈ 1, 38. Za maxi-
mální hodnotou Machova £ísla by m¥lo dojít k poklesu Machova £ísla aº po
dosaºení lokálního extrému, tzv. Zierepovy singularity. Podle ostrosti této
singularity lze také zhodnotit kvalitu výpo£etního programu.

Podmínku stability jsme nastavili na CFL = 0,7. Konstanty pro um¥-
lou vazkost Jamesonova typu, pouºité v rovnicích (2.16), (2.17), byly zvoleny
jako α2 = 0,7, α4 = 0,04. Stacionární °e²ení budeme hledat tzv. metodou
ustalování a konvergenci itera£ního procesu budeme m¥°it pomocí rezidua,
které ur£íme podle následujícího vztahu:

Rez =

√√√√√√
∑
ij

| Ωij | 1
∆t

(ρn+1
ij − ρnij)2∑

ij

| Ωij |
(3.34)

Pr·b¥h konvergence MacCormackova schématu je zobrazen na obr. 6.
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Obr. 6: Pr·b¥h konvergence MacCormackova schématu úlohy nevazkého
proud¥ní v testovacím 2D GAMM kanále

Na následujících obrázcích je rozloºení tlaku, hustoty, výsledné rych-
losti a Machova £ísla ve výpo£tové oblasti.

Obr. 7: Rozloºení hustoty[ kg
m3 ] v testovacím 2D GAMM kanále
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Obr. 8: Rozloºení tlaku[Pa] v testovacím 2D GAMM kanále

Obr. 9: Rozloºení výsledné rychlosti[m
s

] v testovacím 2D GAMM kanále

Obr. 10: Rozloºení Machova £ísla v testovacím 2D GAMM kanále
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Obr. 11: Rozloºení Machova £ísla na horní(mod°e) a dolní(£erven¥) st¥n¥
v testovacím 2D GAMM kanále získané pouºitím vlastního softwaru (naho°e)
porovnané s výsledky získaných v [6] (dole)

Hodnota rezidua se ustálila °ádov¥ na hodnot¥ 10−13 po p°ibliºn¥
250000 iteracích. Na spodní st¥n¥ kanálu byla dosaºena maximální hod-
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nota Machova £ísla Mmax = 1, 378. Tato hodnota se velice dob°e shoduje
s p°edpokládanou maximální hodnotou. Poda°ilo se také zachytit Zierepovu
singularitu, která se op¥t shoduje s p°edpokládaným výsledkem ov¥°eným
experimenty i numerickými simulacemi.
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4 Numerické °e²ení úlohy vazkého proud¥ní ko-
lem 4% pro�lu tvo°eného dv¥ma £ástmi kru-
hového oblouku

Tato kapitola se zabývá numerickým °e²ením proud¥ní stla£itelné
Newtonovské tekutiny, popsané systémem Navierových-Stokesových rovnic.
Geometrii °e²ené oblasti je moºno vid¥t na obr. 12 (naho°e). Vzhledem k
tomu, ºe úloha je symetrická a proud¥ní uvaºujeme stacionární, lze zvolit vý-
po£tovou oblast tak, jak je zobrazeno na obr. 12 (dole) a na st¥nách symetrie
p°edepsat symetrické okrajové podmínky popsány v následujícím odstavci.

Obr. 12: Geometrie pro obtékání 4% pro�lu (naho°e) a vytvo°ená strukturo-
vaná £ty°úhelníková výpo£etní sí´ o 180× 100 bu¬kách (dole)
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�ást hranice výpo£tovéoblasti ∂Ωinlet p°edstavuje vstup proudu do
výpo£tové oblasti, hranice ∂Ωoutlet odpovídá výstupu proudu z výpo£tové
oblasti. Hranice ∂Ωwall p°edstavuje pevnou nepropustnou st¥nu a hranice
∂ΩS je hranice, kde budeme p°edepisovat okrajovou podmínku symetrie.

V této úloze uvaºujeme hodnoty sou£initele tepelné vodivosti k a dy-
namické viskozity η za konstantní. Prandtlovo £íslo pro tuto úlohu volíme
jako Pr = 0,72. Reynoldsovo £íslo pro tuto úlohu volíme také konstantní
Re = 22 330. Popisem volby okrajových podmínek pro tuto konkrétní úlohu
vazkého stla£itelného proud¥ní se zabývá následují kapitola.

4.1 Volba a implementace okrajových podmínek pro ob-

tékání 4% pro�lu tvo°eného dv¥ma £ástmi kruho-

vého oblouku

Pro systém parabolicko-hyperbolických rovnic, kterým je systém Navier-
Stokesových rovnic, zatím není znám p°esný po£et okrajových podmínek,
který je pot°eba na jednotlivých st¥nách výpo£tové oblasti p°edepsat. Z to-
hoto d·vodu se obecn¥ p°edepisuje v¥t²í po£et okrajových podmínek, neº
je tomu u systému Eulerových rovnic. V zadané úloze uvaºujeme subsonické
proud¥ní, proto na vstupu do výpo£tové oblasti a výstupu z výpo£tové oblasti
p°edepisujeme subsonické okrajové podmínky.

Jako v p°edchozí kapitole, i zde uve¤me volbu referen£ních hodnot
pro p°evod do bezrozm¥rného tvaru:

• Lref = 1 [m],

• ρref = 1,4637 [ kg
m3 ],

• pref = 136 007 [Pa],

• rref = 287 [ J
kgK

],

• Re = 22 330, vypo£teno pomocí vztahu (2.44).

Okrajové podmínky na vstupu do výpo£tové oblasti

Protoºe uvaºujeme na vstupu do výpo£etní oblasti ∂Ωinlet subsonické
proud¥ní, je nutné p°edepsat tyto okrajové podmínky:
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• stagna£ní hustota ρs1 = 1,29 [ kg
m3 ] po p°evedení do bezrozm¥rného tvaru

ρs1 = 1, nebo´ °e²ení provádíme v bezrozm¥rném tvaru,

• stagna£ní tlak ps1 = 136007 [Pa] po p°evedení do bezrozm¥rného tvaru
ps1 = 1,

• úhel náb¥hu proudu β = 0◦,

• nulová derivaci termodynamické teploty ve sm¥ru vn¥j²í normály ∂T
∂n

=
0,

• τ ijnj = 0.

Okrajové podmínky aplikujeme stejným zp·sobem, jako v p°edchozí kapitole
vyuºitím rovnic (3.1)-(3.10).

Okrajové podmínky na výstupu z výpo£tové oblasti

Na výstupu z výpo£tové oblasti ∂Ωoutlet uvaºujeme subsonické prou-
d¥ní, proto p°edepisujeme následující okrajové podmínky:

• statický tlak ps2 = 101325[Pa] po p°evedení do bezrozm¥rného tvaru
ps2 = 0, 745, nebo´ °e²ení provádíme v bezrozm¥rném tvaru,

• nulová derivace termodynamické teploty ve sm¥ru vn¥j²í normály ∂T
∂n

=
0,

• τ ijnj = 0.

Okrajové podmínky aplikujeme stejným zp·sobem jako v p°edchozím kapi-
tole, s vyuºitím rovnic (3.11)-(3.17).

Okrajové podmínky na pevné nepropustné st¥n¥

Na pevné nepropustné st¥n¥ je nutné p°edepsat tyto okrajové pod-
mínky:

• τ ijnj = 0,

• u = 0, v = 0.

Okrajové podmínky symetrie

Na hranici výpo£etní oblasti kde aplikujeme okrajovou podmínku
symetrie p°edepisujeme tyto podmínky:
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• nulová derivace termodynamické teploty ve sm¥ru vn¥j²í normály ∂T
∂n

=
0,

• τ ijnj = 0,

• nulová sloºka normálové rychlosti vTn = 0.

Je patrné, ºe p°i p°edepisování podmínky symetrie pro vazké stla£itelné prou-
d¥ní , je pouºita formule (3.23) pro okrajovou podmínku na pevné nepro-
pustné st¥n¥ p°i nevazkém stla£itelném proud¥ní.

4.2 Implementace um¥lé vazkosti Jamesonova typu pro

explicitní MacCormackovo schéma pro obtékání 4%

pro�lu tvo°eného dv¥ma £ástmi kruhového oblouku

P°i realizaci okrajových podmínek v p°ípad¥ vazkosti Jamesonova
typu postupujeme velice obdobn¥ jako v p°edchozím p°ípad¥. Op¥t na kaºdou
hranici výpo£tové oblasti p°idáme dv¥ �ktivní bu¬ky. Na vstupu do výpo-
£tové oblasti i výstupu p°edepisujeme okrajové podmínky naprosto stejným
zp·sobem tak, jak bylo popsáno v p°edchozí kapitole. Rozdíl nastává u okra-
jové podmínky na pevné nepropustné st¥n¥. V p°ípad¥ nevazkého proud¥ní
jsme plnili podmínku (3.18). Tato podmínka ov²em pro vazké proud¥ní ne-
platí pro pevnou nepropustnou st¥nu, ale pro podmínku symetrie. Na hranici
výpo£etní oblasti, kde aplikujeme podmínku symetrie tedy pro vazkost Jame-
sonova typu pouºijeme rovnici (3.33), kterou jsme pouºili v p°edchozí úloze
pro realizaci pevné nepropustné st¥ny.

Spln¥ní okrajové podmínky na pevné nepropustné st¥n¥ v p°ípad¥
vazkého proud¥ní znamená p°edepsat na této st¥n¥ nulovou rychlost. Uvaºujeme-
li �ktivní bu¬ky Ωi0 a Ωi1 musí pro kartézské sloºky vektoru rychlosti v t¥chto
bu¬kách platit:

u0 = −u3, (4.1a)
v0 = −v3, (4.1b)
u1 = −u2, (4.1c)
v1 = −v2. (4.1d)

Tím je zaji²t¥no spln¥ní této okrajové podmínky pro p°ípad vazkosti Jame-
sonova typu.
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4.3 Numerické výsledky úlohy vazkého proud¥ní kolem

4% pro�lu tvo°eného dv¥ma £ástmi kruhového ob-

louku

P°i realizaci dané úlohy byly implementovány okrajové podmínky
tak, jak je popsáno v p°edchozím odstavci. Sí´ zadané úlohy je patrná z obr. 12.
Sí´ je zjemn¥ná v dolní £ásti pro�lu kde o£ekáváme vznik mezní vrstvy. Pod-
mínku stability CFL jsme nastavili na hodnotu CFL = 0,5, koe�cienty tlu-
mení byly nastaveny na hodnoty α2 = 0, 75, α4 = 0, 02. Stacionární °e²ení
hledáme metodou ustalování podle vztahu (3.34). Pr·b¥h konvergence je pa-
trný z obr. 13.

Obr. 13: Pr·b¥h konvergence MacCormackova schématu pro úlohu vazkého
proud¥ní kolem 4% pro�lu tvo°eného dv¥ma £ástmi kruhového oblouku

Z pr·b¥hu konvergence je vid¥t, ºe zvolená metoda se k ustálenému
°e²ení p°ibliºuje velmi pomalu, po p°ibliºn¥ 400000 iteracích bylo dosaºeno
hodnoty rezidua 10−4 a nepoda°ilo se dosáhnout ustáleného °e²ení.

Na následujících obrázcích je zobrazeno rozloºení tlaku a Machova
£ísla na výpo£tové oblasti.
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Obr. 14: Rozloºení Machova £ísla pro lopatkovou m°íº

Obr. 15: Rozloºení tlaku pro lopatkovou m°íº

Jak je vid¥t na obr. 14, poda°ilo se zachytit mezní vrstvu. Pro do-
saºení kvalitn¥j²í výsledk· by bylo vhodné aplikovat na úlohu n¥který z tur-
bulentních model·. S tím je do budoucna po£ítáno.
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5 Numerické °e²ení úlohy nevazkého proud¥ní
v lopatkové m°íºi na st°edním pr·m¥ru ro-
toru posledního stupn¥ M6 parní turbíny

Poslední úlohou °e²enou v této práci je numerické °e²ení proud¥ní
stla£itelné nevazké a tepeln¥ nevodivé tekutiny v lopatkové m°íºi. Na obr. 16
(naho°e) je zobrazena geometrie výpo£tové oblasti.

Obr. 16: Geometrie pro proud¥ní v lopatkové m°íºi (naho°e) a vytvo°ená
strukturovaná £ty°úhelníková sí´ o 300× 100 bu¬kách

48



Geometrie lopatky a p°edepisované okrajové podmínky byly získány
z interní dokumentace �rmy Doosan �koda Power s.r.o. [5]. Hranice výpo-
£tové oblasti ∂Ωinlet p°edstavuje hranici kudy proudící tekutina vstupuje do
výpo£tové oblasti a hranice ∂Ωoutlet p°edstavuje místo kudy tekutina vytéká
z výpo£tové oblasti. ∂Ωwall p°edstavuje pevnou nepropustnou st¥nu a ∂ΩP

p°edstavuje hranici výpo£tové oblasti, kde budeme p°edepisovat okrajovou
podmínku periodicity.

5.1 Volba a implementace okrajových podmínek pro prou-

d¥ní v lopatkové m°íºi na st°edním pr·m¥ru rotoru

posledního stupn¥ M6 parní turbíny

Jako v p°edchozích úlohách, i zde uve¤me referen£ní hodnoty veli£in
pro p°evod systému Eulerových rovnic do bezrozm¥rného tvaru:

• Lref = 187 [mm],

• pref = 2, 153× 104 [Pa],

• Tref = 334,81 [K],

• rref = 287 [ J
KgK

].

Okrajové podmínky pro stla£itelné nevazké a tepeln¥ nevodivé proud¥ní mezi
lopatkami turbíny volíme následujícím zp·sobem:

Okrajové podmínky na vstupu do výpo£tové oblasti

Na vstupu do výpo£tové oblasti ∂Ωinlet p°edepisujeme tyto okrajové
podmínky:

• stagna£ní teplotu Ts1 = 334,81 [K], po p°evedení do bezrozm¥rného
tvaru Ts1 = 1, nebo´ °e²ení provádíme v bezrozm¥rném tvaru,

• stagna£ní tlak ps1 = 2,153 ×104 [Pa], po p°evedení do bezrozm¥rného
tvaru ps1 = 1,

• úhel náb¥hu proudu β = 0◦.
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P°i výpo£tu hodnot pro vektor konzervativních prom¥nných na vstupu
budeme postupovat jako v kapitole 3. Nejprve extrapolujeme hodnotu tlaku
z proudového pole pomocí rovnice (3.1) a ur£íme Machovo £íslo na vstupu z
rovnice (3.2). Dále ur£íme hodnotu teploty na vstupu:

Tinlet = Ts1(1 +
κ− 1

2
M2

inlet)
−1, (5.1)

kde Ts1 je stagna£ní teplota v bezrozm¥rném tvaru. Pomocí stavové rovnice
ur£íme hodnotu hustoty (uvaºujeme bezrozm¥rnou speci�ckou plynovou kon-
stantu r = 1):

ρinlet =
pinlet
Tinlet

. (5.2)

Dále postupujeme tak, jak bylo popsáno v kapitole 3.

Okrajové podmínky na výstupu z výpo£tové oblasti

Na výstupu z výpo£tové oblasti ∂Ωoutlet p°edepí²eme:

• statický tlak ps2 = 7,7×103 [Pa], po p°evedení do bezrozm¥rného tvaru
ps2 = 0,358, nebo´ °e²ení provádíme v bezrozm¥rném tvaru.

Hodnoty pro vektor konzervativních prom¥nných extrapolujeme z proudo-
vého pole naprosto stejným zp·sobem, jako bylo popsáno v kapitole 3.

Okrajové podmínky na pevné nepropustné st¥n¥

Na pevné nepropustné st¥n¥ budeme p°edepisovat okrajové pod-
mínky tak, jak bylo uvedeno v kapitole 3.

Okrajové podmínky periodicity

Pro nevazké proud¥ní realizujeme podmínku periodicity tak, ºe ko-
pírujeme vektor konzervativních do �ktivních bun¥k na st¥nách periodicity.
Implementaci popisuje obrázek níºe.
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Obr. 17: Realizace okrajové podmínky periodicity (zelená p°ímka ozna£uje
hranici výpo£etní oblasti)

Okrajové podmínky na vstupu, výstupu a na pevné nepropustné
st¥n¥ pro p°ípad vazkosti Jamesonova typu aplikujeme stejným zp·sobem
jako v p°edchozích dvou kapitolách. Tam, kde je p°edepisována podmínka
periodicity postupujeme stejným zp·sobem jako na Obr. 17, jen místo jedné
�ktivní bu¬ky na kaºdé hranici výpo£tové oblasti p°idáme �ktivní bu¬ky
dv¥.

5.2 Numerické výsledky úlohy nevazkého proud¥ní v lo-

patkové m°íºi na st°edním pr·m¥ru rotoru posled-

ního stupn¥ M6 parní turbíny

Sí´ zadané úlohy je patrná z obr. 16 (dole). Aby bylo moºné dob°e
zachytit rázové vlny vznikající v oblasti za lopatkou (za hranicí výpo£tové
oblasti ∂Ωwall), je sí´ v tomto míst¥ zahu²t¥na. Koe�cienty pro vazkost Jame-
sonova typu byly nastaveny na hodnoty α2 = 0, 95 a α4 = 0, 03. CFL pod-
mínku stability jsme nastavili na hodnotu CFL = 0,6. Pro ov¥°ení výsledk·,
získaných z vyvinutého softwaru byla tato úloha °e²ena také v komer£ním
softwaru ANSYS Fluent na naprosto stejné geometrii s odpovídajícím po-
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£tem bun¥k a s odpovídajícím modelem pro stla£itelné nevazké a tepeln¥
nevodivé proud¥ní tekutiny. Pro výpo£et v softwaru ANSYS Fluent byl zvo-
len explicitní sdruºený solver, zaloºený na AUSM schématu (second order

upwind). Na následujících obrázcích je zobrazen pr·b¥h konvergence, roz-
loºení Machova £ísla a celkového tlaku ve výpo£tové oblasti a porovnání s
výsledky získaných z komer£ního softwaru ANSYS Fluent.

Obr. 18: Pr·b¥h konvergence explicitního MacCormackova schématu úlohy
proud¥ní v lopatkové m°íºi na st°edním pr·m¥ru rotoru posledního stupn¥
M6 parní turbíny
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Obr. 19: Porovnání rozloºení Machova £ísla ve výpo£tové oblasti získané
vlastním softwarem (dole) s komer£ním softwarem ANSYS Fluent (naho°e)
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Obr. 20: Porovnání rozloºení celkového tlaku ve výpo£tové oblasti získané
vlastním softwarem (dole) s komer£ním softwarem ANSYS Fluent (naho°e)

P°i porovnání obou výsledk· lze °íci, ºe se velmi dob°e shodují.
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Záv¥r

Záv¥rem je moºné konstatovat, ºe cíle formulované v zadání ba-
kalá°ské práce byly spln¥ny. Autorem byly navrºeny vlastní algoritmy pro
numerické °e²ení proud¥ní stla£itelné nevazké a tepeln¥ nevodivé tekutiny
a dále pro numerické °e²ení laminárního proud¥ní stla£itelné Newtonovské
tekutiny. Navrºené algoritmy byly implementovány ve výpo£tovém prost°edí
MATLAB. Vyvinutý software byl veri�kován pomocí numerického °e²ení zná-
mého testovacího problému proud¥ní stla£itelné nevazké a tepeln¥ nevodivé
tekutiny ve 2D GAMM kanále. Z porovnání pr·b¥hu Machova £ísla na spodní
a horní st¥n¥ GAMM kanálu lze °íci, ºe bylo dosaºeno velmi dobré shody
s publikovanými daty.

Veri�kace vyvinutého softwaru byla rovn¥º provedena pro p°ípad
numerického °e²ení proud¥ní stla£itelné nevazké a tepeln¥ nevodivé tekutiny
v lopatkové m°íºi na st°edním pr·m¥ru rotoru posledního stupn¥ M6 parní
turbíny, kdy výsledky byly porovnány s numerickými výsledky získanými
uºitím výpo£etního softwaru ANSYS Fluent a také bylo dosaºeno velmi dobré
shody.

Numerické °e²ení bylo provedeno uºitím známých metod a p°ístup·.
P°ínos autora této práce je ale moºné spat°ovat v tom, ºe detailn¥ zpraco-
val zp·sob implementace r·zných typ· okrajových podmínek (na vstupu,
výstupu, pevné nepropustné st¥n¥ výpo£tové oblasti, dále pak podmínky sy-
metrie a periodicity).

Protoºe problematika modelování proud¥ní tekutin a s ní spojená
algoritmizace r·zných výpo£tových metod a p°ístup· pro numerické °e²ení
konkrétních problém· technické praxe je velice obtíºnou disciplínou, p°edpo-
kládá se, ºe v rámci navazujícího studia bude vyvinutý software dále zdoko-
nalován. Autor práce se dále zam¥°í na implementaci modern¥j²ích numeric-
kých schémat a jejich roz²í°ení i na °e²ení 3D problém· a dále na modelování
turbulentního proud¥ní tak, aby vyvinutý software bylo moºné vyuºívat pro
°e²ení sloºit¥j²ích úloh technické praxe.
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