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prouděńı
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Abstrakt

Tato diplomová práce se zabývá základy matematického modelováńı turbulentńıho prouděńı.
Je uvažován model stlačitelné vazké tekutiny popsaný systémem Navierových-Stokesových
rovnic, z něhož je odvozen systém středovaných Navierových-Stokesových rovnic podle Fa-
vra. Ten se uzav́ırá modely turbulence, nejpouž́ıvaněǰśı z nich jsou popsány v této práci. Pro
numerické řešeńı středovaného systému Navierových-Stokesových rovnic na strukturované
čtyřúhelńıkové śıti je použita metoda konečných objemů, nevazké numerické toky na stěnách
kontrolńıch objemů jsou aproximovány AUSM schématem. Za účelem zvýšeńı jeho řádu
přesnosti v prostorové proměnné je použita lineárńı rekonstrukce s minmod limiterem. Vazké
numerické toky stěnami kontrolńıch objemů jsou aproximovány centrálně s pomoćı duálńıch
buněk. V práci je také detailně popsán zp̊usob aproximace rovnic modelu turbulence k-ε.
Na zvolené testovaćı úloze prouděńı v dvourozměrném úzkém kanálu jsou provedeny nume-
rické simulace turbulentńıho prouděńı s pomoćı algebraického modelu turbulence Baldwina
a Lomaxe a dvourovnicového modelu turbulence k-ε.

Kĺıčová slova: středováńı podle Favra, systém středovaných Navierových-Stokesových
rovnic, algebraický model turbulence Baldwina a Lomaxe, dvourovnicový model turbu-
lence k-ε, metoda konečných objemů, AUSM schéma, lineárńı rekonstrukce, duálńı buňka,
čtyřstupňová Rungeova-Kuttova metoda

Abstract

This work deals with basics of mathematical modelling of turbulent flows. We consider mo-
del of compressible viscid fluid described by the system of Navier-Stokes equations, from
which the system of Favre averaged Navier-Stokes equations is derived. The system is closed
by turbulence model, some of the most important of them are described in this work. The
nonlinear system of averaged Navier-Stokes equations is solved by the finite volume method
on a structured grid, inviscid numerical fluxes on the interface of control volumes are com-
puted using AUSM scheme. Linear reconstruction with minmod limiter was implemented in
order to improve its accuracy in space. Viscid numerical fluxes on the interface of control
volumes are approximated using dual cells. Approximation of the equations of turbulence mo-
del k-ε is also described in detail. Numerical simulations of turbulent flow through a narrow
channel using Baldwin-Lomax algebraic turbulence model and k-ε two-equation turbulence
model were performed.

Keywords: Favre averaging, system of averaged Navier-Stokes equations, algebraic
Baldwin-Lomax turbulence model, two-equation k-ε turbulence model, finite volume method,
AUSM scheme, linear reconstruction, dual cell, four-step Runge-Kutta scheme
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Úvod

Naprostá většina prouděńı v technických zař́ızeńıch i v př́ırodě je turbulentńı. Přestože se lze
v některých př́ıpadech bez velké chyby omezit na prouděńı laminárńı, z hlediska praktického
použit́ı je nutné prouděńı tekutin brát jako turbulentńı, umět ho modelovat a využ́ıvat tak
pro výpočty v technické praxi.

Tato diplomová práce se věnuje základ̊um matematického modelováńı turbulentńıho
prouděńı tekutin. Ćılem je odvodit systém středovaných Navierových-Stokesových rovnic,
přehledně popsat vybrané modely turbulence, implementovat je do vlastńıho programu pro
numerické řešeńı turbulentńıho prouděńı a provést numerické simulace na zvolené testovaćı
úloze.

Práce je rozdělena do čtyřech kapitol. V prvńı kapitole je uveden nelineárńı systém Navie-
rových-Stokesových rovnic jako matematický model prouděńı tekutin, je popsáno středováńı
podle Reynoldse a podle Favra a pomoćı něj odvozen systém středovaných Navierových-
Stokesových rovnic podle Favra, použ́ıvaný pro modelováńı turbulentńıho prouděńı. V závěru
prvńı kapitoly je popsán zp̊usob uzavřeńı systému středovaných Navierových-Stokesových
rovnic.

Druhá kapitola je věnována rešerši model̊u turbulence, které se použ́ıvaj́ı pro výpočet
turbulentńı vazkosti a tedy uzavřeńı systému středovaných Navierových-Stokesových rovnic.
Jsou uvedeny nejčastěji využ́ıvané modely turbulence, ze skupiny algebraických model Ce-
beciho a Smithe a model Baldwina a Lomaxe, jako zástupci jednorovnicových pak model
Baldwina a Barthe a model Spalarta a Allmarase. V odstavci týkaj́ıćım se nejsložitěǰśıch
a nejlépe využitelných dvourovnicových model̊u turbulence je odvozena transportńı rovnice
pro turbulentńı kinetickou energii a popsány modely k-ε, k-ω a kombinovaný model k-ε/k-ω,
včetně některých úprav.

Třet́ı kapitola uvád́ı metody použité pro numerickou simulaci turbulentńıho prouděńı
ve 2D. Vycháźı ze systému středovaných Navierových-Stokesových rovnic podle Favra, po-
pisuje metodu konečných objemů pro prostorovou diskretizaci systému středovaných Navie-
rových-Stokesových rovnic a metodu jeho časové integrace. Dále je popsáno AUSM schéma
založené na metodě štěpeńı toku, pomoćı něhož je aproximován nevazký numerický tok
hranićı kontrolńıho objemu, a také metoda lineárńı rekonstrukce určená pro zvýšeńı řádu
přesnosti tohoto schématu v prostorové proměnné. V závěru třet́ı kapitoly je uvedena apro-
ximace vazkého numerického toku hranićı kontrolńıho objemu pomoćı duálńıch buněk a na-
konec detailně popsán zp̊usob aproximace dvourovnicového modelu turbulence k-ε.

Čtvrtá kapitola je věnována aplikaci dvou vybraných model̊u turbulence na testovaćı
úloze turbulentńıho prouděńı stlačitelné vazké tekutiny v úzkém dvourozměrném kanálu.
Je zmı́něno stanoveńı okrajových podmı́nek zvolené úlohy a popsány některé detaily im-
plementace vybraných model̊u turbulence v rámci vlastńıho programu pro numerické řešeńı
turbulentńıho prouděńı. Ve druhé části čtvrté kapitoly jsou uvedeny dosažené výsledky pro
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oba modely turbulence, jejich porovnáńı s výsledky dostupnými v literatuře a navzájem. Vy-
tvořené programy pro numerickou simulaci turbulentńıho prouděńı jsou napsány v systému
Matlab, kĺıčové části pro urychleńı výpočtu v jazyce C++.



Kapitola 1

Matematické modelováńı
turbulentńıho prouděńı

Prouděńı stlačitelné vazké newtonské tekutiny popisujeme nelineárńım systémem Navie-
rových-Stokesových rovnic. Ten je tvořen rovnicemi odvozenými ze zákon̊u zachováńı hmot-
nosti, hybnosti a celkové energie. Konzervativńı systém Navierových-Stokesových rovnic v di-
ferenciálńım tvaru, popisuj́ıćı prouděńı v oblasti Ω ⊂ R3, je při zanedbáńı objemových sil
p̊usob́ıćıch na tekutinu vyjádřen vztahy, [18],

∂ρ

∂t
+
∂(ρvj)

∂yj
= 0, (1.1)

∂(ρvi)

∂t
+
∂(ρvivj + pδij)

∂yj
=
∂tij
∂yj

, i = 1, 2, 3, (1.2)

∂(ρe)

∂t
+
∂(ρevj + pvj)

∂yj
=
∂(tijvi − qj)

∂yj
, (1.3)

kde yi, i = 1, 2, 3, jsou kartézské složky vektoru prostorových souřadnic, vi, i = 1, 2, 3, jsou
kartézské složky vektoru rychlosti, ρ je hustota tekutiny, t ∈ (0,∞) je čas, p je tlak a δij
je Kroneckerovo delta. Pro celkovou měrnou energii e systému plat́ı e = ε + 1

2
vivi, kde ε

je měrná vnitřńı energie. Pro j-tou složku tepelného toku qj plat́ı podle Fourierova zákona
qj = −k ∂T

∂yj
, kde T je termodynamická teplota a k součinitel tepelné vodivosti tekutiny.

Tenzor vazkých napět́ı tij je pro newtonskou tekutinu za předpokladu platnosti Stokesova

vztahu dán tij = µ
(
∂vi
∂yj

+ ∂vj
∂yi

)
− 2

3
µ∂vk
∂yk
δij, kde µ je součinitel dynamické vazkosti tekutiny.

Stlačitelná tekutina představuje termodynamický systém. Soustava rovnic (1.1) - (1.3),
která ho popisuje, obsahuje v́ıce proměnných než rovnic, proto je potřeba ji doplnit stavovou
rovnićı p = p(ρ, T ). V této práci uvažujeme ideálńı plyn, pro který plat́ı stavová rovnice
ve tvaru

p = ρrT, (1.4)

kde r je měrná plynová konstanta.
Uvedený systém rovnic vycháźı z fyzikálńıch zákon̊u zachováńı, popisuje proto jak la-

minárńı tak i turbulentńı prouděńı vazké stlačitelné tekutiny.
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1.1 Středováńı systému Navierových-Stokesových rov-

nic

Pokud bychom chtěli numericky řešit př́ımo systém Navierových-Stokesových rovnic (1.1) -
(1.3) doplněný stavovou rovnićı (1.4) v př́ıpadě turbulentńıho prouděńı, museli bychom vo-
lit velmi malý časový krok a velmi jemnou výpočetńı śıt’, abychom zachytili i ty nejmenš́ı
změny veličin proudového pole, které jsou právě pro turbulentńı prouděńı charakteristické.
Tato takzvaná př́ımá numerická simulace (DNS - Direct Numerical Simulation) je proto ve-
lice časově náročná a současná výpočetńı technika zat́ım neumožňuje jej́ı běžné využit́ı pro
technické aplikace ve 3D. Př́ımou numerickou simulaćı se ale zabývaj́ı mnoźı autoři, např́ıklad
[10], [15], a jej́ı výsledky maj́ı velký význam při rozboru struktury turbulentńıho prouděńı,
protože simulace umožňuje určit i parametry turbulentńıho prouděńı, které nelze źıskat
z experiment̊u. Pro usnadněńı řešeńı systému Navierových-Stokesových rovnic v př́ıpadě
turbulentńıho prouděńı je však možné rozložit okamžité hodnoty veličin proudového pole
na časovou středńı hodnotu a fluktuaci, rovnice středovat v čase a pak je řešit pro středńı hod-
noty. To vede na metodu využ́ıvaj́ıćı soustavu časově středovaných Navierových-Stokesových
rovnic (RANS - Reynolds Averaged Navier-Stokes equations nebo FANS - Favre Averaged
Navier-Stokes equations). Jistým kompromisem mezi př́ımou numerickou simulaćı a meto-
dami založenými na středováńı systému Navierových-Stokesových rovnic je simulace pohybu
velkých v́ır̊u (LES - Large Eddy Simulation), např́ıklad [3], [5]. Tato práce se věnuje mode-
lováńı turbulentńıho prouděńı pomoćı systému časově středovaných Navierových-Stokesových
rovnic. Použ́ıvaj́ı se dva typy středováńı, a to středováńı podle Reynoldse a středováńı podle
Favra.

1.1.1 Středováńı podle Reynoldse

Uvažujme veličinu proudového pole f = f(y, t), y = [y1, y2, y3]T ∈ Ω. Při středováńı podle
Reynoldse, [14], rozlož́ıme jej́ı okamžitou hodnotu na časovou středńı hodnotu f̄ a fluktuaci f ′

f(y, t) = f̄(y, t) + f ′(y, t),

kde středńı hodnota f̄(y, t) na časovém intervalu ∆t je definována vztahem

f̄(y, t) =
1

∆t

t+∆t∫
t

f(y, t) dt. (1.5)

Časový interval ∆t muśı být podstatně větš́ı než perioda změny fluktuaćı ∆T1 a zároveň
menš́ı než perioda změny středńı hodnoty ∆T2, tedy ∆T1 � ∆t� ∆T2.

Uvažujme nyńı dvě veličiny proudového pole f(y, t) a g(y, t). Pokud nebude uvedeno
jinak, předpokládáme v následuj́ıćıch vztaźıch závislost okamžitých hodnot, středńıch hodnot
i fluktuaćı uvedených veličin na poloze a času. Okamžité hodnoty rozlož́ıme podle Reynoldse

f = f̄ + f ′,

g = ḡ + g′.
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Potom můžeme pomoćı definičńıho vztahu pro středńı hodnotu (1.5) odvodit následuj́ıćı
pravidla pro poč́ıtáńı

a f ± b g =
1

∆t

t+∆t∫
t

(a f ± b g) dt = a
1

∆t

t+∆t∫
t

f dt± b 1

∆t

t+∆t∫
t

g dt = a f̄ ± b ḡ, (1.6)

f =
1

∆t

t+∆t∫
t

f̄ dt = f̄
1

∆t

t+∆t∫
t

dt = f̄
1

∆t
(t+ ∆t− t) = f̄ , (1.7)

f ′ =
1

∆t

t+∆t∫
t

(f − f̄) dt =
1

∆t

t+∆t∫
t

f dt− 1

∆t

t+∆t∫
t

f̄ dt = f̄ − f̄ = 0, (1.8)

f g =
1

∆t

t+∆t∫
t

f̄ ḡ dt = f̄ ḡ
1

∆t

t+∆t∫
t

dt = f̄ ḡ
1

∆t
(t+ ∆t− t) = f̄ ḡ, (1.9)

f g′ =
1

∆t

t+∆t∫
t

f̄(g − ḡ) dt = f̄
1

∆t

t+∆t∫
t

g dt− f̄ ḡ 1

∆t

t+∆t∫
t

dt = (1.10)

= f̄ ḡ − f̄ ḡ = 0,

f g =
1

∆t

t+∆t∫
t

f̄ g dt = f̄
1

∆t

t+∆t∫
t

g dt = f̄ ḡ, (1.11)

∂f

∂yj
=

1

∆t

t+∆t∫
t

∂f

∂yj
dt =

∂

∂yj

 1

∆t

t+∆t∫
t

f dt

 =
∂f̄

∂yj
, (1.12)

∂f

∂t
=

1

∆t

t+∆t∫
t

∂

∂t
(f̄ + f ′) dt =

=
1

∆t
[f̄(y, t+ ∆t) + f ′(y, t+ ∆t)− f̄(y, t)− f ′(y, t)] = (1.13)

=
f̄(y, t+ ∆t)− f̄(y, t)

∆t
+
f ′(y, t+ ∆t)− f ′(y, t)

∆t
=

= lim
∆t→0

f̄(y, t+ ∆t)− f̄(y, t)

∆t
+ lim

∆t→∞

f ′(y, t+ ∆t)− f ′(y, t)
∆t︸ ︷︷ ︸

→0

=
∂f̄

∂t
,

kde konstanty a, b ∈ R. Při odvozeńı bylo využito skutečnosti, že pro ∆t� ∆T2 jsou středńı
hodnoty f̄ a ḡ v časovém intervalu ∆t konstantńı. Při úpravě prvńıho zlomku ve vztahu
(1.13) obsahuj́ıćıho rozd́ıl středńıch hodnot přejdeme k uvedené limitě, protože pro ∆t� ∆T2

můžeme uvažovat ∆t→ 0. Podobně pro druhý zlomek obsahuj́ıćı rozd́ıl fluktuaćı lze vzhledem
k ∆t� ∆T1 uvažovat ∆t→∞. S využit́ım uvedených pravidel můžeme psát

f g = (f̄ + f ′)(ḡ + g′) = f̄ ḡ + f̄ g′ + f ′ ḡ + f ′ g′ = f̄ ḡ + f ′ g′, (1.14)

f g′ = (f̄ + f ′) g′ = f g′ + f ′ g′ = f ′ g′ 6= 0. (1.15)

Pomoćı středováńı podle Reynoldse uprav́ıme rovnici zachováńı hmotnosti (1.1). Nejdř́ıve
rozeṕı̌seme okamžité hodnoty veličin na středńı hodnoty a fluktuace, tedy ρ = ρ̄ + ρ′, vj =
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v̄j + v′j, a uprav́ıme

∂ρ

∂t
+
∂(ρvj)

∂yj
= 0,

∂

∂t
(ρ̄+ ρ′) +

∂

∂yj
[(ρ̄+ ρ′)(v̄j + v′j)] = 0,

∂

∂t
(ρ̄+ ρ′) +

∂

∂yj
(ρ̄v̄j + ρ̄v′j + ρ′v̄j + ρ′v′j) = 0.

Středováńım celé rovnice podle Reynoldse a využit́ım pravidel (1.6) - (1.13) dostaneme

∂

∂t
(ρ̄+ ρ′) +

∂

∂yj
(ρ̄v̄j + ρ̄v′j + ρ′v̄j + ρ′v′j) = 0,

∂

∂t
(ρ̄+ ρ′) +

∂

∂yj
(ρ̄v̄j + ρ̄v′j + ρ′v̄j + ρ′v′j) = 0,

∂

∂t
(ρ+ ρ′) +

∂

∂yj
(ρ vj + ρv′j + ρ′vj + ρ′v′j) = 0,

∂ρ̄

∂t
+

∂

∂yj
(ρ̄v̄j + ρ′v′j) = 0. (1.16)

Podobně je možné odvodit i středované rovnice zachováńı hybnosti a celkové energie ze vztah̊u
(1.2) a (1.3). Jejich připojeńım k rovnici (1.16) dostaneme systém středovaných Reynold-
sových Navierových-Stokesových rovnic (RANS) pro stlačitelné prouděńı. Tyto rovnice obsa-
huj́ı výrazy tvořené středńımi hodnotami, které maj́ı formálně stejný tvar jako odpov́ıdaj́ıćı
výrazy v p̊uvodńıch nestředovaných pohybových rovnićıch, ale také výrazy s korelacemi fluk-
tuaćı (výrazy typu v′iv

′
j, ρ

′v′j), které vyjadřuj́ı vliv turbulence na prouděńı. Řešeńı tohoto
systému středovaných Navierových-Stokesových rovnic podle Reynoldse nejv́ıce komplikuj́ı
výrazy s fluktuacemi hustoty, jako např́ıklad člen ρ′v′j vystupuj́ıćı v rovnici (1.16), který
nemá analogii v laminárńım popisu a je obt́ıžné ho vhodně aproximovat.

Středováńı podle Reynoldse tedy neńı úplně vhodné pro stlačitelné prouděńı, je ale
možné dobře ho využ́ıt pro př́ıpad turbulentńıho prouděńı nestlačitelné kapaliny, [16], kdy se
ve středovaných Navierových-Stokesových rovnićıch členy s fluktuacemi hustoty nevyskytuj́ı.

1.1.2 Středováńı podle Favra

Použijeme-li pro úpravu systému Navierových-Stokesových rovnic pro stlačitelné turbulentńı
prouděńı hmotnostně podmı́něné středováńı podle Favra, [4], mı́sto konvenčńıho středováńı
podle Reynoldse, problematické výrazy s fluktuacemi hustoty se ve středovaných rovnićıch
neobjev́ı.

Okamžitou hodnotu veličiny f = f(y, t) proudového pole rozlož́ıme na středńı hodnotu
f̃ vztaženou na jednotku hmotnosti definovanou vztahem

f̃(y, t) =
1

ρ̄(y, t)

1

∆t

t+∆t∫
t

ρ(y, t) f(y, t) dt =
ρ(y, t) f(y, t)

ρ(y, t)
(1.17)

a na fluktuaci f ′′, tedy
f(y, t) = f̃(y, t) + f ′′(y, t),
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ρ̄ je středńı hodnota hustoty odpov́ıdaj́ıćı Reynoldsovu středováńı.
Opět budeme předpokládat v následuj́ıćıch vztaźıch závislost okamžitých hodnot,

středńıch hodnot i fluktuaćı uvedených veličin na poloze a času. Definičńı vztah (1.17) lze
přepsat jako

ρ̄f̃ = ρf (1.18)

a využit́ım (1.14) dostaneme
ρ̄f̃ = ρ̄f̄ + ρ′f ′. (1.19)

Pro středováńı podle Favra plat́ı ρf ′′ = 0, což lze jednoduše ukázat s využit́ım vztahu
(1.18), tedy

f = f̃ + f ′′,

ρf = ρf̃ + ρf ′′,

ρf = ρf̃ + ρf ′′ = ρf̃ + ρf ′′ = ρ̄f̃ + ρf ′′,

ρf ′′ = ρf − ρ̄f̃ = 0.

Dále plat́ı f ′′ 6= 0, protože s využit́ım vztah̊u (1.19) a (1.15) můžeme psát

f = f̃ + f ′′,

f ′′ = f − f̃ = f −
(
f̄ +

ρ′f ′

ρ

)
,

f ′′ = f − f −
(
ρ′f ′

ρ

)
,

f ′′ = −ρ
′f ′

ρ
6= 0.

Hlavńı rozd́ıl mezi konvenčńım středováńım podle Reynoldse a hmotnostně podmı́něným
středováńım podle Favra je tedy v následuj́ıćıch vztaźıch

Reynolds : f ′ = 0, ρf ′ 6= 0,
Favre : f ′′ 6= 0, ρf ′′ = 0.

(1.20)

Hmotnostně podmı́něné středováńı využijeme nyńı pro středováńı konzervativńıho
systému Navierových-Stokesových rovnic pro stlačitelné turbulentńı prouděńı (1.1) - (1.3).
Středovanou rovnici zachováńı hmotnosti źıskáme ihned dosazeńım vztahu (1.19) do rovnice
kontinuity pro stlačitelné prouděńı středované podle Reynoldse (1.16), tedy

∂ρ̄

∂t
+
∂(ρ̄ṽj)

∂yj
= 0. (1.21)

Pro odvozeńı středovaných rovnic zachováńı hybnosti a celkové energie rozlož́ıme okamžité
hodnoty složek rychlosti, celkové energie, termodynamické teploty a tenzoru vazkých napět́ı
podle Favra a okamžité hodnoty tlaku a hustoty podle Reynoldse, tedy

vj = ṽj + v′′j ,

e = ẽ+ e′′,

T = T̃ + T ′′,

tij = t̃ij + t′′ij,

p = p̄+ p′,

ρ = ρ̄+ ρ′.
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Středovanou rovnici zachováńı hybnosti potom źıskáme úpravou (1.2) následuj́ıćım zp̊usobem

∂(ρvi)

∂t
+
∂(ρvivj + pδij)

∂yj
=
∂tij
∂yj

,

∂

∂t
[ρ(ṽi + v′′i )] +

∂

∂yj
[ρ(ṽi + v′′i )(ṽj + v′′j ) + pδij] =

∂

∂yj
(t̃ij + t′′ij),

∂

∂t
(ρṽi + ρv′′i ) +

∂

∂yj
(ρṽiṽj + ρṽiv′′j + ρv′′i ṽj + ρv′′i v

′′
j + p̄δij) =

∂

∂yj
(t̃ij + t′′ij),

∂

∂t
(ρ̄ṽi) +

∂

∂yj
(ρ̄ṽiṽj + p̄δij) =

∂

∂yj
(t̃ij + t′′ij − ρv′′i v′′j ). (1.22)

Stejným zp̊usobem odvod́ıme i středovanou rovnici zachováńı celkové energie z výchoźı rov-
nice (1.3), tedy

∂(ρe)

∂t
+
∂(ρevj + pvj)

∂yj
=
∂(tijvi − qj)

∂yj
. (1.23)

Uprav́ıme postupně jednotlivé členy této rovnice.

ρe = ρ(ẽ+ e′′) = ρẽ+ ρe′′ = ρ̄ẽ,

ρevj + pvj = ρ(ẽ+ e′′)(ṽj + v′′j ) + p(ṽj + v′′j ) = ρẽṽj + ρẽv′′j + ρe′′ṽj + ρe′′v′′j + pṽj + pv′′j =

= ρ̄ẽṽj + p̄ṽj + ρe′′v′′j + pv′′j ,

kde pro úpravu posledńıho sč́ıtance využijeme stavové rovnice p = ρrT a vztahu pro celkovou
energii e = ε+ 1

2
vivi, tedy

p = ρrT = ρ(cp − cv)T = ρcpT − ρcvT = ρcpT − ρε = ρcpT − ρe+
1

2
ρvivi,

kde cp (cv) je měrná tepelná kapacita při konstantńım tlaku (objemu). Dostaneme

ρevj + pvj = ρ̄ẽṽj + p̄ṽj + ρe′′v′′j + ρcpTv′′j − ρev′′j +
1

2
ρviviv′′j =

= ρ̄ẽṽj + p̄ṽj + ρe′′v′′j + ρcpTv′′j − ρ(ẽ+ e′′)v′′j +
1

2
ρ(ṽi + v′′i )(ṽi + v′′i )v′′j =

= ρ̄ẽṽj + p̄ṽj + ρe′′v′′j + ρcpTv′′j − ρẽv′′j − ρe′′v′′j +
1

2
ρṽiṽiv′′j +

1

2
ρṽiv′′i v

′′
j +

+
1

2
ρv′′i ṽiv

′′
j +

1

2
ρv′′i v

′′
i v
′′
j =

= ρ̄ẽṽj + p̄ṽj + ρcpTv′′j + ṽiρv′′i v
′′
j +

1

2
ρv′′i v

′′
i v
′′
j .

Dále uprav́ıme prvńı člen na pravé straně rovnice (1.23)

tijvi = tij(ṽi + v′′i ) = tij ṽi + tijv′′i = (t̃ij + t′′ij)ṽi + tijv′′i = t̃ij ṽi + t′′ij ṽi + tijv′′i .

Pro úpravu středovaného tepelného toku qj využijeme bezrozměrné Prandtlovo č́ıslo Pr = cpµ
k

a dostaneme

qj = −k ∂T
∂yj

= −cpµ
Pr

∂

∂yj
(T̃ + T ′′) = −cpµ

Pr

∂T̃

∂yj
− cpµ

Pr

∂T ′′

∂yj
.
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Středovanou rovnici zachováńı celkové energie (1.23) źıskáváme po uvedených úpravách
ve tvaru

∂

∂t
(ρ̄ẽ) +

∂

∂yj
(ρ̄ẽṽj + p̄ṽj + cpρTv′′j + ṽiρv′′i v

′′
j +

1

2
ρv′′i v

′′
i v
′′
j ) = (1.24)

=
∂

∂yj
(t̃ij ṽi + t′′ij ṽi + tijv′′i +

cpµ

Pr

∂T̃

∂yj
+
cpµ

Pr

∂T ′′

∂yj
).

Fluktuace měrné tepelné kapacity cp a součinitele dynamické vazkosti µ neuvažujeme. Dále
zanedbáme v rovnićıch (1.22) a (1.24) členy obsahuj́ıćı t′′ij a T ′′ a dostaneme tak konzervativńı
systém středovaných Navierových-Stokesových rovnic podle Favra (FANS) pro stlačitelné
turbulentńı prouděńı ve tvaru

∂ρ̄

∂t
+
∂(ρ̄ṽj)

∂yj
= 0, (1.25)

∂

∂t
(ρ̄ṽi) +

∂

∂yj
(ρ̄ṽiṽj + p̄δij) =

∂

∂yj
(t̃ij − ρv′′i v′′j ), (1.26)

∂

∂t
(ρ̄ẽ) +

∂

∂yj
(ρ̄ẽṽj + p̄ṽj) = (1.27)

=
∂

∂yj
(t̃ij ṽi − ṽiρv′′i v′′j +

cpµ

Pr

∂T̃

∂yj
− cpρTv′′j + tijv′′i −

1

2
ρv′′i v

′′
i v
′′
j ).

Tento systém rovnic doplńıme středovanou stavovou rovnićı pro ideálńı plyn

p̄ = ρrT ,

p̄ = rρ(T̃ + T ′′),

p̄ = rρT̃ + rρT ′′,

p̄ = rρ̄T̃ . (1.28)

Pro středovanou celkovou měrnou energii ẽ plat́ı

ρe = ρε+
1

2
ρvivi,

ρ(ẽ+ e′′) = ρε̃+ ε′′) +
1

2
ρ(ṽi + v′′i )(ṽi + v′′i ),

ρẽ+ ρe′′ = ρε̃+ ρε′′ +
1

2
ρṽiṽi + ρṽiv′′i +

1

2
ρv′′i v

′′
i ,

ρ̄ẽ = ρ̄ε̃+
1

2
ρ̄ṽiṽi +

1

2
ρv′′i v

′′
i .

Definujeme-li turbulentńı kinetickou energii vztahem

k =
1

2

ρv′′i v
′′
i

ρ̄
, (1.29)

můžeme psát

ρ̄ẽ = ρ̄(ε̃+
1

2
ṽiṽi + k). (1.30)
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1.2 Uzavřeńı systému středovaných Navierových-

Stokesových rovnic

Abychom uzavřeli uvedený systém Navierových-Stokesových rovnic středovaných podle Fa-
vra, popisuj́ıćı turbulentńı prouděńı, je potřeba vhodně aproximovat neznámé členy, které se
v něm vyskytuj́ı.

Porovnáńım s výchoźımi rovnicemi pro okamžité hodnoty veličin proudového pole (1.1)
- (1.3) vid́ıme, že kromě nahrazeńı okamžitých hodnot středńımi obsahuje středovaná rov-
nice zachováńı hybnosti (1.26) nav́ıc člen −ρv′′i v′′j . Ten vyjadřuje vliv turbulentńıch fluktuaćı
na přenos hybnosti v tekutině a nazývá se tenzor Reynoldsových turbulentńıch napět́ı nebo
také tenzor turbulentńıch smykových napět́ı, zkráceně Reynoldsovo napět́ı, [8], [13]. Znač́ı se

τij = −ρv′′i v′′j .

Ve středované rovnici zachováńı celkové energie (1.27) se nav́ıc vyskytuje opět člen obsahuj́ıćı
tenzor Reynoldsových napět́ı τij a dále pak členy −cpρTv′′j , tijv′′i a −1

2
ρv′′i v

′′
i v
′′
j . Výraz cpρTv′′j

představuje turbulentńı přenos tepla a aproximuje se analogicky k molekulárńımu přenosu
tepla výrazem, [16],

cpρTv′′j = −cpµt
Prt

∂T̃

∂yj
,

kde Prt je turbulentńı Prandtlovo č́ıslo definované jako Prt = cpµt
kt

, kde µt je turbulentńı
dynamická vazkost a kt je součinitel turbulentńı tepelné vodivosti tekutiny. Pro mezńı vrstvu
se obvykle použ́ıvá hodnota turbulentńıho Prandtlova č́ısla Prt = 0, 9. Výraz tijv′′i − 1

2
ρv′′i v

′′
i v
′′
j

se často zanedbává, lze ale pro něj použ́ıt např́ıklad aproximaci, [16],

tijv′′i −
1

2
ρv′′i v

′′
i v
′′
j =

(
µ+

µt
σk

)
∂k

∂yj
,

kde k je turbulentńı kinetická energie a σk je konstanta.
Dosad́ıme uvedené aproximace do systému středovaných Navierových-Stokesových rovnic

podle Favra (1.25) - (1.27) a úprav́ıme členy obsahuj́ıćı středńı hodnotu teploty pomoćı
středované stavové rovnice (1.28) a známého vztahu z termodynamiky cp = κr

κ−1
, kde κ je

Poissonova adiabatická konstanta, pro vzduch κ = 1, 4. Źıskáme tak systém rovnic ve tvaru

∂ρ̄

∂t
+
∂(ρ̄ṽj)

∂yj
= 0, (1.31)

∂

∂t
(ρ̄ṽi) +

∂

∂yj
(ρ̄ṽiṽj + p̄δij) =

∂

∂yj
(t̃ij + τij), (1.32)

∂

∂t
(ρ̄ẽ) +

∂

∂yj
(ρ̄ẽṽj + p̄ṽj) =

∂

∂yj

[
(t̃ij + τij)ṽi +

κ

κ− 1

(
µ

Pr
+

µt
Prt

)
∂

∂yj

(
p̄

ρ̄

)]
. (1.33)

Tenzor vazkých napět́ı urč́ıme pomoćı středovaných hodnot rychlost́ı vztahem

tij = µ

(
∂ṽi
∂yj

+
∂ṽj
∂yi

)
− 2

3
µ
∂ṽk
∂yk

δij
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a analogicky k němu definujeme podle tzv. Bussinesqovy hypotézy, [13], [16], tenzor Reynold-
sových turbulentńıch napět́ı τij, tedy

τij = µt

(
∂ṽi
∂yj

+
∂ṽj
∂yi

)
− 2

3
µt
∂ṽk
∂yk

δij −
2

3
ρ̄kδij, (1.34)

kdy posledńı člen na pravé straně se v některých př́ıpadech zanedbává. Pomineme-li tento
člen, zbývá pro uzavřeńı systému středovaných rovnic (1.31) - (1.33) určit pouze turbulentńı
dynamickou vazkost µt. K tomu se využ́ıvaj́ı modely turbulence, o nichž pojednává následuj́ıćı
kapitola.



Kapitola 2

Modely turbulence

Modely turbulence jsou částečně empirické rovnice určuj́ıćı vztahy mezi středńımi hodnotami
veličin proudového pole a korelacemi jejich fluktuaćı a tedy uzav́ıraj́ıćı systém středovaných
Navierových-Stokesových rovnic. Obsahuj́ı velké množstv́ı konstant vyplývaj́ıćıch z experi-
ment̊u a proto může být jejich využit́ı často limitováno konkrétńım typem úlohy, pro kterou
byly navrženy a které odpov́ıdaj́ı uvedené konstanty.

Modely turbulence děĺıme na dvě základńı skupiny. Prvńı tvoř́ı modely založené na analo-
gii mezi molekulárńım a turbulentńım přenosem hybnosti, takzvané Bussinesqově hypotéze,
[16]. Podle ńı se tenzor Reynoldsových turbulentńıch napět́ı τij vyjádř́ı analogicky k ten-
zoru vazkých napět́ı zavedeńım turbulentńı vazkosti µt, jak již bylo uvedeno v odstavci 1.4.
Problém uzavřeńı systému středovaných Navierových-Stokesových rovnic se tedy v podstatě
převede na otázku určeńı turbulentńı vazkosti µt. Pokud pro určeńı turbulentńı vazkosti
využ́ıváme pouze algebraické vztahy, jedná se o algebraické nebo nularovnicové modely. Jed-
norovnicové modely jsou kromě algebraických vztah̊u tvořeny jednou parciálńı diferenciálńı
rovnićı a dvourovnicové modely dvěma parciálńımi diferenciálńımi rovnicemi, z nichž jedna
je zpravidla transportńı rovnice pro turbulentńı kinetickou energii. Obecně plat́ı, že dvou-
rovnicové modely umožňuj́ı přesněji modelovat turbulentńı prouděńı a je možné je aplikovat
i na složitěǰśı problémy zahrnuj́ıćı jevy jako rázové vlny nebo odtržeńı proudu. Jednodušš́ı
algebraické nebo jednorovnicové modely dávaj́ı dobré výsledky pouze v př́ıpadě jednodušš́ıch
typ̊u prouděńı. Na prvńı skupinu model̊u, vycházej́ıćı z Bussinesqovy hypotézy, je zaměřena
tato práce.

Druhá skupina je tvořena modely turbulence založenými na řešeńı transportńıch rovnic
př́ımo pro složky tenzoru Reynoldsových napět́ı. Jedná se o modely RSM (Reynolds Stress
Models) a jejich zjednodušeńı ARSM (Algebraic Reynolds Stress Models), využ́ıvaj́ıćı alge-
braické vztahy pro složky tenzoru Reynoldsových napět́ı.

2.1 Algebraické modely turbulence

Algebraické nebo také nularovnicové modely turbulence určuj́ı závislost mezi korelacemi fluk-
tuaćı a středńımi hodnotami veličin proudového pole pomoćı algebraických vztah̊u. Na rozd́ıl
od ostatńıch model̊u neobsahuj́ı žádnou transportńı rovnici a nezohledňuj́ı tud́ıž historii
prouděńı. Jsou ale matematicky jednoduché a lze je poměrně snadno implementovat do pro-
gramu pro numerický výpočet turbulentńıho prouděńı. Nejsou ovšem vhodné pro zachyceńı
složitěǰśıch jev̊u typu rázových vln nebo odtržeńı proudu.

18
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Algebraické modely turbulence využ́ıvaj́ı Prandtlovu hypotézu o směšovaćı délce (mi-
xing length), [8], [13], [16]. Ta vycháźı z představy zjednodušeného modelu turbulentńıho
prouděńı, v němž se shluky částic tekutiny pohybuj́ı jako celek. V následuj́ıćım textu budeme
uvažovat dvourozměrné stlačitelné prouděńı okolo pevné stěny ve směru osy x v kartézském
souřadnicovém systému, y bude vzdálenost od stěny v kolmém směru. Směšovaćı délka lm
pak vyjadřuje vzdálenost ve směru y, kterou shluky částic tekutiny uraźı, než d́ıky disipaci
zaniknou. Podle Prandtlovy hypotézy je turbulentńı vazkost dána vztahem

µt = ρ̄ l2m
∂Ũ

∂y
, (2.1)

kde ∂Ũ
∂y

je gradient středńı hodnoty rychlosti.
Prandtl dále předpokládal, že směšovaćı délka je úměrná vzdálenosti od stěny, tedy

lm = κ y,

kde κ ≈ 0, 41 je Kármánova konstanta. To ale plat́ı pouze ve středńı části mezńı vrstvy,
v logaritmické oblasti. Pro oblast nejbĺıže u stěny, vazkou podvrstvu, zavedl Van Driest
na základě experiment̊u tlumićı funkci a vztah pro směšovaćı délku tak upravil do podoby

lm = κ y
(

1− e−
y+

A+

)
, (2.2)

kde konstanta A+ = 26. Bezrozměrná normálová vzdálenost od obtékané stěny y+ je defino-
vaná jako

y+ =
ũt y

ν
, (2.3)

kde ν = µ
ρ̄

je součinitel kinematické vazkosti a ũt =
√

t̃w
ρ̄

je takzvaná třećı rychlost, t̃w znač́ı

smykové napět́ı na stěně. V uvedených vztaźıch samozřejmě vystupuj́ı středované hodnoty
veličin.

Pro vněǰśı oblast mezńı vrstvy (defect layer) určil Clauser vztah pro turbulentńı vazkost
ve tvaru

µt = ρ̄ α ũe δ
∗, (2.4)

kde konstanta α = 0, 0168, ũe je středovaná rychlost vněǰśıho proudu, tedy vně mezńı vrstvy,
a δ∗ je kinematická pošinovaćı nebo také odtlačovaćı tloušt’ka (displacement thickness), defi-
novaná pro stlačitelné prouděńı, [12],

δ∗ =

∞∫
0

(
1− ρ̄ ũ

ρ̄e ũe

)
dy,

kde ρ̄e je středovaná hustota vněǰśıho proudu.
Přesnost algebraických model̊u ve vněǰśı části mezńı vrstvy dále zlepšuje využit́ı Kleba-

noffovy empirické funkce, [16],

FKleb =

[
1 + 5, 5

(
y

δ

)6
]−1

, (2.5)
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kde δ je tloušt’ka mezńı vrstvy. Touto funkćı se násob́ı turbulentńı vazkost daná Clauserovým
vztahem (2.4). Důvodem pro zavedeńı Klebanoffovy funkce je stř́ıdavý charakter prouděńı
v oblasti, kde plně turbulentńı prouděńı přecháźı v laminárńı.

Mezi nejvýznamněǰśı algebraické modely turbulence patř́ı model Cebeciho a Smithe a mo-
del Baldwina a Lomaxe. Oba využ́ıvaj́ı uvedenou Van Driestovu, Clauserovu a Klebanoffovu
modifikaci výchoźıho Prandtlova vztahu (2.1).

2.1.1 Model Cebeciho a Smithe

Algebraický model Cebeciho a Smithe, [13], [16], určuje turbulentńı vazkost odlǐsně ve dvou
vrstvách, a to ve vnitřńı vrstvě (µti), zahrnuj́ıćı vazkou podvrstvu a logaritmickou oblast
mezńı vrstvy, a ve vněǰśı vrstvě (µto), tvořené vněǰśı vrstvou mezńı vrstvy a volným prou-
dem. Označ́ıme-li ym nejmenš́ı kolmou vzdálenost od obtékané stěny, kde µti = µto , bude
turbulentńı vazkost dána

µt =

{
µti , y ≤ ym,
µto , y > ym.

Hodnota turbulentńı vazkosti µti ve vnitřńı vrstvě je určena vztahem odpov́ıdaj́ıćım Prand-
tlově hypotéze o směšovaćı délce (2.1), tedy

µti = ρ̄ l2m

√√√√(∂ũ
∂y

)2

+

(
∂ṽ

∂x

)2

,

kde směšovaćı délka je dána vztahem s Van Driestovou tlumićı funkćı (2.2)

lm = κ y
(

1− e−
y+

A+

)
, κ = 0, 41, A+ = 26.

Koeficient A+ může být pro větš́ı přesnost modelu vypoč́ıtán pomoćı tlakového gradientu
podle vzorce

A+ = 26

[
1 + y

dp̄/dx

ρ̄ µ2
t

]− 1
2

.

Hodnota turbulentńı vazkosti µto ve vněǰśı vrstvě vycháźı z Clauserova vztahu (2.4) a Kle-
banoffovy funkce (2.5), tedy

µto = ρ̄ α ũe δ
∗
v FKleb,

kde α = 0, 0168. Na rozd́ıl od p̊uvodńıho Clauserova vztahu je zde δ∗v definováno pro
stlačitelné i nestlačitelné prouděńı

δ∗v =

δ∫
0

(
1− ũ

ũe

)
dy

a označováno jako velocity thickness. Pro nestlačitelné prouděńı plat́ı δ∗ = δ∗v . Model Cebe-
ciho a Smithe je poměrně jednoduchý, ale vyžaduje znalost tloušt’ky mezńı vrstvy δ.
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2.1.2 Model Baldwina a Lomaxe

Algebraický model turbulence Baldwina a Lomaxe, [1], je stejně jako model Cebeciho a Smi-
the formulován odlǐsně ve dvou vrstvách, tedy

µt =

{
µti , y ≤ ym,
µto , y > ym,

kde ym je nejmenš́ı hodnota y, pro kterou µti = µto . Turbulentńı vazkost µti ve vnitřńı vrstvě
je určena na základě Prandtlovy hypotézy vztahem

µti = ρ̄ l2m |ω|,

kde |ω| je velikost vektoru v́ı̌rivosti ω, pro uvažované dvourozměrné prouděńı plat́ı ω = ∂ṽ
∂x
−∂ũ
∂y

.

Směšovaćı délka je opět určena vztahem (2.2)

lm = κ y
(

1− e−
y+

A+

)
, κ = 0, 41, A+ = 26.

Turbulentńı vazkost ve vněǰśı oblasti je dána složitěǰśımi vztahy než v modelu Cebeciho
a Smithe, ale nevyžaduje již znalost parametr̊u mezńı vrstvy. Tedy

µto = ρ̄ α Ccp Fwake FKleb, α = 0, 0186, Ccp = 1, 6,

Fwake = min

{
ymaxGmax, Cwk ymax

(∆U)2

Gmax

}
, Cwk = 1,

Gmax =
1

κ
max
y

(lm |ω|),

kde ∆U je pro př́ıpad obtékáńı stěny maximálńı hodnota rychlosti podle y, tedy

∆U =
(√

ũ2 + ṽ2
)
max

,

a ymax je hodnota y, pro kterou výraz lm |ω| nabývá svého maxima. Tloušt’ka mezńı vrstvy
δ v Klebanoffově funkci (2.5) je nahrazena poměrem ymax/CKleb, kde konstanta CKleb = 0, 3.
Tedy

FKleb =

1 + 5, 5

(
CKleb y

ymax

)6
−1

.

Možný zp̊usob implementace modelu Baldwina a Lomaxe je podrobně popsán ve třet́ı kapi-
tole.

Při aplikaci uvedených algebraických model̊u na jednoduché úlohy, např́ıklad prouděńı
mezi dvěma rovnoběžnými deskami, je možné upustit od stanoveńı rozhrańı vnitřńı a vněǰśı
vrstvy ym. Dı́ky pr̊uběhu µti a µto podle y, [16], lze turbulentńı vazkost stanovit jako

µt = min{µti , µto}.

U složitěǰśıch úloh by toto zjednodušeńı mohlo vést k chybě.
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2.2 Jednorovnicové modely turbulence

Jednorovnicové modely turbulence jsou tvořeny jednou transportńı rovnićı doplněnou alge-
braickými vztahy. Transportńı rovnice je nejčastěji rovnićı pro turbulentńı kinetickou energii
k, definovanou vztahem (1.29), nebo je z ńı odvozena. Obecně je pak turbulentńı vazkost
dána vztahem, [8],

µt = ρ̄
√
kl,

kde turbulentńı kinetická energie k je určena z transportńı rovnice a délkové měř́ıtko l
se vypoč́ıtá pomoćı zmı́něných algebraických vztah̊u.

Jednorovnicové modely jsou d́ıky transportńı rovnici přesněǰśı než modely nularovnicové,
jejich nevýhodou jsou ale algebraické vztahy pro délkové měř́ıtko l. Je možné je použ́ıt
v kombinaci s dvourovnicovými modely, kdy v uvažovaném př́ıpadě obtékáńı pevné stěny
je jednorovnicový model aplikován pouze v úzké oblasti u stěny a dále pak navazuje model
dvourovnicový.

Známými jednorovnicovými modely turbulence jsou model Baldwina a Barthe a model
Spalarta a Allmarase.

2.2.1 Model Baldwina a Barthe

Jednorovnicový model Baldwina a Barthe, [2], je odvozen z dvourovnicového modelu k-ε ,
který bude uveden v následuj́ıćıch odstavćıch. Rovnice modelu k-ε jsou zkombinovány tak, že
vznikne jedna transportńı rovnice pro turbulentńı Reynoldsovo č́ıslo Ret = k2

νε
, kde ν = µ

ρ̄
je

součinitel kinematické vazkosti a ε je rychlost disipace turbulentńı energie. Pro lepš́ı přesnost
modelu v bĺızkosti obtékané stěny je turbulentńı Reynoldsovo č́ıslo rozděleno na dvě části
Ret = Ret f(Ret), kde f je tlumićı funkce, zajǐst’uj́ıćı, že Ret ≈ Ret pro velké hodnoty Ret.
Transportńı rovnice pro turbulentńı Reynoldsovo č́ıslo má tvar

∂t

∂t
(νRet) +

∂

∂yj
(νṽjRet) =

(
ν +

νt
σε

)
∂2(νRet)

∂yk∂yk
− 1

σε

∂νt
∂yk

∂(νRet)

∂yk
+

+(Cε2f2 − Cε1)
√
νRetP , (2.6)

kde člen

P = νt

(
∂ṽi
∂yj

+
∂ṽj
∂yi

)
∂ṽi
∂yj
− 2

3
νt

(
∂ṽk
∂yk

)2

se nazývá produkce. Turbulentńı kinematická vazkost je dána vztahem

νt = CµνRetD1D2, (2.7)

kde D1 a D2 jsou tlumićı funkce zavedené opět kv̊uli oblasti v těsné bĺızkosti obtékané stěny
a plat́ı pro ně

D1 = 1− e−
y+

A+ ,

D2 = 1− e
− y+

A+
2 ,
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kde A+ = 26, A+
2 = 10 a bezrozměrná normálová vzdálenost od stěny y+ je definována

vztahem (2.3). Daľśı konstanty a funkce vyskytuj́ıćı se v rovnićıch (2.6) a (2.7) jsou

Cε1 = 1, 2, Cε2 = 2, 0, Cµ = 0, 09,
1

σε
= (Cε2 − Cε1)

√
Cµ

κ2
, κ = 0, 41,

f2 =
Cε1
Cε2

+
(

1− Cε1
Cε2

)(
1

κy+
+D1D2

)√D1D2 +
y+

√
D1D2

D2

A+
e−

y+

A+ +
D1

A+
2

e
− y+

A+
2

 .
2.2.2 Model Spalarta a Allmarase

Jednorovnicový model turbulence Spalarta a Allmarase, [16], je tvořen transportńı rovnićı
pro proměnnou ν̄, která souviśı s turbulentńı kinematickou vazkost́ı vztahem

νt = ν̄fv1. (2.8)

Transportńı rovnice je odvozena ve tvaru

∂ν̄

∂t
+

∂

∂yj
(ṽj ν̄) = Cb1S̄ν̄ − Cw1fw

(
ν̄

d

)2

+
1

σ

∂

∂yk

[
(ν + ν̄)

∂ν̄

∂yk

]
+
Cb2
σ

(
∂ν̄

∂yk

)2

. (2.9)

Konstanty a funkce v rovnićıch (2.8) a (2.9) jsou

fv1 =
χ3

χ3 + C3
v1

,

fv2 = 1− χ

1 + χ fv1

,

fw = g

[
1 + C6

w3

g6 + C6
w3

] 1
6

,

χ =
ν̄

ν
, g = r + Cw2(r6 − r), r =

ν̄

S̄κ2d2
, S̄ = S =

ν̄

κ2d2
fv2,

Cb1 = 0, 1355, Cb2 = 0, 622, Cw1 =
Cb1
κ2

+
(1 + Cb2)

σ
,

Cw2 = 0, 3, Cw3 = 2, Cv1 = 7, 1, σ =
2

3
, κ = 0, 41,

d je vzdálenost od nejbližš́ı stěny a S je velikost vektoru v́ı̌rivosti, pro uvažované dvourozměrné
prouděńı S =

∣∣∣ ∂ṽ
∂x
− ∂ũ

∂y

∣∣∣.
2.3 Dvourovnicové modely turbulence

Dvourovnicové modely jsou d́ıky své schopnosti řešit i složitěǰśı typy turbulentńıho prouděńı
nejpouž́ıvaněǰśımi modely turbulence ze skupiny model̊u založených na Bussinesqově hy-
potéze. Jsou tvořeny dvěma transportńımi rovnicemi, nejčastěji jednou rovnićı pro turbu-
lentńı kinetickou energii k a druhou rovnićı pro rychlost disipace turbulentńı energie ε nebo
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pro specifickou rychlost disipace ω. Tyto veličiny jsou definovány pomoćı fluktuaćı rychlost́ı
následuj́ıćım zp̊usobem

k =
1

2

ρv′′i v
′′
i

ρ̄
, (2.10)

ε =
µ
∂v′′i
∂yj

∂v′′i
∂yj

ρ̄
, (2.11)

ω =
ε

k
. (2.12)

Dı́ky transportńım rovnićım zohledňuj́ı tyto modely i historii prouděńı a umožňuj́ı přesněǰśı
výpočty než modely algebraické a jednorovnicové.

Naprostým základem dvourovnicových model̊u je tedy transportńı rovnice pro turbulentńı
kinetickou energii k, kterou lze odvodit, [8], [13], z rovnic zachováńı hybnosti (1.2)

∂(ρvi)

∂t
+
∂(ρvivk)

∂yk
= − ∂p

∂yi
+
∂tik
∂yk

(2.13)

a středovaných rovnic zachováńı hybnosti podle Favra (1.26)

∂

∂t
(ρ̄ṽi) +

∂

∂yk
(ρ̄ṽiṽk) = − ∂p̄

∂yi
+

∂

∂yk
(t̃ik − ρv′′i v′′k). (2.14)

Nejdř́ıve sečteme středovanou rovnici (2.14) pro i vynásobenou ṽj se středovanou rovnićı
(2.14) pro j vynásobenou ṽi

ṽj
∂

∂t
(ρ̄ṽi) + ṽi

∂

∂t
(ρ̄ṽj) + ṽj

∂

∂yk
(ρ̄ṽiṽk) + ṽi

∂

∂yk
(ρ̄ṽj ṽk) =

= −ṽj
∂p̄

∂yi
− ṽi

∂p̄

∂yj
+ ṽj

∂

∂yk
(t̃ik − ρv′′i v′′k) + ṽi

∂

∂yk
(t̃jk − ρv′′j v′′k)

a členy na levé straně po dvou sečteme

∂

∂t
(ρ̄ṽiṽj) +

∂

∂yk
(ρ̄ṽiṽj ṽk) = (2.15)

= −ṽj
∂p̄

∂yi
− ṽi

∂p̄

∂yj
+ ṽj

∂

∂yk
(t̃ik − ρv′′i v′′k) + ṽi

∂

∂yk
(t̃jk − ρv′′j v′′k).

Totéž provedeme s rovnicemi zachováńı hybnosti (2.13), tedy rovnici pro i vynásobenou vj
sečteme s rovnićı pro j vynásobenou vi

vj
∂(ρvi)

∂t
+ vi

∂(ρvj)

∂t
+ vj

∂(ρvivk)

∂yk
+ vi

∂(ρvjvk)

∂yk
= −vj

∂p

∂yi
− vi

∂p

∂yj
+ vj

∂tik
∂yk

+ vi
∂tjk
∂yk

a levou stranu uprav́ıme

∂(ρvivj)

∂t
+
∂(ρvivjvk)

∂yk
= −vj

∂p

∂yi
− vi

∂p

∂yj
+ vj

∂tik
∂yk

+ vi
∂tjk
∂yk

.
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Tuto rovnici středujeme podle Favra úpravami podobnými jako v odstavci 1.1.2, tedy

∂

∂t
[ρ(ṽi + v′′i )(ṽj + v′′j )] +

∂

∂yk
[ρ(ṽi + v′′i )(ṽj + v′′j )(ṽk + v′′k)] =

= −(ṽj + v′′j )
∂p

∂yi
− (ṽi + v′′i )

∂p

∂yj
+ (ṽj + v′′j )

∂tik
∂yk

+ (ṽi + v′′i )
∂tjk
∂yk

,

∂

∂t
(ρ̄ṽiṽj + ρv′′i v

′′
j ) +

∂

∂yk
(ρ̄ṽiṽj ṽk + ṽiρv′′j v

′′
k + ṽjρv′′i v

′′
k + ṽkρv′′i v

′′
j + ρv′′i v

′′
j v
′′
k) =

= −ṽj
∂p̄

∂yi
− v′′j

∂p

∂yi
− ṽi

∂p̄

∂yj
− v′′i

∂p

∂yj
+ (2.16)

+ṽj
∂t̄ik
∂yk

+ v′′j
∂tik
∂yk

+ ṽi
∂t̄jk
∂yk

+ v′′i
∂tjk
∂yk

Odečteme-li nyńı rovnici (2.15) od rovnice (2.16), dostaneme

∂

∂t
(ρv′′i v

′′
j ) +

∂

∂yk
(ṽiρv′′j v

′′
k + ṽjρv′′i v

′′
k + ṽkρv′′i v

′′
j + ρv′′i v

′′
j v
′′
k) =

= −v′′j
∂p

∂yi
− v′′i

∂p

∂yj
+ v′′j

∂tik
∂yk

+ v′′i
∂tjk
∂yk

+ ṽj
∂

∂yk
(ρv′′i v

′′
k) + ṽi

∂

∂yk
(ρv′′j v

′′
k).

Členy přeskuṕıme a provedeme několik úprav. Sečteme následuj́ıćı dvojice

ṽj
∂

∂yk
(ρv′′i v

′′
k)− ∂

∂yk
(ṽjρv′′i v

′′
k) = −ρv′′i v′′k

∂ṽj
∂yk

,

ṽi
∂

∂yk
(ρv′′j v

′′
k)− ∂

∂yk
(ṽiρv′′j v

′′
k) = −ρv′′j v′′k

∂ṽi
∂yk

,

uprav́ıme součet člen̊u obsahuj́ıćıch tlak, [13],

−v′′j
∂p

∂yi
− v′′i

∂p

∂yj
= − ∂

∂yk
[p′ (δjkv′′i + δjkv′′j )] + p′

(
∂v′′i
∂yj

+
∂v′′j
∂yi

)

a součet člen̊u obsahuj́ıćıch tenzor vazkých napět́ı uprav́ıme dosazeńım za tik, tjk a za-
nedbáńım některých člen̊u, [13], tedy

v′′j
∂tik
∂yk

+ v′′i
∂tjk
∂yk

=
∂

∂yk

(
µ

ρ̄

∂

∂yk
(ρv′′i v

′′
j )

)
− 2µ

∂v′′i
∂yk

∂v′′j
∂yk

.

T́ım dostáváme transportńı rovnici pro tenzor Reynoldsových napět́ı τij ve tvaru

∂

∂t
(ρv′′i v

′′
j ) +

∂

∂yk
(ṽkρv′′i v

′′
j ) =

= −ρv′′i v′′k
∂ṽj
∂yk
− ρv′′j v′′k

∂ṽi
∂yk
− ∂

∂yk
(ρv′′i v

′′
j v
′′
k)− ∂

∂yk
[p′ (δjkv′′i + δjkv′′j )] +

+p′
(
∂v′′i
∂yj

+
∂v′′j
∂yi

)
+

∂

∂yk

(
µ

ρ̄

∂

∂yk
(ρv′′i v

′′
j )

)
− 2µ

∂v′′i
∂yk

∂v′′j
∂yk

.
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Transportńı rovnici pro turbulentńı kinetickou energii z ńı źıskáme položeńım i = j, tedy

∂

∂t
(ρv′′i v

′′
i ) +

∂

∂yk
(ṽkρv′′i v

′′
i ) =

= −ρv′′i v′′k
∂ṽi
∂yk
− ρv′′i v′′k

∂ṽi
∂yk
− ∂

∂yk
(ρv′′i v

′′
i v
′′
k)− ∂

∂yk
[p′ (δikv′′i + δikv′′i )] +

+p′
(
∂v′′i
∂yi

+
∂v′′i
∂yi

)
+

∂

∂yk

(
µ

ρ̄

∂

∂yk
(ρv′′i v

′′
i )

)
− 2µ

∂v′′i
∂yk

∂v′′i
∂yk

.

Sč́ıtaćı index k přeznač́ıme na j, sečteme stejné členy a celou rovnici vyděĺıme dvěma

∂

∂t
(
1

2
ρv′′i v

′′
i ) +

∂

∂yj
(ṽj

1

2
ρv′′i v

′′
i ) =

= −ρv′′i v′′j
∂ṽi
∂yj
− ∂

∂yj

(
v′′j

1

2
ρv′′i v

′′
i

)
− ∂

∂yj
(δijp′v′′i ) +

+p′
∂v′′i
∂yi

+
∂

∂yj

[
µ

ρ̄

∂

∂yj

(
1

2
ρv′′i v

′′
i

)]
− µ∂v

′′
i

∂yj

∂v′′i
∂yj

.

Člen p′
∂v′′i
∂yi

dále zanedbáme, protože nepřisṕıvá k bilanci turbulentńı energie, [13]. Dosazeńım

definičńıch vztah̊u pro k (2.10) a ε (2.11) dostaneme

∂

∂t
(ρ̄k) +

∂

∂yj
(ρ̄ṽjk) = τij

∂ṽi
∂yj
− ∂

∂yj

(
v′′j

1

2
ρv′′i v

′′
i + δijp′v′′i

)
+

∂

∂yj

(
µ
∂k

∂yj

)
− ρ̄ε,

kde člen Pk = τij
∂ṽi
∂yj

je produkce turbulentńı energie, člen − ∂
∂yj

(
v′′j

1
2
ρv′′i v

′′
i + δijp′v′′i

)
představuje turbulentńı difusi, tedy transport turbulentńı energie vlivem fluktuaćı rychlosti
a tlaku, a člen ∂

∂yj

(
µ ∂k
∂yj

)
vyjadřuje vazkou difusi, tedy transport turbulentńı energie vlivem

vazkosti. Turbulentńı difuse se aproximuje analogicky k vazké difusi

− ∂

∂yj

(
v′′j

1

2
ρv′′i v

′′
i + δijp′v′′i

)
=

∂

∂yj

(
µt
σk

∂k

∂yj

)
,

kde µt je turbulentńı vazkost a σk konstanta specifikovaná v konkrétńım modelu. Výsledný
tvar transportńı rovnice pro turbulentńı kinetickou energii po zavedeńı aproximace turbu-
lentńı difuse, použ́ıvaný ve dvourovnicových modelech, je

∂

∂t
(ρ̄k) +

∂

∂yj
(ρ̄ṽjk) =

∂

∂yj

[(
µ+

µt
σk

)
∂k

∂yj

]
+ Pk − ρ̄ε. (2.17)

Nejpouž́ıvaněǰśımi dvourovnicovými modely jsou k-ε, k-ω a kombinovaný k-ε/k-ω.

2.3.1 Model k-ε

Základńı verze

Dvourovnicový model k-ε, [8], [16], je v základńı podobě tvořen modelovou transportńı rovnićı
pro turbulentńı kinetickou energii k (2.17)

∂

∂t
(ρ̄k) +

∂

∂yj
(ρ̄ṽjk) =

∂

∂yj

[(
µ+

µt
σk

)
∂k

∂yj

]
+ Pk − ρ̄ε (2.18)
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a transportńı rovnićı pro rychlost disipace turbulentńı energie ε. Tu je možné přesně odvodit
podobně jako rovnici pro turbulentńı energii. Protože ale obsahuje mnoho neznámých korelaćı
fluktuaćı, které je obt́ıžné aproximovat, použ́ıvá se mı́sto ńı modelová transportńı rovnice
navržená analogicky k rovnici pro turbulentńı energii, tedy

∂

∂t
(ρ̄ε) +

∂

∂yj
(ρ̄ṽjε) =

∂

∂yj

[(
µ+

µt
σε

)
∂ε

∂yj

]
+ Cε1Pk

ε

k
− Cε2ρ̄

ε2

k
, (2.19)

kde Pk = τij
∂ṽi
∂yj

je již zmı́něná produkce turbulentńı energie. Turbulentńı vazkost je dána

vztahem

µt = Cµρ̄
k2

ε
. (2.20)

Konstanty vyskytuj́ıćı se v rovnićıch (2.18) - (2.20) jsou určeny empiricky na základě jedno-
duchých př́ıpad̊u prouděńı a převážně se použ́ıvaj́ı hodnoty σk = 1, 0, σε = 1, 3, Cε1 = 1, 44,
Cε2 = 1, 92 a Cµ = 0, 09.

Základńı verze modelu k-ε neńı vhodná k výpočtu turbulentńıho prouděńı v těsné bĺızkosti
obtékané stěny, protože modelové rovnice nerespektuj́ı dostatečně vliv stěny na prouděńı, [8].
Tento problém lze řešit několika zp̊usoby. Jednou možnost́ı je použ́ıt tzv. stěnové funkce,
to ale neńı vhodné např́ıklad pro prouděńı s odtržeńım, [8]. Druhou možnost́ı je aplikovat
na oblast v těsné bĺızkosti stěny včetně logaritmické oblasti model k-ω a ve vněǰśıch oblastech
model k-ε. To vede na kombinovaný model k-ε/k-ω, který je uveden dále. Třet́ı možnost́ı je
využ́ıt tzv. modifikaci modelu pro ńızká turbulentńı Reynoldsova č́ısla, což umožńı provést
výpočet pomoćı modelu k-ε v celé výpočtové oblasti až k obtékané stěně.

Úprava pro ńızká turbulentńı Reynoldsova č́ısla

Do transportńıch rovnic pro turbulentńı energii k a rychlost disipace ε a do vztahu pro turbu-
lentńı vazkost µt se zavedou tlumićı funkce, jejichž funkčńı hodnota se s rostoućı vzdálenost́ı
od stěny bĺıž́ı k jedné, a př́ıdavné členy, jejichž hodnota se s rostoućı vzdálenost́ı od stěny
bĺıž́ı k nule. T́ım je dosaženo potřebné úpravy modelu bĺızko obtékané stěny, jinde z̊ustává
model v základńı podobě. V úpravě pro ńızká turbulentńı Reynoldsova č́ısla tedy bude mı́t
model k-ε tvar, [8],

∂

∂t
(ρ̄k) +

∂

∂yj
(ρ̄ṽjk) =

∂

∂yj

[(
µ+

µt
σk

)
∂k

∂yj

]
+ Pk − ρ̄ε+ Lk, (2.21)

∂

∂t
(ρ̄ε) +

∂

∂yj
(ρ̄ṽjε) =

∂

∂yj

[(
µ+

µt
σε

)
∂ε

∂yj

]
+ Cε1f1Pk

ε

k
− Cε2f2ρ̄

ε2

k
+ Lε, (2.22)

µt = Cµfµρ̄
k2

ε
. (2.23)

Existuje několik takových úprav, které se lǐśı definićı funkćı f1, f2, fµ a člen̊u Lk a Lε. Jednou
z možnost́ı je úprava podle Jonese a Laundera, [8], [16], kteř́ı stanovili

f1 = 1, 0,

f2 = 1− 0, 3 e−Re
2
t ,

fµ = e
−2,5

1+0,02Ret ,
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Lk = −2
µ

ρ̄

(
∂
√
k

∂yj

)2

, j = 1, 2,

Lε = 2
µµt
ρ̄2

(
∂2ũ

∂y2

)2

,

kde Ret = k2

ν ε
je turbulentńı Reynoldsovo č́ıslo a ν = µ

ρ̄
je součinitel kinematické vazkosti.

Protože µt ∼ ρ̄k
2

ε
, νt = µt

ρ̄
∼ k2

ε
, udává turbulentńı Reynoldsovo č́ıslo v podstatě poměr

vazkost́ı Ret ∼ µt
µ

.

2.3.2 Model k-ω

Základńı verze

Základńı verze dvourovnicového modelu k-ω, [8], je tvořena opět transportńı rovnićı pro
turbulentńı kinetickou energii k (2.17), ale v upraveném tvaru

∂

∂t
(ρ̄k) +

∂

∂yj
(ρ̄ṽjk) =

∂

∂yj

[
(µ+ σ∗µt)

∂k

∂yj

]
+ Pk − β∗ρ̄kω, (2.24)

a transportńı rovnićı pro specifickou rychlost disipace ω, navrženou na základě podstaty
fyzikálńı děj̊u v prouděńı a rozměrové analýzy ve tvaru

∂

∂t
(ρ̄ω) +

∂

∂yj
(ρ̄ṽjω) =

∂

∂yj

[
(µ+ σµt)

∂ω

∂yj

]
+ αPk

ω

k
− βρ̄ω2, (2.25)

kde Pk = τij
∂ṽi
∂yj

je produkce turbulentńı energie. Turbulentńı vazkost je určena vztahem

µt = γ∗ρ̄
k

ω
. (2.26)

Empirické konstanty v rovnićıch (2.24) - (2.26) se nejčastěji použ́ıvaj́ı s hodnotami σ∗ = 1
2
,

σ = 1
2
, β∗ = 9

100
, α = 5

9
, β = 3

40
a γ∗ = 1. Tato základńı verze může být narozd́ıl od základńı

podoby modelu k-ε bez pot́ıž́ı aplikována až ke stěně.

Model k-ω v uvedené podobě je lepš́ı než model k-ε v těsné bĺızkosti obtékané stěny, tedy
ve vazké podvrstvě a logaritmické oblasti mezńı vrstvy. Naopak ve vněǰśı vrstvě se lépe chová
model k-ε. Na základě této skutečnosti je tedy výhodné vytvořit kombinovaný model k-ε/k-ω,
abychom při použit́ı dvourovnicových model̊u turbulence dosáhli co nejlepš́ıch výsledk̊u.

2.3.3 Kombinovaný model k-ε/k-ω

Kombinovaný dvourovnicový model k-ε/k-ω je dvouvrstvý model, [8], který použ́ıvá ve vazké
podvrstvě a logaritmické oblasti mezńı vrstvy model k-ω. Vně této oblasti na něj pak navazuje
model k-ε v uvedené základńı podobě, tedy bez úpravy pro ńızká turbulentńı Reynoldsova
č́ısla. Pro jednodušš́ı zápis i implementaci v programu je transportńı rovnice pro ε přepsána
v proměnné ω. Oba modely jsou pak sloučeny do jednoho pomoćı spojovaćı funkce F1, která je
definována tak, aby nabývala hodnoty 1 ve vnitřńı vrstvě (uplatńı se model k-ω) a hodnoty 0
ve vněǰśı vrstvě (uplatńı se model k-ε).
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Přepis transpotńı rovnice pro ε do proměnné ω se provede pomoćı vztahu

ε = β∗ωk, (2.27)

kde β∗ = 0, 09 je již uvedená konstanta z odstavce 2.3.2. Vyjdeme z rovnice (2.19)

∂

∂t
(ρ̄ε) +

∂

∂yj
(ρ̄ṽjε) =

∂

∂yj

[(
µ+

µt
σε

)
∂ε

∂yj

]
+ Cε1Pk

ε

k
− Cε2ρ̄

ε2

k
,

do které dosad́ıme transformačńı vztah (2.27) a dostaneme

∂

∂t
(ρ̄β∗ωk) +

∂

∂yj
(ρ̄ṽjβ

∗ωk) =
∂

∂yj

[(
µ+

µt
σε

)
∂(β∗ωk)

∂yj

]
+ Cε1Pk

β∗ωk

k
− Cε2ρ̄

(β∗ωk)2

k
.

Přeznač́ıme 1
σε

= σω2, rovnici vyděĺıme konstantou β∗ a částečně uprav́ıme derivace

ω
∂

∂t
(ρ̄k) + k

∂

∂t
(ρ̄ω) + ω

∂

∂yj
(ρ̄ṽjk) + k

∂

∂yj
(ρ̄ṽjω) = (2.28)

= ω
∂

∂yj

[
(µ+ σω2µt)

∂k

∂yj

]
+ k

∂

∂yj

[
(µ+ σω2µt)

∂ω

∂yj

]
+

+2 (µ+ σω2µt)
∂k

∂yj

∂ω

∂yj
+ Cε1Pkω − Cε2ρ̄β∗ω2k.

Dále potřebujeme upravit transportńı rovnici pro k (2.18) modelu k-ε. Přeznač́ıme 1
σk

= σk2

a do posledńıho členu dosad́ıme transformačńı vztah (2.27), tedy

∂

∂t
(ρ̄k) +

∂

∂yj
(ρ̄ṽjk) =

∂

∂yj

[
(µ+ σk2µt)

∂k

∂yj

]
+ Pk − ρ̄β∗ωk. (2.29)

Celou rovnici vynásob́ıme ω

ω
∂

∂t
(ρ̄k) + ω

∂

∂yj
(ρ̄ṽjk) = ω

∂

∂yj

[
(µ+ σk2µt)

∂k

∂yj

]
+ Pkω − ρ̄β∗ω2k. (2.30)

Nyńı od rovnice (2.28) odečteme rovnici (2.30) a źıskáme

k
∂

∂t
(ρ̄ω) + k

∂

∂yj
(ρ̄ṽjω) = k

∂

∂yj

[
(µ+ σω2µt)

∂ω

∂yj

]
+ (Cε1 − 1)Pkω −

−(Cε2 − 1)ρ̄β∗ω2k + 2 (µ+ σω2µt)
∂k

∂yj

∂ω

∂yj
. (2.31)

Předpokládali jsme, že σω2 ≈ σk2, jinak by v rovnici (2.31) z̊ustal ještě jeden člen nav́ıc. Ten
je ale velmi malý a neovlivňuje př́ılǐs řešeńı, takže ho můžeme zanedbat, [8]. Dále v rovnici
(2.31) přeznač́ıme Cε1−1 = α2, β∗(Cε2−1) = β2 a v posledńım členu na pravé straně rovnice
uprav́ıme závorku pomoćı vztahu pro turbulentńı vazkost (2.26) následuj́ıćım zp̊usobem, [8],

µ+ σω2µt = µ+ σω2ρ̄
k

ω
≈ σω2ρ̄

k

ω
.
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Nakonec celou rovnici (2.31) vyděĺıme k a dostaneme

∂

∂t
(ρ̄ω) +

∂

∂yj
(ρ̄ṽjω) =

∂

∂yj

[
(µ+ σω2µt)

∂ω

∂yj

]
+ α2Pk

ω

k
− β2ρ̄ω

2 +

+2σω2ρ̄
1

ω

∂k

∂yj

∂ω

∂yj
. (2.32)

Rovnice (2.29) a (2.32) představuj́ı model k-ε formulovaný v podobě modelu k-ω.
Nyńı tedy máme dvouvrstvý model zapsaný pomoćı k a ω, pro oblast v těsné bĺızkosti

obtékané stěny rovnicemi

∂

∂t
(ρ̄k) +

∂

∂yj
(ρ̄ṽjk) =

∂

∂yj

[
(µ+ σk1µt)

∂k

∂yj

]
+ Pk − β∗ρ̄kω, (2.33)

∂

∂t
(ρ̄ω) +

∂

∂yj
(ρ̄ṽjω) =

∂

∂yj

[
(µ+ σω1µt)

∂ω

∂yj

]
+ α1Pk

ω

k
− β1ρ̄ω

2, (2.34)

kde jsou oproti rovnićım modelu k-ω (2.24) a (2.25) pouze přeznačeny konstanty σ∗ = σk1,
σ = σω1, α = α1 a β = β1. Pro vněǰśı oblast plat́ı rovnice přeformulovaného modelu k-ε (2.29)
a (2.32)

∂

∂t
(ρ̄k) +

∂

∂yj
(ρ̄ṽjk) =

∂

∂yj

[
(µ+ σk2µt)

∂k

∂yj

]
+ Pk − ρ̄β∗ωk, (2.35)

∂

∂t
(ρ̄ω) +

∂

∂yj
(ρ̄ṽjω) = (2.36)

=
∂

∂yj

[
(µ+ σω2µt)

∂ω

∂yj

]
+ α2Pk

ω

k
− β2ρ̄ω

2 + 2σω2ρ̄
1

ω

∂k

∂yj

∂ω

∂yj
.

Turbulentńı vazkost je pro obě vrstvy modelu dána vztahem

µt = ρ̄
k

ω
,

který je totožný s (2.26), kde γ∗ = 1. Dosazeńım (2.27) do (2.20) je ihned vidět, že je splněn
i tento vztah, protože Cµ = β∗ = 0, 09.

Rovnice pro obě vrstvy modelu slouč́ıme pomoćı spojovaćı funkce F1 navržené tak, aby
se limitně bĺıžila k jedné v těsné bĺızkosti stěny a k nule ve větš́ı vzdálenosti od stěny.
Kombinovaný model k-ε/k-ω tedy zaṕı̌seme

∂

∂t
(ρ̄k) +

∂

∂yj
(ρ̄ṽjk) =

∂

∂yj

[
(µ+ σkµt)

∂k

∂yj

]
+ Pk − β∗ρ̄kω,

∂

∂t
(ρ̄ω) +

∂

∂yj
(ρ̄ṽjω) =

∂

∂yj

[
(µ+ σωµt)

∂ω

∂yj

]
+ αPk

ω

k
− βρ̄ω2 +

+2(1− F1)σω2ρ̄
1

ω

∂k

∂yj

∂ω

∂yj
,

kde konstanta σk = F1σk1 + (1 − F1)σk2, takže se opět podle hodnoty funkce F1 uplatńı
hodnota σk1, σk2 nebo jejich kombinace. Pro konstanty σω, α a β plat́ı analogické vztahy jako
pro σk.
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Transformaćı modelu k-ε do podoby modelu k-ω vznikl na pravé straně rovnice (2.36)
významný člen závisej́ıćı na gradientu k i ω, který se nazývá př́ıčná difuse (cross diffusion).
Někdy je přidáván i do samotného modelu k-ω, [16], což se ukazuje vhodné pro obtékáńı
stěny, méně už pro volné smykové vrstvy. Vliv př́ıčné difuse na schopnost dvourovnicových
model̊u dobře zachycovat turbulentńı prouděńı je zkoumán mnohými autory, [16].

Použ́ıvaj́ı se dvě varianty kombinovaného modelu k-ε/k-ω, a to tzv. BSL model a SST
model, [8], [13], které se od sebe lǐśı definićı turbulentńı vazkosti µt a určeńım konstant.

BSL model (Baseline model)

Turbulentńı vazkost je pro BSL model dána již uvedeným vztahem

µt = ρ̄
k

ω
.

Konstanty př́ıslušné modelu k-ω jsou σk1 = 0, 5, σω1 = 0, 5, α1 = 0, 56, β1 = 0, 075, β∗ = 0, 09
a konstanty př́ıslušné modelu k-ε jsou σk2 = 1, σω2 = 0, 856, α2 = 0, 44, β2 = 0, 0828
a β∗ = 0, 09.

Spojovaćı funkce F1 zajǐst’uj́ıćı hladký přechod mezi modely je definována následuj́ıćım
zp̊usobem

F1 = tgh(arg4
1),

kde

arg1 = min

{
max

( √
k

0, 09ωy
,
500ν

ωy2

)
;
4ρ̄σω2k

Ckωy2

}
,

kde y je opět kolmá vzdálenost od obtékané stěny a hodnota Ckω se urč́ı z tzv. př́ıčné difuse,
tedy z posledńıho členu v rovnici (2.36).

Ckω = 2σω2ρ̄
1

ω

∂k

∂yj

∂ω

∂yj
,

pokud je tento výraz kladný, jinak Ckω = 0.

SST model (Shear-stress transport model)

Název modelu je odvozen ze skutečnosti, že d́ıky upravené definici turbulentńı vazkosti µt bere
na rozd́ıl od BSL modelu v úvahu vliv transportu turbulentńıho napět́ı, [13]. Vycháźı totiž
z tzv. Bradshawovy hypotézy, která je založena na experimentech a ř́ıká, že Reynoldsovo
turbulentńı napět́ı je v převážné části mezńı vrstvy zhruba úměrné turbulentńı kinetické
energii. Na základě toho je pak turbulentńı vazkost dána vztahem, [8], [13],

µt = min

{
ρ̄k

ω
;
a1ρ̄k

F2|Ω|

}
,

kde konstanta a1 = 0, 31, |Ω| je absolutńı hodnota v́ı̌rivosti, pro dvourozměrné prouděńı plat́ı∣∣∣ ∂ṽ
∂x
− ∂ũ

∂y

∣∣∣, a funkce

F2 = tgh(arg2
2), arg2 = max

{
2

√
k

0, 09ωy
,
500ν

ωy2

}
.

S výjimkou σk1 = 0, 85 jsou všechny konstanty a předpis spojovaćı funkce F1 stejné jako
v BSL modelu.



Kapitola 3

Numerické řešeńı turbulentńıho
prouděńı stlačitelné vazké tekutiny

3.1 Matematický model

Pro modelováńı turbulentńıho prouděńı stlačitelné vazké newtonské tekutiny je v této práci
využit systém středovaných Navierových-Stokesových rovnic podle Favra, jak je uvedeno
v prvńı kapitole. Po zavedeńı tenzoru Reynoldsových turbulentńıch napět́ı a aproximaci členu
představuj́ıćıho turbulentńı přenos tepla byl odvozen systém rovnic (1.31) - (1.33) ve tvaru

∂ρ̄

∂t
+
∂(ρ̄ṽj)

∂yj
= 0, (3.1)

∂

∂t
(ρ̄ṽi) +

∂

∂yj
(ρ̄ṽiṽj + p̄δij) =

∂

∂yj
(t̃ij + τij), (3.2)

∂

∂t
(ρ̄ẽ) +

∂

∂yj
(ρ̄ẽṽj + p̄ṽj) =

∂

∂yj

[
(t̃ij + τij)ṽi +

κ

κ− 1

(
µ

Pr
+

µt
Prt

)
∂

∂yj

(
p̄

ρ̄

)]
, (3.3)

kde tenzor vazkých napět́ı je dán vztahem

t̃ij = µ

(
∂ṽi
∂yj

+
∂ṽj
∂yi

)
− 2

3
µ
∂ṽk
∂yk

δij (3.4)

a tenzor Reynoldsových turbulentńıch napět́ı

τij = µt

(
∂ṽi
∂yj

+
∂ṽj
∂yi

)
− 2

3
µt
∂ṽk
∂yk

δij. (3.5)

Posledńı člen ve vztahu pro Reynoldsovo napět́ı (1.34) neuvažujeme. Označeńı všech veličin
vystupuj́ıćıch v rovnićıch (3.1) - (3.5) odpov́ıdá značeńı zavedenému v prvńı kapitole. Uvedený
systém rovnic, uzavřený konkrétńım modelem turbulence, bude výchoźı pro daľśı úvahy.

Pro uvažované dvourozměrné prouděńı rozeṕı̌seme soustavu rovnic (3.1) - (3.3)
v kartézském souřadnicovém systému do tvaru

∂ρ̄

∂t
+
∂(ρ̄ũ)

∂x
+
∂(ρ̄ṽ)

∂y
= 0,

32



3.1 Matematický model 33

∂

∂t
(ρ̄ũ) +

∂

∂x
(ρ̄ũũ+ p̄) +

∂

∂y
(ρ̄ũṽ) =

∂

∂x
(t̃xx + τxx) +

∂

∂y
(t̃xy + τxy),

∂

∂t
(ρ̄ṽ) +

∂

∂x
(ρ̄ṽũ) +

∂

∂y
(ρ̄ṽṽ + p̄) =

∂

∂x
(t̃yx + τyx) +

∂

∂y
(t̃yy + τyy),

∂

∂t
(ρ̄ẽ) +

∂

∂x
(ρ̄ẽũ+ p̄ũ) +

∂

∂y
(ρ̄ẽṽ + p̄ṽ) =

=
∂

∂x

[
(t̃xx + τxx)ũ+ (t̃xy + τxy)ṽ +

κ

κ− 1

(
µ

Pr
+

µt
Prt

)
∂

∂x

(
p̄

ρ̄

)]
+

+
∂

∂y

[
(t̃xy + τxy)ũ+ (t̃yy + τyy)ṽ +

κ

κ− 1

(
µ

Pr
+

µt
Prt

)
∂

∂y

(
p̄

ρ̄

)]
,

kde pro součet složek tenzoru vazkých a turbulentńıch napět́ı plat́ı

t̃xx + τxx = (µ+ µt)

(
4

3

∂ũ

∂x
− 2

3

∂ṽ

∂y

)
,

t̃xy + τxy = (µ+ µt)

(
∂ũ

∂y
+
∂ṽ

∂x

)
= t̃yx + τyx,

t̃yy + τyy = (µ+ µt)

(
−2

3

∂ũ

∂x
+

4

3

∂ṽ

∂y

)
,

y = [x, y]T ∈ Ω, Ω ⊂ R2, u a v jsou kartézké složky vektoru rychlosti ve směrech
souřadnicových os x a y. Vyjádř́ıme-li tento systém rovnic v kompaktńı vektorové formě,
dostaneme

∂w

∂t
+
∂f I(w)

∂x
+
∂gI(w)

∂y
=
∂fV (w)

∂x
+
∂gV (w)

∂y
, (3.6)

kde w = w(y, t), w ∈ R4, je vektor konzervativńıch proměnných, f I(w) a gI(w) jsou složky
nevazkého konzervativńıho toku a fV (w) a gV (w) složky vazkého konzervativńıho toku, de-
finované jako

w =


ρ̄
ρ̄ũ
ρ̄ṽ
ρ̄ẽ

 , f I(w) =


ρ̄ũ

ρ̄ũ2 + p̄
ρ̄ũṽ

(ρ̄ẽ+ p̄)ũ

 , gI(w) =


ρ̄ṽ
ρ̄ũṽ

ρ̄ṽ2 + p̄
(ρ̄ẽ+ p̄)ṽ

 ,

fV (w) =


0

t̃xx + τxx
t̃xy + τxy

(t̃xx + τxx)ũ+ (t̃xy + τxy)ṽ + κ
κ−1

(
µ
Pr

+ µt
Prt

)
∂
∂x

(
p̄
ρ̄

)
 , (3.7)

gV (w) =


0

t̃xy + τxy
t̃yy + τyy

(t̃xy + τxy)ũ+ (t̃yy + τyy)ṽ + κ
κ−1

(
µ
Pr

+ µt
Prt

)
∂
∂y

(
p̄
ρ̄

)
 . (3.8)

Systém rovnic (3.6) řeš́ıme numericky metodou konečných objemů na strukturované
čtyřúhelńıkové śıti a turbulentńı vazkost určujeme podle konkrétńıho modelu turbulence.
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3.2 Metoda konečných objemů

Pro prostorovou diskretizaci systému středovaných Navierových-Stokesových rovnic (3.6)
použijeme metodu konečných objemů aplikovanou na strukturovanou čtyřúhelńıkovou
śıt’, [18].

Výpočtovou oblast Ω ⊂ R2 rozděĺıme na konečný počet malých navzájem disjunktńıch
podoblast́ı Ωq ⊂ Ω, q = 1, 2, . . . , N takových, že Ωh =

⋃N
q=1 Ωq, kde Ωh je aproximace

výpočtové oblasti Ω pomoćı uzavřených konvexńıch čtyřúhelńık̊u. To znamená, že hranice
∂Ωh je tvořena konečným počtem úseček.

V př́ıpadě strukturované śıtě lze zavést dvě množiny index̊u I = 1, 2, . . . , NI a J =
1, 2, . . . , NJ tak, že při označeńı Ωq ≡ Ωij, i ∈ I, j ∈ J plat́ı N = NI ×NJ . Čtyřúhelńıkový
element Ωij se nazývá kontrolńı objem nebo také buňka śıtě. N udává tedy celkový počet
buněk strukturované čtyřúhelńıkové śıtě na Ωh, jej́ıž výřez je znázorněn na obr. 3.1.

Řešeńı systému rovnic (3.6) hledáme na kontrolńım objemu Ωij ve tvaru konstantńı funkce
wij, která je aproximaćı přesného řešeńı w na Ωij. Pro kontrolńı objem Ωij je tedy wij

integrálńım pr̊uměrem vektoru konzervativńıch proměnných w

wij(t) =
1

|Ωij|

∫
Ωij

w(y, t) dS (3.9)

a je tud́ıž na něm konstantńı. |Ωij| znač́ı obsah čtyřúhelńıkové buňky Ωij, obr 3.1.
Rovnici (3.6) integrujeme přes každý kontrolńı objem Ωij a dostáváme

∫
Ωij

∂w

∂t
dS +

∫
Ωij

(
∂f I(w)

∂x
+
∂gI(w)

∂y

)
dS =

∫
Ωij

(
∂fV (w)

∂x
+
∂gV (w)

∂y

)
dS = 0. (3.10)

Pomoćı vztahu (3.9) pro integrálńı pr̊uměr uprav́ıme prvńı integrál na levé straně rovnice
(3.10) do tvaru ∫

Ωij

∂w

∂t
dS =

∂

∂t

∫
Ωij

w dS =
dwij

dt
|Ωij|.

Obrázek 3.1: Strukturovaná čtyřúhelńıková śıt’
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Použit́ım Greenovy věty převedeme plošné integrály v rovnici (3.10) na křivkové∫
Ωij

(
∂f I(w)

∂x
+
∂gI(w)

∂y

)
dS =

∮
∂Ωij

(xnij f I(w) +ynij gI(w)) dl,

∫
Ωij

(
∂fV (w)

∂x
+
∂gV (w)

∂y

)
dS =

∮
∂Ωij

(xnij fV (w) +ynij gV (w)) dl,

takže z rovnice (3.10) dostaneme

dwij(t)

dt
|Ωij|+

∮
∂Ωij

(xnij f I(w) +ynij gI(w)) dl =
∮

∂Ωij

(xnij fV (w) +ynij gV (w)) dl, (3.11)

kde ∂Ωij je hranice kontrolńıho objemu Ωij a nij = [xnij,
ynij]

T je jednotkový vektor vněǰśı
normály k hranici ∂Ωij kontrolńıho objemu Ωij. Numerické řešeńı hledáme ve středech kont-
rolńıch objemů Ωij.

Křivkové integrály v rovnici (3.11) vyjadřuj́ı celkový vazký a nevazký tok veličiny w
hranićı ∂Ωij kontrolńıho objemu Ωij v čase t. Tento integrál aproximujeme součtem vazkých
a nevazkých numerických tok̊u jednotlivými stranami lm, m = 1, . . . , 4, tvoř́ıćımi hranici
∂Ωij kontrolńıho objemu Ωij, obr. 3.2,

dwij(t)

dt
= − 1

|Ωij|

4∑
m=1

(FI
m − FV

m)|lm|, (3.12)

kde FI
m (FV

m) je nevazký (vazký) numerický tok stranou lm kontrolńıho objemu Ωij ve směru
nmij a |lm| je délka m-té strany kontrolńıho objemu Ωij. Pro každou stranu nejdř́ıve vypoč́ıtáme

Obrázek 3.2: Kontrolńı objem Ωij



3.3 Metoda časové integrace 36

jej́ı rozměry

∆xm = xm+1 − xm,
∆ym = ym+1 − ym,

m = 1, 2, 3, 4 a pro m = 4 je xm+1 = x1, ym+1 = y1. Pro normálový vektor Sm = [Sxm, S
y
m]T

a velikost m-té strany lm plat́ı

Sm = nmij |lm| = [∆ym,−∆xm]T ,

lm =
√

∆x2
m + ∆y2

m.

Jednotkový vektor vněǰśı normály k m-té straně lm kontrolńıho objemu Ωij je pak

nmij = [xnmij ,
ynmij ]

T =

[
∆ym
|lm|

,−∆xm
|lm|

]T
. (3.13)

3.3 Metoda časové integrace

Označ́ıme-li pravou stranu rovnice (3.12) funkćı R(wij(t)), kde R je operátor prostorové
diskretizace, zaṕı̌seme soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic ve tvaru

dwij(t)

dt
= R(wij(t)), (3.14)

kterou vyřeš́ıme při dané počátečńı podmı́nce w0
ij ≡ wij(0) = 1

|Ωij |
∫

Ωij

w(y, 0)dS pomoćı

explicitńı čtyřstupňové Rungeovy-Kuttovy metody, [20]. Necht’ 0 = t0 < t1 < t2 < . . . < T je
děleńı časového intervalu (0, T ) a ∆t = tn+1 − tn je časový krok mezi časovými hladinami tn
a tn+1. Označme wn

ij jako aproximaci funkce wij(tn) v čase tn. Nejdř́ıve vypoč́ıtáme hodnotu
pravé strany rovnice (3.14) v čase tn

k1 = R (wn
ij)

a dále hodnoty pravé strany s upravenými argumenty

k2 = R (wn
ij +

1

2
∆tk1),

k3 = R (wn
ij +

1

2
∆tk2),

k4 = R (wn
ij + ∆tk3).

V čase tn+1 potom dostaneme hodnotu numerického řešeńı na kontrolńım objemu Ωij jako

wn+1
ij = wn

ij +
1

6
∆t (k1 + 2k2 + 2k3 + k4),

kde časový krok ∆t je určen nutnou CFL podmı́nkou stability ve tvaru, [17],

∆t ≤ min
i,j

 CFL
|λ(Aij)|max

∆xij
+ |λ(Bij)|max

∆yij

 ,
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kde |λ(Aij)|max = |ũij| + āij a |λ(Bij)|max = |ṽij| + āij jsou maximálńı absolutńı hodnoty
vlastńıch č́ısel Jacobiových matic nevazkých konzervativńıch tok̊u f I(w) a gI(w), ũij a ṽij
jsou středńı hodnoty rychlosti proudu ve směrech i a j, āij je středńı hodnota lokálńı rychlosti
zvuku, CFL = 0.7 a ∆xij a ∆yij jsou aproximace délek kontrolńıho objemu Ωij ve směrech
i a j.

3.4 Aproximace nevazkého numerického toku

Pro aproximaci nevazkého numerického toku FI
m m-tou stranou konrolńıho objemu Ωij vystu-

puj́ıćıho v rovnici (3.12) použijeme AUSM schéma (Advection Upstream Splitting Method),
[11], založené na štěpeńı toku. To je zobecněńım takzvaných upwind schémat, [7].

3.4.1 AUSM schéma

Vyjdeme z toho, že nevazký numerický tok FI libovolnou stranou kontrolńıho objemu Ωij

lze rozdělit na dvě fyzikálně odlǐsné části, a to na konvektivńı část FI(c) numerického toku
a tlakovou část FI(p) numerického toku, [11],

FI =xnij · f I +ynij · gI ≡
Ṽ

ā


ρ̄ā
ρ̄ũā
ρ̄ṽā

ρ̄h̃0ā

+ p̄


0

xnij
ynij
0

 =

= M̄n


ρ̄ā
ρ̄ũā
ρ̄ṽā

ρ̄h̃0ā

+ p̄


0

xnij
ynij
0

 = FI(c) + FI(p),

kde Ṽ = ũ ·xnij + ṽ ·y nij je středńı hodnota konvektivńı normálové rychlosti maj́ıćı směr
jednotkového vektoru vněǰśı normály nij = [xnij,

ynij]
T k odpov́ıdaj́ıćı straně l kontrolńıho

objemu Ωij, ā je středńı hodnota lokálńı rychlosti zvuku definovaná jako

ā =

√
κ
p̄

ρ̄
, (3.15)

M̄n je středńı hodnota normálového Machova č́ısla a h̃0 = h̃+ 1
2
(ũ2 + ṽ2) +k = ε̃+ p̄

ρ̄
+ 1

2
(ũ2 +

ṽ2)+k = ẽ+ p̄
ρ̄

je středńı hodnota měrné stagnačńı (klidové) enthalpie, k je turbulentńı energie

(1.29) a pro středńı hodnoty celkové měrné a měrné vnitřńı energie plat́ı vztah (1.30). Měrná
enthalpie h je definovaná podle [9] vztahem h = ε + p

ρ
, kde ε je měrná vnitřńı energie,

analogický vztah plat́ı pro středńı hodnoty uvedených veličin, tedy h̃ = ε̃ + p̄
ρ̄
. Pro př́ıpad

ideálńıho plynu plat́ı
ε̃ = cV T̃ ,

kde cV je měrná tepelná kapacita při konstantńım objemu a T̃ je středńı hodnota termody-
namické teploty tekutiny (ideálńıho plynu). κ je Poissonova adiabatická konstanta.

Uvažujme dva sousedńı kontrolńı objemy strukturované čtyřúhelńıkové śıtě, obr. 3.3. Hod-
noty vektoru konzervativńıch proměnných v levé a pravé buňce označ́ıme jako wL a wR.
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Obrázek 3.3: Nevazký numerický tok společnou stranou dvou sousedńıch kontrolńıch objemů

Chceme určit nevazký numerický tok jejich společnou stranou. Nejdř́ıve vypoč́ıtáme středńı
hodnotu normálového Machova č́ısla pro levou a pravou buňku

M̄nL =
ṽTL · n
āL

≡ ṼL
āL
, M̄nR =

ṽTR · n
āR

≡ ṼR
āR
,

kde ṼL a ṼR jsou středńı hodnoty konvektivńıch normálových rychlost́ı v levé a pravé buňce,
āL a āR jsou středńı hodnoty lokálńı rychlosti zvuku dané vztahem (3.15) v levé a pravé
buňce a n je jednotkový normálový vektor k jejich společné straně, obr. 3.3. Machovo č́ıslo
na společné straně dvou sousedńıch kontrolńıch objemů urč́ıme jako

M̄LR =M+(M̄nL) +M−(M̄nR),

kde M+ a M− jsou tzv. rozkládaj́ıćı (splitting) funkce. Existuj́ı r̊uzné tvary těchto funkćı,
zde použijeme funkce ve tvaru, [6],

M±(M) =

{
1
2
(M ± |M |) pro |M | > 1,
±1

4
(M ± 1)2 ± 1

8
(M2 − 1)2 jinak.

Tlak na společném rozhrańı dvou sousedńıch buněk je určen vztahem

p̄LR = P+(M̄nL) · p̄L + P−(M̄nR) · p̄R,

kde p̄L, p̄R jsou středńı hodnoty tlaku v levé a pravé buňce a splitting funkce pro tlak jsou
definovány podle [11] jako

P±(M) =

{
1
2
(M ± |M |)/M pro |M | > 1,

1
4
(M ± 1)2(2∓M) jinak.

Celkový nevazký numerický tok společnou stranou lm dvou sousedńıch kontrolńıch objemů
L (levého) a R (pravého), obr. 3.3, je potom dán vztahem, [11],

FI
m = FI

m(wL
ij,w

R
i+1j,n

m
ij ) = F

I(c)
LR + p̄LR


0

xnmij
ynmij
0

 ,
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který z d̊uvodu snazš́ı algoritmizace lze přepsat do tvaru

FI
m = FI

m(wL
ij,w

R
i+1j,n

m
ij ) =

1

2
M̄LR(F

I(c)
L + F

I(c)
R )− 1

2
|M̄LR|(FI(c)

R − F
I(c)
L ) + p̄LR


0

xnmij
ynmij
0

 ,
(3.16)

kde

F
I(c)
L(R) =


ρ̄ā
ρ̄ũā
ρ̄ṽā

ρ̄h̃0ā


L(R)

.

3.4.2 Lineárńı rekonstrukce

AUSM schéma je pouze prvńıho řádu přesnosti v prostorové proměnné. Pro výpočet ne-
vazkého numerického toku hranićı kontrolńıch objemů jsme použili hodnoty vektoru konzer-
vativńıch proměnných ze střed̊u buněk. Lineárńı rekonstrukćı těchto hodnot, založenou na Ta-
ylorově rozvoji, ale můžeme řád přesnosti AUSM schématu zvýšit na druhý. Rekonstrukci
provád́ıme zvlášt’ v obou směrech x a y nezávisle na sobě. Abychom zabránili nežádoućım
oscilaćım v řešeńı, použijeme nav́ıc ještě takzvaný minmod limiter. Ten ze dvou hodnot b a c
vybere tu menš́ı z nich, pokud jsou stejného znaménka, nebo nulu, pokud maj́ı znaménko
opačné. T́ım je zajǐstěno, že nebudou vznikat nové extrémy. Následuj́ıćı vztah definuje min-
mod limiter pro libovolné dvě skalárńı hodnoty b a c (v př́ıpadě vektor̊u se poč́ıtá po složkách)

minmod(b, c) =


b, pokud |b| < |c| a b · c > 0,
c, pokud |b| > |c| a b · c > 0,
0, pokud b · c ≤ 0.

Pro každou složku ws, s = 1, . . . , 4 vektoru konzervativńıch proměnných w ∈ R4 vypoč́ıtáme
v každém směru následuj́ıćı diferenčńı pod́ıly, [19],

(σs)
upwind
x = (ws)ij−(ws)i−1j

∆x
i− 1

2 j

,

(σs)
downwind
x = (ws)i+1j−(ws)ij

∆x
i+1

2 j

,

(σs)
upwind
y = (ws)ij−(ws)ij−1

∆y
ij− 1

2

,

(σs)
downwind
y = (ws)ij+1−(ws)ij

∆y
ij+1

2

.

Použit́ım minmod limiteru urč́ıme veličiny

(σs)
minmod
x = minmod ((σs)

upwind
x , (σs)

downwind
x ),

(σs)
minmod
y = minmod ((σs)

upwind
y , (σs)

downwind
y ), s = 1, . . . , 4,

pomoćı nichž rekonstruujeme hodnoty numerického řešeńı wij na stranách kontrolńıho ob-
jemu Ωij následuj́ıćım zp̊usobem

wi+ 1
2
j = wij +

∆xi+ 1
2
j

2
σminmod
x ,
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wi− 1
2
j = wij −

∆xi− 1
2
j

2
σminmod
x ,

wij+ 1
2

= wij +
∆yij+ 1

2

2
σminmod
y ,

wij− 1
2

= wij −
∆yij− 1

2

2
σminmod
y .

Poznamenejme, že (σs)
minmod
x a (σs)

minmod
y , s = 1, . . . , 4 jsou složky vektoru σminmod

x a σminmod
y .

Potom pro výpočet celkového nevazkého numerického toku stranou lm společnou pro levý
kontrolńı objem Ωij a pravý kontrolńı objem Ωi+1j, obr. 3.3, použijeme ve vztahu (3.16)
hodnoty wL

i+ 1
2
j

z buňky Ωij a wR
i+ 1

2
j

z buňky Ωi+1j, tedy

FI
m = FI

m(wL
i+ 1

2
j,w

R
i+ 1

2
j,n

m
ij ).

3.5 Aproximace vazkého numerického toku

Vazký numerický tok FV
m m-tou stranou kontrolńıho objemu Ωij, vystupuj́ıćı ve schématu

pro metodu konečných objemů (3.12), budeme aproximovat centrálně s pomoćı takzvaných
duálńıch buněk, [17], [18].

Uvažujme kontrolńı objem Ωij, tvořený čtyřúhelńıkem P1P2P3P4, obr. 3.4. Chceme-li apro-
ximovat složky vazkého numerického toku fV (w) a gV (w) stěnou P1P2 kontrolńıho objemu

Ωij, potřebujeme určit na této stěně, tedy v bodě (i + 1
2
, j), derivace ∂ũ

∂x
, ∂ũ
∂y

, ∂ṽ
∂x

, ∂ṽ
∂y

, ∂
∂x

(
p̄
ρ̄

)
,

∂
∂y

(
p̄
ρ̄

)
a složky rychlosti ũ a ṽ.

Pro výpočet derivaćı v bodě (i+ 1
2
, j), který se nacháźı uvnitř výpočtové oblasti, zavedeme

duálńı čtyřúhelńıkovou buňku Ωi+ 1
2
j, tvořenou čtyřúhelńıkem D1D2D3D4, obr. 3.4, pro který

D2 = P1, D4 = P2 a vrcholy D1 a D3 odpov́ıdaj́ı střed̊um kontrolńıch objemů Ωij a Ωi+1j.
Složky rychlosti ũ a ṽ v bodě (i+ 1

2
, j) stanov́ıme jako pr̊uměr ze složek rychlosti v buňkách

přilehlých ke stěně P1P2, tedy

ũi+ 1
2
j =

ũij + ũi+1j

2
,

ṽi+ 1
2
j =

ṽij + ṽi+1j

2
.

Derivace ∂ũ
∂x

a ∂ũ
∂y

v bodě (i+ 1
2
, j) aproximujeme vztahy, [17],

∂ũ

∂x

∣∣∣∣∣
i+ 1

2
j

≈ 1

|Ωi+ 1
2
j|

4∑
k=1

ũk∆yk, (3.17)

∂ũ

∂y

∣∣∣∣∣
i+ 1

2
j

≈ − 1

|Ωi+ 1
2
j|

4∑
k=1

ũk∆xk, (3.18)

kde |Ωi+ 1
2
j| znač́ı obsah duálńı buňky Ωi+ 1

2
j, který urč́ıme podle vztahu

|Ωi+ 1
2
j| =

1

2
|(xi+1j − xij)(yi+ 1

2
j+ 1

2
− yi+ 1

2
j− 1

2
)− (yi+1j − yij)(xi+ 1

2
j+ 1

2
− xi+ 1

2
j− 1

2
)|.
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Rozměry stěn duálńı buňky vypoč́ıtáme podobně jako pro buňku primárńı, tedy

∆xk = xk+1 − xk,
∆yk = yk+1 − yk,

k = 1, 2, 3, 4 a pro k = 4 je xk+1 = x1, yk+1 = y1, xk a yk jsou souřadnice vrchol̊u duálńı buňky
Dk, k = 1, 2, 3, 4. Rychlosti ũk, k = 1, 2, 3, 4 na stěnách duálńı buňky urč́ıme následuj́ıćım
zp̊usobem

ũ1 =
1

2

(
ũij + ũi+ 1

2
j− 1

2

)
,

ũ2 =
1

2

(
ũi+ 1

2
j− 1

2
+ ũi+1j

)
,

ũ3 =
1

2

(
ũi+1j + ũi+ 1

2
j+ 1

2

)
,

ũ4 =
1

2

(
ũi+ 1

2
j+ 1

2
+ ũij

)
,

kde rychlosti ũi+ 1
2
j− 1

2
a ũi+ 1

2
j+ 1

2
vypoč́ıtáme jako pr̊uměr z hodnot ũ ve středech okolńıch

čtyřech primárńıch kontrolńıch objemů.
Pro výpočet derivaćı v bodě (i+ 1

2
, j), který lež́ı na hranici výpočtové oblasti, použijeme

pouze polovinu duálńı buňky, danou trojúhelńıkem D1D2D4, obr. 3.4. Sumy ve vztaźıch
(3.17) a (3.18) tedy obsahuj́ı pouze tři sč́ıtance a hodnoty ũk, ∆xk, ∆yk, k = 1, 2, 3 určujeme
na stěnách D1D2, D2D4 a D4D1. Derivace ṽ a p̄

ρ̄
v bodě (i + 1

2
, j) vypoč́ıtáme analogicky

k uvedeným derivaćım ũ.

Obrázek 3.4: Primárńı čtyřúhelńıková buňka Ωij a duálńı čtyřúhelńıková buňka Ωi+ 1
2
j
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Využit́ım uvedených vztah̊u vypoč́ıtáme hodnoty složek vazkého numerického toku fV (w)
a gV (w) stěnou P1P2 kontrolńıho objemu Ωij podle (3.7) a (3.8), přičemž předpokládáme,
že turbulentńı vazkost již máme vypočtenou pomoćı zvoleného modelu turbulence. Složky
vazkých numerických tok̊u ostatńımi stěnami kontrolńıho objemu Ωij, tedy v bodech (i− 1

2
, j),

(i, j + 1
2
) a (i, j − 1

2
), urč́ıme podobným zp̊usobem.

Normálový vazký numerický tok FV
m m-tou stranou kontrolńıho objemu Ωij, vystupuj́ıćı

ve vztahu (3.12), nakonec urč́ıme pomoćı normály k m-té straně kontrolńıho objemu nmij =
[xnmij ,

ynmij ]
T , (3.13), jako

FV
m = fV (w) xnmij + gV (w) ynmij . (3.19)

3.6 Aproximace rovnic modelu turbulence k-ε

Dvourovnicový model turbulence k-ε s úpravou pro ńızká turbulentńı Reynoldsova č́ısla podle
Jonese a Laundera je tvořen dvěma parciálńımi diferenciálńımi rovnicemi a řadou daľśıch
vztah̊u, jak je popsáno v odstavci 2.3.1, tedy

∂

∂t
(ρ̄k) +

∂

∂yj
(ρ̄ṽjk) =

∂

∂yj

[(
µ+

µt
σk

)
∂k

∂yj

]
+ Pk − ρ̄ε+ Lk, (3.20)

∂

∂t
(ρ̄ε) +

∂

∂yj
(ρ̄ṽjε) =

∂

∂yj

[(
µ+

µt
σε

)
∂ε

∂yj

]
+ Cε1f1Pk

ε

k
− Cε2f2ρ̄

ε2

k
+ Lε, (3.21)

µt = Cµfµρ̄
k2

ε
, (3.22)

Pk = τij
∂ṽi
∂yj

, (3.23)

f1 = 1, 0, (3.24)

f2 = 1− 0, 3 e−Re
2
t , (3.25)

Ret =
ρ̄k2

µε
, (3.26)

fµ = e
−2,5

1+0,02Ret , (3.27)

Lk = −2
µ

ρ̄

(
∂
√
k

∂yj

)2

, j = 1, 2, (3.28)

Lε = 2
µµt
ρ̄2

(
∂2ũ

∂y2

)2

, (3.29)

konstanty v nich obsažené jsou uvedeny v odstavci 2.3.1. Pro řešeńı těchto rovnic na dané
výpočtové oblasti Ω ⊂ R2 diskretizované strukturovanou čtyřúhelńıkovou śıt́ı odvod́ıme ex-
plicitńı diferenčńı schéma, [8]. Ve zbývaj́ıćı části tohoto odstavce vynecháme pro přehledněǰśı
zápis značeńı středovaných veličin vlnkou a pruhem, máme ale samozřejmě stále na mysli
středńı hodnoty př́ıslušných veličin.

Pro odvozeńı explicitńıho schématu pro transportńı rovnici (3.20) pro turbulentńı kine-
tickou energii k tuto rovnici nejprve uprav́ıme částečnou derivaćı člen̊u na levé straně, tedy

ρ
∂k

∂t
+ k

∂ρ

∂t
+ ρvj

∂k

∂yj
+ k

∂(ρvj)

∂yj
=

∂

∂yj

[(
µ+

µt
σk

)
∂k

∂yj

]
+ Pk − ρε+ Lk.
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Odečteme od ńı středovanou rovnici kontinuity (3.1) vynásobenou k

k
∂ρ

∂t
+ k

∂(ρvj)

∂yj
= 0

a dostaneme

ρ
∂k

∂t
+ ρvj

∂k

∂yj
=

∂

∂yj

[(
µ+

µt
σk

)
∂k

∂yj

]
+ Pk − ρε+ Lk.

Výraz v kulaté závorce na pravé straně pro přehledněǰśı zápis označ́ıme Ak = µ+ µt
σk

, tedy

ρ
∂k

∂t
+ ρvj

∂k

∂yj
=

∂

∂yj

(
Ak

∂k

∂yj

)
+ Pk − ρε+ Lk.

Tuto rovnici rozeṕı̌seme v kartézském souřadnicovém systému pro j = 1, 2 do tvaru

ρ
∂k

∂t
+ ρu

∂k

∂x
+ ρv

∂k

∂y
=

∂

∂x

(
Ak
∂k

∂x

)
+

∂

∂y

(
Ak
∂k

∂y

)
+ Pk − ρε+ Lk, (3.30)

kde

Lk = −2
µ

ρ

(
∂
√
k

∂x
+
∂
√
k

∂y

)2

, (3.31)

Pk = τxx
∂u

∂x
+ τxy

∂u

∂y
+ τyx

∂v

∂x
+ τyy

∂v

∂y
= τxx

∂u

∂x
+ τxy

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
+ τyy

∂v

∂y
. (3.32)

Složky symetrického tenzoru Reynoldsových turbulentńıch napět́ı τij (1.34) v kartézském
souřadnicovém systému jsou

τxx =
4

3
µt
∂u

∂x
− 2

3
µt
∂v

∂y
− 2

3
ρk, (3.33)

τxy = τyx = µt
∂u

∂y
+ µt

∂v

∂x
, (3.34)

τyy = −2

3
µt
∂u

∂x
+

4

3
µt
∂v

∂y
− 2

3
ρk. (3.35)

Rovnice (3.30) - (3.35) je potřeba transformovat tak, abychom je mohli řešit v souřadnicovém
systému ξη, na čtverci o délce strany jedna s rovnoměrným děleńım os. To provedeme pomoćı
vztah̊u, [8],

ξx = Jyη,

ξy = −Jxη,
ηx = −Jyξ,
ηy = Jxξ,

kde J = 1
xξyη−xηyξ

je Jacobián uvedeného zobrazeńı x = x(ξ, η), y = y(ξ, η). Parciálńı derivace

potom transformujeme podle

∂

∂x
= ξx

∂

∂ξ
+ ηx

∂

∂η
, (3.36)

∂

∂y
= ξy

∂

∂ξ
+ ηy

∂

∂η
. (3.37)
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Touto transformaćı se tedy daná čtyřúhelńıková śıt’ převede na ortogonálńı śıt’ s ekvi-
distantńım děleńım os, ve směru osy x s krokem ∆ξ = 1

NI
a ve směru osy y s krokem

∆η = 1
NJ

, kde NI , NJ jsou počty kontrolńıch objemů śıtě ve směrech x, y. Na této śıti pak
provedeme prostorovou diskretizaci rovnic modelu turbulence k-ε (3.30) - (3.35).

Konvektivńı členy ρu∂k
∂x

a ρv ∂k
∂y

aproximujeme upwind schématem prvńıho řádu přesnosti

a ostatńı členy centrálńımi diferenčńımi formulemi druhého řádu přesnosti, [8]. Aproximaci
je možné provést bud’ ve středech kontrolńıch objemů nebo v uzlech śıtě, v této práci byla
zvolena druhá možnost. S využit́ım vztah̊u (3.36) a (3.37) přeṕı̌seme rovnici (3.30) do tvaru

ρ
∂k

∂t
+ ρu

(
ξx
∂k

∂ξ
+ ηx

∂k

∂η

)
+ ρv

(
ξy
∂k

∂ξ
+ ηy

∂k

∂η

)
=

= ξx
∂

∂ξ

[
Ak

(
ξx
∂k

∂ξ
+ ηx

∂k

∂η

)]
+ ηx

∂

∂η

[
Ak

(
ξx
∂k

∂ξ
+ ηx

∂k

∂η

)]
+

+ξy
∂

∂ξ

[
Ak

(
ξy
∂k

∂ξ
+ ηy

∂k

∂η

)]
+ ηy

∂

∂η

[
Ak

(
ξy
∂k

∂ξ
+ ηy

∂k

∂η

)]
+ Pk − ρε+ Lk.

Aproximaci člen̊u Pk a Lk zat́ım ponecháme stranou. Konvektivńı členy uprav́ıme zavedeńım
vztah̊u, [8],

U = ξxu+ ξyv,

V = ηxu+ ηyv

a převedeme je na pravou stranu rovnice. Dostaneme

ρ
∂k

∂t
= −ρU ∂k

∂ξ︸ ︷︷ ︸
I

−ρ V ∂k
∂η︸ ︷︷ ︸
II

+ (3.38)

+ξx
∂

∂ξ

[
Ak

(
ξx
∂k

∂ξ
+ ηx

∂k

∂η

)]
︸ ︷︷ ︸

III

+ηx
∂

∂η

[
Ak

(
ξx
∂k

∂ξ
+ ηx

∂k

∂η

)]
︸ ︷︷ ︸

IV

+

+ξy
∂

∂ξ

[
Ak

(
ξy
∂k

∂ξ
+ ηy

∂k

∂η

)]
︸ ︷︷ ︸

V

+ηy
∂

∂η

[
Ak

(
ξy
∂k

∂ξ
+ ηy

∂k

∂η

)]
︸ ︷︷ ︸

V I

+Pk − ρε+ Lk.

Nyńı aproximujeme označené členy pomoćı upwind schématu (členy I a II) a centrálńıch
diferenčńıch formuĺı (členy III-VI). Diskretizaci provedeme v uzlu śıtě (i, j).

I : U
∂k

∂ξ

∣∣∣∣∣
ij

=
1

2
(Uij + |Uij|)

kij − ki−1j

∆ξ
+

1

2
(Uij − |Uij|)

ki+1j − kij
∆ξ

,

II : V
∂k

∂η

∣∣∣∣∣
ij

=
1

2
(Vij + |Vij|)

kij − kij−1

∆η
+

1

2
(Vij − |Vij|)

kij+1 − kij
∆η

,

III :
∂

∂ξ

[
Ak

(
ξx
∂k

∂ξ
+ ηx

∂k

∂η

)]
ij

=
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=
Ak i+ 1

2
j

(
ξx

∂k
∂ξ

+ ηx
∂k
∂η

)
i+ 1

2
j
− Ak i− 1

2
j

(
ξx

∂k
∂ξ

+ ηx
∂k
∂η

)
i− 1

2
j

∆ξ
=

=
Ak i+ 1

2
j

∆ξ

(
ξx i+ 1

2
j

ki+1j − kij
∆ξ

+ ηx i+ 1
2
j

ki+ 1
2
j+ 1

2
− ki+ 1

2
j− 1

2

∆η

)
−

−
Ak i− 1

2
j

∆ξ

(
ξx i− 1

2
j

kij − ki−1j

∆ξ
+ ηx i− 1

2
j

ki− 1
2
j+ 1

2
− ki− 1

2
j− 1

2

∆η

)
,

IV :
∂

∂ξ

[
Ak

(
ξy
∂k

∂ξ
+ ηy

∂k

∂η

)]
ij

=

=
Ak i+ 1

2
j

(
ξy

∂k
∂ξ

+ ηy
∂k
∂η

)
i+ 1

2
j
− Ak i− 1

2
j

(
ξy

∂k
∂ξ

+ ηy
∂k
∂η

)
i− 1

2
j

∆ξ
=

=
Ak i+ 1

2
j

∆ξ

(
ξy i+ 1

2
j

ki+1j − kij
∆ξ

+ ηy i+ 1
2
j

ki+ 1
2
j+ 1

2
− ki+ 1

2
j− 1

2

∆η

)
−

−
Ak i− 1

2
j

∆ξ

(
ξy i− 1

2
j

kij − ki−1j

∆ξ
+ ηy i− 1

2
j

ki− 1
2
j+ 1

2
− ki− 1

2
j− 1

2

∆η

)
,

V :
∂

∂η

[
Ak

(
ξx
∂k

∂ξ
+ ηx

∂k

∂η

)]
ij

=

=
Ak ij+ 1

2

(
ξx

∂k
∂ξ

+ ηx
∂k
∂η

)
ij+ 1

2

− Ak ij− 1
2

(
ξx

∂k
∂ξ

+ ηx
∂k
∂η

)
ij− 1

2

∆η
=

=
Ak ij+ 1

2

∆η

(
ξx ij+ 1

2

ki+ 1
2
j+ 1

2
− ki− 1

2
j+ 1

2

∆ξ
+ ηx ij+ 1

2

kij+1 − kij
∆η

)
−

−
Ak ij− 1

2

∆η

(
ξx ij− 1

2

ki+ 1
2
j− 1

2
− ki− 1

2
j− 1

2

∆ξ
+ ηx ij− 1

2

kij − kij−1

∆η

)
,

V I :
∂

∂η

[
Ak

(
ξy
∂k

∂ξ
+ ηy

∂k

∂η

)]
ij

=

=
Ak ij+ 1

2

(
ξy

∂k
∂ξ

+ ηy
∂k
∂η

)
ij+ 1

2

− Ak ij− 1
2

(
ξy

∂k
∂ξ

+ ηy
∂k
∂η

)
ij− 1

2

∆η
=

=
Ak ij+ 1

2

∆η

(
ξy ij+ 1

2

ki+ 1
2
j+ 1

2
− ki− 1

2
j+ 1

2

∆ξ
+ ηy ij+ 1

2

kij+1 − kij
∆η

)
−

−
Ak ij− 1

2

∆η

(
ξy ij− 1

2

ki+ 1
2
j− 1

2
− ki− 1

2
j− 1

2

∆ξ
+ ηy ij− 1

2

kij − kij−1

∆η

)
.

Dosazeńım uvedených aproximaćı do (3.38) a vyděleńım celé rovnice hustotou ρ źıskáme

∂k

∂t

∣∣∣∣∣
ij

= −1

2
(Uij + |Uij|)

kij − ki−1j

∆ξ
− 1

2
(Uij − |Uij|)

ki+1j − kij
∆ξ

−

−1

2
(Vij + |Vij|)

kij − kij−1

∆η
− 1

2
(Vij − |Vij|)

kij+1 − kij
∆η

+

+
1

ρij
{

Ak i+ 1
2
j

(∆ξ)2
(ki+1j − kij)(ξx ijξx i+ 1

2
j + ξy ijξy i+ 1

2
j) +
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+
Ak i+ 1

2
j

∆ξ∆η
(ki+ 1

2
j+ 1

2
− ki+ 1

2
j− 1

2
)(ξx ijηx i+ 1

2
j + ξy ijηy i+ 1

2
j)−

−
Ak i− 1

2
j

(∆ξ)2
(kij − ki−1j)(ξx ijξx i− 1

2
j + ξy ijξy i− 1

2
j)− (3.39)

−
Ak i− 1

2
j

∆ξ∆η
(ki− 1

2
j+ 1

2
− ki− 1

2
j− 1

2
)(ξx ijηx i− 1

2
j + ξy ijηy i− 1

2
j) +

+
Ak ij+ 1

2

∆ξ∆η
(ki+ 1

2
j+ 1

2
− ki− 1

2
j+ 1

2
)(ηx ijξx ij+ 1

2
+ ηy ijξy ij+ 1

2
) +

+
Ak ij+ 1

2

(∆η)2
(kij+1 − kij)(ηx ijηx ij+ 1

2
+ ηy ijηy ij+ 1

2
)−

−
Ak ij− 1

2

∆ξ∆η
(ki+ 1

2
j− 1

2
− ki− 1

2
j− 1

2
)(ηx ijξx ij− 1

2
+ ηy ijξy ij− 1

2
)−

−
Ak ij− 1

2

(∆η)2
(kij − kij−1)(ηx ijηx ij− 1

2
+ ηy ijηy ij− 1

2
) }+

Pk|ij
ρij
− εij +

Lk|ij
ρij

.

Člen produkce Pk v uzlu (i, j) aproximujeme s využit́ım vztah̊u (3.36) a (3.37) následuj́ıćım
zp̊usobem

Pk|ij = τxx|ij
∂u

∂x

∣∣∣∣∣
ij

+ τxy|ij

 ∂u
∂y

∣∣∣∣∣
ij

+
∂v

∂x

∣∣∣∣∣
ij

+ τyy|ij
∂v

∂y

∣∣∣∣∣
ij

=

= τxx|ij

ξx ij ∂u
∂ξ

∣∣∣∣∣
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+ ηx ij
∂u

∂η

∣∣∣∣∣
ij

+

+ τxy|ij

ξy ij ∂u
∂ξ

∣∣∣∣∣
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+ ηy ij
∂u

∂η

∣∣∣∣∣
ij

+ ξx ij
∂v

∂ξ

∣∣∣∣∣
ij

+ ηx ij
∂v

∂η

∣∣∣∣∣
ij

+

+ τyy|ij

ξy ij ∂v
∂ξ

∣∣∣∣∣
ij

+ ηy ij
∂v

∂η

∣∣∣∣∣
ij

 =

=
(
τxx|ij ξx ij + τxy|ij ξy ij

) ∂u
∂ξ

∣∣∣∣∣
ij

+
(
τxx|ij ηx ij + τxy|ij ηy ij

) ∂u
∂η

∣∣∣∣∣
ij

+

+
(
τxy|ij ξx ij + τyy|ij ξy ij

) ∂v
∂ξ

∣∣∣∣∣
ij

+
(
τxy|ij ηx ij + τyy|ij ηy ij

) ∂v
∂η

∣∣∣∣∣
ij

,

kde

τxx|ij =
4

3
µt ij

ξx ij ∂u
∂ξ

∣∣∣∣∣
ij

+ ηx ij
∂u

∂η

∣∣∣∣∣
ij
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3
µt ij

ξy ij ∂v
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∣∣∣∣∣
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3
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a

∂u

∂ξ

∣∣∣∣∣
ij

=
ui+1j − ui−1j

2∆ξ
,

∂u

∂η

∣∣∣∣∣
ij

=
uij+1 − uij−1

2∆η
,

∂v

∂ξ

∣∣∣∣∣
ij

=
vi+1j − vi−1j

2∆ξ
,

∂v

∂η

∣∣∣∣∣
ij

=
vij+1 − vij−1

2∆η
.

Člen Lk týkaj́ıćı se úpravy pro ńızká turbulentńı Reynoldsova č́ısla v uzlu (i, j) aproximujeme

Lk|ij = −2
µij
ρij

ξx ij ∂
√
kij

∂ξ
+ ηx ij

∂
√
kij

∂η
+ ξy ij

∂
√
kij

∂ξ
+ ηy ij

∂
√
kij

∂η

2

=

= −2
µij
ρij

(ξx ij + ξy ij)

√
ki+ 1

2
j −

√
ki− 1

2
j

∆ξ
+ (ηx ij + ηy ij)

√
kij+ 1

2
−
√
kij− 1

2

∆η

2

.

Pravou stranu rovnice (3.39) označ́ıme RHSk a derivaci k podle času na levé straně aproxi-
mujeme dopřednou diferenčńı formuĺı prvńıho řádu přesnosti, [8]. Dostaneme

∂k

∂t

∣∣∣∣∣
ij

= RHSk,

kn+1
ij − knij

∆tlok

= RHSk,

kn+1
ij = knij + ∆tlok ·RHSk, (3.40)

kde hodnoty všech veličin vystupuj́ıćıch ve výrazu RHSk uvažujeme v n-té časové hladině.
Explicitńı schéma pro transportńı rovnici pro rychlost disipace ε (3.21) je možné odvodit

analogickým zp̊usobem jako schéma pro transportńı rovnici pro turbulentńı energii k. Člen
Lε týkaj́ıćı se úpravy pro ńızká turbulentńı Reynoldsova č́ısla v uzlu (i, j) aproximujeme

Lε = 2
µµt
ρ2

(
∂2u

∂y2

)2

,
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︸ ︷︷ ︸

Z

+ηy
∂

∂η

(
ξy
∂u

∂ξ
+ ηy

∂u

∂η

)
︸ ︷︷ ︸

Z


2

ij

=

= 2
µij µt ij
ρ2
ij

[
ξy ij

Zi+ 1
2
j − Zi− 1

2
j
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,
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kde

Zi+ 1
2
j = ξy i+ 1

2
j

ui+1j − uij
∆ξ

+ ηy i+ 1
2
j

ui+ 1
2
j+ 1

2
− ui+ 1

2
j− 1

2

∆η
,

Zi− 1
2
j = ξy i− 1

2
j

uij − ui−1j

∆ξ
+ ηy i− 1

2
j

ui− 1
2
j+ 1

2
− ui− 1

2
j− 1

2

∆η
,

Zij+ 1
2

= ξy ij+ 1
2

ui+ 1
2
j+ 1

2
− ui− 1

2
j+ 1

2

∆ξ
+ ηy ij+ 1

2

uij+1 − uij
∆η

,

Zij− 1
2

= ξy ij− 1
2

ui+ 1
2
j− 1

2
− ui− 1

2
j− 1

2

∆ξ
+ ηy ij− 1

2

uij − uij−1
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Analogicky k rovnici (3.39) tedy můžeme pro ε psát

RHSε = −1
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Ae = µ+
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σε
,

Ret|ij =
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2
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µijεij
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f1 ij = 1, 0,

f2 ij = 1− 0, 3 e
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Analogicky ke vztahu (3.40) plat́ı pro ε

εn+1
ij = εnij + ∆tlok ·RHSε, (3.42)

kde hodnoty všech veličin vystupuj́ıćıch ve výrazu RHSε uvažujeme v n-té časové hladině.
Hodnotu turbulentńı vazkosti µt v časové hladině n + 1 v uzlu (i, j) potom vypoč́ıtáme

podle (3.22) jako

µn+1
t ij = Cµf

n+1
µ ij ρ

n
ij

(kn+1
ij )2

εn+1
ij

, (3.43)

kde

fn+1
µ ij = e

−2,5

1+0,02Ren+1
t ij .

Je zřejmé, že abychom mohli uvedeným zp̊usobem řešit rovnice modelu turbulence k-ε,
potřebujeme předepsat počátečńı a okrajové podmı́nky pro turbulentńı kinetickou energii k,
rychlost disipace ε a turbulentńı vazkost µt. Hodnoty použité v této práci a jejich stanoveńı
je uvedeno v následuj́ıćı kapitole.



Kapitola 4

Modelováńı turbulentńıho prouděńı
v úzkém kanálu

Součást́ı této práce je algoritmizace dvou vybraných model̊u turbulence v rámci vlastńıho
programu pro numerický výpočet prouděńı, a to modelu Baldwina a Lomaxe a modelu k-ε
s úpravou pro ńızká turbulentńı Reynoldsova č́ısla. Model Baldwina a Lomaxe byl zvolen jako
zástupce skupiny algebraických model̊u turbulence. Při jeho použit́ı neńı nutné řešit žádné
parciálńı diferenciálńı rovnice a lze poměrně snadno poč́ıtat turbulentńı vazkost µt př́ımo
ze vztah̊u uvedených v odstavci 2.1.2. Model k-ε byl vybrán jako zástupce dvourovnicových
model̊u turbulence s využit́ım i pro složitěǰśı typy prouděńı. Implementace dvourovnicového
modelu v programu pro numerický výpočet turbulentńıho prouděńı je podstatně náročněǰśı
než implementace modelu algebraického, některé detaily jsou uvedeny v této kapitole.

Oba modely turbulence jsou aplikovány na úloze ustáleného dvourozměrného turbu-
lentńıho prouděńı stlačitelné vazké tekutiny v úzkém obdélńıkovém kanálu určeném dvěma
rovnoběžnými pevnými nepropustnými stěnami. Volba této úlohy vyplývá ze skutečnosti, že
na katedře mechaniky Fakulty aplikovaných věd Západočeské univerzity v Plzni je prouděńı
tekutin v těsńıćıch mezerách r̊uzného typu a minikanálech dlouhodobě řešeno a d́ıky úzké spo-
lupráci s Ústavem termomechaniky Akademie věd České republiky je možné některé výsledky
vlastńıch numerických simulaćı porovnat s experimentálńımi výsledky źıskanými v Aerodyna-
mické laboratoři ÚT AV ČR v Novém Kńıně a také s výsledky vypočtenými v profesionálńım
výpočtovém systému ANSYS Fluent.

4.1 Formulace úlohy

Zabýváme se turbulentńım prouděńım tekutiny v úzkém dvourozměrném kanálu, který
představuje výpočtovou oblast Ω ⊂ R2, obr. 4.1, určenou hranićı ∂Ω = ∂Ωw ∪ ∂Ωi ∪ ∂Ωo.
Část hranice ∂Ωw představuje pevnou nepropustnou stěnu, ∂Ωi je část hranice, kterou teku-
tina vstupuje do výpočtové oblasti a ∂Ωo je část hranice, kterou tekutina výpočtovou oblast
opoušt́ı. Výška kanálu je h = 2 mm a délka l = 100 mm.

Dvourozměrné turbulentńı prouděńı stlačitelné vazké tekutiny na uvedené výpočtové ob-
lasti Ω popisujeme systémem středovaných Navierových-Stokesových rovnic podle Favra (3.1)
- (3.5) doplněným bud’ algebraickým modelem turbulence Baldwina a Lomaxe nebo dvou-
rovnicovým modelem turbulence k-ε , a to s úpravou pro ńızká turbulentńı Reynoldsova č́ısla
podle Jonese a Laundera, nebot’ se jedná o obtékáńı stěny. Dále předpokládáme, že dyna-
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mická vazkost tekutiny µ a Prandtlovo č́ıslo Pr je konstantńı. Uvažujeme prouděńı vzduchu
při běžných teplotách, s dynamickou vazkost́ı µ = 1, 879 · 10−5Pa · s a Prandtlovým č́ıslem
Pr = 0, 72. Pro obtékáńı stěny se standardně použ́ıvá turbulentńı Prandtlovo č́ıslo Prt = 0, 9.
Úlohu řeš́ıme v rozměrovém tvaru.

Obrázek 4.1: Geometrie výpočtové oblasti Ω ⊂ R2

4.2 Okrajové podmı́nky

Okrajové podmı́nky jsou zadány tak, aby co nejv́ıce odpov́ıdaly úloze, která byla experi-
mentálně měřena v Aerodynamické laboratoři ÚT AV ČR v Novém Kńıně a modelována
ve výpočtovém systému ANSYS Fluent, což umožňuje srovnáńı dosažených výsledk̊u. Při
zadáváńı okrajových podmı́nek máme samozřejmě stále na mysli středńı hodnoty veličin
proudového pole, nikoliv jejich okamžité hodnoty.

Na vstupu do výpočtové oblasti, tedy na části hranice ∂Ωi, předeṕı̌seme následuj́ıćı okrajové
podmı́nky:

– stagnačńı tlak: p̄stag = 101325Pa,

– stagnačńı teplotu: T̃stag = 294, 15K,

– úhel náběhu proudu: α = 0◦,

– derivaci termodynamické teploty ve směru jednotkového vektoru vněǰśı normály k hra-
nici ∂Ωi:

∂T̃
∂n

= 0,

– okrajovou podmı́nku typu (t̃ij + τij)nj = 0, i = 1, 2.

Nejdř́ıve extrapolujeme hodnotu statického tlaku p̄inl z proudového pole, tedy z vektoru kon-
zervativńıch proměnných w = [w1, w2, w3, w4]T v př́ıslušném kontrolńım objemu soused́ıćım
s hranićı ∂Ωi, podle vztahu

p̄inl = (κ− 1)

(
w4 −

w2
2 + w2

3

2w1

)
, κ = 1, 4,
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s využit́ım předepsaného stagnačńıho tlaku p̄stag vypoč́ıtáme Machovo č́ıslo na vstupu

M̄inl =

√√√√√ 2

κ− 1

( p̄stag
p̄inl

)κ−1
κ

− 1

,
dále pomoćı předepsané stagnačńı teploty T̃stag urč́ıme teplotu na vstupu

T̃inl = T̃stag

(
1 +

κ− 1

2
M̄2

inl

)−1

a hodnotu hustoty ze stavové rovnice

ρ̄inl =
p̄inl

r T̃inl
, r = 287.

Stanov́ıme velikost rychlosti |ṽinl|

|ṽinl| = M̄inl

√
κ
p̄inl
ρ̄inl

a celkovou měrnou energii na vstupu

ẽinl =
p̄inl

ρ̄inl (κ− 1)
+

1

2
|ṽinl|2.

Vektor konzervativńıch proměnných na vstupu potom bude s ohledem na nulový úhel náběhu
proudu dán

winl =


ρ̄inl

ρ̄inl |ṽinl|
0

ρ̄inl ẽinl

 .
Okrajové podmı́nky ∂T̃

∂n
= 0 a (t̃ij + τij)nj = 0, i = 1, 2, vedou na nulový normálový vazký

numerický tok př́ıslušnou stranou kontrolńıho objemu, která lež́ı na vstupńı hranici ∂Ωi, [17].
Numerické vazké toky (3.19) na vstupu tedy neńı v̊ubec potřeba poč́ıtat.

Na výstupu z výpočtové oblasti, tedy na části hranice ∂Ωo, předepisujeme

– statický tlak: p̄out = 37693Pa,

– derivaci termodynamické teploty ve směru jednotkového vektoru vněǰśı normály k hra-
nici ∂Ωo:

∂T̃
∂n

= 0,

– okrajovou podmı́nku typu (t̃ij + τij)nj = 0, i = 1, 2.

Z vektoru konzervativńıch proměnných w = [w1, w2, w3, w4]T v kontrolńım objemu soused́ıćım
s hranićı ∂Ωo extrapolujeme hodnotu hustoty ρ̄out a složky vektoru rychlosti ũout a ṽout, tedy

ρ̄out = w1, ũout =
w2

w1

, ṽout =
w3

w1

,
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a pomoćı předepsaného statického tlaku urč́ıme celkovou měrnou energii na výstupu

ẽout =
p̄out

ρ̄out (κ− 1)
+

1

2
(ũ2

out + ṽ2
out).

Vektor konzervativńıch proměnných na výstupu pak bude dán

wout =


ρ̄out

ρ̄out ũout
ρ̄out ṽout
ρ̄inl ẽout

 .

Okrajové podmı́nky ∂T̃
∂n

= 0 a (t̃ij + τij)nj = 0, i = 1, 2, stejně jako na vstupu opět vedou
na nulový normálový vazký numerický tok tou stranou př́ıslušného kontrolńıho objemu, která
lež́ı na výstupńı hranici ∂Ωo.

Na pevné nepropustné stěně, tedy na části hranice ∂Ωw, předeṕı̌seme

– nulové složky rychlosti: ũ = 0, ṽ = 0.

Jako počátečńı podmı́nky můžeme v celé výpočtové oblasti Ω použ́ıt hodnoty vektoru kon-
zervativńıch proměnných na vstupu winl. Dále je potřeba předepsat okrajové a počátečńı
podmı́nky týkaj́ıćı se použitých model̊u turbulence. Jejich konkrétńı podoba je popsána
v následuj́ıćıch odstavćıch.

4.3 Implementace modelu turbulence Baldwina a Lo-

maxe

Aplikace algebraického modelu turbulence Baldwina a Lomaxe nevyžaduje žádné daľśı
úpravy, použijeme př́ımo vztahy uvedené v odstavci 2.1.2, pomoćı kterých vypoč́ıtáme
ve středech všech kontrolńıch objemů turbulentńı vazkost µti a µto a urč́ıme µt jako minimum
z těchto dvou hodnot. Pouze je potřeba si uvědomit, že v dolńı polovině kanálu představuje
proměnná y kolmou vzdálenost od dolńı stěny a v horńı polovině kanálu kolmou vzdálenost
od horńı stěny, tedy že y neodpov́ıdá druhé kartézské souřadnici střed̊u kontrolńıch objemů.
Turbulentńı vazkost na stěně předpokládáme nulovou.

4.4 Implementace modelu turbulence k-ε

Obecně existuj́ı dva zp̊usoby, jak zahrnout dvourovnicový model turbulence do kódu pro nu-
merické řešeńı systému středovaných Navierových-Stokesových rovnic. Jednou možnost́ı je
řešit systém Navierových-Stokesových rovnic a rovnice modelu turbulence odděleně, v pod-
statě jako v laminárńım př́ıpadě, kdy se k vazkosti µ, respektive pod́ılu µ

Pr
, pouze přič́ıtá

turbulentńı vazkost µt, respektive pod́ıl µt
Prt

, jak je vidět ze vztah̊u v odstavci 3.1. Hod-
noty turbulentńı vazkosti µt se použ́ıvaj́ı vždy z předchoźı časové hladiny. Tento zp̊usob je
popsaný a aplikovaný v této práci. Druhou možnost́ı je řešit systém středovaných Navie-
rových-Stokesových rovnic a rovnice modelu turbulence současně.
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Při praktické implementaci dvourovnicového modelu k-ε je potřeba vyřešit několik proble-
matických otázek, které nemuśı být na prvńı pohled zřejmé. Jedná se předevš́ım o stanoveńı
okrajových a počátečńıch podmı́nek pro k, ε a µt, dále o volbu časového kroku pro řešeńı
transportńıch rovnic pro k a ε, vystupuj́ıćıho ve vztaźıch (3.40) a (3.42), a také o celko-
vou strukturu programu pro výpočet turbulentńıho prouděńı, předevš́ım začleněńı modelu
turbulence.

Počátečńı a okrajové podmı́nky

Model turbulence k-ε je tvořen dvěma parciálńımi diferenciálńımi rovnicemi, pro jejichž řešeńı
je nutné znát počátečńı a okrajové podmı́nky pro k a ε. To je obecně problém, protože
na rozd́ıl od klasických okrajových podmı́nek jako je tlak nebo teplota, o kterých máme jasnou
fyzikálńı představu a můžeme je v reálné technické aplikaci př́ımo změřit nebo nastavit, určit
okrajové podmı́nky pro turbulentńı veličiny k, ε a µt je obt́ıžné.

Určitý návod, jak tyto okrajové podmı́nky nastavit, dává [8]. Hodnotu turbulentńı kine-
tické energie k0 na vstupu do výpočtové oblasti ∂Ωi urč́ıme pomoćı vztahu

k0 = 1, 5 (Ti U0)2,

kde Ti je intenzita turbulence a voĺı se v rozmeźı Ti = 0, 0001→ 0, 1, v této práci Ti = 0, 0001.
U0 je zvoleno jako středńı rychlost proudu v kanálu. Hodnotu rychlosti disipace ε0 na vstupu
∂Ωi vypoč́ıtáme podle

ε0 = ρ̄ Cµ
k2

0

µt0
kde ρ̄ je hustota tekutiny na vstupu, konstanta Cµ = 0, 09 a µt0 se voĺı v rozmeźı µt0 =
(0, 1 → 100)µ, zde byla s ohledem na hodnoty turbulentńı vazkosti vypočtené modelem
Baldwina a Lomaxe stanovena hodnota µt0 = 0, 1µ = 1, 879 · 10−4Pa · s. Pomoćı uvedených
vztah̊u byly tedy stanoveny následuj́ıćı okrajové podmı́nky na vstupu: k0 = 12, 52m2s−2, ε0 =
8, 848 · 104m2s−3. Tyto hodnoty jsou zároveň využity jako počátečńı pro celou výpočtovou
oblast.

Okrajové hodnoty v uzlech na výstupńı hranici ∂Ωo extrapolujeme s prvńım řádem
přesnosti, tedy koṕırujeme hodnoty z uzl̊u soused́ıćıch s výstupńı hranićı.

Na pevné stěně ∂Ωw předeṕı̌seme nulové derivace k a ε ve směru normály k obtékané
stěně, tedy

∂k

∂n
= 0,

∂ε

∂n
= 0.

Jinou možnost́ı je použ́ıt nulové hodnoty k i ε, nebo nulovou hodnotu k a zvolenou nenulovou
hodnotu ε, [8].

Výpočet je realizován tak, že pomoćı vztah̊u (3.40) a (3.42) poč́ıtáme hodnoty k a ε pouze
ve vnitřńıch uzlech śıtě, na vstupu předepisujeme stanovené hodnoty k0 a ε0 a na stěnách
a výstupu extrapolujeme s prvńım řádem přesnosti. Ve všech uzlech śıtě kromě uzl̊u na stěně
pak poč́ıtáme µt podle vztahu (3.43) a na stěně předepisujeme µt = 0.

Časový krok a struktura programu

Systém středovaných Navierových-Stokesových rovnic řeš́ıme pomoćı čtyřstupňové
Rungeovy-Kuttovy metody s časovým krokem ∆t stanoveným nutnou CFL podmı́nkou sta-
bility, jak je popsáno v odstavci 3.3. Nastává otázka, s jakým časovým krokem řešit rovnice
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modelu k-ε a jak je vhodně provázat se čtyřstupňovou Rungeovou-Kuttovou metodou časové
integrace. V této práci byla vyzkoušena následuj́ıćı možnost.

Předpokládejme, že se nacháźıme v n-té časové hladině výpočtu. Známe vektor konzer-
vativńıch proměnných wn a hodnoty turbulentńıch veličin kn, εn a µnt v každé buňce (uzlu)
śıtě. (Důsledkem toho, že diskretizaci systému Navierových-Stokesových rovnic provád́ıme
ve středech kontrolńıch objemů a diskretizaci rovnic modelu k-ε v uzlech śıtě, je samozřejmě
nutnost podle potřeby přepoč́ıtávat hodnoty z uzl̊u do střed̊u buněk a naopak.) Podle odstavce
3.3 realizujeme prvńı, druhý a třet́ı krok Rungeovy-Kuttovy metody, přičemž použ́ıváme stále
hodnoty µnt z n-té časové hladiny. Po třet́ım kroku Rungeovy-Kuttovy metody uplatńıme mo-
del turbulence k-ε tak, že stanov́ıme lokálńı časový krok ∆tlok = ∆t

NT
, např́ıklad NT = 15,

a s t́ımto krokem NT-krát řeš́ıme rovnice (3.40), (3.42) a (3.43), přičemž jako počátečńı hod-
noty použijeme kn, εn a µnt . Po NT kroćıch tak źıskáme nové hodnoty kn+1, εn+1 a µn+1

t , které
využijeme ve čtvrtém kroku Rungeovy-Kuttovy metody. Situaci schématicky znázorńıme:

wn, kn, εn, µnt︸ ︷︷ ︸
⇓

nutná CFL podmı́nka stability⇒ ∆t

k1 = R (wn
ij, µ

n
t )

k2 = R (wn
ij +

1

2
∆tk1, µ

n
t )

k3 = R (wn
ij +

1

2
∆tk2, µ

n
t )

∆tlok =
∆t

NT
ks = kn, εs = εn, µst = µnt
pro i od 1 do NT

ks+1 = ks + ∆tlok ·RHSsk
εs+1 = εs + ∆tlok ·RHSsε

µs+1
t = Cµf

s+1
µ ρn

(ks+1)2

εs+1

ks = ks+1, εs = εs+1, µst = µs+1
t

i = i+ 1

kn+1 = ks, εn+1 = εs, µn+1
t = µst

k4 = R (wn
ij + ∆tk3, µ

n+1
t )

wn+1
ij = wn

ij +
1

6
∆t (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

⇓︷ ︸︸ ︷
wn+1, kn+1, εn+1, µn+1

t
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4.5 Numerické výsledky

V tomto odstavci jsou prezentovány numerické výsledky źıskané výpočtem turbulentńıho
prouděńı stlačitelné vazké tekutiny v úzkém kanálu, jehož geometrie je podrobně popsána
v sekci 4.1. Všechny uvedené výpočty jsou provedeny pomoćı metod popsaných v této práci
a s okrajovými podmı́nkami uvedenými v odstavci 4.2. Výpočty jsou realizovány na velmi
jemné strukturované śıti o počtu kontrolńıch objemů 40 x 222 se zahuštěńım v bĺızkosti stěn.
Při simulaćıch turbulentńıho prouděńı je vyžadováno, aby pro prvńı uzel śıtě u stěny platilo
přibližně y+ ≤ 1 (2.3).

Je potřeba si uvědomit, že źıskané výsledky jsou pouze středńımi hodnotami veličin prou-
dového pole, nikoliv hodnotami okamžitými. To je d̊usledkem použité metody pro modelováńı
turbulentńıho prouděńı, tedy středováńı systému Navierových-Stokesových rovnic.

Jsou prezentovány jednak výsledky při použit́ı algebraického modelu turbulence Baldwina
a Lomaxe a jednak výsledky při použit́ı dvourovnicového modelu turbulence k-ε s úpravou
pro ńızká turbulentńı Reynoldsova č́ısla podle Jonese a Laundera.

Konvergenci numerických metod v této práci měř́ıme hodnotou rezidua, definovaného
vztahem

reziduum =

√√√√√√∑i,j |Ωij|
(
ρ̄n+1
ij −ρ̄

n
ij

∆t

)2

∑
i,j |Ωij|

,

kde |Ωij| je velikost kontrolńıho objemu Ωij, ρ̄
n
ij a ρ̄n+1

ij je středńı hodnota hustoty ve středu

Obrázek 4.2: Konvergence numerické metody při využit́ı modelu Baldwina a Lomaxe (černě)
a k-ε (červeně)
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kontrolńıho objemu Ωij v časech tn a tn+1. Výpočet zastav́ıme, když hodnota rezidua splńı
podmı́nku reziduum < ε, kde ε je malá, předem zvolená hodnota. Při praktických výpočtech
považujeme řešeńı za ustálené, pokud reziduum dosáhlo určité hodnoty a dále se již neměńı,
obr. 4.2. Pr̊uběh konvergence zobrazujeme jako závislost logaritmu rezidua na počtu iteraćı
numerického výpočtu. Na obrázku 4.2 je znázorněn pr̊uběh konvergence pro výpočty s oběma
modely turbulence. Při srovnáńı výsledk̊u jsou vždy hodnoty týkaj́ıćı se modelu Baldwina
a Lomaxe zobrazeny černě a hodnoty týkaj́ıćı se modelu k-ε červeně. Výpočty jsou d́ıky
model̊um turbulence a hustotě śıtě časově velmi náročné, zvláště v př́ıpadě využit́ı složitěǰśıho
modelu turbulence k-ε. Z časových d̊uvod̊u bylo nutné výpočet pomoćı modelu k-ε ukončit
po 7 · 105 provedených iteraćı. Důsledkem toho je, že zde uvedené výsledky nejsou ještě zcela
dokonvergované. To je vidět předevš́ım u profilu středńı hodnoty složky rychlosti ũ, obr. 4.8.
Předpokládáme, že při pokračováńı výpočtu dojde k vyhlazeńı profilu rychlosti a dosažeńı
přibližně stejné maximálńı hodnoty rychlosti ve středu kanálu jako v př́ıpadě výpočtu pomoćı
modelu turbulence Baldwina a Lomaxe, obr. 4.8.

Obrázky 4.3, 4.4 a 4.5 ukazuj́ı izočáry středńı hodnoty hustoty ρ̄, termodynamické teploty

T̃ a Machova č́ısla Ma =
√
ũ2+ṽ2

ā
, kde středńı hodnota rychlosti zvuku ā =

√
κ p̄
ρ̄
, pro oba

modely turbulence.

Obrázek 4.3: Izočáry středńı hodnoty hustoty při využit́ı modelu Baldwina a Lomaxe (nahoře)
a k-ε (dole)
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Obrázek 4.4: Izočáry středńı hodnoty teploty při využit́ı modelu Baldwina a Lomaxe (nahoře)
a k-ε (dole)

Obrázek 4.5: Izočáry středńı hodnoty Machova č́ısla při využit́ı modelu Baldwina a Lomaxe
(nahoře) a k-ε (dole)
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Na obrázku 4.6 je znázorněn pr̊uběh středńı hodnoty statického tlaku podél osy kanálu
pouze s malým rozd́ılem mezi výsledky obou model̊u. Dále zobraźıme poměr středńı hodnoty
statického a stagnačńıho tlaku podle vztahu

p̄

p̄0

=
(

1 +
κ− 1

2
Ma

2
) κ

1−κ

podél osy kanálu, vztaženo na délku kanálu l, obr. 4.7 vlevo.

Obrázek 4.6: Pr̊uběh středńı hodnoty statického tlaku podél osy kanálu při využit́ı modelu
Baldwina a Lomaxe (černě) a k-ε (červeně)

Obrázek 4.7: Vlevo pr̊uběh poměru středńı hodnoty statického a stagnačńıho tlaku podél
osy kanálu při využit́ı modelu Baldwina a Lomaxe (černě) a k-ε (červeně), vpravo výsledky
poskytnuté Ústavem termomechaniky AV ČR
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To umožňuje srovnáńı źıskaných výsledk̊u s daty poskytnutými Ústavem termomechaniky
AV ČR. Na obrázku 4.7 vlevo jsou zobrazeny vlastńı výsledky a vpravo výsledky poskyt-
nuté ÚT AV ČR. Těmi jsou experimentálně naměřené hodnoty a také výsledky z výpočtu
v systému ANSYS Fluent pomoćı jednorovnicového modelu turbulence Spalarta a Allmarase.
Z obrázk̊u je vidět dobrá shoda výsledk̊u źıskaných vlastńı simulaćı a výpočtem v softwaru
ANSYS Fluent.

Obrázek 4.8 porovnáná profily středńı hodnoty složky rychlosti ũ źıskané výpočtem po-
moćı obou model̊u turbulence podél výšky kanálu, a to v řezu x = 90 mm, tedy téměř
na konci kanálu. Ve stejném řezu je vykreslen pr̊uběh závislosti bezrozměrné rychlosti u+

na bezrozměrné kolmé vzdálenosti od stěny y+ v dolńı polovině kanálu. Bezrozměrná rych-
lost je definovaná jako

u+ =
ũ

ũt
,

kde ũt je třećı rychlost stejně jako v definičńım vztahu pro y+ (2.3). Závislost u+(y+) pro
oba modely turbulence je znázorněna na obr. 4.9 vlevo, obrázek 4.9 vpravo ukazuje výsledky
uvedené v literatuře, [16], a to pro úlohu obtékáńı rovné desky. Výsledky tedy můžeme po-
rovnat pouze kvalitativně. V př́ıpadě vlastńıho výpočtu pomoćı modelu Baldwina a Lomaxe
je vidět velmi podobný charakter křivky u+(y+) jako v literatuře.

Obrázek 4.8: Profil středńı hodnoty rychlosti ũ v řezu x = 90 mm při využit́ı modelu Baldwina
a Lomaxe (černě) a k-ε (červeně)

Velkou vypov́ıdaj́ıćı hodnotu o modelech turbulence má pr̊uběh turbulentńıch veličin, tedy
turbulentńı kinetické energie k, rychlosti disipace ε a předevš́ım turbulentńı vazkosti µt. Ma-
ximálńı hodnoty turbulentńı vazkosti se pro oba modely pohybuj́ı v řádu 10−4. Uvědomı́me-li
si, že tuto hodnotu přič́ıtáme k součiniteli dynamické vazkosti µ, který je řádu 10−5, je zřejmé,
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Obrázek 4.9: Vlevo závislost bezrozměrné rychlosti u+ na bezrozměrné vzdálenosti od stěny
y+ v řezu x = 90 mm v dolńı polovině kanálu při využit́ı modelu Baldwina a Lomaxe (černě)
a k-ε (červeně), vpravo výsledky uvedené v literatuře, [16]

že model turbulence prouděńı značně ovlivńı. Na stěně je turbulentńı vazkost nulová, směrem
od stěny velmi rychle roste a ve středu kanálu opět klesá. Na obrázku 4.10 je znázorněno
rozložeńı turbulentńı vazkosti podél výšky kanálu vypočtené pomoćı modelu Baldwina a Lo-
maxe a modelu k-ε, opět v řezu x = 90 mm. Pokud bychom poč́ıtali turbulentńı prouděńı
v širš́ım kanálu, turbulentńı vazkost by i v př́ıpadě využit́ı modelu Baldwina a Lomaxe klesala
ve středu kanálu až k nule. To bylo ověřeno výpočtem v kanálu o výšce h = 5 mm, výsledky
zde nejsou z d̊uvodu velkého rozsahu práce již uvedeny. Vysoké hodnoty turbulentńı vazkosti
ve středu kanálu vypočtené pomoćı modelu turbulence Baldwina a Lomaxe přič́ıtáme tedy
právě velmi malé výšce kanálu.

Obrázek 4.10: Pr̊uběh turbulentńı vazkosti při využit́ı modelu Baldwina a Lomaxe (černě)
a k-ε (červeně) v řezu x = 90 mm
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Model Baldwina a Lomaxe vypoč́ıtává po celé délce kanálu kvalitativně stejný pr̊uběh
turbulentńı vazkosti, mı́rně se měńı pouze jej́ı velikost. V př́ıpadě modelu turbulence k-
ε je situace ale složitěǰśı. Pr̊uběh turbulentńı vazkosti µt, turbulentńı kinetické energie k
a rychlosti disipace ε se v jednotlivých řezech podél kanálu značně lǐśı. Obrázky 4.11, 4.12
a 4.13 ukazuj́ı pr̊uběhy těchto turbulentńıch veličin v řezech x = 20 mm, x = 50 mm, x = 70
mm a x = 90 mm.

Obrázek 4.11: Pr̊uběh turbulentńı vazkosti vypočtené modelem k-ε ve svislých řezech
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Na obr. 4.12 a 4.13 je pro větš́ı názornost použito odlǐsné měř́ıtko pro horńı a dolńı dva
grafy.

Obrázek 4.12: Pr̊uběh turbulentńı kinetické energie vypočtené modelem k-ε ve svislých řezech
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Obrázek 4.13: Pr̊uběh rychlosti disipace vypočtené modelem k-ε ve svislých řezech
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Velká změna ve velikosti i pr̊uběhu turbulentńıch veličin podél kanálu vypočtených mo-
delem turbulence k-ε je pravděpodobně dána t́ım, že k vyvinut́ı turbulentńıho prouděńı ne-
docháźı hned na začátku kanálu, ale až v jeho druhé polovině, kde se charakter pr̊uběhu
turbulentńıch veličin právě zač́ıná značně měnit.

Můžeme také zobrazit závislost bezrozměrné turbulentńı kinetické energie k+ = k
ũ2t

na bez-

rozměrné kolmé vzdálenosti od stěny y+. Na obrázku 4.14 vlevo je znázorněna závislost
k+(y+) vypoč́ıtaná pomoćı modelu turbulence k-ε na řešené úloze a vpravo jsou výsledky uve-
dené v literatuře, [13], pro dvourozměrné prouděńı rovným kanálem, ale s odlǐsnými rozměry
a okrajovými podmı́nkami. Kvalitativńı srovnáńı charakteru zobrazených křivek je za daných
podmı́nek uspokojivé.

Obrázek 4.14: Porovnáńı charakteru závislosti k+(y+) v řezu x = 90 mm, vlastńı výpočet
(vlevo) a výsledky uvedené v literatuře, [13], (vpravo)

Z obrázku 4.10 je zřejmé, že pr̊uběh turbulentńı vazkosti µt vypoč́ıtané modelem turbu-
lence Baldwina a Lomaxe a modelem turbulence k-ε se lǐśı, a to předevš́ım ve středu kanálu.
Důsledkem toho jsou samozřejmě i odlǐsnosti ve vypočtených středńıch hodnotách ostatńıch
veličin proudového pole, jako např́ıklad hustoty, teploty nebo složky rychlosti ũ, jak je vidět
na obrázćıch 4.3 - 4.8. Princip a implementace obou porovnávaných model̊u turbulence jsou
natolik odlǐsné, že ani nelze očekávat shodné výsledky.



Závěr

Předkládaná diplomová práce přináš́ı vhled do základ̊u matematického modelováńı tur-
bulentńıho prouděńı. Systematicky postupuje od popisu základńıch vztah̊u přes odvozeńı
systému středovaných Navierových-Stokesových rovnic, přehled významných model̊u turbu-
lence a zp̊usob jejich algoritmizace až k praktické implementaci dvou vybraných model̊u
turbulence v programu pro numerický výpočet turbulentńıho prouděńı.

Ćılem této práce neńı přinést nové poznatky v oboru, ale položit základy matema-
tického modelováńı turbulentńıho prouděńı na katedře mechaniky Fakulty aplikovaných věd
Západočeské univerzity v Plzni, protože na uvedeném pracovǐsti nebyla tato problematika do-
sud systematicky řešena a rozv́ıjena. Př́ınosem této práce je i usnadněńı studia turbulentńıho
prouděńı daľśım student̊um, a to předevš́ım d́ıky detailńımu popisu algoritmizace vybraných
model̊u turbulence, která neńı v dostupné literatuře vždy uvedena.

V systému Matlab a částečně v programovaćım jazyce C++ byl vytvořen vlastńı nume-
rický řešič pro turbulentńı prouděńı stlačitelné vazké tekutiny ve 2D, do něhož byl implemen-
tován algebraický model turbulence Baldwina a Lomaxe a dvourovnicový model turbulence
k-ε s úpravou pro ńızká turbulentńı Reynoldsova č́ısla podle Jonese a Laundera. Jako testovaćı
úloha bylo zvoleno turbulentńıho prouděńı v úzkém dvourozměrném kanálu. Na této úloze
byly provedeny numerické výpočty pomoćı obou vybraných model̊u turbulence a výsledky
byly porovnány vzájemně i s výsledky dostupnými v literatuře.

Závěrem je možné konstatovat, že ćıle zadané diplomové práce byly splněny. Tato práce
je kv̊uli obt́ıžnosti a rozsahu problematiky pouze úvodem do matematického modelováńı
turbulentńıho prouděńı a předpokládá se navázáńı daľśım studiem a prohloubeńım znalost́ı
o modelováńı turbulentńıho prouděńı tak, aby ho bylo možné využ́ıvat pro reálné aplikace.
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