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1 Uvod

1 Uvod

Cilem predkladané diplomové prace je modelovani rotorovych soustav s rotacné
nesymetrickymi prarezy a zjisténi konstrukénich a provoznich parametrd, pfi kterych se
mohou vyskytnout tzv. parametrické rezonance, které mohou vést k nestabilité celé
soustavy. V 2. kapitole je proveden vypocet parametrl popisujicich prifez rotacné
nesymetrickych rotor(. 3. kapitola se zabyva odvozenim rotorového elementu (rotacné
nesymetrického prirezu) metodou konecnych prvkd. V posledni kapitole je vysvétlena
metoda, pomoci niZ je mozné urcit hledana pasma nestabilit.

Prikladem rotacné nesymetrickych rotori mohou byt napfiklad dvoupdlové generatory,
popf. z odvétvi leteckého prdmyslu rotory helikoptéry. Takovéto systémy jsou
charakterizovany matematickymi modely s casové periodicky proménnymi maticemi
hmotnosti a tuhosti (v pripadé netlumené soustavy). DlOvod si mlZeme vysvétlit na
jednoduchém pfikladu rotoru podle obr.1.1. Prifez diskutovaného rotoru je symetricky
pouze podél dvou os, a proto tuhost, a tim i prihyb rotoru, jsou zavislé na Uhlu natoceni
rotoru kolem osy rotace. Ddle je patrno, Ze pfi otoceni o Uhel 2w se dostane prirez dvakrat
do stejné polohy, ¢imZ je objasnéna periodicnost matic soustavy. Nesymetrie prlifezu
zpusobuje rezonanéni stavy pfi frekvencich, pfi kterych by se rotor kruhového priifezu do
rezonance nedostal. Jedna se o tzv. parametrické rezonance, které rozSifuji pasmo
nestability. Tato pasma tedy neni mozné opomenout pfi navrhu rotoru, nebot by mohli vést

k havarii konstrukce.
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Obrdzek 1.1 Model rotoru s rotacné nesymetrickym prarezem

PFfi uvaZovani torzné kmitajicich rotorovych soustav s prlifezem rota¢né nesymetrickym
dochazi k tzv. deplanaci prarezu. Setrvacny ucinek od deplanace budeme zkoumat a
hodnotit, zda je tfeba zahrnout jeho vliv na dynamické chovani rotoru ¢i nikoli.

Abychom byli schopni sestavit matematicky model rotoru o rotaéné nesymetrickém prirezu,
je nezbytné znat vSechny potfebné parametry, co se geometrického popisu priifezu tyce.
Nejvétsi uskali spociva v uréeni modulu odporu v krouceni, coz je parametr nezbytny pro
feSeni soucasti namahanych na krut. Sestaveni algoritmu pro feSeni této veliCiny bude
jednim zvysledkl této prace spolu s urfenim deplanace prifezu a geometrickych
charakteristik prirezu.

Proto se budeme zabyvat v nasledujici kapitole nejprve geometrickymi charakteristikami
téchto rotord.
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2 Geometrické parametry charakterizujici rotacné
nesymetrické priirezy

V této kapitole se budeme zabyvat urcenim geometrickych charakteristik prirezu,
deplanacni funkce a modulu odporu vkrouceni, jejichz vyznam bude definovan
v nasledujicich kapitolach. Vystupem bude algoritmus vypoctu téchto veli¢in pro obecnou
oblast definujici prlifez rotoru.

2.1 Geometrické charakteristiky nesymetrickych priirezii

Pro feSeni Uloh napéti a deformace poddajnych téles je nutnd znalost velicin
charakterizujicich pricny prarez télesa. UvaZujme obecné nesymetricky prirez télesa
v soufadnicovém systému xy podle obr.2.1, pro ktery vyjadiime vSechny veli€iny, které jej
plné charakterizuji. Mezi tyto veli¢iny fadime podle [1]

y

A

dA

dy

A\ J

V4 dx

e >

Obrazek 2.1 Prirez télesa

Plocha priifezu

A= fdA [m?] (1.2)
A
Lineadrni (statické) momenty prirezu

U, = [ yaa )

A (1.3)
U, = deA [m?]
A
Kvadratické momenty prirezu
L, = fysz
A
Iy = fxsz (1.4)

a
L, = 'U (x2+y?) dxdy = Jrsz
dx dy A
7



2 Geometrické parametry charakterizujici rotacné nesymetrické prirezy

Pro urceni vySe uvedenych charakteristik prifezu libovolného tvaru je mozné postupovat
tak, Ze prlrez rozdélime na konecny pocet takovych obrazcl, pro které zndme analytické
vyjadfeni potfebnych veli¢in. V nasledujicim bude provedeno rozdéleni priifezu na
trojuhelnikové obrazce, urceni geometrickych parametrl téchto oblasti a nasledné pomoci
Steinerovy véty uréeni téchto parametr( pro cely priifez.

obr.2.2 znazornuje priarez obecného tvaru rozdéleny na konecny pocet trojuhelnikovych
podoblasti se zvyraznénym elementem e, na kterém provedeme odvozeni hledanych velicin.
Nejprve zavedeme v tézisti plochy elementu e souradny systém x’y' a nasledné prevedeme
tento element do referencniho souradného systému, viz obr.2.3, coz povede k zjednoduseni

integrace pres plochu tohoto obrazce, jak bude ukazano dale.

Obrazek 2.2 Diskretizace prirezu

y
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Obrazek 2.3 Zobrazeni elementu v referenénim systému
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Pro transformaci soufadnic x' a y' mezi soufadnymi systémy x'y’ a {n pouzijeme linearni
polynomy ve tvaru
x'(¢,m) = a; +a,{ +asn (1.5)
y'(§,m) = by + by{ + by
Z okrajovych podminek

11 11
X1 =X (__ __) =a; —-0ap; —zas

3" 3 3 3
(21 2 1
X=X (E’_E) =a, +§a2 —3% (1.6)
12 1 2
0 =x(-33) - a-ze+3e

ur¢ime konstanty a4, a,, as
a3z = X3 — X1
Ay =Xz =X

(1.7)
1
a; = E(xl + x5 + x3)
Analogickym postupem ziskdame koeficienty by, b,, b3
bs =y3 —y;
b, =y, =y (1.8)

1
b, =§(}’1+)’2 +y3)

Polarni moment prafezu I, definovény vztahem (1.4) pfepiSeme pomoci transformacnich
vztahi na tvar

Iy = [[ 11 + a5 + agm + by + bog + byn)? Ul (19)
A

kde |J .| znaci determinant Jacobiovy matice tvaru

[0x 0x]
|95 on|
= 1.10
Je 19y oy (1.10)
137 anl
ZapiSeme-li soufadnice x’ a y' do sloupcového vektoru, pak plati
x'1 _[92 a31[¢ a, _
[y,] = [bz b3] [n] + [b1] o x=J,0+x (1.11)
a vztah (1.9) midzeme vyjadfit nasledujicim zptisobem
L, = ff x"x|J|dgdn = ff(MT + 3. T8+ x1) 1 ldedn = (1.12)
A A
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=Vl || a7 dgdn + [[ ST agans x4 07 [[ gdgan+ [ 8.g 3 dodn
A A A A

Integraci jednotlivych ¢lend ziskame vztahy

(1.13)

ff x,7x; dldn = (a,% + by %) ﬂ d¢dn = %(alz b?)
A i

Druhy a treti élen ve vztahu (1. 12) vyjadFuje statické momenty k souFadnicova osém a jsou

v vev

jj {Tagdn = j [ iy =10 o] ff ¢ dgdn = ff [¢] agan = (119)

Integrant posledniho integralu upravme roznasobenim na tvar

g? g2
3.1 = a2 + by® 2(aas +bybs) az®+bs%]|in|=4d." |{n (1.15)
n? n?
a posledni integral Ize psat ve tvaru
— 1 -
(2 %
1
[[ 758 05an = a [[ |n|agan = a7 |- (1.16)
A A 772 1
| 36 |

S pouzitim predchozich vztah( je mozneé pro polarni moment prurezu psat [,

1
) 36
1
by = [| A% eldgan = ol |5 (@ + b7 + 4|~ (1.27)
A 1
L 36 1]
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2 Geometrické parametry charakterizujici rotacné nesymetrické prirezy

Geometrické charakteristiky priurezu k posunutym osam
Pfedpokladejme, Ze zndme geometrické charakteristiky prafezu k osdm y' z' prochézejicich
tézistém plochy trojuhelniku T a chceme urcit tyto charakteristiky k osam y z, jejichz

pocatek prochazi tézistém plochy daného prirezu podle obr. 2.4.

Z
A Z

@
v

0 a

° Y y
y

Obrdzek 2.4 Urceni charakteristik prifezu k posunutym osam
Pro polarni moment prifezu I," k osdm y' z' dostavdme vztah

h=[raa= [(2+2)as, = f (O~ ) + (2~ be)?)dA,
Ae

Ae

f(y - 2ya, + a,? + z? — 2zb, + b, )dA

(1.18)
f(y + z2)dA, — 2a, fydA — 2b, deA + (@e? + be*)A,
=1 —2a,U, — 2b,U, +(ae +bo?)A,
Potom pro polarni moment prafezu I, k posunutym osam yz dostdvame vztah
L, = I, + 2a,U, + 2b,U, — (a,? + b,*) A, (1.19)

Vyrazy U,, a U, pfedstavuji statické momenty prifezu definované jiz dfive, pro které plati

U, = fydAe = a.4A,

Ae (1.20)
U, = fsze = b,A,

Vztah (1.19) mGzeme pak prepsat na tvar
I, = I, + (a.? + b.?) A, (1.21)

Mezi dalsi parametry nezbytné pro uréeni namahani v krutu obecnych prirez( patii tzv.
modul odporu v krouceni I, jehoz vyznam budeme definovat v nasledujici kapitole.

11



2 Geometrické parametry charakterizujici rotacné nesymetrické prirezy

2.2 Teorie krutu pro nesymetrické priirezy [2]

linearni prubeh
smykoveho napeti

Obrazek 2.5 Priibéh napéti v nesymetrickém prirezu

Pfedpoklad linearné se zvétsujiciho napéti mezi stfredem otaceni 0 a krajnimi vlakny, jak je to
u rotacné symetrickych prarezu, neni mozné pouzit u nesymetrickych prarez(i. Nebot pak by
smykova napéti neplisobila tangencialné na vnéjsim okraji prlrezu. Jak je patrné z obr. 2.5,
pUsobila by zde totiZ i sloZzka napéti 7,, kolmo na okraj. To neni ovsem podle zdkona o
sdruzenych napétich mozné, nebot povrch neni zatizen smykovym napétim kolmo na prifez.
Napéti v prirezu bude mit tedy komplikovanéjsi pribéh, ktery nebude linearniho pribéhu, a
tim bude dochdzet k tzv. deplanaci. Primétem prlrezu do roviny yz se jevi natdceni prarezu
jako nataceni tuhého télesa. Primétem prirezu do roviny kolmé na osu otaceni x je patrné,
Ze dochazi k posunuti bodl prarezu mimo rovinu kolmou na osu x s tim, Ze tvar prirezu je
zachovan.

V prarezu kolmém na osu x v libovolném misté plsobi smykova napéti
Tey 0@ Ty, # 0 (2.2)
Ostatni normalova napéti se zde nevyskytuiji, tzn.
Oxx = Oyy = 05, =0 (2.3)

a tecné napéti taktéz
Ty, =0 (2.4)

Ddle muzeme predpokladat, Ze uUhel natoleni prifezu ¢ je tak maly, Ze lze posunuti
libovolného bodu P priifezu linearizovat.

12



2 Geometrické parametry charakterizujici rotacné nesymetrické prirezy

A

v
Z

Obrazek 2.6 Posunuti bodu P pri natoceni prirfezu o uhel ¢

Podle obr. 2.6 a z podobnosti trojuhelnik mazeme urcit posunuti bodu P — P’ pti natoceni

prifezu o Uhel ¢

, — = (2.5)
a r

Znaménkem minus je zohlednéno zaporné posunuti ve sméru osy y. Tétiva a oblouk mezi P a
P’ jsou priblizné stejné dlouhé, a proto plati

a

a= (p_’r Ed (p = r (26)
Pak mUZeme psat pro posunuti libovolného bodu P
a
v= —;Z =—@.z=—-9xz
a (2.7)
w= —y=¢.y=20xy
a posunuti u(y, z) ve sméru osy x volime ve tvaru soucinu dvou funkci
u(x,y,z) =9(x)d(y, 2) (2.8)
Vektor posunuti libovolného bodu P ma tvar
9d(y, z)
r=| —9xz ] (2.9)
Ixy

13



2 Geometrické parametry charakterizujici rotacné nesymetrické prirezy

Pti zanedbani objemovych silovych ucinkd maji diferencialni podminky rovnovahy nasleduijici
tvar

00y,  0Tyx 0T, 0Tyy 0Ty
=0 XL
Ox, + dy + 0z - dy + 0z
0Tyy 00y, 074, 0Tyy
= - =
0x dy 0z, dx
o0
0Tyxy 00y, 0Ty 0Tyy
= - =
0x dy \QVZ_J 0x (2.10)
o0
Txy heni tedy zavislé na x
0Ty, 0Ty, 00, 0 o 0Ty, —0
0x dy = 0z, dz
o0
T, Neni tedy zavislé na x
Geometrické vztahy maji nasledujici tvar
6v+6u 9 +]96d 19(6d )
'y = — — = —vZ e —_——Z
Y 9x 0y dy dy (2.11)
_6u+6w_l96d+]9 _]9(6d+ )
Yoo =5, T ox " Vaz Y T ez Y
Podle Hookeova zakona dostaneme pro smykova napéti
G GY 0d
== ()
y
ad (2.12)
Tyz = G.Vyy = GO <E+y)
Derivujeme-li tyto vztahy parcialné podle y, popft. z, dostaneme
0Tyy 0%d 0T, 0%d
= — =G99 — 2.13
dy dy? 4 0z 0z?2 (2.13)
po dosazeni do vztahu (2.10)
0% L% _ b2 =0 (2.14)
dy?  0z% V.2) = '
kde A je Laplacetiv operator
02 02
_o 2.15
A 3y +53 (2.15)

Posunuti u(x,y,z), ktera jsou zplsobena deplanaci prifezu, tak musi splfiovat tzv.
Laplaceovu diferencialni rovnici.

Provedeme-li parcidlni derivace opacné, tzn. podle z, popf. y, a nasledné tyto cleny
odecteme, dostaneme tak vztah pro obé slozky smykového napéti

14



2 Geometrické parametry charakterizujici rotacné nesymetrické prirezy

Ty _ G 0%d 1 0Tz _ GY 0°d +1 (2.16)
0z dyoz 4 dy 0zdy '
) ]
Ty Tz _ 6 (2.17)
0z dy

AX

Obrazek 2.7 analyza krutu elementu télesa délky Ax

Abychom urcili smykova napéti vyvozena torzi pro dany bod P(x, y, z), vytknéme ze soucasti
element délky Ax podle obr. 2.7. Z daného elementu odfiznéme kolmo pomoci plochy dané
krivkou AB prismatickou ¢ast. Kfivka AB prochazi bodem P, pro ktery chceme urcit smykova
napéti. A, B, a C jsou libovolné body leZici na hrané priifezu. Smykova napéti t,,, maji smér
kolmy na hranu AB. T, = T,n(S) (indexem x budeme znacit normalu plochy a n kolmost na
hranu danou ktivkou AB)je zavislé pouze na souradnici s (délka oblouku), kterd ma pocatek v
bodé A. ProtoZe v x-ovém sméru nepuUsobi Zadna normalovd napéti a vnéjsi povrch je

nezatiZzeny, mUzZzeme pro rovnovahu sil ve sméru x psat
B

ZFx 0= J T (s) ds. Ax = 0 (2.18)

A

Délka Ax je podél kfivky AB konstantni a mUZe tak byt vytknuta z integalu a vykracena, ¢imz
dostaneme jiz zminény krivkovy integral. Tento integral od A do B je moZzné prepsat na dvé
Casti, a sice od Ado P aod P doB.

B P B P B
fon(S) ds = fon(S) ds+frxn(s) ds=0 —>J-Txn(s) ds = —fon(S) ds
A a P A P (2.19)
= frxn(s) ds
B

15



2 Geometrické parametry charakterizujici rotacné nesymetrické prirezy

Stejné tak mGzZeme spojit bod P s jinym lib. krajnim bodem C pomoci kiivky APC. Provedeme-
li tak fez kolmy na osu x, dany krivkou APC, dostaneme tak pro rovnovahu sil ve sméru osy x

P c P P
Ten(8)ds + | Tyn(s)ds =0 - Ton(8)ds = | Ton(s)ds (2.20)
Jratness] o]

Celkové tak mGZeme psat

p P p

frxn(s) ds = fon(S) ds =frxn(s) ds = ¢(y,2) (2.21)

A B c

Krivkové integraly popisujici smykové napéti mezi body AP, BP a CP (od libovolnych bodl k
bodu P) jsou si vSechny rovny. Kfivkovy integral je tedy zavisli pouze na poloze bodu P, pro
ktery zjistujeme napéti, ale ne na cesté od krajniho bodu k bodu P.

Oznacime-li tento kfivkovy integrdl jako tzv. Silovou funkci ¢(y,z) a provedeme-li jeji
derivaci podél s, pak mizeme urcit smykové napéti jako

_9¢

Ten = 5= (2.22)

Zvolime-li predchozi kfivky, pomoci nichZ jsme vyfiznuli dany element rovnobézné s osou v,
popr. z, pak miZeme predchozi vztah prepsat na

% %

Tyy = FPE Ty = ——=— (2.23)

Derivujeme-li tyto vztahy znovu, ale vidy podle druhé proménné, ziskdme tak smisené
derivace

0Tyy _ 0%¢ ' 0Tz _ %¢ (2.24)
dy  0zdy 0z dydz
Podle (2.10) je
Jt Jt
yx zx
= 2.25
dy dz 0 ( )
neboli po dosazeni
2 2 2 2
0°¢ 0°¢ - 0°¢ 0°¢ (2.26)

dzoy B dydz - dzoy - dydz

Zaménnost poradi derivovani je predpoklad pro deplanacni funkci. Lze dokazat, ze
zdménnost poradi derivovani je splnéna pro spojité diferencovatelné funkce. ¢(y, z) musi
byt tedy funkce tohoto typu.

Podobné jako u konzervativnich systém, u kterych miZeme z potencidlni funkce

U = U(x,y, z) pfes parcialni derivace urcit sily, Ize z ¢ (y, z) pomoci parcidlnich derivaci urcit
smykové napéti.

Naslednymi parcidlnimi derivacemi podle stejnych proménnych ziskame

16



2 Geometrické parametry charakterizujici rotacné nesymetrické prirezy

0tyy 0°¢ 01y,  0°¢

= = — 2.27
0z  0z%' y dy? (2.27)
9 X, XZ v v . v
Dosazenim do rovnice % - aar_y = —2G. Y obdrzime vztah pro obé smykova napéti
0%¢p 9%¢
—+—=——=A =-2G.9 2.28
ayz + aZZ ¢(y’ Z) ( )

Krivkovy integral smykového napéti od krajniho bodu A k jinému krajnimu bodu B je podle
predchoziho vztahu roven nule. Posuneme-li bod P rovnéz k okraji, je také krivkovy integral
od A do P roven nule a silova funkce je tak na okraji nulova

Gokr(y,2) =0 (2.29)

Jedna se o tzv. Dirichletovu podminku, ktera je v tomto ptipadé definovana na celé hranici I.
Prabéh smykovych napéti ma tak tangencialni pribéh podél hrany prlifezu, a tim je slozka
napéti ve sméru kolmém na hranu nulova.

Re$eni daného problému znamena také uréeni silové funkce ¢(y, z) uvniti prafezu. Silovou
funkci lze geometricky znazornit jako plochu ¢(y,z). Na obr. 2.8 vlevo jsou zndzornény
vrstevnice a vpravo pohled do roviny yz.

d(y,z)=konst.

1 d(y.2)

Z

Obrazek 2.8 Vysledné smykové napéti plisobici v bodé Py,

Vysledny kroutici moment plsobici v prirfezu rotoru uréime z Obrazek 2.8

M = f(rxz Y = Txy 2)dA = f (Gﬁy (% + y) — Gz (% - Z)) da (2.30)
A

A
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2 Geometrické parametry charakterizujici rotacné nesymetrické prirezy

M—Gﬁf(ad + od 4 )dA
= 5,V Ty I
A

Iy

I, ... Moment tuhosti v krouceni

ad ad ad ad
Ik—f<azy+y —$z+z)dA—Ip+f(Ey—$z)dA (2.31)
A A

I, ... poldrni moment priFezu.
Pozn.: Pouze pro osové symetrické prarezy plati I, = I,
M = G9I, (2.32)

A pro torzni tuhost mGzeme psat G,
M
Gl =— 2.33
k=3 (2.33)

Pro vysledny kroutici moment mliZzeme také podle vztahu (2.23) psat pro (2.30)

M= f y_f’_z)dA 2 f $(y,2)dA (2:34)

Moment tuhosti v krouceni I, je konstantni veli¢ina a nemUze tedy zaviset na 9, proto jej
vylou¢ime nasledujicim zplsobem. Funkci ¢ (y, z) zapiSeme jako soucin dvou funkci tvaru

¢(v,2) = p(y,2)9 (2.35)
Dosazenim do (2.28)
¢  0°¢\ 0% 0%¢
ﬂ(W-l_ﬁ) =-2G6.9 & W-l_W_ —-2G (2.36)

A Fe$ime tak Poissonovu diferencialni rovnici pro nezndmou silovou funkci ¢ . Po vyfeseni a
dosazeni do (2.34)

M=29 f ¢(y,z) dA (2.37)
2

A nasledné do (2.34)

219fA¢(y,z)dA:2J¢_)

GI, =
k 9

(y,z) dA (2.38)
A

dokazeme tak vyloucit ¥ ze vztahu pro ur¢eni momentu tuhosti v krouceni I,
2 (-
L = Ef ¢(y,z) dA (2.39)
A
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2 Geometrické parametry charakterizujici rotacné nesymetrické prirezy

2.3 Reseni Poissonovy parcidlni diferencidlni rovnice [3]

Pomoci parcidlnich diferencidlnich rovnic (PDR) lze popsat mnoho rGznych fyzikalnich
procesl. Pro jejich feseni lze pouZit mnohé z numerickych metod. V nasledujici ¢asti
odvodime formulaci metody konecnych prvki pro Poissonovu parcialni diferencialni rovnici.

2.3.1 Odvozeni pro funkci dvou proménnych

Poissonova rovnice ma tvar:
Viu(x,y) =g (2.40)

Poissonova rovnice v kartézském soufadném systému bude mit v n-rozmérném prostoru se
soufadnicemi x4, X5, X3 az x,, tvar:

d%u  0%u d%u
a—X%+a—X%+---+@=g(x1,xz, ---'Xn) (2.41)

V klasické Euklidovské roviné popsané soufadnicemi x, y pak bude mit rovnice (2.41) tvar

0%u  0%u

— = 2.42
aXZ + ayz g(X' y) ( )

kde u(x,y) je hledana funkce a g(x, y) je dana funkce proménnych x, y. Uzaviena oblast Q
ma hranici I, na které jsou dany okrajové podminky. Pro dvou-dimenzionalni (rovinnou)
oblast Q jsou okrajové podminky:

* Dirichletova podminka, neboli hlavni okrajova podminka
u=1 (2.43)
kde & je zndma hodnota proménné u(x, y)na &asti hranice I,,.

e Neumannova podminka, neboli ptirozend okrajova podminka

ou
— =0 2.44
Pk (2.44)

kde g je znama hodnota proménné q(x, y) na ¢asti hranice Mg

ou . . v.vs p P
Pozn.: o, e derivace podle vnéjsi normaly, pro kterou plati

au_v _ Ju au] [nx]_au +6u (2.45)
an T o ayllnyl Tox ™ Ty '

V pripadé predstavy rovnice vedeni tepla si mUZeme predstavit u jako teplotu, u jako
pfedepsanou teplotu na hranici I, oblasti Q a g jako pfedepsany tepelny tok hranici I';do
nebo ven z oblasti Q. T, I, jsou hranice pro hlavni a pfirozené okrajové podminky a n je
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2 Geometrické parametry charakterizujici rotacné nesymetrické prirezy

jednotkovy vektor ve sméru vnéjsi normaly. Pro dobie zadany problém hrani¢nich hodnot
plati, Ze na celé hranici je zadana néjaka okrajova podminka, tzn.:

LUl,=T, T,Nnl, =0 (2.46)

kde symbol U znamena sjednoceni, N prinik a I je celd hranice oblasti Q. Integrace vazenych
rezidudll diferencidlni rovnice a okrajovych podminek ma tvar:

2 2
I = fWRd.Q = fw<<6—+a—> g(x,y)> dQ (2.47)
ox?  0dy?

Q Q

Za ucelem ziskani slabé formulace této rovnice je pouzito integrace po ¢astech, jak
ukazuje nasledujici dvou-dimenzionalni (plosna) oblast 2 s hranici I".

VA
Y

y]'

Obrazek 2.9 Symbolické grafické zndzarh2D oblastiQ a jeji hranidy, I,

2
Z predchozi rovnice (2.47) budeme nejdfive uvaZzovat prvni ¢len a fQW(ZTl;) dQ pomoci
Fubiniovy véty ziskame

Y2 X2
d%u d%u
f F) aq = f fw—axz dx |dy (2.48)
Q Y1 X1

kde x1, X3, Y1 @ ¥, jsou minimalni a maximalni hodnoty ve smérech x a y.

Pozn.: Fubiniova véta je matematicka véta, ktera umoznuje za urcitych pozadavkl vypocitat
vicerozmérny integral pomoci vice po sobé jdoucich integraci. Ziskané integrdly pak
oznacujeme jako vicendsobné, tzn. dvojndsobné, trojnasobné atd. ProtoZe podle pravidel o
derivaci soucinu plati

d duy ow du 0%u
_ )\ = "= ___ 2.49
dx (W ax) 0x  0x + W'ax2 ( )
Ize integral (3.9) upravit na tvar
Y2 X2 Y2
f f 0% e ) ay = Jfawaudd+J d 2.50
Woxz | = ox ox Y [W ] Y (2.50)
Y1 X1 Y1 X1 Y1
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dv =dI -cosv
dy=dl"n_

Obrazek 2.10 Vyznaceni elementu dI" oblasti (; geometrie detailu v soufadnicich x, y

Jako element oblasti miZzeme napsat df2 = dxdy a pfi pouZiti vztahu pro normalovy
vektor dy = dI'n, prejde rovnice (2.50) na tvar

Y2 X2 Y2 X2

J‘ J‘ 0%u dx | a f J‘aw 6u f Ju ar J‘ du ar (2.51)
Wa x| dy = % x 5 w. I Ny . w. I N, .

Y1 X1 Y1 X1

nebo kombinaci obou kfivkovych integrali dostaneme prehlednéjsi zapis

V. x

f f 0 N ay—— [0 %0 ff o ar (2.52)
Yoz | VT T | By ax Wax ™ '

Y1 X1 r

pficemz kladny smér kFivky I' je proti sméru hodinovych ruci¢ek. Podobné upravime i druhy

¢len rovnice (2.47) f ( )dQ a mlzZeme tedy psat

J 0%u u, 0%u g0 = J (c')w ou N ow 6u) 40+ jg (c')u N ou ) ir
W\oxz Tayz) T ax 9x | dy By Wax ™ T oy (2.53)
Q 0 r

kde po uplatnéni vztahu
du au du

-~ 2.54
on _ax Ty (2.54)

dostaneme Greenovu formuli, kterd snizuje rad PDR

J‘ 0%u 62 40 = f <6w ou N ow 6u> 40+ f <6u) ir
a2 T ay? 9x 0x T dy 9y Y\on (2.55)
Q ) r
Tedy plvodni integral (2.47) Ize pfepsat na tvar
= J (aw du N ow au) 10 — J ( 40 + jg (6u> dar
- 9x 9x " ay dy wg(x.y) Y\on (2.56)
0N 0N r

Pfi feSeni pomoci metody konecnych prvkd bude mit prvni objemovy integrdl tvar matice a
dalsi dva (druhy objemovy a kfivkovy) budou mit tvar vektoru.
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2.3.2 Vlastni metoda konecnych prvkii - diskretizace trojihelnikovymi
prvky

Diskretizace oblasti Q Ize provést pouzitim 2D konecnych prvkd. Jednim z nejpouzivanéjsich

je prvek ve tvaru trojuhelniku se tfemi uzly (v kazdém vrcholu jeden).

v y i, (5, 7)
/ 2
u (x,y) u,(x,y,)

Obrdzek 2.11 Diskretizace oblasti (0 na elementy; umisténi elementu v soufadnicich x, y

Trojuhelnik ma tfi uzly a hodnotu funkce u mezi nimi Ize popsat nejjednoduseji linedrni
funkci u = a4 + a,x + azy, coi Ize v maticovém tvaru zapsat

az
u(x,y)=[1 x y]|% (2.57)
as
kde hledame koeficienty a;, a,, as (obecné a;). Pro uzlové body 1, 2 a 3 plati:
1 xl al
[ ] [1 Xy az], u=Xa (2.58)
1 X3 as
kdex;, y; jsou sotiadnicei-tého uzlu ai; je hodnota prognnéu v i-tém uzlu.
Resime-li koeficientyr; pak Ize podle Cramerova pravidla vyfiat
as 1 [¥2¥3 —X3Y2 X3¥1—X1Y3 X1Y2 — XoY1] [
Gl==| YV2—UY3 V3 =MW1 V1= Y2 Uy (2.59)
as D X3 — Xy X1 — X3 Xy — X1 U

kde D je determinant matice X, jehoz polovina je pak plocha trojuhelnikového prvku A.
Jedna se o kladnou hodnotu, jsou-li prvky Cislovany proti sméru hodinovych rucicek. Pro
vypocet pomoci metody konecnych prvkd musi byt pofadi uzl(i stejné pro kazdy prvek v celé
oblasti. Dosazenim rovnice (2.59) do (2.57) ziskame pro vypocet proménné u(x,y) v
libovolném misté daného prvku vztah

u(x,y) = Hy(x, y)ug + Hy (%, y)uz + Hs(x, y)us = [Hi(x,y)  Ha(xy) Hs(x,y)] gzl (2.60)
:
u(x,y) = H (x,y)u
kde
Hy(,y) = 3 [Ceaya = xay2) + 0 = ya)x + (xz = 3]
Ha(,y) = 5 [Gcays — 21y2) + 0 =y + Gy~ x3))] 261
Ha(x,y) = 5 [Ger3z — 2290) + 01— y2)x + Gz~ x1)y]
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FunkceH;(x, y) se obectinazyvaji funkce tvaru a v uzlech pré piati

3 3
zHi(xj'yj) = 5ij' ZHi =1 (2.62)
i=1 i=1

kde 6;; je Kroneckerovo delta, které ma hodnotu 1 pokud i = j, jinak ma hodnotu 0.

Redend oblast je rozdélena na uréity pocet konecnych prvkG pomoci linedrniho
trojuhelnikového prvku. Jak je vidét na obrazku je skutecnd hranicni kfivka aproximovana
pomoci po ¢astech linearizované hranice. Pro vétsi pfiblizeni mGze byt bud zjemnéna sit pfi
zachovani prvku, nebo muze byt pouzit jiny prvek, ktery neni linedrni, nybrz polynom vyssiho

radu, ktery se dokaze vice pfiblizit hrani¢ni kfivce.
A,
1 >4 \
| \

X X,

»
>

X

Obrazek 2.12 Hranick oblastiQ v modelu diskretizovaném na elementy

Vazena rezidua ve smyslu slabé formulace (2.57) zapiSeme ve tvaru sumy pres vSechny
elementy

z J‘ (')W] ou OW] ou 40 — J‘ (0 y)d0 + f (au) ir =0
ax 9x | ay ay W9l y Yign) ' = (2.63)
e=10, Q¢ Ige

proj = 1,...,m, kde n je pocet elementl a m = n - {pocet konstant v aproximacni funkci
7i(x)}. UvaZzujme element e. Prvédst prvniho integralu Ize psat ve tvaru

ow; du
f e o) (2.64)
e
Dale uvazujme pro tento integral aproximacni funkci (2.60), a tomu odpovidajici derivace Z—Z
u oH, oH, OH,
= (6y) = 22 (s + 2 (o) + 2 (6 (265)

Podle Galerkinovy metody pak pro integral (2.63) budeme mit nasledujici vahové funkce a
jejich derivace

u
3. = H3(ny)

u
Y HZ(ny)l W3 = ou
3

Wy =7 = H;(x,y), wp, = £
2
(2.66)

dw, O0H, 0w, O0H, 0wz O0H;

0x ox’' Ox ox ' Ox 0x
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Postupnym uplatnénim vahovych funkci H, H,, H; v integralu (2.63) obdrzime

J‘(ﬁwl Bu) 40 J‘(awz Bu) 0 J‘ <6W3 au) a0
ox Ox ’ ox Ox ’ ox Ox (2.67)

Qe Q2 Qe

po dosazeni vztah( (2.65) a (2.66)

fc’)Hl (6H1 +6H2 +6H3 )d.() fc’)Hz (6H1 +6H2 +c’)H3 )d!)
ox \ox ‘17T ox 2T gy Ue ’ ox \ox ‘17T Gx 2T oy Ue ’
2, e
f6H3 (6H1 0Hy  OHs )d!) (2.68)
dx \ dx e ox 2 ox s
Qe
a naslednych Upravach
0H, 0H, 0H, 0H, 0H, 0H,4
dn,
f(@x d0x Ut dx Ox il dx Ox u3)
e
J (aH2 oH, oH, 0H, 0H, 0H., )d!)
ox 9x ‘17T ox ox 27 ox ox B ’ (2.69)
2
0H; 0H, 0H; 0H, 0H; 0H,4 )
dn
f(@x 0x Ut dx Ox Uz F dx Ox s
Qe
po vytknuti vektoru [U1 Uz  U3]T zintegralu dostaneme
_aHl_
Ox Uy
f 0H,|[0H, 0H, 6H3] a0 |l (2.70)
dx |Ldx dx Ox Us
Qe | 9H,4
L Jx A
Pro druhoutast prvniho integralu provedeme analogické operace
ow; ou
f 3y "3y an (2.71)
Qe
a ziskame tak
_aHl_
dy
oH,|[0H, 0H, 0H, th
f ]d!) U, (2.72)
g |9y |loy oy dy Us
¢|oH;
dy
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Prvni integral v (2.63) lze zapsat nasledovné

[0H,] %
dx dy U
aHZ aHl aHZ 3H3 aHz aHl aHz aH3 1
] + ] dn [uz
ox |Lox ox oOx dy |Ldy dy 0oy U (2.73)
Qe \% aH3 /
L Ox | [ 9y |
K,
Po dosazeni za Hy, H,, H3 a provedeni parcialnich derivaci a integrace ziskame matici
tuhosti prvku K,
ki1 kiz ki
K, =|kz1 kzz ka3 (2.74)
k31 ksp ks
kde jednotlivé prvky matice k; ; maji tvar
0H,0H, 0H,0H, 1
1= [(GRoe+ 55 40 = 35[0z = 35)% + (x5 = 7] 25
2, fe
Qe
ki =752 = y3)* + (x5 — x2)%]A = i[(}’2 —y3)? + (x5 — x2)?] (2.76)
T 447 4A
kde D =24
ko = =[5 =y + Gy = 2902, kg5 = =[O = 32)% + (x — x1)°]
2,2 4_]{4 3 1 1 3 ) 3,3 44 1 2 2 1
kiz = A [(v2 = ¥3) (3 — ¥1) + (3 — x2) (%1 — x3)], kiz = kzn
1 (2.77)
kis= A [((v2 —¥3) (71 — ¥2) + (3 — x2)(x2 — x4)], ki3 =ks,
1
ky3 = A [((vs =y (1 — y2) + (g — x3) (%2 — x1)], kzz = k3;

Pro linedrni prvek jsou parcialni derivace uvnitt integralu konstanty (matice), Cili vysledek
integralu je jen integrand (matice) vynasobena plochou prvku A.

Druha cast v integralu (2.63) tedy frz ng(x, y) df2 vede pro dany linearni trojuhelnikovy

prvek na tvar
Hi(x,y)
Hy(x,y) | g(x,y) d@2 (2.78)
2, Hi(x,y)

Analyticka integrace této rovnice muze byt obtizna v zavislosti na funkci g(x, y), a proto je

vétsinou pouZita néjaka metoda numerické integrace. Tim jsou vyreSeny prvni dvé ¢asti
integralu I (2.63).
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Prevedeni konecného prvku do referencniho souradnicového systému {7

3(X3,Ys)
y, N ]

® 2(X,,Y,)

> 1(Xq,Y4)

v

%(0,0) 2(1,0) %0

Obrazek 2.13 zobrazeni elementu v referencnim systému

Pro interpolaci soufadnic x a y pouZijeme stejné polynomy jako jiz dfive pro predpokladané
reSeni u.
x(4m) = a; + a0+ azn, y(@m) = by + b0+ b3n (2.79)

Z okrajovych podminek
1(x(0,0),¥(0,0))

2(1,0) (2.80)
3(0,1)
uréime konstanty a4, a,, as
X1 = ap
x2=a1+a2 = a2=x2—x1 (2,81)
X3 =a1+a3 = a3 =X3_.x1
Vyresenim téchto rovnic dostaneme
x@m) =0 —-7—mx +Tx; +nx3 (2.82)
kde oznacime tvarové funkce
Ny =1-C—n
N, =1 (2.83)
N3 =n
pak
x((, T]) = lel + N2 Xy + N3 X3 (2.84)
Analogicky vyjadfime
y(@n) = Nyy1 + Ny y, + N3 y3 (2.85)
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VyuZiti Jacobianu pro pfechod mezi proménnymi (x,y) = ({,n) provedeme zavedenim
vektoru r a vyjadirenim jeho pfrirlistk(l v jednotlivych smérech, midzeme vyjadfrit diferencialni
element plochy df2

r=[x,y]" =[x,y m]"

ar ar
v = (’)_(d( v, =5-dn (2.86)

Pro diferencidlni element plochy df2 miZeme psat

d0 = |[v, X v, || = ”ard < H ”arxar”d d (2.87)
kde
i j k
dx 0
Har c’)r” —? 6_}(] 0f 0xdy Oxdy
873, A, 37 (2.88)
a¢  on B_x a_y . 9ldn o9nal
dn dn
znaci determinant Jacobianu J a plati tedy
d) = dxdy =] dldn (2.89)

kde ] = 24
Pro integral (2.78) muZeme tak psat

Hi(x,y) Hi(x(¢n),y(Gm)
f Hy (6 9) | g y) da = f Hy (@), y@m)| g Ge@ ), y@m)) J didn (2.90)
g, |Hz(x,y) 9o | H3(x(G,M), ¥ (1))

kde (2, znaci plochu elementu v referencnim soufadném systému {1. Pro nas konkrétni
priklad plati

Hi(Gm) 1-¢—n
[ [F@m|gG:@m.y@m) s dian = ~2697 | [ ¢ ]d(dn
Doe Hs(Z:n) n
g S
e AR RN
=—2619]j [ { ]dnd(——ZGﬁ] jl n [ dg
¢(=01n=0 n 1 2 J
2" o
11, 1 3-1
[3-1+52 20720 g
= - zz dl=—2G9 ] lgz _1(3
. 2° 73
=0 - _Zz _ 1 2 1 3
2 EZ S8 +g¢ 1,
Hy (x,y) GO J 260 A[1
Hy(x,y)| g(x,y) dn ——TH =-—|1 (2.91)
0. |[H3 (%, y) 1 1
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2.3.3 Testovaci priklady - ur¢eni momentu tuhosti v krouceni I,

Kruhovy prifez

Uvazujme kruhovy prirez o priméru d = 0,05 m. Modul pruznosti materidlu ve smyku
G = 80.10° Pa. Vypocet momentu tuhosti v krouceni I, je uréen pro postupné zvétdujici se
pocet elementl feSenim Poissonovy parcialni diferencialni rovnigenasledné porovnan s
analytickym vypoctem I, ktery je v pfipadé kruhového prirezu roven polarnimu momentu
prafezu I,

4
=T (2.92)
32
Polet elementd I, [mm*] chyba [%]
Metoda konecnych 22 522798,21 14,8
prvka 56 571018,86 6,94
112 592390,76 3,46
203 601399,77 1,99
403 607310,19 1,02
780 610496,23 0,5
1546 612123,48 0,24
Analytické feseni 613592,31

0.5

0>
0.03

y [m] x [m]

Obrazek 2.14 Diskretizace kruhového prirezu 22 elementy, silova funkce ®
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0.025

y [m] X [m]

Obrdzek 2.15 Diskretizace kruhového prifezu 403 elementy, silova funkce &

25

2~

AV
A A ATAY AN
b VA,

Ty,

0.5

y [m] x [m]

Obrazek 2.16 Diskretizace kruhového prirezu 1546 elementy, silova funkce &
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Elipticky prirez

UvaZzujme elipticky prifez o poloosach a = 0,025m, b = 0,015 m. Modul pruznosti
materidlu ve smyku G = 80.10° Pa. Vypo€et momentu tuhosti v krouceni I, je uréen pro
postupné zvétsujici se pocet elementl fesenim Poissonovy parciélni diferencialni rovnige
nasledné porovnan s analytickym vypoctem I,

wa3h3

k = m (2.93)
Pocet elementd I, [mm*] chyba [%]
Metoda konecnych 204 190775,49 2,12
prvkd 780 193825,51 0,56
1528 194359,58 0,28
Analytické reseni 194905,79

AR
S
AR

0015 0025
y [m] x[m]

Obrdzek 2.17 Diskretizace eliptického prirezu 1528 elementy, silova funkce &
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2.3.4 Obdelnikovy priiiez

UvaZzujme elipticky prizez o poloosach a = 0,025m, b = 0,015 m. Modul pruznosti
materidlu ve smyku G = 80.10° Pa. Vypo€et momentu tuhosti v krouceni I, je uréen pro
postupné se zvétsujici pocet elementl fesenim Poissonovy parciélni diferencialni rovnige
nasledné porovnan s pfibliznym vypoctem I, [4]

1 192 b Ta
I ~ zab? (1 ~ 222 tanh (—)) (2.94)

o a 2b

Pocet elementd I, [mm*] chyba [%]
Metoda konecnych 182 274120,70 2,93
prvka 746 279911,81 0,88
1468 280760,29 0,58
Analytické feseni 282392,54
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Obrazek 2.18 Diskretizace eliptického prirezu 1468 elementy, silova funkce &
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2 Geometrické parametry charakterizujici rotacné nesymetrické prirezy

2.4 Urceni deplanacni funkce

Deplanacni funkce bude urc¢ena numericky metodou konecnych prvkl. Odvozeni provedeme

deformacni variantou podle [5]. V deformacni varianté vyjadiime smykové deformace
de

pomoci deplanac¢ni funkce d(x, y) a relativniho Uhlu zkrouceni 9 = s @
r0d r0d
Yxy = @ (@_ Z), Yxz = @ (54' y) (2.95)

Potencidlni energie prutu Ep, (potencidlni energii vnéjSich sil miiZzeme vyjadrit jako
zaporné vzatou praci momentu M,,)

EPM = —WM = — x(p = — Mxl(p, (2.96)

Potencialni energie napjatosti prutu E,, je dana vztahem

1( - 11 .
EPVZEJS adV:EJs odA.l (2.97)
|4 A

kde pro vektory pomérnych deformaci a napéti plati obecné

£=[‘9x gy &z Vyz Vxz yxy]T

o=[0x Oy 07 Ty; Txz Txy|T (2.98)
V pripadé prostého krutu se vektory zredukuji na tvar

&= [yxz ny]T

o= [Tz Tay]” (2.99)
Pro vektor napéti Ize psat ¢ = G& a po dosazeni do (2.97) Ize vnitfni potencidlni energii
vyjadrit
10, GL( .
Ep,,=5fs adA.l=7f£ gdA (2.100)
A A
pricemz pro skalarni soucin plati
ehe = € = y,” + vxy” (2.101)
Po dosazeni (2.95) a (2.101) do (2.100)
Gl ) ) Glo? ([ad \* (od = \?
Epv=7f(yxz +¥iy?) dA = — f (@—2) +<g+y) dA (2.102)
A A

A nakonec ziskame vztah pro celkovou potencidlni energii Ep
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2 Geometrické parametry charakterizujici rotacné nesymetrické prirezy

GlY? ad 2 9d 2
E,,(ﬁ,d):Ep,,+EPM=Tf (@—2) +(—+y) dA — M, 19

0z (2.103)

Iy
kde I; znaci moment tuhosti v krouceni. Nalezeni minima celkova potencidlni energie
Ep (9, d) vyplyva z poZzadavku nulovosti variace této veliciny, tj.

6EP = O
()
O, 9Ep
—Ps9=0 > =0
09 k2 (2.104)
OE, O,

nebot 69 a 6d jsou nezdvislé nenulové variance, pficemz pro variaci Ep plati

sEp = 222 59 4. 25 54
P a9 ad
E = GII1, 69 — M619+G192f2 od +2(6d+ )6 6d)|dA
-k [ Z ( )+2(5;17)5,¢ )] (2.105)
OFp GII )619+Gl92J2 od +2(6d+ )6 6d)|dA
z_(" [ Z() azyaz()]
a (od
kde 53 (—) od = — (5d) vzniklo prohozenim derivace podle y a variace.
Z rovnic (2.104) vypvaajl vzhledem k nezavislosti 9 a d dvé rovnice
GO, — M, =0
ad ad
f [(@ - Z)—( d) + ( + y)—(Sd)] dA=0 (2.106)
A

Druha z téchto rovnic ndm umozniuje ziskat hledanou deplanacni funkci d(x,y). Po jejim
vyfeSeni budeme dale schopni urcit z prvni rovnice hodnotu momentu tuhosti v krouceni Ij,.
Pro dalsi feSeni MKP je nutné oblast rozdélit na konecny pocet podoblasti, ¢imz budeme
schopni ziskat pfiblizné reseni ulohy.

Diskretizaci oblasti A Ize provést pouzitim jednim z nejjednodussich 2D konecénych prvkd ve
tvaru trojuhelniku se tfemi uzly (v kazdém vrcholu jeden).

Trojuhelnik ma tfi uzly a hodnotu funkce d(y, z) mezi nimi Ize popsat nejjednoduseji linearni
funkci d(y,z) = a; + a,y + azz, coi lze v maticovém tvaru zapsat

a;
diy,z)=[1 y Z] [az] e d(y,z) =y, 2)a (2.107)
as

kde hleddme neznamé koeficienty a,, a,, a; (obecné a;). Pro uzlové body 1, 2 a 3 plati
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2 Geometrické parametry charakterizujici rotacné nesymetrické prirezy

d, 1 yi z)[@
d, =11 y, z||02] © r=Sa (2.108)
d3 1 Y3 Z3 as

kde y;, z; jsou souradnice i-tého uzlu a u; je hodnota proménné u v i-tém uzlu.

Vyjadfime-li koeficienty a;, pak Ize psat

-1

a=8"'r (2.109)

A pro funkci d(y, z) pak plati nasledujici aproximace

d(y,z) =¢p(y,2)S™'r (2.110)
N(y,z)

kde pro tzv. vektor tvarovych funkci plati

N(y,z) =¥y, 2)s7"

V223 — Y32y Y3Z1 —YV1Z3 Y122 — Y221

S‘1=l Z; — Z3 Z3— 73 Z1 =2
D V3 — Y2 Yi—Y3 Vo=
neboli
NG = MG NO.2) N3] o111)
kde
1
N, (y,z) = D (V223 — ¥322) + (2 — 23)y + (¥3 — ¥2)Z]
1
N,(y,z) = 5[()’321 —¥123) + (23 — z))y + (1 — ¥3)7]

1
N3(y,z) = D (V122 — y221) + (21 — 22)y + (V2 — y1)7Z]

Nyni miZeme psat pro variaci dd z (2.104) po dosazeni aproximace (2.110)

8d = N(y,z)6r = "N (y,2) (2.112)

Dale vyjadfeme vyraz aa_y (6d) a % (6d) dosazenim aproximace (2.111)

0 0
@(&1) =6r"N,", g(Sd) = 6r'N,T (2.113)
kde
N = N N = oN
Y oy’ 27 9z

Po dosazeni predchozich vztahl do rovnice (2.106) dostaneme

f [6¥"N,"(Nyr —z) + 67"N,"(N,r + y)|dA =0
A

(2.114)
sr’ f [N,N, + N,"N,|dA-r = 67T J [N,"z—N,"y]dA
A A
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2 Geometrické parametry charakterizujici rotacné nesymetrické prirezy

f [N,N, + N,"N,|dA-r = J [N,"z—N,"y]dA
A A

Kr=f
kde K je matice tuhosti elementu ve tvaru
/% [ON; T \
oy 0z
ON,1[ON; ON, ON.
J | 2 1 2 3] + 0N, [0N1 JdN, (’)Ng] |dA (2.115)
A

dy |[Ldy ody 0y oz |Ldoz 0z o0z
aNg aN3

| Jy | L9z

Po dosazeni za N;, N,, N3 a provedeni parcidlnich derivaci a integrace ziskame matici
tuhosti prvku K
kl,l k1,2 k1,3
K=|ky1 kaz ko3 (2.116)
k3,1 k3,2 k3,3

kde jednotlivé prvky matice k; ; maji tvar

ON; ON; 9N, N, 1 , )
kll:f(ay e ) da = 5[z - 2" + (0~ 32) ]fdA
A

——

A

1
kig = a[(zz —23)% + (y3 —¥2)?] , kde D =24

1 1
ko = ﬂ[(zs —2z)%+ (1 —¥3)%l, ks = ﬂ[(zl —2)% + (¥, —y1)?]

(2.117)
1
ki, = A [(zz — 23) (23 — z1) + (3 — ¥2) (V1 — ¥3)], ki, =ky1
1
ks = A [(z2 — 23) (21 — 22) + (y3 — ¥2) (v2 — 1)), kiz=ks,
1
kys = A [(z3 —21)(z1 — 22) + (71 — ¥3) (V2 — ¥)], kys =ks,
f je vektor pravé strany (vektor zatizeni)
= |[N,"z=N,Ty|dA
! ![ Y V] (2.118)
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2 Geometrické parametry charakterizujici rotacné nesymetrické prirezy

/'E)Nl‘ "N, \
dy 0z _ _
| oN, N, | 1[%2 % 1[Y3 =2
f=J a—z——y dA=f523_Z1 Z—EY1_3’3ydA
A Y 0z 2 Z1 — 23 Y2 =W
0N3 a1\,3
[ dy | L 0z -

=l a [raa-g =) [ e

Po prevedeni kone¢ného elementu do referenc¢niho soufadnicového systému {1 miizeme
psat pro souradnice y a z podle (2.79)

y@Cm) =A-C—my1 +qy, +nys =y1 + T2 —y1) +n(ys — y1)
z@M) =A—-0—Mz; +{z; +Nz3 =21 + ( (2, — z;) + (25 — z1) (2.119)

Po dosazeni (2.119) do 1. integralu (2.118)

1 1-¢

[zaa=y | fz1+<(z2—z1>+n(z3—z1)dnd<=
A

{=0m=0

1
=] J Z1T]+CT](ZZ_Z1)+T] _Zl)]

1
_ ( _OZ dt =
= Z1(1 —D+(1-00(z; —z) + (z3 —21)|4C=
<:
(2.120)
_ Zq Z3 Z3 _
—]J-[?‘*‘?‘*‘C(Zz 1—23) + (—_Zz‘*‘?)]d(—
¢=0 L
1 & Gz Z3
= ][5(21 +Z3)Z+7 (22 — 21 — z3) +§(7—22 +7) ) =
fsz :](Zl + z, +23> _ ZA(Zl + z, +Z3)
6 6
A
Analogickym zpUsobem plati pro 2. integral v (2.118)
+y, +
JydA =24 (—yl y62 y3> (2.121)
A
Po dosazeni do f s tim, Ze plati D = 24
Z2 3 V3 — Y2
Z1+2z,+z +y, +
f = [23 —Z; (%) —|yvi—¥3 (W) (2.122)
Z1 = 22 V2 =M1

T ... vektor neznamych deplanacni funkce d(y, z)
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2 Geometrické parametry charakterizujici rotacné nesymetrické prirezy

Vypocet momentu tuhosti v krouceni I,

Vyjdéme ze vztahu (2.103), ve kterém jsme definovali moment tuhosti v krouceni I},

h = Ng_z)i(g”f]ﬂ

(2.123)
I—j(ad)2+<ad)2 2<6d od >+ 2+ 2| aa
= ] [\ay 9z oy’ " az7) Y T
A
po dosazeni aproximacnich funkci (2.110) do I, kde napf. pro prvni ¢len plati
ad\> r
<@) = TN, N, (2.124)
dostaneme pro moment tuhosti v krouceni I,
L, =rTKr—2rTf + f(y2 +z%) dA
] (2.125)

Ip

ve kterém figuruje jiz dfive zavedend veliCina — poldrni moment pri¥ezu I, a konecny tvar
pro vypocet [ je nasledujici

Ly=-r"f+1, (2.126)
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2 Geometrické parametry charakterizujici rotacné nesymetrické prifezy

2.5 Testovaci priklad - urceni deplanacni funkce d(x, y) a momentu
tuhosti v krouceni I,

Elipticky prirez

Porovnani numerického vypoctu s analytickym provedeme na pftikladu eliptického prifezu z
kapitoly 2.3.3. Nejprve je uréena deplanaéni funkce d(x, y) deformacni metodou uvedenou v
prechozi kapitole a urcena relativni chyba ve smyslu pridmérné hodnoty podilu mezi
analytickym a numerickym rfesenim. Ddle bude vypocCten moment tuhosti v krouceni I, pro
postupné se zvétsujici pocet elementl a bude tak slouzit ke kontrole vypoctu I}, pomoci
Poissonovy parcialni diferencialni rovnice, jehoZ vypocet byl proveden taktéz v kapitole 2.3.3.
Analyticky vztah pro uréeni deplanacni funkce d(x, y) pro elipticky prarez je dan

b? —a?

d(x, y) = m xy (2.127)

Chyba deplanacni funkce d(x, y)

Pocet element

chyba [%]

204
780
1528

0.5

T
ym 002 _gg3 -0.02
x[m]

Obrazek 2.19 Deplanaéni funkce d(x, y) - (a) analyticky, (b) MKP

BEREESS
-0.01 O

%, »
0.01 0.02

0,41
0,36
0,46
x 107
1
05
NE‘ 0
Sl
05,
-1,
0.02
"
- e B
——— " 0.03
yim %92 o035 -002 -001 O ot
x [m]

MKP — Vazena rezidua

MKP — Variacni princip

Poclet elementt I, [mm*] chyba [%] I, [mm*] chyba [%]
204 190775,49 2,12 182041,50 0,93
780 193825,51 0,56 195012,62 0,05
1528 194359,58 0,28 195348,68 0,23

Analytické feseni 194905,79 — 194905,79 -
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3 Modelovani rotor(i uvazovanych jako 1D kontinuum

3 Modelovani rotori uvazovanych jako 1D kontinuum

3.1 Diskretizace rotorovych systémii

Ulohou diskretizace je rozdéleni rotoru na koneény polet podoblasti tzv. kone&nych
elementd. V nasledujicim bude kazdy koneény element uvaZzovan jako ¢ast rotoru délky ()
reprezentovany osou rotace rotoru tedy 1D - elementy obr. 3.1. Kazdy element je
charakterizovan uzly, ve kterych jsou zjistovany neznamé veli¢iny posuv( a natoceni a uvnitf
kazdého elementu jsou pro popis téchto veli¢in pouzity aproximaéni funkce.

i-tv element

Obrazek 3.1 Diskretizace rotoru

3.2 Volba aproximacnich funkci - typ elementu

Na obr.3.2 je znazornén i-ty rotorovy element vdeformované poloze vlokalnim
soufadnicovém systému xyz. Rotorovy prvek (uvazujeme prizmaticky a homogenni) ma dva
krajni uzly po 7 stupnich volnosti se tfemi zobecnénymi posuvy u, v,w a tfemi natocenimi
@,9,¢ kolem jednotlivych os. Navic kvali deplanaci prifezu definujeme v kazdém uzlu
elementu zkrut ¢’. Volba poctu stupnid volnosti (pocet neznamych veli¢in v daném uzlu)
souvisi s pouZitim aproximacni funkce nad elementem. Deformace elementu je popsana
prostiednictvim aproximacni funkce ve tvaru polynomu s neznamymi koeficienty. Ty jsou
pak urceny zokrajovych podminek a dana veli¢ina (posunuti, natoceni,..) je nakonec
vyjadiena pomoci vektoru nasadovych funkci a vektoru neznamych hodnot v obou uzlech
elementu.
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3 Modelovani rotor(i uvazovanych jako 1D kontinuum

yll

Obrdzek 3.2 Prihybova ¢ara htidelového prvku

Ohyb
Prahyby mizZeme aproximovat kubickymi polynomy (pruhem znacime posunuti bodu lezicich
na stfednici). Prihyb v roviné xy
co(t)
cq(t
7(x,t) = co(t) + 1 (Ox + o (D)x* + c3(D)x3=[1 x x2 %3] c;%t% = p(x)cy(t) (3.1)

c3(t)

Natoceni okolo osyz za predpokladu malych vychylek miZeme vyjadfit jako derivaci
prahybu v(x, t) ve tvaru

co(t)
ov(x,
P(x, t) = v(’(;cc 2 =c;(t) +2c,()x +3c3()x>=[0 1 2x 3x2] 2%3 = (3.2)
c3(t)

=¢'(x)cy (1)

kde co(t),c1(t), ca(t),c3(t) jsou neznamé koeficienty. Tyto koeficienty uréime pomoci
okrajovych podminek
v, = v(0,t) = ¢o(t)
v, = v(,t) = co(t) + ¢, (O + ()12 + c3 (D)3
Y1 =9(0,t) = c1(8) (3.3)
Yy = P, t) = ¢1(£) + 2¢, ()L + 3¢5 ()12

Potom mlzZeme (3.3) zapsat maticové
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0 0 0171[®
1 0 oHcl(t)
l
1

vy (t) [ﬁ(O,t)] 1

o= 1O _{vool_lo
a1 v, "o, [1
vl lyaol lo

2 13 |]e, 0 =S81¢,(t) (3.4)
21 312] ey )

Vektor ¢asovych funkci vyjadfime pomoci zobecnénych souradnic ve tvaru

¢, (t) =5 'q: (D) (3.5)
kde
1 0 0 0
|[o 1 0 o]|
L | 3 2 3 1|
s;l=l-— -2 2 -2
1 |12 E z|
2 1 2 1
lz & 5 &l

Dosazenim (3.5) do (3.1) dostaneme zavislost prahybu 7(x, t) v roviné Xy v obecném misté
X na zobecnénych posunutich krajnich bod(

v(x,t) = ¢(x)51_1 q.(t) (3.6)
a natoceni b
P(x,t) = ¢'(x)S; 1 q,(t) (3.7)

kde N je tzv. vektor nasadovych funkci. Tyto funkce Ize interpretovat jednotkovym posuvem,
resp. derivaci posuvu v jednom z uzl(, zatimco v druhém uzlu je jejich hodnota nulova viz
obr. 3.3

N =[Ni(x) Np(x) N3(x) Nu(x)]

X

Obrazek 3.3 Nasadové funkce N1 (x) N,(x) Nz(x) Niy(x)
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3 Modelovani rotor(i uvazovanych jako 1D kontinuum

Prahyb v roviné xz

ca(t)
w(x, t) = ca(t) +cs(Dx +cg(Dx2+c,(ODx3=[1 x x2 x3] zi%g =¢p(x)c,(t)  (3.8)
c7(t)
Natoceni okolo osy Yy
5 A
90,0) = =2 = e - 2eOx - 30xt= -0 1 x 3|ED)= oo
c7(t)

= —¢'()c,(t)

Podobné si vyjadfime prihyby a natoceni krajnich bodl vroviné Xz. Potom dostaneme
v maticovém zapisu

@] WO ()
qxo=Fﬁ4=Fﬂgllg lz ‘Fﬁ§=&q@ (3.10)
9, (t) I(,t) 0 —1 - —312 c; (t)

Vektor ¢asovych funkci mUzZzeme vyjadfit pomoci zobecnénych souradnic ve tvaru

c,(t) = 52_1q2(t) = 51_1PCI2(t) (3.12)
kde
1 0 0 0
[o “1 0 0] (1) 01 8 8
-1 _ 3 2 3 1 |_ ¢ -1 _ -
2= 1w 1 [THP P=10 0 1 o (3.12)
2 _1 _2 _1 0 0 0 -1
13 12 13 12

Dosazenim (3.11) do (3.8) resp. do (3.9) dostaneme zavislost prlhybu vroviné xz
v obecném misté X na zobecnénych posunutich krajnich bodu

w(x,t) = ¢p(x)S; *Pq,(t) (3.13)
resp. natoceni okolo osy y

I(x,t) = —@'(x)S, " Pq,(t) (3.14)

Tah
Posunuti krajnich bod( leZicich na stfednici ve sméru X miiZzeme aproximovat pomoci
linearniho polynomu ve tvaru

[Cs( )

u(x, t) = cg(t) + co()x = [1 (t)] P(x)e3(t) (3.15)

kde cg(t),ce(t) jsou neznamé koeficienty. Tyto koeficienty uréime pomoci okrajovych
podminek
uq ()

= 17,(0, t) = CB(t)/
() = a( (318)

Lt) = cg(t) + co(t)l
a maticové
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3 Modelovani rotor(i uvazovanych jako 1D kontinuum

o= 48] - [£09] 1 [30] 50

Inverzi vztahQ (3.17) ziskdme vyjadieni vektord funkci casu v zavislosti na vektorech
zobecnénych souradnic

c3(0) = S5 q3(0) (3.18)
Pomoci posledniho vztahu mGzeme prepsat (3.17) do tvaru

u(x,t) = P(x)S5 7 q5(t) = N(x)qs5(t) (3.19)
N

kde N je opét tzv. vektor ndsadovych funkci.
N =[N;(x) Na(x)]

jejich pribéh je patrny z nasledujiciho obr.3.4

1 ,
—_—N,(x)

N %)

X

Obrazek 3.4 Nasadové funkce N;(x) N, (x)
Krut
Abychom byli schopni popsat nelinearni prabéh krouceni prirezu podél osy x zvolme pro
popis natoceni priifezu vlivem krutu kubicky polynom, jako tomu bylo u ohybu, ve tvaru

C10(t)

P(x,t) = c1o(t) + c11(ODx + cro(Ox* +ci3(Mx* =1 x x2 x3] €11 ()
c12(t) (3.20)

c13(t)

= P(x)cy(t)
Derivace UGhlu natogeni @ (x, t) je zkrut, ktery bude mit podle (3.22) tvar
d0(x, ) C10(t)
‘ _ oot 2 _ c11(®)| _

¢t =" = au®F 2epOx+3asOx =0 1 20 3 = @a

c13(t)

= @' (x)c4(t)

Pomoci okrajovych podminek uréime zavislost Uhlu natoceni @(x,t) a jeho derivace
v obecném misté X na zobecnénych natoceni krajnich bodd, jako tomu bylo u ohybu

p(x,0) = $(x)S17'q. (D), @' (6, 1) = §'(2)S: 7 qu (D) (3.22)
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3 Modelovani rotor(i uvazovanych jako 1D kontinuum

3.3 Odvozeni matic rotorovych prvkii

Méjme rotorovy prvek s nesymetrickym prirfezem, délkou [, poc¢ateénim uzlem A a
koncovym uzlem B. Deformace libovolného bodu jsou popsany podélnou vychylkou
u(x,y,z) (smér x) a pficnymi vychylkami v(x) (smér y), w(x) (smér z) zavedenymi
ve stacionarnim lokalnim soufadném systému xyz . Na obr.3.5 je zobrazen i-ty rotorovy
prvek, ktery rotuje konstantni uhlovou rychlosti w, kolem své osy rotace. Tato osa zaroven
rotuje v obecném pripadé uhlovou rychlosti ¢. Vytkneme-li z rotorového prvku element
délky dx, ktery budeme uvaZovat jako poddajny, pak lze deformaci popsat jako posuv
tuhého elementu dany vychylkami %(x), v(x), w(x) tézisté S. Déle dojde k natoceni
elementu kolem referen¢niho bodu S o thly ¥ (x), 9(x) a @(x) viz obr.3.6.

v

v

Obrazek 3.6 Deformace elementu délky dx
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Zabyvejme se nyni vyjadienim kinetické energie prvku Ek(e). Jelikoz bychom radi zohlednili, a
dale také posoudili vliv deplanace prarezu, neni mozné urcit kinetickou energii za pomoci
rozkladu (ve stfedisku hmotnosti) prostorového pohybu na pohyb (prostorovy) unasivy a
druhotny sféricky pohyb kolem tézisté vytknutého tuhého elementu S. Jediny mozny postup
spociva ve vyjadreni kinetické energie pro diferencialné maly bod télesa P a naslednou
integraci pres celou uvazovanou oblast télesa. Tento bod zaujima v prostoru urcitou polohu
danou polohovym rdadius vektorem ryp . Abychom byli schopni vyjadfit tento polohovy
vektor, uvazujme nejprve soufadny systém xyz podle pfedchoziho obrazku, ve kterém jej
vyjadiime. Pro souvislost s pfedchozim obrazkem budeme nyni opét predpokladat, Zze dany
bod P se nachdzi v oblasti o tloustce dx jako dfive. Radius vektor r,p ziskdme jako soucet

VvVvev, v

vektoru g, udavajiciho polohu tézisté dané oblasti, vektoru rg s popisujiciho posun tézisté S

vlivem deformace a nakonec vektoru rgp, tj. polohy bodu P vici tézisti. Nasledujici obrazek
ukazuje vyjadreni vektoru r,p pomoci souctu jednotlivych vektord.

y y yon

>V

Obrazek 3.7 Radius vektoru libovolného bodu prifezu ryp

Prvni dva vektory je mozné bezprostfedné vyjadfit v souradném systému xyz. Vektor rgp
vyjadfuje ve skutecnosti deformaci libovolného bodu P rotoru vuidi tézisti S. Pro vyjadreni
tohoto vektoru v soufadném systému uvazujme postupné vsechny deformace vytknutého
elementu podle obr.3.6, které mohou vzniknout, a zdroven zavedme nékolik dalSich
soufadnych systém( v nasledujicim poradi - nejprve dojde k natoceni prirezu kolem osy y, o
Uhel precese 9, pficemz zavedeme novy soufadny systém x;y;z; pootoceny o tento uhel.
Ddale budeme uvaZovat natoceni o Uhel nutace 1, a sice kolem osy z;, pficemz zavedeme
novy souradny systém x,y,z,. Nasledné dojde k pootoceni o uhel ¢ kolem osy x, vyjadfujici
zkrouceni prifezu (zavedeni soufadného systému x3y3;z3). Rotaci konstantni Uhlovou
rychlosti w, takto deformovaného prifezu miZeme nyni zavést jako rotaci posledniho
soufadného systému x,y,z, 0 Uhel wyt kolem osy rotace x3. Smysl zavadéni vySe uvedenych
souradnych systému spociva vtom, Ze nyni je mozné zavést radius vektor rgp, vyjadieny
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v poslednim soutadném systému oznaceny symbolem rgp, = [Ug 7 {17, jeho% prvni
soufadnice udava deformaci vlivem deplanace prufezu a nakonec tento vektor vyjadfit
v soufadném systému x,y,Zz, tedy nami hledany vektor rgp 5. VySe popsané deformace a
zavadéni novych souradnych systému ukazuje nasledujici obrazek.

A y0=y1

Y.

Obrazek 3.8 Souradné systémy vztazené k jednotlivym deformacim rotoru

Nyni zavedeme transformacni matice, pomoci nichZz vyjadfime vektor rgpv soufadném
systému x,yozo, tj. vektor rgpo. Pro pfechod ze systému x,y,z, do x3y3z3; zavedeme
transformacni matici Az, ve tvaru

1 0 0
A3, =10 ¢y —Su (3.23)
0 s, ¢y

Ve kterém jsme zavedli pro jednoduchost oznaéeni c,, = cos(wgt), s, = sin(wgt)

Zbylé tfi matice transformace pro vyjadreni libovolného vektoru v souradném systému
XoYoZo Maji nasledujici tvar
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1 0 0 Cll) —Slp 0 Cy 0 Sy
A23 = O C(P _S(P lAlZ = |:S¢ CIIJ O ’A01 = 0 1 O (3.24)
0 sy, €y 0 0 1 sy 0 ¢y

Vektor rgp jsme tedy schopni zapsat pomoci vztahi (3.23) a (3.24) a zavedeni celkové
matice transformace 4, jako

Tspo = Ap1A12A4234347sp s = AgaTspa (3.25)

a konecné jsme schopni definovat vektor 1, jako soucet nasledujicich vektord

XT u Ug
Top = [ 0 ] +|v|+ A04_ ni|= TSO + rSOS + A04r5p’4 (326)
0 w ¢
Derivujme tento vztah podle ¢asu
ﬁ . ud ‘U:d .
Top = ||+ Aoa ? + Aoy | 0| =Ts,s + Agalspa + AoaTspa (3.27)
w 0

Kvadraty sloZek rychlosti ziskame skaldrnim souc¢inem vektoru ryp se sebou samym, tedy

. T. . . . T,. . .
Top Top = (Fsys + AgaTspa + Aoaspa) (Fs,s + AoaTspa + AgsTspa) (3.28)

JelikoZ uvazujeme oblast malych deformaci, je mozné transformacni matici 4, linearizovat
a zanedbat radové malé veliciny. Tim prejde vztah (3.28) v konecném dusledku do tvaru

Top Top = U° + 0% + W? + 92(0* + {*) + 20099 (0* + {*) + tta” + (Cull = 509)° ¥*
2 . . . Y (3.29)
+ (51 + €u0)° 92 = 2yz9p9 — 2yt + 22149

V4

Celkova kinetickd energie elementu rotoru je vyjadiena pomoci vztahu (3.28) a plati pro ni
nasledujici vztah
1 T,
Ek(e) = E-UJ Top Top pdV (3.30)
1’4

Pro dalsSi operace stimto vztahem bude vhodné vyjadfit vztah (3.29) v maticovém tvaru.
Nejprve vyjadieme cleny bez goniometrickych funkci v maticovém tvaru (tj. ¢leny, které se
nebudou transformovat transformacni matici pozdéji definovanou pro dalsi cleny).
Zavedenim

1 . = - .
Eper® =Efﬂ(a2 + 52+ W% + 2 (0% + () pdV
14

(3.31)

1 ey
E,© = Ef[A(ﬁz + 0%+ w?) + L,p? |pdl
l
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Dosazenim aproximacnich funkci do vztahu (3.31) definovanych v podkapitole 3.1.1 a
zavedenim vektoru zobecnénych rychlosti ¢© =[q," 4," 4, q4T]T je moziné vyjadrit

(e)

kinetickou energii E.; "’ nasledovné

1. T~ (o).
Ek1(e) =§q(e) M, q(e) =

[pAS,”"I33s, ™! 0 0 0 ]
=lq(e)T| 0 pAPS, TI33S, 1P 0 0 lq(e> (3.32)
2 0 0 pAS; TINiS, ! 0 |
l 0 0 0 Plpsl_T13351_1J
Kineticka energie vyjadfujici gyroskopické ucinky je dana vztahem
0 —wopl,S; "I3S,"'P 0 0
1 . T
E (e)=_f 2Ol Vodl = a©" |0 0 0 0@
k2 Zl ( o p)P q 0 0 0 0 q
0 0 0 0 (3.33)

Ekz(e) — q(e)T'C'(e)Tq(e)
Nyni vyjadfime prispévek do kinetické energie od ¢lend, které jsou nasobeny

goniometrickymi funkcemi a jedna se tak o nestacionarni cleny, které vnasi do systému
¢asovou proménnost matic systému (z hlediska otaceni rotoru kolem osy rotace)

E© = Eﬂ (ta® + y29? + 2292 — 2yzpd — 2yu gy + 22149) pdV (3.34)
g

Kinetickou energii danou predchozim vztahem mulZeme vyjadfit v maticovém tvaru, jako
kvadratickou formu rychlosti ve tvaru

2

1 o 'y [y
v -y Z 1 ud

Matici kvadratické formy ve vyrazu (3.37) miZeme zapsat jako diadicky soucin dvou vektord

2

-yz —y| ¥
-yz z¢2 z|= [ z ][—3’ z 1] (3.36)
-y  z 1 1
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Dosazenim do (3.35) Ize kinetickou energii Ek3(e) zapsat jako skalarni soucin vektor( R ve

tvaru
y ¢

3 = W [ o ud[l][}’ z 119 || paVv
ta (3.37)

1 1
|74

%4
Zabyvejme se nyni vektorem R, ktery se pokusme vyjadfrit jako soucin vektoru parametr(
transformacni matice a matice zobecnénych rychlosti, coZ provedeme postupné nasledujicim

zpUsobem. Nejprve dosadime za y a z ze vztahu (3.29)

Y
R=LTu, =[-y z 1][,9'] =[{s—nc ns+ic 1]| 9 (3.38)
Ug [Ug ]
llP‘ c —s 01[¥]
[(s=nc ns+{c 1]|9|=[-n ¢ 1] [s c 0] 9 (3.39)
U 0 0 1l|u,]

Roznasobenim jednotlivych ¢lend a zavedenim aproximacnich ¢lent podle predchozi kapitoly
ziskame vyraz, ktery dale upravime

cd'S; 41 +s¢'S; ' Pq,

cp — s9
[-n ¢ Ulsy+cd|=[-n ¢ 1l|s¢p'S; " g, —cd'S,"'Pq,| =
Ug d(y,z)¢’$1_1q4
C¢’51_1 5¢'51_1P 0 q:
=[-n ¢ 1]|s¢'s;”™" —cd'S;"'P 0 [‘?2]= (3.40)
0 0 d(y,z)¢'s; 144
¢’51_1 0 0 cI sP 0
=[-n ¢ dm,)l| o0 —¢'S,”tP 0 —sP c1 0[ ]
0 0 ¢'s, L o

P¥i nasobeni RTR integrujme vnit¥ni soudin vektor( obsahujici soufadnice prafezun , { a

deplanaéni funkci d(n, {)

-n{ -nd Ie =Dy —Dna
f [ ] -n ¢ dldA= f —n( ¢* ¢d|dA=|"Dyp L D (3.41)
-nd ¢d  d? —Dna Dz Ig

kde byly zavedeny veli¢iny charakterizujici prQfez rotoru, ve kterych jsou oznaceny
kvadraticky moment kose z, vyrazem [, kvadraticky moment kose y, vyrazem [,

kvadraticky deplanacni moment I, a deviacni deplanaéni momenty D, ; a D¢y jako

Ig_fn dA, I, —J(ZdA Id—szdA Dng—fr)(dA Dnd—fnddA
4 4 4 (3.42)

D¢a = f{ddA
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Kinetickou energii danou vztahem (3.35) tak mUZeme prepsat (obecné po integraci pres
objem) do tvaru

Eps®@ =
. I —sP 0 IS,7TI3S, ™ DS TS, TP —DyS TS, T
=>la" " @l|sP oI 0 |[DyPS, IS, L,PS,TTIES TP —DggPS, IS,
2 0 0 ) PP -T133¢ -1 -Ty33¢ -1 -T133¢ -1 (3.43)
x _Dndsl 13151 _D{dsl I8, P 138, 1778,
cd sP 0119,
—sP c O ”qz]
0 0 [Illg,
V nésledujicim bude vhodné vyjadfit vztah (3.43) pro vektor zobecnénych rychlosti
. . .1 .71 . T11T.
¢?=1[q," a," 4" 4q,"] jako
; oAl 1.8,7"I5s, DS, 'I}is,”'P 0 —D,]dsl’TIﬁSl’l'l . o
@7 o |D, Ps, T18s,"t 1ps,TE3s, 7P 0 —pups, i, S (@)
q e sP cl 0 n¢ 10 11Y1 n 1 011 1 0 d 10 11Y1 —sP cl 0 qe (3.44)
0 0 Toxs -Ty33¢ -1 -Ty33¢ -1 -Ty33¢ -1 0 0 I
_Dndsl 1318, _D{dsl I3, P 0 1,8, I11S,
ve kterém vystupuji vySe zminéné transformacni matice
cd sP 0
T(t)=|-sP c 0 (3.45)
0 0 Igye
Vztah pro kinetickou energii tedy miZeme zapsat ve tvaru
(e) — 1 c@OTFT g @ Ty qle) (3.46)
Ey3 =54 T" (M, " T(t)q .

Celkova kineticka energie elementu rotoru je tvorena souétem ¢lend (3.32), (3.33) a (3.46) a
plati pro ni nasledujici vztah

1
B = EJ.U 5 Fp pdV = By @ + By @ + B @
v (3.47)

1 T [~ JU — ~
E,© = 5 [q(e) (MO("’) + 771, T) q© + q<e)TC(e)Tq(e)]
kde IVIO(e) € R'1* je matice, kterd nepodléhad transformaci a matice CT € R1*14 3
1~V11(e) € R podléhajici transformaci.

T je transformaéni matice, pro kterou plati

~ [T, O©

L0 Ty

] ER™M, T, = [_CS’P SC’I’] € R88 (3.48)

Pfi aplikaci Lagrangeovych rovnic Il. druhu bude potfeba vyjadfit derivaci transformacni
matice T. Z tohoto diivodu zavedeme nejprve tzv. matici Ghlové rychlosti rotace £ ve tvaru
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5_[Q 0]_ P 0l_ 3 14,14
n_[o 0]—0)0[0 o] = @oP R,

3.49)
_[ O woP| _ 0 Pl_ 5 8,8 (
90_[_0)01, o ]—a)o b 0]—a)0PER
Nyni je mozné zapsat derivaci transformacni matice pomoci (3.49) jako
. [~wesI wocP] [ O WoPlr cI sP] _ 8,8
Ty = [—wocP —wosl] - [—wOP 0 [—sP cl] =QT1€R
(3.50)

& == _[2, 0 [Tl 0] 14,14
T=0r= 0 0] 0 Iy €R

Potencidlni (deformacni) energie rotorového prvku

Prvky tenzoru deformace pti prostorové napjatosti jsou jak zndmo obecné vyjadreny
v kartézskych souradnicich xyz kinematickymi vztahy

du dv aw
Ex a, Ey @, & E
(3.51)
dv ow du ow du OJv
yyz=£+a' szza-}_a' ny=5+a

Vztah mezi tenzorem napéti a deformace vyjadfuji fyzikalni rovnice (Hookelv rozsifeny
zakon) ve tvaru

1—v v v 0 0 0
v 1—v v 0 0 0
o £
Gx] v v 1—v 0 0 0 [Sx]
a, E 0 0 0o =% o <
o= 2 yz (3.52)
Txz 0 0 0 0 Vxz
|7y | 2 ¥y )
i 1—2v|[7"
0 0 0 0 >

kde v je Poissonovo Cislo, E predstavuje modul pruznosti vtahu a G modul pruznosti ve
smyku. Mezi témito veli¢inami plati vztah

E

¢ =2y

(3.53)

Napjatost v rotorovéem prvku je vyjadfena nenulovymi slozkami napéti oy, Ty, Txy podle
obr. 3.9.
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Obrazek 3.9 Napjatost v rotorovém prvku

a vztah (3.52) pak bude mit tvar

'l —v v v 0 0 0
v 1—v v 0 0 0
o £
(;C v v 1—v 0 0 0 [Sx]
1-—2v y
0 _ E 0 0 0 > 0 0 & (3.54)
017 1+v(a-2v) 1—2y Iyyzl '
Txz 0 0 0 0 0 Vxz
T 2 l]/ J
id 1-2v|"Y
0 0 0 0 >

Z prvnich tfi rovnic lze urcit zndmy vztah — Hookelv zdkon pro napjatost vyjadrenou
normalovym napétim v jednom sméru

Ox E 1-v v v Ex
[8]=(1+V)(1—2v)[ I-v v ”SYI (3.55)

v
v v 1—vllE

kde odectenim 2. a 3. rovnice ziskdme rovnost mezi pomérnymi deformacemi v roviné yz
gy =& (3.56)

Zpétnym dosazenim (3.56) do 2. rovnice ziskame vztah mezi deformaci ve sméru osy x
a zbylymi dvéma osami vyjadreny Poissonovym cislem

gy = & = —Vé& (3.57)
A nakonec z 1. rovnice plyne jiz znamy Hookelv zakon
oy = E¢, (3.58)
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Z poslednich 3. rovnice vztahu (3.54) plyne

Yyz = 0
Txz = GVxz (3.59)
Txy = nyy
Vektory napjatosti a deformace maji tedy vysledny tvar
o=[0x 0 0 0 7o Ty4]T
e=[& & & 0 ¥xz yxy]T (3.60)
Potencialni energii deformace rotorového prvku mlzeme vyjadrit ve tvaru
(e) 1 T
Epg =5 € 0dV (3.61)
|4
Po dosazeni vztaht (3.60) do (3.61)
(e) 1 2 2 2
Epd :E [ng + GYiz” + GYyy ]dV (3.62)
V€

S uvazenim vztahu pro posunuti libovolného bodu rotorového prvku ve sméru osy rotace
u(x,y,z) = u(x) — yp(x) + z9(x) + ¢'(x)d(y, 2) (3.63)
|ze pomérnou deformaci ¢, psat ve tvaru
0 _
& =5~ (ulx,y,2)) =@'(x) = yip'(x) +29'(x) + " ()d(y, 2) (3.64)

Pozn.: Derivace zkrutu podle x je ¢’ (x) = 0, pokud se jednd o volné krouceni, tj. platnost
vztahu ¢@’(x) = ¥ = konst., coZ v nasledujicim uvaZovat nebudeme.

ZKosyY Yxy @ Yxz lze vyjadfit (s uvazenim deplanacni funkce d(y, z))

_w u_ +ﬁad_l9(ad )
Vay = 5 dy z dy  \dy z

_ou_ dw_ ad _ﬁ(ad+ ) (3.65)
Yoz =5, T ox  Voz Y T V\ez Y

Dosazenim (3.64) a (3.65) do (3.62)

1
Ezgfl) =3 f {E(ﬁ'z —2yzY'9 + y2 't + 229'F — 2y 7 d + 229" 'd + @ ?d?)
ve (3.66)

L[@d N\ gad  y?
+Go (£+y> +(E—z) av
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l

1

E) = Ef {E ﬁ(a'z —2yzp"9’ + Y2t + 2292 — 2y d + 229" ¢"'d
0 A€

vy o L [[[8d  \* jod N
+ ¢ 2d?) dA+ G ﬁ <£+y) +(@—z) dA} dx
A€

Po integraci pres plochu pricného prarezu ziskdame s uvazenim vztahu (2.31) vyjadfujici
modul odporu v krouceni I,

l
1
ES) = EJ[E(AE’Z + L9 + L' = 2D, 0" — 2D, ' 9" + 2D, 0" + 9" ?1y)
0

(3.67)
+ Glyp?] dx

l
1 - ! / - - I n -
E;gfi) = Ef[E(Aq3TS3 "Y' TyY's;q; +1,q,"PS, T¢'"T¢"s, " Pq,
0

+ [quTS1 _T¢”T¢”Sl_1q1 + ZDqulTsl_T¢”T¢”51_1qu (368)

—2Dyqq,"S, TP T"S, 7 qy — 2D,0q,"PS, TP TP"S, g,
+149," S, _T¢'T¢'51_1q4) + GI,q," S5 _T1I”T1I"53_1q4] dx

Po integraci pres délku elementu [ a zavedeni integralnich matic definovanych v kap. 3.1.1
1 _ _ _ _ _ _
EZEZ) =§[E(A‘I3TS3 111557 q5 +[y‘I2TPS1 TI538,7'Pq, + 1,4,"S, 1338, ' q,
+2D,,q,"S: T 13381 Pqy — 2Dyaq:"S1 T 13351 44 (3.69)

—2D,4q;"PS, 1338, Tq, + Id‘I4T51_TIﬁS1_1‘I4)
+ leq4TS3_TIﬁS3_1q4]

Matice tuhosti prvku K

ELS,”'I;;s,”"  ED,S,"I3;S,7'P 0 —ED,,S, " I3;8, 7"
R© — EDyZPsl‘TI;;Tsl‘1 ELPS,”"I};8,'P 0 —ED,,PS, "I38,7!
[ 0 0 EAS, "Ills, ™! 0 J
_Dydsl_TIggsl_l _Dzdsl_Tlggsl_lp 0 le-s'3_TIﬁS3_1 + Idsl_Tlﬁsl_l

. v i v .. .= (e) . = (e)
Tato matice se ovSem sklada ze souctu stacionarni matice K; ~ a matice K, ~ podléhajici
transformaci

ke = R‘rl(") n TTRZ("’) T (3.70)
kde
0 0 0 0
~ (e) 0 o0 0 0
Ki"=lo o Eas,"1ls,! 0
0 o 0 GIS;, TS, + 1,8, 1S, 7! (3.71)
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[ ElS,"'I33S,™"  ED,S,”"I33S,"'P 0 —ED,,S, " 15;8,7"]
%,© i 1>51—T133T51—1 ElL,PS,""I§s,7'P 0 —EngPS[TIﬁSl‘ll
0
| -p 0

0 0
,,dsl—Tl 38171 —DyS, IS, TP 0

Pohybové rovnice rotorového prvku jsou vyjadfeny pomoci Lagrangeovych rovnic I1. druhu,
které maiji tvar pro rotor bez tlumeni a vnéjsiho buzeni

(@) © gp®
a (0E "\ _9E, +—pd _ (3.72)
dt\ og® aq©®  aq®©
1 ~ e ~ ~
E,© = Eq@T (M, + T8, T) 4@ + w,q@ T@ " ¢@ (3.73)
Po aplikaci Lagrangeovych rovnic:
M,4@ + 79 8, T 4@ + 771, 2 T §© + 17, 10
TT
W ('C'(e) Ny, O )q(e) + K1( )q(e) + TTRZ(e)Tq(e) =0
¢© (3.74)
(M, + 770, T) §© + [w0o6@ + T7 (@751, + 1,70) T| 4@ +
+ [Rl(e) + TTK (e) ]q(e) -0

kde G© znagi antisymetrickou matici gyroskopickych ucinkd

3.4 Model rotoru

Rotor je, jak bylo uvedeno v predchozi kapitole, rozdélen na n prvkd, z nichZ kazdy je popsan

maticemi MO(e) Ml(e), 5(6), K, © Kz(e). Tyto matice odpovidaji poradi ve vektoru

zobecnénych vychylek, tj. nasledujicimu poradi
q ! !
g€ =[2=Mv Y1 vy Yo w 9 wy 9, u u @ ¢ @, @17 (3.75)

Poradi souradnic ve vektoru (3.75) neni vhodné, protoZze parametry krajnich bodd jsou
promichany. Vyhodnéjsi je seradit prvky tohoto vektoru tak, abychom od sebe odlisili
parametry obou krajnich bodU, coZ provedeme pomoci tzv. permutacni matice nasledujicim
zpusobem
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3 Modelovani rotor(i uvazovanych jako 1D kontinuum

! 0 1 0 0 00O OO O OO0 0 Of%™
L2t 000001 0UO0UO0OTO0TUO0TGO0OTUO0 O™
V2 00000 O0OOOT1O0TUO0TUO0OO0 O™
Y2 00000 O0OO0OUOUO OO OUO0UO0 1 0fl®
Wy 001 000O0O0TO0GO0OTO0OTOO0 o]l
Uy 000010UO0UO0GO0GOTOTO0O0 O]l
Wz:ooooooooo10000<p1’ (3.76)
U 00000 O0OO0OOUO OO OO0 10 0]luw '
Uy 100 000 O0O0O0UO0OTO OO0 0 0ffv
Uy 00000 O0OOT1O0TU0TUO0TUO0O0 Ollw
®1 0001 0O0O0UO0OUO0TU OO0 O0 0 0
®'| o oo ooo 100000 0 0|l
] 10 0 0 0 OOO O OO T1O0 0 olly,
lp,) ] Lo o 0o oo 0000 000 0 1llg,d
stru¢né zapsano
'q(e) - pq(e) (3.77)

Pro matice rotorového prvku, které nepodléhaji transformaci a odpovidajici rfazeni dané
vztahem (3.77) plati nasledujici vztahy

Xx@© = pTx@©p (3.78)

Pro matice podléhajici transformaci odpovidajici novému rfazeni (3.77), lze psat

x© = pr7 ¥ Tp (3.79)

Z praktického hlediska je ovSem vhodné vyjadfit vztah (3.79) tak, aby ndsobeni
transformacnimi maticemi nasledovalo az po permutaci matic systému dané vztahem (3.80),
coz mUzZeme provést vyjadrenim matice X pomoci permutacni matice P takto

X@© = pTx(p-1 (3.80)
dosazenim do (3.79)
X© = pTT" p=T X p-17p (3.81)
! T
neboli
x@© = rTx@er (3.82)

pticemz T oznacuje matici transformace v fazeni daném (3.79) tvaru
T = P"'TP (3.83)

Tato matice je nasleduijici struktury
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3 Modelovani rotor(i uvazovanych jako 1D kontinuum

1 0 0 0 0 0 O
0O ¢c s 0 0 0O
0O —-s ¢c 0 0 O O
O 0 01 0 0 o0 0
0O 0 0 0 ¢ s O
0O 0 0 0 —-s ¢ O
10 0 0 0 0 0 1
T= 1 0 00 0 00 (3.84)
0O ¢c s 0 0O O0 O
0O —-s ¢ 0 0 O O
0 O 0 o1 0 00O
0O 0 0 0 ¢ s O
0O 0 0 0 —-s ¢ O
O 0 o o0 O 0 1
nebo pomoci blokovych matic
T, 0
T = (3.85)
0 T,

Globalni matice soustavy X vznikaji pricitanim prispévkd od jednotlivych matic x@© prvkd,
pricemZ na mistech, kde se matice prvkl( prekryvaji, se nachazi soucet od jednotlivych
elementd. Vytvareni globalni matice transformace TY se oviem lisi vtom, Ze na mistech
spolecnych pro vice elementl se nenachazi soucet od jednotlivych element(, nybrz a pouze
matice T4 (pfi blokovém zapisu). Globalni matice X a matice transformace soustavy TY9 maji
tvar dany nasledujici strukturu

X

(3.86)
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3 Modelovani rotor(i uvazovanych jako 1D kontinuum

T9 =
T, 0
0T, |0
0 T, (3.88)
T,
0 T,

Matematicky model rotorové soustavy muUzeme po premisténi radkd a sloupcl matic
soustavy a transformacni matice psat jako

(Mo +T9"MLT9) g+ [woG + T (2TM, + My )T| g +

(3.89)
+ [Kl + TgTKzTg] q = 0

neboli
M@)g+B(t)§®@ +K(t)g =0 (3.90)

kde
M) =My +T9 M,T?
B(t) = w,6+T9 (@"M, + M, )T’ (3.91)
K@) =K, + T K,TY
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4 Stabilita nesymetrickych rotujicich kontinui

4 Stabilita nesymetrickych rotujicich kontinui [7]

Matematicky model vytvofeny v predchozi kapitole je charakterizovan periodicky
proménnymi maticemi M(t), B(t), K(t). U takového systému se projevuji tzv. parametrické
rezonance. Je-li soustava provozovana pfi urcitych uhlovych rychlostech, pfi nichz nastavaji

sy

parametrické rezonance, mohou tyto uhlové rychlosti zapficinit nestabilitu soustavy.
Urcovani téchto pasem nestability bude provedeno pomoci Floquetovy teorie, jejiz vyznam si
ukazeme v nasledujici podkapitole.

4.1 Floquetova teorie

Obecny matematicky model s ¢asové proménnymi maticemi ma podle (3.90) tvar
M()q(t) + B(t)q(t) + K(D)q(t) = f(¢) (4.1)

kde koeficientové matice jsou Casové periodické s periodou T. Pro prevedeni do stavového
prostoru, pfidame ke vztahu (4.1) identitu

M(t)q(t) — M(t)q(t) = 0 (4.2)

a obé rovnice mUZzeme zapsat v kompaktnim tvaru

N()u(t) — P(t)u(t) = F(t) (4.3)
kde
_[B(t) M(t) _[-K®) o
VO =l o ) PO=[T6" e (a4)
Fo="O],  uw= [ggg (4.5)
Pokud je matice N(t) reguldrni, Ize ji invertovat a mizZeme psat
u(t) = A(t)u(t) + b(t) (4.6)
kde
A(t) = N"(OP(t), b(t) = N"1(t)F(t) (4.7)

Podle Floquetovy teorie o stabilité rozhodneme z feSeni homogenni ¢asti rovnice (4.6)

u(t) = A[)u(t) (4.8)
Predpokladejme, Ze
U) =[u(®) uy(t) ... uy(0)] (4.9)

je fundamentalni matice feSeni, jejiz sloupce u;(t) jsou nezavisla fedeni (coz je moziné
predpokladat u linearnich systéma), ktera spliiuje soustavu diferencidlnich rovnic (4.8)

Ut) =AU (4.10)
potom
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4 Stabilita nesymetrickych rotujicich kontinui

Ut+T)=At+TU{t+T) =AU +T) (4.12)
a U(t + T) je také fundamentalni matici (jestlize je U(t) fundamentalni matici) ve tvaru

Ut+T) = [ (t+T) wy(t+T) oo Upp(t +T)] (4.12)

Predpokladejme, ze kazdy vektor u;(t + T) mizeme zapsat jako linearni kombinaci vektord
u(t) u,(t) .. u,,(t).Pfedchozi vztah je pak moiné zapsat jako

Ut+T)=U@1)Z (4.13)

Matice Z je konstantni matice linedrnich koeficient(, kterd je zavisld na U(0). Jestlize
zvolime fundamentalni matici U(0) = I, kde I je jednotkova matice, znamena to, Ze matice
U(t) je vt = 0 charakterizovdna nezavislymi pocate¢nimi podminkami.

Pak mizZeme pro (4.13) vt = 0 psat ve tvaru

UT)=U0)Z=2Z (4.14)

a tedy fundamentalni matice v ¢ase t = 0 je rovna matici Z. Matici Z oznacujeme jako matici
monodromie. Vlastni Cisla této matice rozhoduji o stabilité daného systému. Jestlize vSechna
vlastni Cisla lezi v komplexni roviné v jednotkové kruznici (véetné hranice), pak se jedna o
stabilni systém. Pokud vSak jedno z vlastnich ¢Cisel lezi mimo tuto hranici, pak je systém
nestabilni.

Dukaz:

Pfevedme matici Z do Jordanova kanonického tvaru, ktera je v ptipadé modelovani rotoru
rovna spektralni matici A

P1ZP =] =A (4.15)

kde P = [P1 P2, - P2n]je pravostrannd modalni matice vlastnich vektord matice Z a
J je Jordanova matice. Tento tvar lze ziskat nasledujicim zplsobem

Re$me pravostranny
(Z-ADp=0 (4.16)

a levostranny problém vlastnich hodnot, ktery ziskdme transpozici rovnice
(ZT —ADp* =0 (4.17)
neboli
p(Z-2)=0 (4.18)
Vysledkem reseni problém (4.16) a (4.17) jsou modalni matice P a P*
P=[P1 P2 - DPo2n] P =[p";, P, - P, (4.19)
Primarnim vysledkem feSenim jak pravostranného, tak levostranného problému vlastnich

hodnot (1.16) a (1.17) jsou vlastni ¢isla A; ,i = 1, ..., 2n, které jsou usporddany do spektralni
matice
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4 Stabilita nesymetrickych rotujicich kontinui

A
A= A2 , } (4.20)

L S

jimz pftislusi vlastni vektory uvedené v (4.16) a (4.17).

Ortogonalita vlastnich vektor( a jejich normalizace
ZapiSme problém vlastnich hodnot (4.16), resp. (4.17) pro i-ty, resp. j-ty vlastni vektor

(Z-ADp; =0 (4.21)
(2" - 4Dp;" =0 422
Prondsobenim (4.21), resp. (4.22) vlastnim vektorem pj*T, resp. p;’ zleva dostaneme
p;""(Z—-A4Dp; =0 (4.23)
p."(Z" - A)p;* =0 (4.24)

Transponovanim vztahu (4.24) a odectenim (4.23) od transponované rovnice (4.24) ziskame
vztah

(4 —A)p;"Pi=0 (4.25)

pomoci néhoZ bude vysvétlena ortogonalita vlastnich vektord. Dale se nejprve omezme na
nenasobna vlastni Cisla pro néz plati

pak pro zajisténi nulovosti vztahu (4.25) musi platit
«T _
pj"pi=0 (4.27)

v pfipadé rovnosti ve vztahu (4.26), tj.

i=j = L=X (4.28)
musi platit

pi ' pi=6#0 (4.29)
Oznaéme pro dalsi vyklad vlastni vektory p* a p jako p* a P, ¢imz chceme zdlraznit, Ze se

jedna o nenormované vlastni vektory. Podminky vyjadiené vztahy (4.27) a (4.29) Ize potom
vyjadFit v kompaktnim tvaru pomoci nenormovanych modélnich matic P* a P takto

3
P'P= [ 1 $2 ]= 0y (4.30)

L

kde diagonalni matice obsahujici nenulové ¢leny &; je oznacena symbolem S.
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4 Stabilita nesymetrickych rotujicich kontinui

V nasledujicim chceme docilit, aby vztah (4.30) byl roven jednotkové matici I. Z tohoto
dlvodu zapiSme matici S jako soucin dvou diagonalnich matic

S=LL (4.31)
kde L je tvaru

L= NG .. (4.32)
| - Janl

N&sobime-li vztah (4.30) matici L™ zleva i zprava ziskdme, tak poZadovanou rovnost
LB PL =1 (4.33)

kde symbolem P budeme déle oznacovat normovanou pravostrannou modalni matici tvaru

P=PL'=|—=

Py B Pon
= ] (4.34)

Y, . 15T .,
a oznatime-li P*T = L~1P* pak dostaneme transpozici vztah pro normovanou levostrannou
modalni matici ve tvaru

- i P2 Don
PP=PLT=|—= —, .. ] (4.35)
Ja V& Vén

Pro normované modalni matice nyni plati
PP =1 (4.36)

Pokud (4.36) vynasobime P~ zprava, ziskdme tim vyhodny vztah
pT = p-1 (4.37)

diky kterému staci resit pouze jeden z obou problém vlastnich hodnot.
Vratme se nyni ke vztahu (4.16), ktery mGzZeme zapsat v kompaktnim tvaru jako

ZP—-PA=0 (4.38)

Nésobime-li tento vztah P*T zleva pak
P"zp = P*TPA (4.39)

a pri uvazeni vztaht (4.36) a (4.37) Ize psat
P71ZP =A (4.40)

Vztah (4.40) je roven spektrdlni matici, ktery tak vyjadfuje prevod do kanonického tvaru,
v pfipadé jednoduchych struktur jde o prevod do spektralniho tvaru.
Vyjdéme nyni ze vztahu (4.10) a nahradme matici U(t) transformaci pomoci modalni matice
P ve tvaru

ut)=vep (4.41)
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4 Stabilita nesymetrickych rotujicich kontinui

ZapiSme (4.41) procast+ T
Ut+T)=V(t+T)P? (4.42)

Podle vztahu (4.13) mGzZeme psat s uvazenim (4.41)
Ut+T)=UW®)Z=V(t)P'Z (4.43)

Ze vztahu (4.42) Ize vyjadrit V(t + T) jako

V(E+T) = Ut +T)P (4.44)
a po dosazeni vztahu (4.43) dostaneme
V(it+T)=V(t)P~1ZP (4.45)
S uvazenim prevodu do kanonického tvaru (4.40) plati
V(t+T)=V(@E)P TZP =V(t)A (4.46)
Pro i-ty sloupec matice V(t + T) plati
v(t+T) = 2v;(t) (4.47)

Z tohoto vztahu je moiné analyzovat stabilitu systému, nebot plati, Ze pokud modul
vlastniho Cisla A; bude vétsi neZ jedna, pak amplituda bude narUstat, nebot vztah (4.47)
vyjadfuje nasledujici periodu. Tento vztah popisuje modalni vychylky v; , které lze zpétné
transformovat na skutecné vychylky vztahem (4.41). Z toho je patrné, ze pokud alespon
jedno zvlastnich Cisel je v absolutni hodnoté vétsi nez jedna, pak se jednd o nestabilni
systém (dané vlastni Cislo se dostane po zpétné transformaci do vsech vychylek).

UvaZzujme nyni pfipad s ndsobnymi vlastnimi Cisly. Pak plati oproti (4.26) nasledujici relace

tj. je nutné pfripustit i pfipad rovnosti vlastnich Cisel pro rozdilné indexy. Pak je mozné psat
Oznacme obdobné jako vyse vlastni vektory p* a p symboly p* a P, ¢imZ zdlraznime, Ze se
jednd o nenormované vlastni vektory. Obdobné jako tomu bylo ve vztahu (4.30), lze
v pfipadé nasobnych vlastnich Cisel psat

P'P=0¢ (4.50)

kde @Q jiz neni diagonalni matice, ale obsahuje i mimodiagonalni prvky fij*Tfii =0
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4 Stabilita nesymetrickych rotujicich kontinui

~ *T ~
[p1 P1 ]
Q= | 5, By | (4.51)
I I
| T
P2n P2n
Matici Q je mozné rozlozit pomoci Choleského rozkladu ve tvaru
Q=LR (4.52)
N&sobime-li vztah (4.51) L™! zleva a R~ zprava pak dostaneme
LPPR =1 (4.53)
kde symbolem P oznacime normovanou pravostrannou modalni matici tvaru
P =PR! (4.54)

Y, . 15T .,
a oznatime-li P*T = L~1P* pak dostaneme transpozici vztah pro normovanou levostrannou
modalni matici ve tvaru
P =PLT (4.55)

Tim byla provedena normalizace, a zaroven ortogonalizace vztahu (4.50) a (4.53) lze prepsat
jako
PTp=1 (4.56)

Shrneme-li postup feSeni stability systém( popsanych diferencidlnimi rovnicemi
s periodickymi koeficienty podle (4.10), Ize psat jednotlivé kroky nasledovné:

1. Zjisténi matice monodromie U(T) = Z numerickou integraci pfi zadané
pocatecni podmince U(0) = I, mGzeme pro jednoduchost zapsat postupné
pro jednotlivé sloupce matice U(t) nasledovné

1
i, (8) = A (0), w(0) = ey = |°| € R = uy(7)
0
azdo 2n
0
uZn(t) = A(t)uZn(t): uZn(O) = e, = 0 € RZn,l = uZn(T)
1
2. Urceni vlastnich Cisel matice monodromie Z z problému vlastnich hodnot
Z-2Dp=0
3. Analyza stability systému z absolutnich hodnot vlastnich cisel A; matice

monodromie Z, pficemz plati nasledujici relace

V|| <1 = stabilita
3|41 >1 = nestabilita
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4 Stabilita nesymetrickych rotujicich kontinui

4.2 Testovaci priklad

Jako testovaci priklad byl zvolen rotor obdelnikového prirezu, délky | = 2m diskretizovany
pouze dvéma prvky. Rotor je zleva ulozen pomoci absolutné tuhého axidlné-radialniho
loZiska a zprava pomoci radialniho loZiska. Takovyto rotor ma 16 stupnl volnosti (ve smyslu
poctu neznamych veli¢in v globalnim vektoru q). Uvazovani pouze dvou rotorovych
elementld bylo nutné z hlediska ¢asové narocnosti vypoctu, nebot na tomto rotoru budeme
uréovat pasma nestabilit pro velky rozsah parametrd prarfezu rotoru definovany veli¢inou
K (abychom uvatzili vice stavli nesymetrie prarezu) a pro Siroké pasmo uvazovanych uhlovych
rychlosti w, a sice vrozmezi w, € (200,600)[rad.s~ 1] skrokem Aw, =5. Parametr
Iy

Kk urCuje pomér mezi kvadratickymi momenty pridrezu, tj. K=7, pricemz stredni
¢

kvadraticky moment prirezu je konstantni. Nasledujici obrazek ukazuje uvazovany testovaci
rotor obdélnikového prarezu

Obrazek 4.1 Testovaci rotor

Abychom posoudili vliv deplanace prirezu na statické a dynamické chovani rotoru,
provedeme modalni analyzu jak nerotujiciho rotoru, tak rotujiciho. Porovnavat budeme
vlastni frekvence kone¢ného rotorového prvku, u néhoz uvaZujeme vliv deplanace
s modelem rotoru bez uvazovani vlivu deplanace.
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4 Stabilita nesymetrickych rotujicich kontinui

Modalni analyza nerotujiciho hfidele
V pfipadé nerotujiciho hfidele (wy = 0) se pohybova rovnice

(Mo +T9" M T9)§ + [woG + TI"(Q"M, + M\ 2)TIq +

4.57
+|K, +T9"K,T9)q =0 457
zjednodusi na tvar (transformacni matice prejdou na jednotkové matice)

Provedenim modalni analyzy modelu s pomérem kvadratickych prirezli k = 0,1 ziskdme
vlastni frekvence, které jsou v nasledujici tabulce porovnany s vlastnimi frekvencemi
rotorového prvku bez uvazovani deplanace. V tabulce jsou zaneseny pouze vlastni frekvence,
které se lisi v porovnani s rotorovym prvkem bez deplanace.

Cislo vlastni Vlastni frekvence (vliv  Vlastni frekvence (bez vlivu  Tvar kmitu odpovidajici
frekvence i deplanace) Q; [Hz] deplanace) Q; [Hz] vlastni frekvenci i

7 221.6839 227.1736 Torzni tvar kmitu

12 444.8782 488.3611 Torzni tvar kmitu

Modadlini analyza rotujiciho hridele

Nyni provedeme modalni analyzu pro pfipad rotujictho hfidele (wy # 0) se stejnymi
prafezovymi charakteristikami jako v predchozi ¢asti, oviem pro pevné zvoleny casovy
okamzik, a sice pro t =0 [s] a maximalni uvaZzovanou uhlovou rychlost otaceni wy =
600([rad/s], coZz ndm umozni porovnat modalni hodnoty pouze pro jeden ¢asovy stav. Takto
provedena modalni analyza ma pouze informativni charakter. Matematicky model je dan
maticovou pohybovou rovnici ve tvaru

(My+ Mg+ [w,6+ (@M, + M 2)]g+ (K, +K,)g=0 (4.59)

pricemz pro t = 0 plati, Ze transformacni matice je rovna jednotkové matici.

Cislo vl. Vlastni frekvence (vliv  Vlastni frekvence (bezvlivu ~ Tvar kmitu odpovidajici
frekvence i deplanace) Q; [Hz] deplanace) Q; [Hz] vlastni frekvenci i
13 443.7393 441.7940 Torzni tvar kmitu
15 670.9230 664.1352 Torzni tvar kmitu
17 901.0013 885.7281 Torzni tvar kmitu
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4 Stabilita nesymetrickych rotujicich kontinui

Z predchoziho porovnani vlastnich frekvenci je patrné, Ze vliv deplanace prirezu se projevuje
pouze pfi torznich tvarech kmitani. Pfi vynuceném kmitani torznim buzenim, ke kterému
dochazi napf. v pfevodovych ustrojich, by bylo vhodné zohlednit vliv deplanace prirezu na
dynamickou odezvu.

Zabyvejme se dale uréovanim pasem nestabilit pro vySe uvaZovany testovaci rotor. Na obr.
4.2 je zobrazena plocha popisujici miru nestability rotoru v zavislosti na uhlové rychlosti
wo € (200,600) a

parametru K, ktery uvazujeme vrozsahu k € (0.5,1). Mira nestability je reprezentovana
maximalni hodnotou vlastnich Cisel matice monodromie. Je-li jeji hodnota vétsi nez jedna,
jednd se o nestabilni systém. Z obrazku je dale patrné, Ze oblasti nestability se rozsifuji se
zmensujicim se k, tj. se zmensujicim se pomérem mezi stranami obdélnikového prirezu.

max | A/

600 1

Obrazek 4.2 Zobrazeni pasem nestabilit
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5 Zaveér

Tato prace se zabyvala modelovanim rotorl s rotacné nesymetrickymi prirezy.
V nasledujicim jsou strucné shrnuty jednotlivé vysledky zpracovanych kapitol predkladané
diplomové prace.

V druhé kapitole byl zpracovan algoritmus v prostifedi Matlab pro vypocet geometrickych
charakteristik prarezu, s dirazem na vypocet téchto veli¢in pro obecny tvar prirezu rotoru.
Dalsi dilezitou veli¢inou pfi torznim namahani rotorl je tzv. modul odporu v krouceni, ktery
u kruhovych rotord je totozny s polarnim momentem prirezu. Jeho vypocet byl proveden
dvéma zplsoby a navzajem zkontrolovan se vztahy pro prirezy, jejichZ analytické vyjadreni
je znamé. Nejprve byl proveden vypocet této veliciny reSenim parcialni diferencialni rovnice
metodou konecnych prvkl. Druhy zplsob spodival v definovani energetického funkcionalu a
vyreSeni taktéz diskretizaci na konecné prvky. Pfi této formulaci problému byla jakozto
primarni veliina ur€ena deplanacni funkce, pomoci niz byl do rotorového prvku zaveden vliv
deplanace prarezu. Ovéreni presnosti této metody bylo provedeno srovndnim s deplanaci
elipsovitého prlifezu, u kterého je mozné tuto funkci vyjadfit analytickym vztahem. Tim byly
zjistény veli¢iny figurujici v matematickém modelu nesymetrickych rotoru.

Nasledujici kapitola se zabyvala odvozenim matic rotorovych elementli modelovanych
metodou konecnych prvkd uvaZovanych jako 1D kontinuum. Rozdil oproti symetrickym
rotorlim spocival v zavedeni deplanace prafezu. Aby bylo moZné uvaZovat dva rozdilné
pfipady pfi torznim namahdni rotord, a sice volny krut a zamezeni volného krutu, byl
zaveden zkrut, jimZ je mozné tyto pfipady odlisit, jako nova neznamad ve smyslu poctu stupnd
volnosti elementu.

Posledni kapitola se zabyvala problematikou stability systém( popsanych diferencidlnimi
rovnicemi s periodicky proménnymi koeficienty. Pro posouzeni stability byla pouzita
Floquetova teorie, jejiz podstata byla vysvétlena v posledni kapitole, a podle které o stabilité
systému rozhoduje modul maximdlniho vlastniho ¢isla matice monodromie. Vyhodou této
metody je jednoduchost aplikace této teorie na model rotoru. Nevyhodou, kterd je ovsem
vcelku zdsadni, je Casova narocnost vypoctu pasem nestability pro Siroky rozsah parametrl a
Uhlovych rychlosti, a hlavné naroc¢nost presného urceni hranic stability. Floquetova teorie
byla aplikovana na testovaci pfiklad uvedeny v posledni kapitole této prace. Byla urcena
pasma pro konstrukéni a provozni parametry, pfi kterych by byl rotor nestabilni, tj.
dochazelo by krezonancim. V pfipadé stabilniho systému je mozné urcit feSeni vibraci
nesymetrickych rotorl numerickym vypoctem pro sestaveny model z kapitoly 3. Timto byly
cile diplomové prace spinény.

V soucasné dobé je rozvijena na katedfe mechaniky metoda, pomoci niz Ize urcit presné
hranice nestabilit. Tato prace by proto méla byt chapana jako vychodisko pro presnéjsi
analyzu stability rotujicich systém( pravé pomoci feSeni integro-diferencidlni rovnice
popisujici kmitani parametrickych systém.
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