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ANOTACE

ANOTACE

Prace je zaméfena na ukdzku mozZnych aplikaci linearni algebry v celé radé
védnich obort a jeji vyuZiti v praxi. Linearni algebra je jednou ze zakladnich disciplin
matematiky a je nenahraditelnou soucasti matematickych, technickych i informacnich
odvétvi. Je vyuZivana i vjinych odvétvich, kterymi mohou byt biologie, 1ékarstvi,
geografie, geometrie a mnoho dal$ich. Prace ma slouzit jako diikaz propojeni linearn{

algebry s béZnym Zivotem.

KLiCOVA sLovA

linearni algebra, aplikace linedrni algebry, rané aplikace linearni algebry, matice,
vektor, determinant, analytickd geometrie, Markovovy retézce, pravdépodobnost,
kombinatorika, matice prechodu, stavovy vektor, Lesliecho model ristu populace,
populacni model, pravdépodobnost preziti, mira reprodukce, genetika, genotyp,

fenotyp, autozomalni dédi¢nost

ANNOTATION

The bachelor thesis is focused on the demonstration of possible applications
of linear algebra in a wide range of disciplines and its application in practice. Linear
algebra is one of the basic disciplines of mathematics and is an irreplaceable part
of mathematical, technical and information fields. It is also used in other subjects, such
as biology, medicine, geography, geometry and many others. The thesis was made

to prove the connection between linear algebra and its using in real life.

KEYWORDS

linear algebra, applications of linear algebra, the earliest applications of linear algebra
matrix, vector, determinant, analytic geometry, Markov chains, probability,
combinatorics, transition matrix, state vector, Leslie age - specific population growth,
population model, probability of survival, rate of reproduction, genetics, genotype,

phenotype, autosomal inheritance
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Bakalaiskd prace je na téma Neékteré aplikace linearni algebry. Jak nazev
napovida, prace se zabyva vyuzitim jedné ze zakladnich disciplin matematiky

predevsim v zajimavych tlohach v mimooborovém uplatnéni.

Cilem této bakalarské prace je pokusit se Ctenari srozumitelné predlozit nékteré
zajimavé aplikace linearni algebry, které jsem vybrala zamérné pro popularizaci této

védecké discipliny.

Linearni algebra nalezne své vyuziti v mnoha rtiznych védnich oborech. Ve své
praci se zabyvam aplikaci v genetice, geografickym modelem popula¢niho ristu,
meteorologickou predpovédi s vyuzitim Markovovych retézcli, analytickou geometrii
i pohledem do historie. Pri vytvareni tohoto textu jsem byla motivovana pomoci
soucasnym i budoucim studentlim matematiky, ale i uzsi verejnosti, propojenim jejich
znalosti z jinych predmétli a popularizaci této matematické discipliny na vybranych

ukazkovych prikladech.

Struktura prace byla zvolena na zakladé zkuSenosti ze Skolniho prostredi, kdy

prokladani teorie reSenymi priklady vede ke snadnéjSimu pochopeni dané latky.

Prace je rozdélena do Sesti tematickych kapitol. Soucasti vSech kapitol jsou

vybrané piiklady.

Prvni a druhd kapitola jsou prevazné kapitoly popisné. Zamérneé jsem je zde uvedla,
protoZe vedou k lepSimu porozuméni nadchazejicich kapitol. Prvni kapitola je ivodni,
ve které je predstavena linearni algebra. Druha kapitola pojednava o ranych aplikacich
linedrni algebry, naptiklad v Babylonii, ¢i Egypté. Starovéké civilizace resily predevsim
praktické vypocetni problémy, mezi néz patii vyméra pozemkd, vybér dani, ¢i vypocet
dédictvi. V mnoha pripadech tyto problémy vedly k soustavdm linearnich rovnic,

protoZe linearita je nejjednodussim vztahem mezi existujicimi proménnymi.

Treti kapitola se zabyva popisem techniky, ktera vyuZziva vypocet determinantu
k nalezeni obecné rovnice primky, kruznice, kuzelosecky, roviny a koule. Postupovala

jsem tak, Ze nejprve uvadim krivky rovinné a nasledné prostorové utvary.

Ve Ctvrté kapitole se vénuji Markovovym fetézcim, dnes v praxi hojné vyuzivané
aplikaci, ktera si nasla misto v celé radé oblasti (meteorologie, ekonomie, bankovnictvi,

informacni technologie, aj.). Markoviiv tetézec popisuje nahodny diskrétni proces,
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u kterého nezavisi pravdépodobnost prechodu od souc¢asného do nasledujiciho stavu
na predchozich stavech, ale pouze na sou¢asném stavu. Predpoklada se diskrétnost
¢asu i stavii. Jako priklad mohu uvést pocasi v urcitém misté, které miiZze byt v jednom
z nasledujicich stavii: jasno, polojasno, nebo zatazZeno a tento stav se zméni na jiny
s urc¢itou pravdépodobnosti. Ja jsem zvolila jako ukdzku pravé vyuziti v meteorologii
pfi predpovédich pocasi. Pro znazornéni retézce jsem vytvorila jednoduchy

prechodovy diagram.

V paté kapitole uvadim priklad maticového modelu populac¢niho ristu, na kterém
se pokusim vysvétlit zakladni principy téchto modelld. Cilem je seznameni se
s popula¢nim modelem v diskrétnim case, konkrétné s Leslieho maticovym modelem.
Jedna se o soustavu linearnich rovnic, ktera popisuje chovani vékové strukturované
populace. V tomto modelu se predpoklada uzavirenost spole¢nosti a modeluji se pouze
jedinci Zenského pohlavi. MuZské pohlavi hraje velkou roli pfi reprodukci, av§ak pro
rist populace vtomto modelu nema zadny vyznam. Pro vyvoj populace je dilezita

natalita a mortalita. Migraci a jiné procesy a vlivy tento model zanedbava.

Posledni kapitola je vénovana dédicnosti. Zamérila jsem se predevSim
na dédicnost autozomalni, u které jsou geny uloZeny na autozomech - nepohlavnich
chromozomech. Kazdy jedinec od rodici dédi dva geny, které vytvareji jednotlivé
genotypy. Genotypy mohou byt bud’ dominantni, nebo recesivni. Kurceni
pravdépodobnosti dédicnosti urcitého jevu vyuzivdm znalosti umocnovani matice,

ktera je utvorena z pravdépodobnosti jednotlivych jevt.

Dalsi vyuziti linedrni algebry nalézadme v teorii grafii, v1ékarstvi ve vypocetni
tomografii (CT, X-ray CT). Nékteré linearni transformace miiZeme pouzit k popisu
a generovani slozitych mnozin bodi v euklidovské roviné, zvanych fraktaly, které jsou
v soucasné dobé predmétem matematického a védeckého vyzkumu. Linearni algebra
nalezne své vyuziti i v kryptografii, pri zpiisobu kédovani a dekddovani zprav. Prikladt
vyuziti této discipliny je mnoho, avSak rozsahem své prace mohu uvést jen nékolik
vybranych aplikaci.

Pii tvorbé této bakalaiské prace mi byly ndpomocny softwary MatrixCalc

v

a WolframAlpha, bez kterych by nékteré vypocty byly obtiZné;jsi.
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1 UVODNi POZNATKY O LINEARN{ ALGEBRE

Linearni algebra je jednou ze zakladnich disciplin matematiky a je nenahraditelnou
soucasti matematickych, technickych i informacnich odvétvi. Je zdkladem pro ostatni
discipliny matematiky, kterymi jsou naptiklad matematickd analyza, linearni

programovani, funkcionalni analyza, geometrie a dalsi.

Nazev této matematické discipliny ,linearni algebra“ se v prvni poloviné dvacatého
stoleti objevoval velmi malo a to v nepfili§ ujasnéném smyslu. Kazdy z autort si pod
timto nazvem predstavoval néco jiného. Prvni monografie vymezujici linearni algebru

se objevuji az koncem Ctyticatych a za¢atkem padesatych let dvacatého stoleti.

Linearni algebra se zabyva predevSim maticemi, vektorovymi (linearnimi)
prostory a linearnimi zobrazenimi (homomorfismy), determinanty a soustavami
linedrnich rovnic. Oproti minulosti, kdy byl hlavni zajem o determinanty a soustavy
linedrnich rovnic, se nyni pozornost matematikii ubird i smérem Kk vektorovym

prostoriim a linedrnim zobrazenim.

Slovni ulohy, které bychom dnes zapsali soustavou linearnich rovnic, tj. jako tlohu
linearni algebry, se reSily jiz pred ctyimi tisici lety. Linedrni algebra takovd, jakou
zndme dnes, jako soubor definic, axioml a vét, vznikla aZ na prelomu ctyricatych

a padesatych let dvacatého stoleti.

Mezi dilezité osobnosti této discipliny patfi Hermann G. Grassmann
(1809 - 1877), Giuseppe Peano (1858 - 1932), nebo Salvatore Pincherle

(1853 - 1936), kteri prispéli k velkému rozvoji a jinému pojeti linearni algebry.

Také rozvoj informatiky a vypocetni techniky, ktery umoZnuje reSeni velmi
naro¢nych uloh, které byly drive jen tézko feSitelné, otvird moznosti nejriznéjSim
aplikacim linearni algebry. Mezi vyznamné vypocetni nastroje patii Mathematica,
Maple, MATLAB. Ktémto matematickym softwarim existuje rozsahla literatura
navadéjici zacateCniky i pokrocilé k efektivnimu vyuziti programii na reSeni pocetné

obtiZnych uloh.
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Starovéké civilizace teSily predevSim praktické vypocetni problémy. Mezi tyto
problémy patrila naptiklad vymeéra pozemku a plidy, doprava zboZi a nerostnych
zdroji i zdrojt k obzivé. Dale také vybér dani, poplatkd a vypocet dédictvi. V. mnoha
pripadech tyto problémy vedly ksoustavam linearnich rovnic, protoZe linearita

je nejjednodus$sim vztahem mezi existujicimi proménnymi.

Vtéto casti prace bych chtéla ukazat nékteré matematické problémy, jimiz
se zabyvaly starovéké civilizace. Ulohy ukazuji, jak lidé diive pouzivali a esili systémy
linearnich rovnic. Jsou dokladem algebraickych znalosti ve starovékém Egypté,

Mezopotamii a Ciné.

2.1 EcGypT

Obr. €. 1 - Zacatek Rhindova papyru

Asi pred 1650 lety pred nasim letopocCtem byl
na dvore faraona Amenemhata IIl. zaméstnan pisar
a matematik jménem Ahmos. Ahmostv papyrus je
dodnes cennym zdrojem vétSiny informaci
o starovékych egyptskych matematicich. Byl objeven
skotem Alexanderem Henrym Rhindem v 19. stoleti,
proto je nékdy nazyvan také jako Rhindlv papyrus. Je

to pas Siroky priblizné 30 centimetri s délkou

neuvétitelnych 5 metrli, obsahujici 87 kratkych
matematickych problémd, spole¢né s jejich reSenimi.

Ulohy jsou oznacované R1 az R87. (Be¢var, 2003)

Nez si ukdzeme jednu z uloh Rhindova papyru, je tieba fici, Ze stafi Egyptané
nepouzivali pozi¢ni zapis Cisel. Pracovali s nékolika znaky, které symbolizovaly
jednotku, desitku, stovku apod., takze ndsobeni a déleni v tomto zapisu bylo velmi

obtizné. (Anton, 2010)
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PRIKLAD 1 - DELENI JECMENE

Jednim z problémti Ahmosova papyru bylo rozdélit 100 jednotek jecmene mezi pét
muzl v aritmetické posloupnosti tak, aby soucet dvou nejmensich jednotek byl roven
jedné sedminé souctu tri nejvétsich.

Oznacme tedy nejmensi jednotku symbolem a a symbolem d ozna¢me diferenci
v aritmetické posloupnosti. Jeden muZ dostane pridél a, dalsi ¢tyfi muzi dostanou
a+d,a+2d,a+ 3d,a + 4d jednotek. Podminky zformulované v zadani ulohy lze

zapsat soustavou dvou linedrnich rovnic o dvou neznamych:

a+ (a+d) + (a+2d) + (a+3d) + (a+4d) = 100

g -

[(a+2d) + (a+3d) + (a+4d)] = a + (a+4d)

Jednoduchou tpravou ziskavame ekvivalentni soustavu rovnic:
5a + 10d = 100
1la-2d = 0

Ve snaze vyhnout se operaci déleni, staiif Egyptané tesili linearni rovnice a jejich
soustavy pomoci metody chybného predpokladu. Tento postup spociva ve volbé
konkrétni nezndmé, ktera zpravidla tlohu neresila, ale pomoci ni bylo snazsi najit

reseni. (Becvar, 1999).

V naSem piipadé zkusim zvolit a = 1. Z druhé rovnice ndm vychazi d = 11/2. Pokud
tyto vysledky dosadime do levé strany prvni rovnice, dostavame 5 + 55 = 60, kdeZto
prava strana rovnice je rovna 100. Leva strana se bude rovnat pravé, pokud se zvétsi
100/60 krat. Zvolenou hodnotu a i vypoctenou hodnotu d proto také 100/60 krat

zvétSime. TudiZ neznama a, kterou jsme zvolili rovnu jedné, je rovna 100/60 = 5/3.
5
3

Zbyvajici nezndma d je tedy rovna (%) X ( ) = 55/6.

Z toho vyplyva, Ze prvni muZ dostane pridél jecmene 10/6 = 5/3, druhy 65/6, treti
120/6 = 20, ¢tvrty 175/6 a posledni muz dostane 230/6 = 115/3.
Metoda chybného predpokladu byla pouzivana riiznymi civilizacemi po mnoho let.

Mezi dal$i dochované egyptské matematické texty (star$i neZ antické) patii
Moskevsky papyrus, obsahujici 25 rznych priklad, Kahunské papyry obsahujici

tabulky 2 /n (viz niZe), Dfevéné tabulky z Achmimu a KoZeny svitek nalezeny soucasné
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s Rhindovym papyrem. Soucasné s Rhindovym papyrem a KoZenym svitkem byl také

v Thébach nalezen Berlinsky papyrus, ktery je dnes uloZen v Berlinském muzeu.

2 Obr. ¢. 2 - Tabulka 2/n - ukazka z prvni

= 2

3

2.1 1 2 1 stran

573t 13 3 y

LI A jak, ok

i w3 Tabulka 2/n nalezena na jednom

S= - 1- =

9 6 18 2 717 / o .

2 1.1 5 1 z Kahunskych papyri obsahuje rozklad

1~6%% '3 & 5

S e e 1111 zlomkd - na kmenné zlomky, které maji

13 8 52 104 28 4 8 n

2 1 1 1 1

— I — — 1= - v . 7 .

W 2 2 v Citateli jednotku. (Vyjimkou je zlomek 2/3,
1 11 1 1

=t = 1= = -

17 12 51 68 312 3 4 ] \ 4 A 5 i ~

2 1.1, 1 G111 ktery je povazovan za kmenny, i kdyz

v ntwetim 22 1 6 .. _ ..

£_1.1 . 1 v Citateli nema jednotku.)

21 147 a2 2 2

2 1 1 21 1

Bn-1ntm 31 @ Tato tabulka se pravdépodobné pouZivala

2 1 1 2 1

® =I5 + e l- a v v e v 4 - 7 e L]

ox S . . k reSeni nékterych linearnich rovnic.

AR TR 13 3

2 1 1 1 1 s 15| 1 1 1 A4+1 W~

%=untwtmtm 5% 3§ 3 Pokud se vratime k prikladu 1, tak

2 1 1 1 11 1 1 vl s o 7

3120 12at s 2 1 3 svyuzitim rozkladu zlomki na kmenné

2 1 1 1 1

—_— e e — 1= - , v V2 INMT M

T aTe . : zlomky prvni muZz dostane pridél jeCmene

B-%"n s 36

1 3, druhy muz 10 1 l, atd.
3 2 3

2.2 BABYLONIE

7 v

Babylonie byla jizni ¢ast Mezopotamie, nynéjsi Irak. Centrem riSe bylo mésto
Babylén na tfece Eufrat. Pivodnimi obyvateli byli Sumerové, kteii vynalezli klinové
pismo, jimZ psali na hlinéné desticky. Z doby existence Babylonie se dochovala fada
pamatek. Pro matematiku prinosnymi pamatkami byly jiZ zminéné objevené hlinéné
desticky, na kterych se nachazely matematické problémy. Staii téchto desticek

se odhaduje na 1900-1600 pred Kristem. (Anton, 2010).

PRIKLAD 2 - LICHOBEZNIK

Nasledujici problém, ktery jsem vybrala na ukazku, byl nalezen na hlinéné
desticce okolo roku 1950 pred Kristem. Zni nasledovné: Lichobéznik, ktery ma obsah
320j2 je vyFiznut z pravouhlého trojuhelnika tak, aby jeho dolni strana byla totoZna

se stranou trojuhelnika, a jeho horni strana byla rovnobézna sjeho dolni stranou.
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Vyska trojuahelniku je 505 a vySka lichobéZniku 20j. Jak velké jsou horni a dolni strana
lichobéZniku? (Anton, 2010).

Obr. ¢. 3 - Lichobéznik

Oznac¢me x dolni Sitku lichobéZniku a y horni Sitku
lichob&Zniku. Obsah lichobéZniku 320;2 1ze pomoci horni
a dolni sirky spocitat jako 20(%). S vyuzitim podobnosti

s 71.0 ’ s oz L. X
trojuhelniki ziskdvame druhou rovnici o= :—0. Tyto dva

vztahy vedou po dpravé k soustavé dvou linedrnich rovnic

o dvou neznamych:

x+y)

= =16
(x—y)
—— =4

Doln{ Sifka x je sou¢tem obou rovnic, x = 20, horni $ifka se ziska jako jejich rozdil,

y = 12. Dolnf{ strana lichobéZniku méri 20j a horni strana 12j.

2.3 Cina

NejvétsSim dilem v déjinach ¢inské matematiky je Matematika v deviti knihach.

Toto dilo je sbirkou 246 problémi s jejich feSenimi. Bylo shromazdéno a v kone¢né

podobé sepsano autorem Liu Huiem v roce 263 naseho letopoctu. Nicméné obsah dila

se datuje k zacatku dynastie Han ve druhém stoleti pied nasim letopoctem.

Matematika v deviti knihach obsahuje soubory c¢iselnych tloh a metod jejich

Feseni. Samotna metoda bez tilohy nema smysl, loha bez metody neni opodstatnéna.

(Hudecek, 2008).

10
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Obr. €. 4 - Obsah deviti kapitol

Kapitola Obsah
PRAVOUHLA POLE Vyméry ttvarn, zlomkové operace
OBILI A ZRNO Trojélenka, konverze
ODSTUPNOVANE Déleni celku do podili, trojélenka
ROZDELENI
MENSI SiRKA Déleni obsahu souétem zlomki, odmocniny
PosoOUZENI PRACI Objemy téles a vypoéty prace podle norem
ROVNOMERNA DODAVKA Podily podle dvou kritérii, nasobnid troj-

élenka

PREBYTEK A NEDOSTATEK | Chybny odhad a dvoji ehybni odhad
PARALELNI OHODNOCENI Soustavy linedrnich rovnic
KRATSi A DELSI ODVESNA Pythagorova® véta a pravoihly trojihelnik

Osma kapitola Matematiky v deviti knihach se nazyva Paralelni ohodnoceni. Zde
nalezneme 18 problémd, které vedou k soustavam linearnich rovnic o trech az Sesti
neznamych. Metoda, kterou v dile Liu Hui popisuje, je témér identicka s metodou

Gaussovy eliminace, kterou v 19. stoleti objevil Carl Friedrich Gauss. (Anton, 2010).

PARALELNi OHODNOCEN{

Kapitola Paralelni ohodnoceni v knize velmi vynika. Vedle obecného postupu
FeSeni soustavy linedrnich rovnic je v ni uvedena metoda ,Kladna a zaporna“ obsahujici
pravidla pro pocitani se zapornymi Cisly. Pripusténi existence zapornych cisel jako
dluhti a prace snimi bylo nezbytné pro zachovani jednotného postupu ,paralelni
ohodnoceni“ pro vSechny tulohy v osmé knize. Zdporna cCisla se v déjindch poprvé
objevuji pravé v kapitole Paralelnf ohodnoceni. Na rozdil od pfedchozich kapitol, které
jsou zaloZené na praktickych prikladech ze Zivota, tato kapitola obsahuje ilustrativni

priklady, které jsou, jak se védci domnivaji, uméle vytvorené.

PRIKLAD 3 - SNOPY OBILI

,Méjme 3 snopy lepsiho obili, 2 snopy stredniho obili a 1 snop horsiho obili,
obsah je celkem 39 dou. Méjme 2 snopy lepsiho, 3 snopy stredniho a 1 snop horsiho,
obsah je 34 dou. Méjme 1 snop lepsiho, 2 snopy stredniho a 3 snopy horsiho, obsah

je 26 dou. Ptame se, kolik je obsah 1 snopu lepsiho, stredniho a horsiho obili?

Odpovéd zni: 1 snop lepsiho obili je 9 celych a 1 ze 4 dilti dou. 1 snop stiedniho

obili jsou 4 celé a 1 ze 4 dili dou. 1 snop horsiho obili jsou 2 celé a 3 ze 4 dili dou."

(Hudecek, 2008, s. 187).
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2 RANE APLIKACE LINEARN ALGEBRY

Paralelni ohodnoceni znamena porovnani. Pro urc¢itou smés véci se stanovuje
mnozstvi jednotlivych véci a vyjadruje se celkovy obsah. KaZzdy sloupec vytvari

poméry, pokazdé se hodnoti opakované podle mnoZstvi véci.

»,Metoda zni: PoloZzme 3 snopy lepsiho, 2 snopy stredniho, 1 snop horsiho
a obsah 39 dou na pravou stranu. Obili ve stfednim a levém sloupci se rozmisti stejné
jako vpravo. LepSim obilim vpravo vynasobime vSechny slozky stfedniho sloupce

a eliminujeme ho.“ (Hudecek, 2008, s. 187 - 188).

Hlavni myslenkou metody je odecteni mensiho sloupce od vétsiho, dokud

se nevycerpa prvni pozice.
Dnes bychom udlohu zapsali nasledujici soustavou linearnich rovnic:

3x+2y+1z =39
2x + 3y +1z =34
1x + 2y + 3z = 26

kde x = mnozstvi lepsiho obili, y = mnozstvi stiedniho obili, z = mnozZstvi horsiho

obili.
Pribéh eliminace vyjadiuje nasledujici obrazek:

Obr. ¢. 5 - Eliminace stiedniho sloupce

e
b

-
Ll N L2
b

ok b b
L 0 T
ok b

26 | 34 | 39 26 102 | 39 26 | 63 | 39 26 | 24 | 39

Eliminovat znamenalo opakované odecitani celého pravého sloupce, dokud

na prvni pozici levého a stredniho sloupce neziskame nulu. Dale nasledujici radky

eliminujeme stejnym zptisobem.
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2 RANE APLIKACE LINEARN ALGEBRY

Obr. ¢. 6 - Paralelni ohodnoceni

20 5
10 1

ol =N ]
.
n

= LN
1

= b2 S
on

= b2 |

36 1

ook d

bbb
N R T

S T T

391 24| 39 195 | 24 | 39 99 1 24 | 39

V prvnim sloupci je vyjadieny obsah horsiho obili. Pokud chceme zjistit obsah

stredniho obili, pouZijeme stejné metody, akorat s vyuZzitim horsiho obili.

Obr. ¢. 7 - Odecteni levého sloupce od stiedniho sloupce

i
Lol Li0 R

Po eliminaci metodou paralelniho ohodnoceni je obsah 1 snopu horsiho obili %, obsah

v as e 17 s e . v .37 A
1 snopu stredniho obili ik obsah 1 snopu lepsiho obili vdané smési - Upravou

zlomki dostavame nasledujici feseni: obsah 1 snopu horsiho obili je 2 a 34 dou, obsah

1 snopu stredniho obili je 4 a % dou a obsah lepsiho obili je 9 a % dou.?

Metoda paralelnfho ohodnoceni se od Gaussovy eliminacni metody lisi
nepodstatné - koeficienty linedrnich rovnic jsou zapsany do sloupct, opakované
odcitani sloupce nahrazujeme odc¢itdnim vhodného ndsobku radku od jiného radku.

V obou ptipadech je vysledkem eliminace trojuhelnikova matice.

Matematika v deviti knihach, nebo také jinak Matematika v deviti kapitolach
obsahuje kromé formulaci problémii, také jejich vyreseni a vyklad jednotlivych feseni.
Jednd se o jeden znejstarSich dochovanych c¢inskych matematickych texti a je
prinosem nejen z hlediska matematiky, ale také po jazykové strance. Ukazuje nam
vyvoj jazyka klasické Cinské matematiky a spolecné s komentari, které napsali Liu Hui
a dale také Li Chunfeng, mlizeme zkoumat nejen samotny matematicky jazyk a jeho

vyvoj, ale také komentare jako Zanr, ktery ma své specifika. (Hudecek, 2005).

Ldou = jednotka objemu, 1 dou =101
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2 RANE APLIKACE LINEARN ALGEBRY

Soustavy linearnich rovnic i jiné pouZiti linearni algebry lze najit v historickych
textech mnoha starovékych civilizaci. Dal$i ukazkou mtiZe byt i starovéké Recko. Mezi
znamou dochovanou tlohu pochézejici pravé zRecka patii Archimédova tloha
o dobytku, neboli Uloha o Héliovych bycich. V roce 1770 ji objevil némecky novinar,
kritik a teolog G. E. Lessing vjednom starém reckém kodexu. Vroce 1773 ji poté
zverejnil i ve své knize. Jedna se o dlohu, ktera vede k soustavé sedmi linedrnich rovnic
o osmi neznamych. Cilem je zjistit, kolik bilych, ¢ernych, strakatych a hnédych byki
a krav se pase na ostrové Sicilie ve ¢tyrech stadech boha Hélia. Dalsi ptiklad nalezneme
i v Indii, odkud pochazi rukopis z Bakhshali, jehoZ vznik se datuje priblizné ve ¢tvrtém
stoleti naseho letopocCtu. Tento matematicky text napsany na birezové kiife byl objeven
roku 1881 u vesnice, ktera dnes leZi na uzemi Pakistanu. Kromé mnoha vypocetnich
problémi vedoucich k soustavam linedrnich rovnic obsahoval i znak symbolizujici
nulu. I prestoZe se linedrni algebra, takovou, jakou ji zndme dnes, formovala az

ve dvacatém stoleti naseho letopoctu, jeji vyuziti se datuje mnohem drive.
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3 ROVNICE KRIVEK A POVRCHU PROCHAZE]JICICH ZADANYMI BODY

3 ROVNICE KRIVEK A POVRCHU PROCHAZEJiCiCH ZADANYMI BODY

V této Casti bakalarské prace bych chtéla popsat techniku hledani obecné rovnice,
ktera vyuZziva determinanty pro nalezeni rovnic primek, kruZnic a obecné vsech
kuZelosecek skrze stanovené body v roviné. Tento postup lze vhodné pouzit napiiklad
i pro nalezeni rovnice roviny a kulové plochy v prostoru a jakychkoliv jinych ttvard,

pro néZ zname (obecnou) rovnici.

Inspiraci pro tvorbu této kapitoly mi byla kniha Elementary linear algebra
od autora Howarda Antona, konkrétné podkapitola Constructing Curves and Surfaces
Through Specified Points. (Anton, 2010). Strukturu kapitoly jsem volila nasledovné:
prvni jsou uvedeny krivky rovinné (primka, kruznice, kuzelosecka) a poté prostorové

utvary (rovina a kulova plocha).

Predpokladem pro spravné pochopeni postupu je znalost determinanti

a analytické geometrie.

Homogenni soustava linedrnich rovnic, kterA ma pocet rovnic roven poctu
neznamych, ma netrividlni reSeni pravé tehdy, kdyZ je determinant matice soustavy

nulovy.

V této Casti bude vysvétleno, jak lze teorii pouZit k urceni rovnic riznych krivek

a povrchi prochazejicich zadanymi body.

3.1 PRIMKA PROCHAZEJici DVEMA ZADANYMI BODY

Obecnou rovnici primky miizeme nalézt vice zptisoby. Jednou z moznosti mtize
byt napriklad nalezeni parametrické rovnice primky ze zadanych (dvou) bodl a

nasledné odstranéni parametru vedouci k ziskani obecné rovnice primky.

PRIKLAD 1

Naleznéte obecnou rovnici primky prochazejici danymi body
A= (1,3)aB = (25).

Pro nalezeni parametrické rovnice primky potfebujeme smérovy vektor utvoreny

ze zadanych bodi 4, B, AB = (1,2) ajeden z bod(, napt. A = (1,3).
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3 ROVNICE KRIVEK A POVRCHU PROCHAZE]JICICH ZADANYMI BODY

Parametrické vyjadieni primky: X = A + tu

3.1.1 x =1+t
y =3+ 2t
Vynasobenim prvni rovnice (-2)krat vznika rovnice —2x = —2 — 2t. Sec¢tenim obou

rovnic odstranime parametr t z dané soustavy (3.1.1) a ziskame obecnou rovnici

pfimky: —2x +y —1 = 0.

Jinym, podle mého nazoru efektivnéjSim zptisobem, je nalezeni obecné rovnice

piimKky pomoci determinantu vytvoireného z bodd, jimiZ ma primka prochazet.

Postup ukaZeme nejprve na obecném prikladu, nasledné se zamérime
na aplikaci v nékolika praktickych prikladech.
UvaZzujme dva body X = (x1,y;) a Y = (x3,¥,), které jsou riazné. Existuje
pravé jedna primka, kterd prochazi témito dvéma body, s obecnou rovnici
ax + by + ¢ =0,
kde z koeficientti a, b je alesporii jeden riizny od nuly.
Po dosazeni X = (xq,y;)aY = (x,,y,) mame soustavu dvou rovnic:
ax; +by;+c =0
ax, +by,+c =0
VSechny tfi rovnice tvofi homogenni soustavu linearnich rovnic s nezndmymi a, b, c,
ktera ma za predpokladu, Ze alesponn jeden z koeficientl a,b je rizny od nuly,
netrividlni feSeni, kdyz je determinant matice soustavy
ax + by + ¢c =0
ax; + by, + ¢c =0
ax, + by, + c =0

roven nule, tj. plati-li

x y 1
Xy Yo 1
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3 ROVNICE KRIVEK A POVRCHU PROCHAZE]JICICH ZADANYMI BODY

PRIKLAD 2
Obecnou rovnici primky AB z prikladu 1 nalezneme pomoci dosazeni souradnic

bodl 4, B do vztahu (3.1.2)

x y 1
1 3 1|=0.
2 51

S vyuzitim Sarrusova pravidla (obr. ¢. 8) dostavame rovnici

3x+2y+5—-5x—y—6=0, poulpravé —2x + y — 1 = 0, mnohem efektivnéji.

Obr. ¢. 8 - Sarrusovo pravidlo

PRIKLAD 3

Naleznéte rovnici primky prochazejici danymi body A = (0,0), B = (1,1).

Pokud dosadime souradnice do vztahu (3.1.2)

x y 1
0 0 1|=0,
1 1 1

ziskdvame obecnou rovnice primky, kterd prochazi zadanymi body A, B,
ato-x + y = 0,amlzeme ji zapsat i ve tvaru smérnicovém: y = x.

Vypocet determinantu miizeme provést riznymi zptsoby. V pripadé determinantu
Ctvercové matice 3 X 3, doporucuji volit Sarrusovo pravidlo. Pokud je determinant
vyssiho Fadu nez 3, neexistuje Zadna pomiicka pro vypocet, ale mizeme zvolit vypocet
rozvojem podle i-tého radku, nebo j-tého sloupce nebo upravu matice podle pravidel.
Nebo miizeme vyuzit vySe doporucovanych vypocetnich nastrojl, kterymi mizou byt
softwary MATLAB, Maple, nebo i softwarli volné dostupnych online na internetu,

kterymi miizou byt MatrixCalc, ¢i WolframAlpha.
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3 ROVNICE KRIVEK A POVRCHU PROCHAZE]JICICH ZADANYMI BODY

PRIKLAD 4
Naleznéte rovnici primky prochazejici zadanymi body A = (1,-10),
B = (5,5).

Dosazenim souiadnic bodi 4, B do (3.1.2) dostavame vztah

x y 1
1 -10 1] =0,
5 5 1

ze kterého po vycisleni determinantu ziskavame rovnici

—10x+ 5+ 5y + 50 —5x —y = 0, po pravé —15x + 4y + 55 = 0.

PRIKLAD 5
Naleznéte rovnici piimky prochazejici zadanymi body A = (100, m),

B = (0,7).

Dosazenim soutadnic bodii 4, B do determinantu soustavy ziskavame

x y 1
100 n 1| =0,
0 7 1

s pouzitim Sarrusova pravidla dostdvame rovnost nx + 700 — 7x — 100y = 0,

po upraveé (m— 7)x — 100y + 700 = 0.

PRIKLAD 6

Naleznéte souradnice bodu A = (a, 10), pokud znate obecnou rovnici piimky
p prochazejici body A a B s vyuzitim vztahu (3.1.2), kdep: 2x + y+4 =0a
B = (1,-6).

Dosazenim souiadnic bodt 4, B do (3.1.2) ziskavame determinant

x y 1
a 10 1|=0,
1 -6 1

tji.16x + (1 —a)y -(6a + 10) = 0.
Vyhovujici reseni ziskdme vyndsobenim prvni rovnice osmkrat a porovnanim ¢lent
danych rovnic.
16x+8y+32=0
1l6x+(1—a)y+ (—6a—10) =0

a=-7
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3 ROVNICE KRIVEK A POVRCHU PROCHAZE]JICICH ZADANYMI BODY

3.2 KRUZNICE PROCHAZEJiCI TREMI ZADANYMI BODY
Nejprve si postup opét ukdZzeme na obecném prikladu, poté prejdeme k reSeni
konkrétnich uloh.
Uvazujme tfi rizné body, které nelezi v primce X = (x1,y1),Y = (x5, ¥2) a
Z = (x3,y3). Takové body urcuji kruznici. Zanalytické geometrie zname jeji
stredovou rovnici
(x-m?P+ @ —-n?=r?
kde r je polomér kruZznice, (m, n) jsou souradnice stfedu kruznice a (x, y) souradnice
bodu, kterym Kkruznice prochazi.
Umocnénim zavorek a prevedenim rovnice na jednu stranu dostavame obecnou
rovnici kruZnice:
x2+y?-2mx —2ny +m? +n? —r2=0

Vhodny tvar pro pouziti v nadchazejicich vypoctech:
3.2.1 alx®>+y?)+bx+cy+d=0,
kde a # 0,b? + ¢? — 4ad > 0.
Dosazenim bodl X = (x1,y1),Y = (x3,y,) aZ = (x3,¥3) do rovnice (3.2.1) vznika
soustava ti{ rovnic:

a(x>+y2) +bx;+cy; +d =0

a(x,? +vy,2)+ bx, +cy, +d =0

a(xs® +vy32) +bxs +cy; +d =0
Spolu s (3.2.1) vSechny Ctyti rovnice tvoff homogenni linedrni soustavu pro koeficienty
a, b, c ad.]ako u ptredchozi kapitoly i zde plati, Ze determinant matice musi byt nulovy.

x2+y2 x oy 1
x12 + }’12 X1 N 1

3.2.2 —0
X2 +y? x ¥ 1

x32 +y32 x3 Y3 1

PRIiKLAD 1

Naleznéte rovnici kruZnice prochazejici zadanymi body 4, B, C.
A = (39),B = (2,0),C = (53).

Dosazenim souradnic bodi A,B,C do determinantu c¢tvercové matice (3.2.2)

dostavame
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3 ROVNICE KRIVEK A POVRCHU PROCHAZE]JICICH ZADANYMI BODY

x2+y? x y 1
9+81 3 9 1|_ 0
4+0 2 0 1 '
25+9 5 3 1
Odectenim tretiho radku od prvniho, druhého a ctvrtého se vynuluji vSechny
koeficienty Ctvrtého sloupce, aZ na koeficient a,3. Naslednym rozvojem podle ¢tvrtého
sloupce a zkracenim dvanacti nachazime pozadovany vysledek.

2452 _ _
x*+y*—4 x-2 y 0 X2+y2—4 x—2 y

846 21 8(1)=(—1)7 86 1 9|=
30 3 3 0 30 3 3

24x% + 24y? —12x — 228y — 72 = 0.
Rovnici vydélime Cislem 12 a dostavame obecnou rovnici kruznice prochazejici danymi

body A,B,C: 2x* +2y> —x—19y — 6 = 0.

PRIKLAD 2

Naleznéte rovnici kruZznice prochazejici zadanymi body 4, B, C.
A = (0,0),B = (50),C = (1,1).

Pokud dosadime souiadnice bodii do vztahu (3.2.2), vyjde
x2+y?2 x y 1
0+0 0 0 1j]_,

25+0 5 0 1
1+1 1 1 1

Vypoctenim determinantu pomoci rozvoje nékterého radku, ¢i sloupce, nebo
s vyuzitim nékterého z dostupnych programi (WolframAlpha, MatrixCalc) vychazi
rovnice:

5(x* —5x+y>24+3y)=0
Po tpravé matvar x> —5x +y%2+3y = 0,odkud (x — g)z + (v + %)2 = %je

stredova rovnice kruznice urcené body A4, B, C.

3.3 OBECNA KUZELOSECKA PROCHAZEJiCi PETI ZADANYMI BODY

V této podkapitole predkladam pouze stru¢ny navod, jak nalézt obecnou rovnici

.....

Rovnice rovinné kuzZeloseCky (elipsy, paraboly i hyperboly a jejich

degenerovanych forem) vypada nasledovné:
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3 ROVNICE KRIVEK A POVRCHU PROCHAZE]JICICH ZADANYMI BODY

ax? +bxy+cy*+dx+ey+f=0

Ke konstrukci jakékoliv kuZelosecky nam sta¢i pét danych bodi
[x1, y11, [x2, Y21, [%3, V3], [%4, Y4, [x5, ¥5]. Pokud jako u predchozich kapitol vytvoiime

soustavu péti rovnic o péti neznamych, bude rovnice kuZelosecky vypadat takto:

Xy X4Ya Vi Xa Vs
2 2
Xs Xsys Y5 X5 Vs

X xy y°oox y 1
i xyr yioxa o on 1
33.1 gy, yio R o2
X3 X3y3 Y3 x3 Y3 1
1
1

PRIKLAD 1

Naleznéte rovnici kuzelosecky prochazejici body
A= (—3,—3),3 = (—3,4),C= (_11_2)'D = (_113)1E = (0:_2)

Dosazenim soutadnic bodii 4, B, C, D, E do (3.3.1) ziskavame rovnici:

x> xy y* ox vy

9 9 9 -3 -3

()
NN
|
—_
I
()
N N = Y S Y

Ponechdm na ¢tenari, zda se tento determinant pokusi vycislit napriklad rozvoji podle
nékterych radka ¢i sloupcli a naslednym pouzitim nékterého z pravidel, nebo zda
pouzije néktery zvolné dostupnych softwart. Ja jsem pro tento piiklad vybrala
software MatrixCalc, ze kterého dostavame feSeni x? —y%2+x+ vy + 6 = 0. Z této
obecné rovnice lze svyuzitim klasifikace kuZeloseCek podle invarianti? poznat,

Ze zadané body tvori hyperbolu.

2 Kazdou kuzelosecku lze vyjadrit algebraickou rovnici v nasledujicim tvaru

a1 x% + 2a;,xy + azy? + 2a43x + 2a,3y + az; = 0. Uvedend rovnice ma tfi invarianty: determinant
kuzelosecky, determinant kvadratickych ¢lend a stopu malé matice. Invarianty rovnice kuzelosecky Ize
pouZit ke klasifikaci jednotlivych kfivek, které jsou touto rovnici urceny.
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3.4 ROVINA PROCHAZEJiCi TREMI ZADANYMI BODY
Roviné ax + by + cz +d = 0, ktera prochazi zadanymi riiznymi body
X = (x1,¥1,21),Y = (x3,¥2,2,) aZ = (x3,¥323), které jsou navic nekolinearni,

odpovida vztah:

x vy z 1

X1 Y1 ozg 1]
3.4.1 X2 V2 oz, 1|7 0

X3 Y3 zz3 1
PRIiKLAD 1

Naleznéte rovnici roviny, ktera prochazi zadanymi body
A =(0,00),B = (2,01),C = (292).

Dosazenim soutadnic bodi 4, B, C do levé strany rovnice (3.4.1) ziskame determinant

x 'y z 1
0 0 0 1
2 0 1 1y
2 9 2 1
ktery musi byt nulovy. U tohoto prikladu se k feSeni nabizi rozvoj podle druhého radku.
Xy z
Tj.(—1)°[2 0 1|= —9x —2y + 18z,atedy —9x — 2y + 18z = 0 je hledana
2 9 2

obecna rovnice roviny prochazejici body 4, B, C.

PRIKLAD 2

Naleznéte rovnici roviny, ktera prochazi zadanymi body
A= (51,-3),B = (1,-1,7),C = (0,—1,2).

Pokud dosadime soutadnice bodi A,B,C do levé strany vztahu (3.4.1), kterd je

nasledné upravovana

xy z 1 x y+1 z-2 0
51 -3 1f{_|5 2 -5 0 |_
1 -1 7 1 1 0 5 0
0 -1 2 1 0 -1 2 1
x y+1 z—-2
(-85 2 -5 | =10x — 30y — 2z — 26.
1 0 5
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3 ROVNICE KRIVEK A POVRCHU PROCHAZE]JICICH ZADANYMI BODY

Odkudje 10x — 30y — 2z — 26 = 0 obecnarovnice roviny prochazejici zadanymi body.

Po jednoduché upravé ma tvar 5x — 15y —z — 13 = 0.

3.5 KULOVA PLOCHA PROCHAZEJici CTYRMI ZADANYMI BODY

Kulova plocha je mnoZina vSech boda v prostoru, které maji od daného bodu

(stredu kulové plochy) stejnou vzdalenost (polomér kulové plochy).
Stredova rovnice kulové plochy ma tvar:
x-mP+@-n?+@z-p)’=r?

Obecnou rovnici (splitujici podminky rovnice kulové plochy) Ize pouzit ve tvaru
a(x®>+y?+z)+bx+cy+dz+e=0,

ktery vyuZijeme spole¢né se zadanymi body A = (x4, ¥4, 21), B = (X3, ¥2, Z3),

C =(x3,¥3,23)aD = (x4, Y4 Z4) ktvorbé determinantu (3.5.1)

x2+y*+z2 x y z

+yi+zi ox oy 4

3.5.1 X+y3+27; x Y2 oz

2 2 2
X3 +y3+2z3 X3 Y3 Z3
2 2 2
xigtyitzi x4 ya %4

S S =

PRIKLAD 1

Kulova plocha je urcena témito ctyfmi body:
A= (-3,-3,-2),B = (-1,-5-2),C = (-1,-1,-2)aD = (—1,-3,0).
Najdéte obecnou rovnici této kulové plochy s vyuZzitim poznatkt této kapitoly.

Pokud dané body dosadime do determinantu ¢tvercové matice (3.5.1), ziskavame

rovnici:
x2+y2+2z2 x y z 1
22 -3 -3 -2 1
30 -1 -5 -2 1|=0
6 -1 -1 -2 1
10 -1 -3 0 1

Po Upravé levé strany determinantu vypada rovnice kulové plochy nasledovné:

x24+y2+z2+2x+6y+4z+10=10
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3 ROVNICE KRIVEK A POVRCHU PROCHAZE]JICICH ZADANYMI BODY

Zplsobem, ktery vtéto praci prezentuji, lze feSit rovnice tfady utvard, jak
rovinnych tak vicedimenzionalnich, pokud zname obecnou rovnici itvaru a dostatecny
pocet bodi k jeho urceni. Ty, které jsem zvolila pro nazornou ukazku, mély za cil
vystihnout podstatu feSeni. BéZné se setkavame s podobnymi tlohami na stiednich
Skolach, kde se obecné rovnice piimek, kruznic i dalSich kuZelosecek a rovin nalézaji
pomoci zdlouhavého a naro¢ného pocitani soustav rovnic. Tento zplisob s vyuzZitim
znalosti determinantii efektivné zkracuje a zjednodusuje feSeni zminénych soustav.
U narocnéjSich atvarl lze pro vypocet slozitéjsSich determinantli vyuzit nékterého

z vypocetnich nastroju.
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4 MARKOVOVY RETEZCE

Mezi dalsi zajimavou a v soucasné dobé v praxi hojné vyuzivanou aplikaci patri
Markovovy retézce. V textu predkladam priklady z meteorologie, ale Fetézce (procesy)

nachazi své misto v mnohem SirSim spektru vyuZziti.

Markoviiv retézec, pojmenovany po ruském matematikovi Andreju Markovovi
(1856 - 1922), popisuje nahodny diskrétni proces, u kterého nezavisi
pravdépodobnost prechodu od soucasného do nasledujiciho stavu na predchozich
stavech, ale pouze na soucasném stavu. Predpoklada se diskrétnost casu i stavii. Jako
priklad mohu uvést pocasi v urcitém misté, které miize byt v jednom z nasledujicich
stavli: jasno, polojasno, nebo zataZzeno a tento stav se zméni na jiny s urcitou

pravdépodobnosti. (Navara, 2016).

Markoviv retézec, nebo také Markoviv proces, je posloupnost diskrétnich
celoCiselnych nahodnych veli¢in {X,};-,s hodnotami ze spocetné mnoziny stavid S a
diskrétnimi ¢asovymi okamziky n,n = 0,1,2,3, ..., pravé tehdy kdyz

PXny1 = jIXn = in -+, Xo = lp) = PXny1 = Jl1Xn = in),
pro kazdé n nezaporné a i,,€ Z takové, ze P (X,, = i,,.., X, = ip) > 0. (Dvorak, 2015).

Tato definice nam 1ika, Ze nezavisi na predchozich stavech, pouze na stavu

soucasném. Nezdpornost zarucuje, Ze dané stavy nejsou jevy nemozné.

Matici prechodu od stavu i ke stavu j rozumime matici:

P11 " Pin
P
Pn1 " DPnn

kde p;; je pravdépodobnost prechodu ze stavu i do stavu j v jednom kroku. Tato matice
ma jednotkové radkové soucty (tj. je stochasticka), nebot podminkou je uplnost

soustavy jevi. (Navara, 2016).

PRIKLAD 1
Oznacme stav jasno ¢islem 1, polojasno Cislem 2 a zataZeno cislem 3, pak matice

prechodu od jednotlivych stavii bude mit podobu:

P11 P12 DPi3
P=|DP21 D22 P23

P31 P32 P33
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4 MARKOVOVY RETEZCE

kde napft. p,, je pravdépodobnost, Ze se poCasi zméni z jasného na polojasné.

PoloZzme p;; = 0,3; p;, = 0,5; pak pravdépodobnost p;3; musi nutné byt rovna
0,2. Pravdépodobnost zmény zjasného pocasi na jasné pocasi v konkrétnim misté
napft. v Plzni je 30 %. V Plzni je také 50% Sance, Ze z jasného pocasi nastane polojasné
a jen 20% Sance, Ze z jasného pocasi bude zataZeno. Pokud budeme pokracovat dale
a pravdépodobnost zmény pocasi zpolojasného na dalsi definované stavy bude
P21 = 0,3; py, = 0,4 a p,3 = 0,3 a ze zatazena p3; = 0,1; p3, = 0,6 a p33 = 0,3, pak

matice prechodu bude mit podobu
03 05 02
P= <0,3 0,4 O,3).
01 06 03
Pravdépodobnosti stavi

Pravdépodobnost stavu miizeme na zacatku vyjadrit stavovym tradkovym

vektorem p(0),

p(O) = (plli P12, p13)'
Dale pravdépodobnost daného stavu urc¢ujeme rekurentnim vzorcem:
p(n+1) = p(n) P,

ktery rika, Ze Markovovy fetézce miZeme popsat pomoci vektoru absolutnich

pravdépodobnosti stavii p(n) a matici prechodu P. (Navara, 2016).
Postupnym zjednoduSovanim miizeme rovnost upravit az na vztah:
4.1 p(n+1) = p(0) P"*1

PRIKLAD 2
Nasim pocatecnim stavem je jasné pocasi, stavovy vektor pro jasné pocasi p(0) je

tedy roven (0,3; 0,5; 0,2).
a) Jaka je pravdépodobnost, Ze v ¢ase n = 1 bude zatazeno?
b) Jaka je pravdépodobnost Ze v case n = 10 bude polojasno?
a) S vyuzZitim vztahu (4.1) pro n = 0 ziskavame:

p(1) =p0) P
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4 MARKOVOVY RETEZCE

0,3 05 0,2
p(1) =(0,3; 0,5; 0,2) (0,3 0,4 0,3> =
0,1 06 03

= (0,09 + 0,15 +0,02; 0,15+ 0,2+ 0,12; 0,06 + 0,15 + 0,06) =
= (0,26; 0,47; 0,27)
Pravdépodobnost, Ze v Case n = 1 bude zatazeno je 27 %.

b) S vyuzitim vztahu (4.1) a s pomoci kalkulacky matic MatrixCalc, ktera jednoduse

spocita i vysoké mocniny matic, dostavame pravdépodobnosti jednotlivych stav.
p(10) = p(0) P*°
03 0,5 0,2)10

p(10) = (0,3; 0,5; 0,2) (0,3 04 03
01 06 03

0,25 048 0,27
= (0,3; 0,5; 0,2) <O,25 0,48 0,27) = (0,25; 0,48; 0,27)
0,25 048 0,27

Pravdépodobnost, Ze v ¢ase n = 10 bude polojasno, je 0,48.

Matice prechodu je regularni, pokud je P" pro konec¢né n bez nulovych prvkd.

Tato matice zaroven konverguje k limitni matici 4 typu

al s aTL
a1 cee an

jejiz radky tvori stavovy radkovy vektor a = (a4, a,, as, ..., a,), kterému se rika limitni,

nebo také stacionarni vektor.

Z predchoziho prikladu vyplyva, Ze se pravdépodobnosti urcitého stavu pocasi
po dostatecné dlouhé dobé ustali na pravdépodobnosti jasného pocasi 0,25;
polojasného pocasi s pravdépodobnosti 0,48 a zatazeného pocasi s pravdépodobnosti
0,27. Matice prechodu z predchoziho prikladu je regularni, protoze jiz pro n =1

neobsahuje Zadné nulové prvky.
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4 MARKOVOVY RETEZCE

Klasifikace stavi

Pro zajimavost zde uvadim Kklasifikaci stavli Markovovych retézci s kone¢né

mnoha stavy.

Stav j je dosazitelny ze stavu i, pokud ze stavu i do stavu j 1ze prejit s nenulovou
pravdépodobnosti po néjakém poctu krokd. Stavy vzdjemné dosazitelné nazveme

sousledné.

Stav i je trvaly (navratny, rekurentni, permanentni), pokud pravdépodobnost,

Ze se do stavu i v budoucnu vratime je rovna jedné.

Stav j je prechodny (nenavratny, tranzientni), pokud neni trvaly. To znamena,

ze pravdépodobnost, Ze se do néj v budoucnosti opét vratime, neni rovna jedné.

Stav i muze byt periodicky, jestlize ma casovou periodu n > 1, jinak je
neperiodicky. Pokud je stav i periodicky, musi byt odpovidajici prvek na diagonale p;;

roven nule. Prikladem periodického stavu miize byt oscilace mezi dvéma stavy.

Markoviv Fetézec se nazyva nerozloZitelny, jestlize je kazdy jeho stav

dosazitelny z jiného stavu, jinak je fetézec rozloZitelny. (Navara, 2016).

PRIKLAD 3

Novakovi se chystaji na dovolenou do Recka, kde je velmi ¢asté jasné pocasi.
Pocasi vjednotlivych tydnech mizZe byt bud polojasné, jasné, nebo zataZené
s destovymi piehaiitkami. Dlouhodobym pozorovanim se zjistilo, Ze po jasném tydnu
nastava s pravdépodobnosti 0,6 tyden s polojasnym pocasim a s pravdépodobnosti 0,4
prijde tyden, kde pocasi bude zatazené s deStovymi pieharnkami. Po polojasném nebo
zataZzeném tydnu s deStovymi prehankami prijde vzidy s pravdépodobnosti 1 tyden
jasny. Dovolenou si chtéji zamluvit do mésice od rozhodovani. Na jaky termin si ji maji

zakoupit, pokud preferuji jasné pocasi a tento tyden je v Recku polojasné pocasi?

Stavovy vektor pro polojasné pocasije p(0) = (0,1,0) a matice prechodu

0 1 O
P=|06 0 04
0 1 O

Jiz z matice prechodu miiZeme tusit, Ze polojasné pocasi bude stav periodicky, nebot
na misté p,;; se nachazi nulovy prvek. Také prvek p,, i p33 je nulovy, mize se tedy

jednat o periodické stavy, ale tuto skute¢nost musime ovérit, protoze vyskyt nulového
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4 MARKOVOVY RETEZCE

prvku na diagonale je pouze podminkou nutnou, nikoli postacujici. S vyuzitim vztahu

(4.1) dostavame:
p(1) = p(0)P
p(2) = p(0)P?
p(3) = p(0) P3
p(4) = p(0) P*
0 1 0 06 0 0,4 0 1 0 06 0 0,4
P:<O,6 0 0,4) P2:<0 1 0>P3:<O,6 0 0,4) P4:<0 1 o)
0 1 0 06 0 04 0 1 0 06 0 04

Po vypocteni prvnich Ctyf mocnin matice prechodu (Novakovi se rozhoduji Ctyti tydny
dopiedu) vidime, Ze vSechny stavy jsou periodické s periodou dva. Jelikoz
po polojasném tydnu prijde tyden jasny, coz je jev jisty, a stavy se opakuji s periodou
dva, méli by si Novakovi zakoupit dovolenou v terminu za tfi tydny.

Pro znazornéni Markovovych retézcli se velmi Casto pouZzivaji pirechodové
diagramy. Uvadim zde jednoduchy Markoviv fetézec se tiemi stavy z piedchoziho

prikladu:

Obr. ¢. 9 - Pfrechodovy diagram (¢islo 1 znaci polojasné pocasi, ¢islo 2 jasné pocasi a

Cislo 3 predstavuje zataZené pocasi)
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4 MARKOVOVY RETEZCE

Kromé meteorologie naleznou Markovovy fetézce své vyuZiti zejména
v ekonomii a bankovnictvi. PouZivaji se predevsim pro predikovani pohybu cen akcii.
Zajimavym pouZzitim Markovovych retézci je také chytra klavesnice Android, nebo iOS,
ktera po napsani prvnich pismen dopliiuje zbylé slovo, aby davalo smysl. Naptiklad po
pismenu M je 60% Sance, Ze bude nasledovat pismeno A atd., tudiZ klavesnice nabizi
vybér slov od nejpravdépodobnéjSiho po méné pravdépodobné a uzivateli tim
usnadiiuje psani. Také algoritmus znadmy jako PageRank ohodnocujici diileZitost
webovych stranek, ktery byl vytvoren pro internetovy prohliZe¢ Google, je zaloZeny na

Markovovych retézcich.

Markovovy tetézce jsou jednou ze zajimavych praktickych aplikaci linearni
algebry a nechaji se vyuzZit vSude, kde se méni stav systému s urcitou

pravdépodobnosti na stavy jiné.
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5 LESLIEHO MODEL RUSTU POPULACE

Jestli pocetnost populace poroste, poklesne, nebo zlistane stejnd, tedy jeji
dynamiku, urcuji tii zakladni populacni charakteristiky - natalita, mortalita a disperze
(emigrace a imigrace). Ze zakladnich charakteristik poté vychazi rtizné populac¢ni

modely, které s urcitou pravdépodobnosti predikuji vyvoj dané entity.

V této kapitole se zaméruji na jeden konkrétni priklad maticového populacniho
modelu a tim je Leslieho model za ucelem vysvétleni zakladnich principt téchto
modelli. Vice informaci o maticovych popula¢nich modelech Ize nalézt naptiklad
ve skriptech Maticové popula¢ni modely (PospiSil, 2015), ktera mi byla pro obsah této

kapitoly ¢aste¢nou inspiraci.

Vroce 1945 publikoval Patrick Holt Leslie (1900 - 1972) v ¢asopise Biometrika
svoji nejslavnéjsi praci On the use of matrices in certain population mathematics. V této
praci se zabyval modelem riistu poctu samic v populaci potkanti. Jeho model pripousti
jedinou charakteristiku samice a tou je jeji vék. Pfi narozeni je vék nulovy a dale
postupné naristd. VEk mize nabyvat pouze prirozenych hodnot, avsak ¢as je plynuly,
tudiZ miiZe nabyvat vech redlnych hodnot. Casovou jednotkou miiZeme stanovit den,
tyden, mésic, rok, podle toho jakou populaci budeme popisovat. Pokud je zkoumanym
jednotku. Naptiklad u hlodavci, doZivajicich se rddové jednotek rokd bych zvolila
¢asovou jednotku mésic. Leslieho model ristu populace lze pouzit i pro lidskou
populaci, kde se jako optimdlni ¢asova jednotka jevi rok, v urcitych pripadech dekady.

Vék (ktery je realné spojity) musime rozdélit do diskrétnich vékovych trid.
Prvni tfidu n, tvoti samice od narozeni po prvni ¢asovou jednotku, druhou t¥idu utvori
samice ve véku od jedné do druhé casové jednotky atd., tj. vi - té vékové tridé se
nachazeji samice, které jsou staré alespon (i — 1) a mladsi nez i, jejich vék se tedy

naléza v polouzavieném intervalu [i — 1, i).
Dale definujme vektor n(t),
n) = (i (), n2(6),n3(t), ..., n;(0), ..., ny (1)),

kde n;(t) vyjadiuje poCet samicv i - té vékové tridé v casovém okamziku t. Pocet samic
nemusi byt vyjadifen pouze poctem jedincd, ale i jinou jednotkou, napriklad vztazenim

na jednotku plochy, nejc¢astéji pocet zkoumanych subjektti na m2.
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5 LESLIEHO MODEL RUSTU POPULACE

Z hlediska rlstu urcité populace jsou nejvyznamnéjsi dva procesy - a to
narozeni a smrt. Pro rlist populace jsou vyznamné i jiné procesy a vlivy, jako naptiklad
migrace, pocasi, Zivotni prostredi, predace, potrava, apod. V tomto modelu tyto
procesy a vlivy zanedbame. Dale predpokladame, Ze v rliznych vékovych tridach se
samice zhlediska natality a mortality od sebe neliSi. Nejprve definujeme
pravdépodobnost preZiti z hlediska imrti, poté se budeme vénovat mire reprodukce

z pohledu rozeni novych samic:

Pokud oznacime P; pravdépodobnost jevu, Ze samice z i — té vékové tiidy, ktera
se zde nachazi v ¢ase t, bude Zit i v ase (t + 1), bude P; rovno relativni ¢etnosti samic
z 1 - té vékové tridy, které Ziji i v nasledujici obdobi, tj.

niy1(t+1)

Pi== 0

)

kde pravdépodobnost P; nazveme pravdépodobnosti preZiti.

Hodnoty P; zavisi pouze na véku samic, jiné vlivy (ostatni podminky) nebereme
vpotaz. Maximalnim vékem doziti budeme rozumét takovy vék, ktery nelze

presahnout.
Tj. existuje k € N takové, Ze P; > 0 provSechnyi =1,2,3,...,k—1aP;, = 0.

Pocet samic, které preziji jedno Casové obdobi, mizeme vyjadrit nasledujici

rovnosti:
ni+1(t + 1) = Pini(t), kdei = 1,2,3, ,k —1.

Dale plati, Ze pocet samic ve vékové tridé (i + 1) je mensi nebo roven poctu samic
ze tridy i. Tedy n; ., (t + 1) < n;(t). Proto pravdépodobnost pieziti P; nalezi intervalu
0,1], kdei=1,2,3,....k — 1.

PoCtem nové narozenych samic vi - té vékové tridé v casovém intervalu
(t,t + 1] rozumime hodnotu Fn;(t), kde F; je ocekavany pocet Zivych dcer jedné
samice zi-té vékové tridy za jeden cCasovy interval. Hodnotu F; nazveme mirou
reprodukce ve véku i. Mira reprodukce je limitovana vékem. Pfili§ mladé samicky,
a samiCky nékterych druht (lidé, primati,..) po menopauze jiZ nemohou mit potomstvo.
Oznac¢me tedy m vék pohlavni dozralosti a M vék menopauzy. Pokud samicky
(napf. potkanii) nemaji menopauzu, vék menopauzy se bude rovnat maximalnimu

veéku doziti.
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Im,M € {1,2,3,...,k}takové,Zem < M a
0=F=F== Fy,
0= Fyt1= Fypz == Fy
Fp>0,Fpi >0,Fp0>0,...Fy_1>0,F;>0
Pokud zname vektor distribuce véku n(t), kde
n(t) = (), ny(t), n3(0), ..., M1 (t), nye (1)),
pocet nové narozenych samic nq(t + 1) v ¢ase (t + 1)
n(t+1) = Fing(t) + Fony(t) + Fang(t) + - + Feng(t)
a z pravdépodobnosti preziti vyjadieny pocet samic, které pieZziji jedno dané obdobi
nip1(t+1) = Pny(d),
muiiZeme vyjadrit model riistu populace jako soubor k rovnic:
n(t+1) = Finy(t) + Fan,(t) + F3ng(t) + -+ Fyn,(t)
ny(t+1) = Pyny(t)

nz(t +1) = Pan,(t)

ne(t+1) = Pr_qny_1 (D).
Leslieho matice A ma tedy tvar:

F, F, F3 .. Frq Fy
P, 0 0 .. 0 O

A=| 0 P, 0 - : :
coo:oroo= 00
0 0 0 - Prq1 O

Leslieho model riistu populace lze zapsat maticoveé jako
n(t+ 1) = n(t)A.

PRIKLAD 1

Uvazujme jednoduchy Leslieho model populace strukturované do tfi vékovych
trid, kde maximalni vék doziti je 15 let. Vékové tridy budeme klasifikovat po péti letech.
Na zacatku mame populaci o velikosti 1000 jedincti v kazdé vékové tiidé a Leslieho

matici ve tvaru:

33
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0 1 5
A= (0,5 0 0)
0 03 0

n(1) = (1000,1000,1000).

Po péti letech n(2) = n(1)A4,
0 1 5
n(2) = (1000,1000,1000) (0,5 0 0) = (500,1300,5000),
0 03 O

po deseti letech

0 1 5
n(3) =n(2)A = (500,1300,5000) (0,5 0 0> = (650,2000,2500)
0 03 0

a po patndcti letech bude vékova distribuce nasledujici:

0 1 5
n(4) = n(3)4 = (650,2000,2500) (0,5 0 0) = (1000, 1400, 3250)
0 03 0

Tj. 1000 samicek bude ve véku 0 az 5, 1400 ve véku 5 aZ 10 a zbylé budou ve véku
10 az 15.

Zjednoduseny Leslieho populaéni model

6000
5000
4000
3000

2000

1000 —_— - —

Pocatecni distribuce Po péti letech Po deseti letech Po patnacti letech
samic

a—— Polet samic ve véku 0-5 let Potet samic ve v&ku 5-10 let

e PoCet samic ve véku 10-15 let

Obr. €. 10 - Jednoduchy model popula¢niho ristu

Tento zjednoduSeny model nam vsak neposkytuje Zadnou prognozu, jak bude

vyvoj populace vypadat v budoucnosti. Pro takové predpovédi je nutné pocitat vyvoj
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5 LESLIEHO MODEL RUSTU POPULACE

populace podle Leslieho modelu na dels$im ¢asovém useku. Kolisani jednotlivych
vékovych trid se po urcitém case ustali a bude moZzné vyslovit prognoézu, zdali bude
velikost populace rist, ¢i klesat a s urcitou presnosti budeme schopni poznat jakym

zplUsobem (exponencialné, logaritmicky, pfimo imérné, aj.).

Zjednoduseny Leslieho populaéni model
Progndza vyvoje dané populace v rozmezi 45 let

7000
6000
5000
4000
3000

2000

1000 -

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 let

= Poiet samic ve véku 0-5 let Pocet samic ve véku 5-10 let

= Poiet samic ve véku 10-15 let

Obr. ¢. 11 - Jednoduchy model populac¢niho riistu z hlediska delSiho ¢asového obdobi

Zavérem lze konstatovat, Ze Leslieho model ristu populace lze pouZit pro
predikci ristu populace dané entity pti znalosti zakladnich vstupnich parametrd,
kterymi jsou v daném pripadé rozdélni poctu samic do jednotlivych vékovych trid,
vékova trida, kdy dochazi k pohlavni zralosti a k menopauze, maximalni vék doziti

a pravdépodobnost preZiti jedince v jednotlivych vékovych tridach.

Maticovych popula¢nich modeli existuje mnoho. Za prvni diskrétni model ristu
populace lze dokonce povaZovat Fibonacciho posloupnost. Tuto ulohu vymyslel
Leslie z Fibonacciho ulohy ve svém modelu vychazi. V této kapitole jsem se zaméfrila
pouze na jeden konkrétni model s cilem ukazat zakladni principy téchto modeld. Vice
informaci o maticovych popula¢nich modelech lze nalézt naptiklad ve skriptech

Maticové popula¢ni modely (PospiSil, 2015), které zdjemclim velmi doporucuji.
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6 APLIKACE V GENETICE

Genetika je véda zabyvajici se dédicnosti a proménlivosti Zivych soustav. Patii
mezi biologické védy, ale uzce souvisi s matematikou. Sleduje variabilitu, rozdilnost
a prenos dédi¢nych znaki mezi rodi¢i a potomky, i mezi jedinci téZ generace, coZ
je typické naptiklad pro bakterie. Genetickd informace urcuje budouci stavbu a vzhled
organismu, ale také jeho predispozice k riznym defektlim (dédicnd onemocnénti aj.).
Poznatky z genetiky jsou prinosné pro radu dalSich obort, jako jsou antropologie, i
mikrobiologie. Drive se lidé genetikou zabyvali pouze z teoretického hlediska, nyni
vSak nachazi své uplatnéni kromé lékaistvi také v zemédélstvi pti Slechténi rostlin

a chovu hospodarskych i jinych zvirat.

V této kapitole bude mym cilem ukazat, jak se vysetiuji dédi¢né rysy zvirat, rostlin
i lidi s vyuZzitim znalosti umocniovani matice, s pomoci vlastnich cisel a vlastnich

vektoru.

Dédicnost je ojedinéld vlastnost zivych organismid. MliZze dochazet ke dvéma
typliim ptenost, a to k vertikdlnimu prenosu genetické informace, tedy shora dold,
z rodi¢d na potomky, nebo k horizontalnimu pfenosu genetické informace, ktery se
vyznacuje pirenosem genetické informace mezi jedinci jedné generace. Zamérim se
pouze na vertikalni pienos genetické informace u jedinci rozmnoZujicich se pohlavné.
Novy jedinec takto ziskava polovinu genetické informace od otce a polovinu od matky.
U bakterii, nebo u jinych organismt, které se rozmnozuji nepohlavné, vznika novy

jedinec z jedince ptivodniho.

Zabyvame se tedy dédi¢nosti podminénou dvéma geny, oznacme je A, a. Pod
autozomalni dédicnosti rozumime dédicnost, kde jsou geny uloZeny na nepohlavnich
chromozomech - autozomech. U kazZdého potomka se alelarni par sklada z jedné alely
otcovské a jedné alely matei'ské. Prenos alel z rodi¢i na potomky se ridi zakladnimi
pravidly kombinatoriky. Jejich moZné kombinace mohou byt AA, Aa, aa. Jako prvni se
problematikou dédicnosti zabyval Gregor Mendel (1822 - 1884), ktery formuloval
3 Mendelovy zakony dédicnosti - zdkon o uniformité, zakon o ndhodné segregaci genti

do gamet a zakon o nezavislé kombinovatelnosti alel. 0d Gregora Mendela také pochazi
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kombinacni, tzv. Mendelovské ctverce, které jsou vyuzivany pro obraznou ukazku

a vypocet pravdépodobnosti rozdéleni genotypfi.

Paru genli AA, Aa, nebo aa budeme fikat genotyp. Kazdy genotyp mizZe byt bud’
dominantni, nebo recesivni. U dominantniho genotypu se znak objevi jak
u heterozygott (Aa), tak i u homozygotii (AA). U recesivniho genotypu se znak objevi
jen u recesivnich homozygotii (aa). Vysledek spoletného plisobeni genotypt
a prostiedi se nazyva fenotyp. Fenotyp je soubor vSech definovatelnych znaki jedince.
Mohou to byt nejen znaky pozorovatelné a definovatelné na Urovni organismu, jako
jsou hmotnost, vyska, barva, ale také charakteristiky fyziologickych funkci. Prikladem

miiZe byt krevni skupina.

Genotyp Genotyp rodict
deti
AA-AA AA-Aa AA-aa Aa-Aa Aa-aa aa-aa
AA 100% 50% 0% 25% 0% 0%
Aa 0% 50% 100% 50% 50% 0%
aa 0% 0% 0% 25% 50% 100%

Obr. ¢. 12 - Pravdépodobnostni tabulka, priklad autozomalni dédi¢nosti

Pod gonozomalni dédi¢nosti rozumime takovou dédi¢nost, kde jsou dédi¢né znaky
uloZené na gonozomech, tedy pohlavnich chromozomech. Jedna se primarné o znaky
urcujici pohlavi. Samici pohlavi XX predava vZdy jen chromozém X, samci pohlavi XY
predava bud chromozém X, nebo Y, determinace pohlavi je 50:50. Dédi¢nost
souvisejici s pohlavnimi chromosomy existuje trojiho typu - X-vazana dominantni,
X-vazana recesivni a Y-vazana, které se rika Holandricka. Mezi gonozomalné dédi¢né

onemocnéni patfi napriklad hemofilie A, B, nebo daltonismus (barvoslepost).

V nasledujicim odstavci se ze zadani pokusime urcit distribuci genotypti v populaci
urcitého druhu organismu s vyuzitim poznatki z linearni algebry, pravdépodobnosti

a statistiky.
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PRiKLAD 1

Predpokladejme, Ze farmar péstuje rostliny, které jsou zastoupeny vSemi tiemi
genotypy - AA, Aa, aa. Farmar své rostliny Slechti, a proto kazda rostlina je oplodnéna
pouze rostlinou s genotypem AA a poté nahrazena svym potomkem. Zkusime urcit
distribuci genotypti v populaci rostlin farmare po jakémkoliv poctu generaci. (Anton,

2010).

Necht a, je zastoupeni rostlin s genotypem AA v n-té generaci, b, je zastoupeni
rostlin s genotypem Aa v n-té generaci a c,, je zastoupeni rostlin s genotypem aa v n-té
generaci, pron = 0,1,2, ... Prvotni distribuci genotypl u zkoumanych rostlin definuji

koeficienty ay, by, cy. Dale z hlediska distribuce musi platit nasledujici rovnost:
a,+b,+ ¢, =1pron=0,12,..
Ze zadani prikladu spolecné s piedchozi tabulkou miZzeme utvorit nasledujici rovnice:
a, = a,_1+0,5b,_4
b, = cy_1+ 0,5b,_4
c, =0.

Pokud definujeme vektor x, = (a, b, c¢n), Xn_1= (Qp_1.bp_1,cn_1) a

pravdépodobnostni matici:

1 05 0
P=<O 05 1

0 0 O

kterd vychazi z predchozi tabulky a urcuje pravdépodobnost distribuce genotypt AA,

Aa, aa, potom miizeme soustavu predchozich tii rovnic zapsat maticove:
Xn = Xp-1P

Dale plati:
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Pro nalezeni libovolného x,,, nejprve vyjadiime matici P" rozkladem na soucin matic.
Tim si uSetrime zdlouhavého pocitani. KdyZ nalezneme diagonalni matici podobnou
matici P, tj. matici P diagonalizujeme, bude existovat reguldrni matice R a P ptijde
vyjadrit vztahem P = R™1DR. Matice P se na n-tou snaze vypocte, je-li takto rozloZena

na soucin, protoZe plati:
P" = R™ID"R

kde R je regularni matice a D je diagonalni matice, pri¢emzZ plati nasledujici vztah:

</11 0)" At 0
Dn= E ., E = E . E
0 .. A 0 .. A"

UvaZujme tedy matici

1 05 0
P={0 05 1)

0 0 O

Vlastni ¢isla 4; = 1,4, = 0,5, 43 = 0 nalezneme vytesenim rovnice det(P — AE) = 0.

Vlastni ¢isla matice P tvoti diagonalni matici D, u které plati nasledujici vztah pro

1 0 o\" m 0 o0
D*={0 05 0] =(0 05" 0
0 0 O 0 0 o

Pro nalezena vlastni ¢isla definujeme vlastni vektory. Vlastni vektor matice D je takovy

umocnovani matice:

nenulovy vektor u, pro ktery existuje cislo A takové, Ze plati: Pu = Au, neboli
(P — ADu = o. Cislo A nazyvame vlastnim ¢&islem matice P. Vlastnimi vektory jsou

vektory uq, u,, us.
Napf. pro A; = 0 plati:

(P—2ADu = o
1 05 0\ /U u; + 0,5u,
0 0,5 1 uZ == O,Suz + u3 = 5
0 0 0/ \us 0
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Vlastni vektor u; = (1, —2, 1) jsme ziskali reSenim dané rovnice. Obdobnym zpiisobem

dostavame u; = (1,0,0) au, = (1,—1,0).

Vlastni vektory utvori sloupce regularni matice R, tj.:

1 1 1
R = (0 -1 —2)
0 0 1

1 1 1
R'=10 -1 =-2]|
0 0 1

Nyni zndme vSe potfebné pro urceni distribuce genotypl u n-té populace danych

KR je inverzni matice

rostlin.

X, = xoR“ID"R

1 1 1 1" 0 0N /1 1 1
X, = (an bp,cy) = (ag, by,co){0 -1 =21 0 05" 00 -1 -2
0 O 1 0 0 0/\0 O 1

Xn = (ao + bo + Co — O,Snbo - 0,5n_1C0; O,Snbo + 0,5n_1C0; 0)

S vyuzitim rovnosti ag + by + ¢y =1 dostdvame explicitni vyjadieni zastoupeni

danych genotypti AA, Aa, aa v n-té generaci rostlin.
a, =1-0,5"p, — 0,5" ¢,
b, = 0,5"by + 0,5" ¢,
cp, =0

Z limitniho hlediska a,, = 1,b,, = 0, c,, = 0, z toho vyplyva, Ze po dostate¢né dlouhém

¢ase budou v populaci rostlin pouze rostliny s genotypem AA.
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AUTOZOMALNI RECESIVNI DEDICNOST

Je mnoho geneticky chorob (cystickd fibréza, srpkovitd anémie, Wilsonova
choroba, syndrom Hurlerové), které se dédi autozomalné recesivné. To znamena, Ze
jedinec s genotypem AA je zdravy, jedinec s genotypem Aa je pfenasSec¢ onemocnéni, ale
onemocnéni se u néj neprojevuje a jedinec s genotypem aa byva postiZzeny danym
onemocnénim. Obé pohlavi jsou postiZena stejné ¢asto. Typicky se jedna o horizontalni
typ dédi¢nosti, rodice jsou obvykle zdravi (homozygoti, nebo prenasSec¢i onemocnéni),

nemoc se projevuje u potomkd, tj. ob generaci.

a| Obr. ¢ 13 - Tabulka urcujici pravdépodobnost vyskytu postizeného

A
Al AA| Aal| potomka pri predpokladu, Ze rodice jsou heterozygotni jedinci.
Aa

a aa| Potomek ma cCtvrtinovou pravdépodobnost, Ze bude postiZen

recesivni genetickou chorobou.

PRIKLAD 2

UvaZujme chovatele chrtd. Toto plemeno, ma autozomalné recesivni genetické
onemocnéni progresivni retinalni atrofii. Jednou z moznosti chovatele je vZdy kiiZit
fenu jakéhokoliv genotypu se zdravym psem (dominantnim homozygotem AA). Mohou
nastat tyto kombinace: AA-AA, AA-Aa, AA-aa. To by znamenalo, Ze Zadny potomek,
nebude postizen zminénym onemocnénim. AvSak zde bude procento potomkd, ktefi
budou tuto nemoc prenaSet. Oznatme x, = (a,, b,), kde a, je podil populace
s genotypem AA v n-té generaci a b, je podil populace s genotypem Aa (pienasec
onemocnéni) v n-té generaci. JelikoZ kiiZime psy, kde alesporii jeden z rodicii je genotyp

AA, bude se jednat o podobnou ulohu jako s farmarem. (Anton, 2010).

x, = (a,, by) = xoR™1D"R, kde

1" 0
n __
D™= (0 0,5”)'

vlastni ¢isla 1; = 1,4, = 0,5, vlastnim ¢islim odpovidajici vlastni vektory u;, u, a

regularni matice R jimi tvoren3,
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u; = (1,0),u, = (1,-1)

R= R 1= (é _11)

Z tohoto zadani ziskdvame rovnici

_ 1 1y\(1® 0\ 1y_ Cenp . nen
xn_(aO;bO) (0 _1)(0 0’511) (O _1)—(a0+ bo 0,5 bo, 0,5 bo),

a svyuzitim rovnosti a, + by =1 dostdvame podil populace sgenotypem AA a
s genotypem Aa vn-té generaci. Pokud bude n dostatecné velké, podil populace

s genotypem AA se bude bliZit jedné.
an = 1 - 0’51’1 bo
b, = 0,5™ b,

Prostfednictvim vektori a matic, jejich matematickym zpracovanim
(ndsobenim, umocnovanim) lze urcit moZné genotypy potomstva sledovaného paru
i jejich pomér. Mizeme nasimulovat vysledky Slechtitelskych programid i pro
nasledujici generace. S vyuZitim znalosti umoctiovani matic, nebo s vyuZitim nékterych
programu s touto dovednosti, Ize tyto postupy vyuzivat pro obrovska n. To je prinosem
pro Slechtitelskou praci, aby bylo moZné vyloucit (eliminovat) genetické poruchy,
napt. dysplazii u pst. Matematické Setfeni svyuZitim linedrni algebry
a pravdépodobnosti a statistiky slouzi i v pfipadé ohroZenych druht. Zde je zapotiebi

.....

Slechty ve stredovéku (pribuzenské svazky).
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ZAVER

Prace je zamérena na moznosti a aplikace linearni algebry v celé radé védnich
obori a jeji vyuZziti v praxi.

Kapitoly obsahuji teoretickou priipravu i praktické ukazky reSenych prikladi
vztahujicich se k dané problematice. U prikladi je nastinéno FeSeni tak, aby studenti

pochopili postup a mohli pracovat s podobnymi priklady samostatné. Prace miize

slouzit i jako dlikaz propojeni linedrni algebry s praxi.



RESUME

This Bachelor Thesis is focused on the possibilities and applications of linear

algebra in a wide range of science disciplines and its application in practical life.

The chapters contain theoretical preparation and practical examples of solved
problems related to the gived issue. In the examples, the solution is outlined so the
students understand the procedure and can work with similar examples separately.
The Bachelor Thesis can also serve as evidence of linkage of linear algebra with

practical life.
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