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Pravdépodobné ve 3. stoleti Zil v Alexandrii vyznamny matematik, kterého dnes
nazyvame ,Otec algebry”. O jeho Zivoté se dochovalo pouze par informaci, avsak
nemulzZeme s jistotou prohlasit, Ze jsou pravdivé. S jistotou se nevi ani pfesné jméno tohoto
matematika — existuje nékolik moZznych mutaci a to: Diofantos, Diofantes nebo dokonce
dle [6] Diofantus. Pro pfehlednost budeme jméno tohoto matematika uvadét ve tvaru

Diofantos, stejné jako ¢eskad odborna literatura.

Pravé tento matematik se zabyval mimo jiné i neurcitymi rovnicemi, které se na jeho
pocest nazyvaji diofantické. Téma diofantické rovnice je ale pomérné obsahlé, a proto se
budu v této praci zabyvat pouze zadkladnim druhem diofantickych rovnic — linedrnimi
diofantickymi rovnicemi a slovnimi Ulohami. Znalost téchto linedrnich diofantickych rovnic

je nezbytnd pro pokracovani v této obsahlé problematice.

Cilem této prace je vytvofit uceleny materidl o linedrnich diofantickych rovnicich
a latku vysvétlit co nejpochopitelnéji. Rekneme si, co jsou to diofantické rovnice, jaké druhy
diofantickych rovnic existuji a jakymi zplsoby je lze pocitat. V zavéru bych rada
zodpovédéla otdzku: Existuje jednotny algoritmus pro vypocet diofantické rovnice?
Pokud ne, je néjaky zplsob Feseni vyhodnéjsi nez jiny? Kdy je vhodné dany zplsob Feseni

pouzit?

Motivace:

Pokud jste o diofantickych rovnicich nikdy neslyseli, véfte, Ze jste za svlj Zivot
jiz nékolik linearnich diofantickych rovnic spoditali. Linearni diofantické rovnice jsou totiz
¢asto pouze prepsané zivotni situace do svéta matematiky. Uvedeme si motivacni pfiklad,

ktery zvladne vyresit kazdy z nas.

,V obchodé jsme nakoupili za 300,- korun. Zjistili jsme, Ze v penéZence

mdme pouze mince v hodnotdch 5, 10 a 20 korun. Jak Ize zaplatit ndkup ?*



DIOFANTOS Z ALEXANDRIE A DIOFANTICKE ROVNICE

1 DIOFANTOS Z ALEXANDRIE A DIOFANTICKE ROVNICE

1.1 DIOFANTOS Z ALEXANDRIE

Diofantlv Zivot je plny zahad jiz od jeho pocatku, jelikoZz nemUzZeme s jistotou urcit
ani to, v jakych letech Zil. MGzZeme alespon vzdalené odhadnout stoleti. Diofantos ve svych
dilech odkazuje na jména jinych matematikl, o kterych vime pfiblizné obdobi jejich
Zivota — podle zdroji z [12] cituje napfiklad Hypsiklése (190 pf. n. | — 120 pf. n. I.), kterym
je tak ur€ena spodni moZna hranice. Horni hranici odhadujeme podle komentare
matematika Theona z Alexandrie, ktery ve svém dile zmifiuje pravé Diofantovo dilo, a proto
datujeme jeho moznou smrt ptiblizné k roku 350 n. I. Toto nepfesné vymezené obdobi se
francouzsky historik Paul Tannery snazil jesté zpresnit. To se mu povedlo, a tak na zakladé

vSech téchto indicii odhadujeme, Ze Diofantos Zil okolo roku 250 n. . —350 n. I.

Diofantos za svlij Zivot napsal mnoho matematickych dél, z nichZ nejznamé;jsimi jsou
dle [9] Arithmetica, Porismata, Moriastikal a pojednani o ,polygondlnich” ¢islech.
Dochovala se viak pouze ,,polygonalni“ isla a ¢ast Arithmeticy. Pravé Arithmetica Diofanta
nejvice proslavila. Arithmetica je sbirka tfinacti knih, ze kterych se ndm jich dochovalo
pouze Sest. Existuji jeSté Ctyri arabské knihy, které se pokladaji za preklad Arithmeticy.
Sbirka obsahuje 130 - 189 uloh v¢etné feseni a vysvétlivek, ve kterych se Diofantos zabyval
feSenim urcitych? i neuréitych® rovnic a teorii &isel. AvSak zakladnim pfinosem
pro matematiku byl pravé jeho zplsob reseni neurcitych rovnic, o kterych se budeme bavit
v dalSich kapitolach. Podle [9] bylo feSenim neurcitych rovnic pouze kladné celé dislo.
U Diofanta se nesetkdvame s nulou ani se zdpornymi Cisly — nulu jako vysledné feseni
neuznaval a zdpornda feSeni mu pfisla protismysina®. Diofantos jako prvni zacal pouZivat
matematicky zapis, ktery je zaloZzeny na symbolech?®, jeZ vyuZivime dodnes — vybudoval tak
zaklady algebraického zapisu. PouZival pouze jednu nezndmou x, kterou nazyval ,,Cislo”,
a pouzival pro ni symbol ¢". Zjednodusil fecké zapisovani Cislic a zavedl| napfiklad zvlastni
oznaceni pro jednotlivé mocniny az do Sestého radu (mocniny vyssiho stupné neuvazoval).

Napfiklad druhou mocninu nazyval dEnamica - 6%, tfeti kEboc - u® atd. Zabyval se také

1 Obsah dél Porismata a Moriastika neni znam, vime o nich pouze ze zminky v dile Arithmetica.
2 Urcité rovnice maji jednu proménnou a jasny pocet fesenti.

3 Neurcité rovnice maji 2 ¢i vice proménnych a nekone¢né mnoho feseni.

4 Dnes akceptujeme vSechna celociselna feseni.

5 Za symboly volil poc¢atecni pismena prislusnych reckych nazvi.
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pfevracenou hodnotou neznadmé x. Dilo Arithmetica sehralo duleZitou roli pro vznik Velké

Fermatovy véty.

Témér v kazdé literatute, ve které je alespon ndznak o Diofantové Zivoté, je uvedena
i hadanka, kterou si dle [6] nechal Diofantos vytesat na vlastni ndhrobek. Je to jediny zdroj
informaci o Diofantové osobnim Zivoté, ktery se dochoval, a proto se stimto zdrojem
informaci musime spokojit. Ackoliv existuje nékolik variant prekladd této hadanky,
poselstvi této zpravy je stejné. Vysledkem této hadanky je vék, kterého se Diofantos udajné
dozil.

Zde je znéni hadanky v Cestiné dle [12]:

. Zde lezi Diofan’tos, jakj/ to div, a[gebra povi,jak dlouho ’oy[ Ziv;
Btith dal mu détskj/ vék Sestinu Zitl, dvandctinu pak, nez vousy moh miti;
Po daldi sedminé svou Zenu sivzal; a za pet let otcem syna se stal.
Ach, ubohé dité mudrce a panal Zil dvakrat mit ne otec a uZ mu zvon{ hrana!
Jeste ctyri [éta do &isel se notil, nez i jeho das se konedné zavréil.“
Nyni zkusime hadanku vyresit.

Jestlize oznacime Diofantulv vék, kterého se doZil jako x, pak rovnice bude vypadat takto

AL S
YT T2y 2 T

Vyrazy obsahuijici x prevedeme na levou stranu rovnice

Najdeme spole¢ného jmenovatele, kterym je Cislo 84 = 7 - 12.

8496—1495—7x—12x—42x_9

84
Upravime rovnici

X9

84 '
Pro samotné x dostaneme

x = 84.
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Zjistili jsme, Ze Diofantos Zil udajné 84 let. Jeho détstvi trvalo 14 let, vousy mu
narostly ve 21 letech, ve 33 letech se oZenil a ve 38 se mu narodil syn. Ten zemfel ve véku

42 let, to bylo Diofantovi 80 let. O 4 roky pozdéji zemrel.

1.2 DIOFANTICKE ROVNICE

Stejné jako se neuziva jednotného jména pro Diofanta, ani ndzev této problematiky
neni jednotny. R0zni autofi nazyvaji tyto rovnice ruzné: diofantské, diofantovské
nebo diofantické. Stale se vSak jedna o stejny matematicky pojem - o neurcité rovnice.
V kurzu elementdrni algebry, jsem se setkala s pojmem diofantické rovnice, a proto tento
vyraz budu uZivat v celé praci. Ackoliv jsou diofantické rovnice spojovany predevsim

s Diofantem, zabyvali se timto problémem davno pfed nim i po ném jini matematici.

Jiz prace Herona z 1. st. n. |. naznacuje princip pocitani neurcitych rovnic, nicméné
nejednd se o obecné feseni, nybrz pouze o feSeni s konkrétnimi Cisly. Diofantos také
navazuje na starocinské dilo ,Matematika v deviti knihach”, ve které jsou freSeny
pythagorejské neurcité rovnice. Mezi dalsi zdroje patti také Pellovy rovnice neboli
Fermatovy rovnice. Otdzkou je. Existuje néjaky obecny algoritmus o kone¢ném poctu kroki
k ziskani reseni u vSech typU diofantickych rovnic? Timto problémem se zabyval némecky
matematik David Hilbert, jehoZ desaty z dvaceti tfi tzv. Hilbertovych problém( se této
otdzce vénuje. Nejen tento, ale i dalsi problémy byly tehdy neresitelné. Nyni je velka ¢ast
téchto problém vyresena. Desaty problém o diofantickych rovnicich vyresil az v roce 1970
rusky matematik Jurij Vladimirovi¢ Matijasevi¢, ktery dokazal, Ze univerzalni algoritmus
neexistuje. Také zjistil, Ze nelze vyresit kazdou diofantickou rovnici. Diofantické rovnice tak

musime fesit podle typu, coz déla z diofantickych rovnic pomérné obtizny obor.
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Takto zni obecna definice diofantické rovnice.

DEFINICE 1.1 (DIOFANTICKE ROVNICE)

Diofantickou rovnici o n nezndmych rozumime neurcitou polynomidlni rovnici

1.2.1 TYPY DIOFANTICKYCH ROVNIC

Existuje Sirokd Skdla diofantickych rovnic. Diofantické rovnice mizeme rozdélit
na rovnice linedrni® a kvadratické’. Existuje v3ak i vyssi stuperi diofantickych rovnic, které
vychazeji z Pythagorovy véty - Velkd Fermatova véta. Linedrni a kvadratické rovnice se dale
déli podle poctu neznamych, které obsahuji. Nyni si uvedeme nékolik typl diofantickych

rovnic.

a) Linearni diofantické rovnice

DEFINICE 1.2 (LINEARNI DIOFANTICKE ROVNICE)
Linedrni diofantické rovnice o n nezndmych jsou algebraické rovnice ve tvaru
a1XxXq + azxz + -+ anxn = b, (11)

kde koeficienty a4, a,, ... ... ,a, €Z,b € L.

S linearnimi diofantickymi rovnicemi se setkavaji i lidé, ktefi nikdy tento pojem
neslysSeli. Nevédomky se totiz fesi v bézném Zivoté, v materskych Skolach, pfipadné
azna zakladni sSkole — jsou to béiné Zivotni situace prepsané pouze do jazyka
matematiky. Bézné lidé resi linedrni diofantické rovnice experimentem neboli

,metodou pokus — omyl“.

6 Linearni rovnice neboli rovnice 1. stupné - alespoil jedna z nezndmych je v prvni mocniné.
7 Kvadratické rovnice neboli rovnice 2. stupné - alespon jedna z neznamych je v druhé mocniné.
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b) Kvadratické diofantické rovnice

a. Kvadratické diofantické rovnice o dvou neznamych

DEFINICE 1.3 (KVADRATICKE DIOFANTICKE ROVNICE O DVOU
NEZNAMYCH)

Kvadratickymi diofantickymi rovnicemi o dvou neznamych x,y rozumime
rovnici ve tvaru ax?+bx+cxy+dy+ey?=/f, kde koeficienty
a,b,c,d,e €L, f €L. Reenim rovnice je ka?dd uspofadand dvojice

[x0, Vo] € Z2, pro kterou plati, Ze ax3 + bxy + cxoyo + dy, + eys = f.

Pro kvadratické diofantické rovnice o dvou nezndmych neni zndm jednotny
algoritmus pro ziskani vSech feSeni. Pro nékteré specialni typy takovd metoda
existuje, pfipadné jsou znamy alespon slabsi vlastnosti resSeni (napf. jak z jednoho

reseni nalézt reSeni dalsi nebo az nekone¢né mnoho feseni.

b. Pellova rovnice

DEFINICE 1.4 (PELLOVA ROVNICE)

Pellova rovnice je jedna z typ( kvadratickych diofantickych rovnic o dvou
neznamych x, y, kterou lze zapsat rovnici ve tvaru x% + Dy2 =1,kde D €N
a zarovet D neni druhou mocninou 74dného pfirozeného ¢&isla. Redeni x,y

hledame v celych Cislech.

Existuje i zobecnény tvar Pellovy rovnice, ktery se liSi pouze hodnotou
konstanty na pravé strané — tvar rovnice je tedy x> + Dy? = E, kde D € N,E € Z,

a zaroven D neni druhou mocninou zadného prirozeného dCisla.

Touto rovnici se zabyval jiz indicky matematik Brahmagupta v 7. stoletin. I,
avsak byla zndma pouze urcita feSeni pro vybrané typy Pellovy rovnice. Prvni, kdo

prisel na obecné reseni této rovnice, byl Pierre de Fermat, ktery zZil v 17. stoleti.
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c. Pythagorejska rovnice

DEFINICE 1.5 (PYTHAGORE]JSKA ROVNICE)

Pythagorejska rovnice patfi mezi kvadratické diofantické rovnice. Je to rovnice
o tfech neznamych x,y, z tak, ze x,y,z € N, kterou Ize zapsat rovnici ve tvaru
x2 + y? = z2. Redenim jsou tzv. pythagorejské trojice, kterych je nekone&né

mnoho.

Nazev této rovnice je odvozen od Pythagorovy véty, se kterou se kazdy setkal
v geometrii na zakladni Skole. Pythagorova véta popisuje podobny vztah, ktery plati
pro strany pravouhlého trojuhelnika. ReSenim jsou pythagorejské trojice®.
Nejznaméjsi feseni jsou trojice 3,4,5 (x =3,y =4,z=5 - x,y lze zaménit)
nebo 5,12, 13, které znacily celoCiselné délky stran. Touto zaleZitosti se zabyvali jiz

anticti Rekové, ale tehdy ji nenazyvaly diofantické rovnice.
d. Velka Fermatova véta

Velkd Fermatova véta je ve skutecnosti Pythagorejska rovnice, kde misto
druhych mocnin feSime rovnici pro mocninu n, kde n = 3. Rovnici lze zapsat
vetvaru x™ 4+ y™ = z™. Pres tfi stoleti trvalo velkym matematikim dokazat,

Ze pro tuto rovnici neexistuji pfirozena reseni.
e. Thueovy rovnice

Rovnice ve tvaru Y, a; x'y"™' = ¢, kde n = 3 a ¢ # 0. Tyto rovnice jsou

zpravidla resitelné.

f. Erdos-Strassova domnénka

. 4 1 1 1 . o
Rovnice ve tvaru — =—-+—+ - neboli vpolynomidlnim tvaru
n X y z

4xyz = n(xy + xz + yz). Domnivame se, Ze pro kazdé Cislon = 2, n € N existuje

feSeni kladnych celych &isel x, y, z.

8 Pythagorejska trojice - tii celo¢iselna reSeni x, v, z, pro kterd plati x% + y? = z2.
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2 DULEZITE POJMY

Dfive neZ se budeme zabyvat zpUsoby reSeni linedrnich diofantickych rovnic,
musime si vysvétlit (pfipadné pripomenout) nékolik pojm0, které budeme potiebovat.
Dale je vhodné se orientovat v pouZzitych zkratkach pro spravné pochopeni viech pojm{

(viz Seznam zkratek na strané 3).

2.1 NEJVETSIi SPOLECNY DELITEL

DEFINICE 2.1 (NEJVETSI SPOLECNY DELITEL)
Necht ¢isla a,b € N, D € N. Pak D je spole¢ny délitel ¢isel a a b, pokud D|a A D|b.
Cislo D je nejvétsi spole¢ny délitel a a b, znaéime D = D (a, b), pokud navic plati,

Ze kdykoli k je spole¢ny délitel a a b, pak k|D.

Nejvétsiho spolec¢ného délitele dvou Cisel Ize uréit pomoci prvociselného rozkladu.
Kazdé ¢islo mizeme vyjadfit jako soucin prvodisel®. Nejvétsi spoleény délitel je soucin
prvocisel vyskytujicich se v obou rozkladech. Tento vypocet je snadno pochopitelny. V praxi
je bohuZel nepouzitelny s vyjimkou velice malych &isel — je pracny a pomaly. Proto
vyuzivdme rychlejsich algoritm(, hlavné tzv. Eukleidova algoritmu — ten je zaloZeny

na déleni pfirozenych Cisel se zbytkem.

VETA 2.1 (DELENi PRIROZENYCH CiSEL SE ZBYTKEM)

Pro libovolna ¢&isla a,b € N existuji jednoznacné urcena Cisla k,z € N tak, Ze

b=ka+zkde0<z<a

Dikaz Ize najit v [7] na strané 168.

9 Prvocislo je prirozené ¢islo, které kromé jednicky a samo sebe neni délitelné Zadnym jinym
prirozenym cislem.
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VETA 2.2 (EUKLEIDUV ALGORITMUS)

Méjme dvé Cisla a, b € N. Hledame nejvétsiho spole¢ného délitele D(a, b) ve dvou
krocich. Necht a < b, pak ¢islo b vydélime ¢islem a se zbytkem, dostaneme tedy
b=kia+2z, kde ki,zz€ENU{0}AZz, <a. Pokud z; =0, pak alb,
resp.a = D (a, b) — konec algoritmu

Jinak pokracuji v algoritmu. Cisla a, z; maiji stejné spole¢né délitele jako a a b. Cislo
a vydélime Cislem z; se zbytkem z,, tedy a = k,z; + z,, kde k,,z, € NU {0} A

z, < z;.Pokudjez, =0, pak z;|a, z; = D(a,z;) = D(a, b) — konec algoritmu.

Jestlize je z, # 0, opakuji algoritmus do doby, dokud neziskam z,, = 0.

Posloupnost zbytkd z; zy, ..., z, je klesajici, a proto po konecném poctu kroki
dojdeme k z, = 0, kde algoritmus skonci. NejvétsSim spole¢nym délitelem Ccisel a,b je

posledni nenulovy zbytek, tedy z,,_;.

Zpétnym dosazenim do Eukleidova algoritmu ziskame tzv. Bezoutovu rovnost,

pomoci niz najdeme celociselnou kombinaci danych cisel.

VETA 2.3 (BEZOUTOVA ROVNOST)

Zpétnym dosazenim do Véty 2.2 mGzeme nejvétsiho spolecného délitele dvou disel
vyjadrit jako linearni celoCiselnou kombinaci téchto dvou cisel. Najdeme x, y tak, ze

Zn-1 = Z1X + Z,). (2.1)

Vychdazime z posledniho nenulového zbytku z,,_; — nejvétsiho spolecného délitele.
Vyjadfime jej jako celociselnou kombinaci ¢isel a a b. Budeme postupovat od z,,_; smérem
vzhlru a to tak, Ze z jednotlivych rovnosti budeme vyjadfovat nalezené zbytky, resp. zbytky
budeme osamostatrfiovat a nasledné je budeme vyjadifovat pomoci predchozich zbytka.

Nyni si tyto pojmy zkusime v praxi na pfikladu.
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Priklad 2.1. Pomoci Eukleidova algoritmu naleznéte D(142,994). Po nalezeni nejvétsiho
spolecného délitele budeme chtit vyjadfit jeho celociselnou kombinaci pomoci zadanych
Cisel 142 2 994.

Resent:

Podle Véty 2.2 na strané 12 spustime algoritmus.

142 < 994
994 = 142-7 + 0 (0 < 142), 0=0

Algoritmus skoncil hned po prvnim kroku. JelikozZ je Cislo 142 zaroven délitelem cisla 994,

pak je ¢islo 142 nejvétSim spoleénym délitelem
142 = D (142,994).

Nelze najit celociselnou kombinaci ¢isel pomoci Véty 2.3 na strané 12 —nemUlzeme vychdazet
z posledniho nenulového zbytku, jelikoZz ndm algoritmus skoncil po prvnim kroku. Nicméné
mUzZeme vyjadrit celociselnou kombinaci tak, Ze si pUj¢ime jednoho délitele 142 z uplného

podilu a celociselnou kombinaci vyjadfime jako

142 = 994-1—142-6.

Priklad 2.2. Pomoci Eukleidova algoritmu naleznéte D (843, 684). Po nalezeni nejvétsiho
spole¢ného délitele budeme chtit vyjadrit jeho celociselnou kombinaci pomoci zadanych
Cisel 843 a 684.

Resent:

Dle Véty 2.2 na strané 12 provedeme algoritmus.

684 < 843
843 = 684 -1+ 159 (159 < 684), 159 # 0
684 = 1594 + 48 (48 < 159), 48 # 0
159 =48-3+15 (15<48), 150
48=15-343|3<15), 3%0
15=3:5+0(0<3), 0=0

konec algoritmu.
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D(843,684) =3

Nyni vychazime z nejvétsiho spolecného délitele (zde je jim Cislo 3) a vyjadrime jej pomoci
Véty 2.3 na strané 12 jako celociselnou kombinaci Cisel 843 a 684. V algoritmu postupujeme

odspoda nahoru a osamostatiiujeme zbytky
3=48-1-15"-3,
15=159-1-48"-3,
48 = 684-1— 159 -4,
159 =843-1—-684-1.
Nyni najdeme kombinaci Cisel 843 a 684 pomoci vySe zminénych rovnosti.

3=48-1-15-3=48-1-(159-1—-48-3)-3=-159-34+48-10=-159-3 +
+(684-1—-159-4)-10=684-10—-159-43 =684-10—-(843-1—-684-1) -
43 = 684-10 + 684 -43 — 84343 = 684 -53 — 84343

Hledana celodiselna kombinace Cisel 843 a 684 je ve tvaru
3 =684-53—843-43.
Upravime do tvaru dle (2.1) na strané 12

3 = 843 - (—43) + 684 - 53.

2.2 KONGRUENCE
Kongruencemi se zabyval matematik Johann Carl Friedrich Gauss. Jen diky nému
mulzeme dlouhé a komplikované zapisy rovnic zapsat jednoduse a prehledné, a proto jsou

v dnesni dobé hojné uzivany.

DEFINICE 2.2 (KONGRUENCE)

Necht mame Cisla a, b € Z. Jestlize maji tato Cisla a, b pri déleni pfirozenym Cislem
m, kde m > 2, stejny zbytek z, kde 0 < z < m, pak se nazyvaji Cisla a, b kongruentni

podle modulo m. Zapisujeme

a = b (mod m).
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Existuje nékolik moZnych ekvivalentnich zapisi kongruence pro libovolna disla

a,b€eZ meN:
1. a =b (modm)
2. a=b+mk,kdek €Z
3. m|(a—>b)

Kongruence podle daného modulo m je na mnoZiné celych &isel relaci ekvivalence™®.
Tato relace vytvafi na mnoziné celych &isel rozklad na tzv. zbytkové tfidy!!. Tyto zbytkové

tridy zpravidla zna¢ime:

Z,— mnoZzina viech celych Cisel, kterd jsou délitelna Cislem m beze zbytku,
Z; —mnozina vsech celych Cisel, kterd jsou délitelna ¢islem m se zbytkem 1,

eey

Zm—1 —mnoZzina vSech celych Cisel, ktera po déleni Cislem m maji zbytek m — 1.

Pro znazornéni si uvedeme konkrétni pfiklad zbytkovych ttid pfi kongruenci modulo 4.

Zy ={..,—12,-8,-4,0,4,8,12,16, ...}
Z, ={..,—11,-7,-3,1,5,9,13,17, ...}
Z, = {..,—10,-6,-2,2,6,10,14,18, ...}
Zs ={..,—9,-5,—-1,3,7,11,15,19, ...}

Vybereme-li z kazdé zbytkové tfidy jednoho libovolného zastupce, pak mnoZina téchto
zastupcl tvoi Uplnou soustavu zbytkd (USZ) — napk. {—12, 1, 10, 19}. Vybereme-li z kazdé
zbytkové tridy nejmensiho nezaporného zastupce, poté mnoZina téchto zastupcl tvofi
fundamentdlni Uplnou soustavu zbytk( (FUSZ) - {0, 1, 2, 3}. Nyni si tyto dva pojmy fadné

zavedeme.

10 Relace ekvivalence = relace reflexivni, relace symetricka a zaroven relace tranzitivni. Diikaz Ize najit
v [4].

11 Zbytkovou tifidou modulo m rozumime mnozinu vSech celych ¢isel, které pii déleni piirozenym
Cislem m davaji stejny zbytek.
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DEFINICE 2.3 (GPLNA SOUSTAVA ZBYTKU)

MnoZina &isel {zy, Z,, ..., Zy,} tvofi Uplnou soustavu zbytkd (USZ) podle modulo m,

pravé tehdy, kdyz plati

(Vi,j):i #j = z %z (mod m)

DEFINICE 2.4 (FUNDAMENTALNI UPLNA SOUSTAVA ZBYTKU)

Mnozinu disel {0,1,...,m — 1} nazyvame fundamentalni Uplnou soustavu zbytkd

(FUSZ) podle modulo m.

2.2.1 ZAKLADNI VLASTNOSTI KONGRUENCI

Existuje nékolik pravidel resp. vlastnosti, které ndm pomohou najit fesSeni. Neexistuje jediny
zpUsob reseni, cest k vysledku je obvykle vice. Pro pocitani s kongruencemi je dllezity cvik
a predstavivost, jaké vlastnosti se vyplati pouzit. Dikazy téchto vét plynou pfimo z definice

kongruence a najdeme je napft. v [4].

VETA 2.4

Necht mame kongruenci a = b (mod m).

A) PRICTENI LIBOVOLNEHO CELEHO CiSLA

K obéma strandm kongruence mlzeme pficist libovolné Cislo ¢ € Z
a+c=b+c(modm).

B) NASOBENI LIBOVOLNYM CELYM CiSLEM

K obéma stranam kongruence mlzZeme pfinasobit libovolné cislo ¢ € Z
a-c=b-c(modm).
C) UMOCNENI PRIROZENYM CiSLEM

Obé strany kongruence Ize umocnit o téz prirozené Cislo k € N

a® = b* (mod m).
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D) PRICTENi NASOBKU MODULO m

Na jakoukoli stranu kongruence muZeme pfiCist libovolny x-nasobek

modulo m
a+ x-m = b (mod m) neboa = b+ x-m (mod m).
E) PRENESENI SCITANCE Z JEDNE STRANY KONGRUENCE NA DRUHOU

Libovolny scitanec kongruence lze prenést s opacnym znaménkem z jedné

strany kongruence na druhou stranu
a—b =0 (modm).
F) KRACENi KONGRUENCE CISLEM

Jestlize z Cisel a i b Ize vytknout Cislo ¢, pak obé strany kongruence Ize vydélit

¢islem c € Z.

Jestlize mfc

Necht médme kongruence a = b (mod m), ¢ = d (mod m).
G) SCITANI KONGRUENCI PODLE TEHOZ MODULUM
Mame-li kongruence podle téhoz modulu m, pak je Ize sedist
a+c=b+d(modm).
H) NASOBENi KONGRUENCi PODLE TEHOZ MODULU M
Mame-li kongruence podle téhoZz modulu m, pak je Ize vyndsobit a plati

a'c=b-d(modm).
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2.3 LINEARNi KONGRUENCE O JEDNE NEZNAME

Linearni diofantické rovnice o dvou nezndmych lze transformovat na linearni
kongruence o jedné neznamé. Tato metoda se hojné vyuzZivda kfeSeni linedrnich

diofantickych rovnic o dvou neznamych.

DEFINICE 2.5 (LINEARNI KONGRUENCE O JEDNE NEZNAME)
Linearni kongruenci o jedné nezndmé x budeme nazyvat rovnici
ax = b (mod m), (2.2)

kde a #Z 0(mod m)(resp. a neni délitelné m); a,b € Z,m>2 Am €N

Linearni kongruence o jedné neznamé muzeme resit nékolika zplsoby — tabulkou,
jednoduchymi Upravami pomoci zakladnich vlastnosti kongruence, Eulerovou metodou
nebo metodou rozkladu modulu. Zplsob feSeni musime volit na zakladé sloZitosti prikladu.
Eulerova metoda a metoda rozkladu modulu jsou jiZ slozZitéjsi metody, které pro nase ucely

nebudeme potfebovat — mizeme je najit napft. v [4] nebo v [5].

V dalSich podkapitolach se presvédcéime o tom, Ze kazdy priklad mize mit jiny pocet
feSeni, pripadné feSeni nemusi existovat. Proto nyni zavedeme vétu o resitelnosti, ktera je

zaroven vétou o poctu reseni.

VETA 2.5 (RESITELNOST LINEARNi KONGRUENCE O JEDNE NEZNAME)
Necht mame linedrni kongruenci ax = b (mod m). Jestlize plati D(a,m) = d Ad|b,
pak je tato kongruence fesitelnd a ma ve (FUSZ) atim iv (USZ) pravé d Fedeni. Jestlize

plati dtb, pak tato kongruence nema feseni ve (FUSZ), tim padem ani v (USZ).

2.3.1 TABULKOVA METODA

Na tfech jednoduchych prikladech ukazeme zpUsob feseni linedrnich kongruenci
o jedné nezndamé pomoci tabulky. Véta 2.5 o resitelnosti se zpravidla pouziva jako prvni
krok feseni linedrni kongruence — my ji u této metody pouzijeme az na konci kazdého
prikladu — jako kontrolu, zdali jsme objevili veskera feseni. U tabulkové metody je velmi

mald pravdépodobnost, Ze by nam néktera reSeni unikla (za predpokladu, Ze nemame
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chybu ve vypoctu). U dalSich metod bude vyuZiti této véty vidy prvnim krokem Feseni.
Reseni pomoci tabulky je intuitivni a lehké, ovéem ne vidy vyhodné — neni dostate¢né

rychlé (pro pripad vysokého Cisla u neznamé x) a neni pfilis efektivni.

Priklad 2.3. Reste linearni kongruenci 7x + 1 = 0 (mod 8).

Resent:

Linedrni kongruenci o jedné nezndmé mulzieme feSit pomoci tabulky o tfech Fadcich.
Do prvniho fadku zapi$eme veskera ¢&isla patfici do (FUSZ) podle daného modulu — v naem
pripadé podle modulo 8 — za x tim padem zvolime ¢isla 0, 1, 2, 3,4, 5, 6 a 7. Do druhého
fadku zapiSeme vyslednou hodnotu prislusného vyrazu a do tfetiho fadku zapiSeme
vyslednou kongruenci, kterou vypoéitdme jako redukci druhého Fadku do (FUSZ) — druhy

fadek délime modulem 8 a do ttfetiho fadku zapisujeme zbytek po déleni.

X 0 1 2 3 4 5 6 7
7x+1 1 8 15 22 29 36 43 50
7x +1 (mod 8) 1 0 7 6 5 4 3 2

Tabulka 1: Vysledek kongruence 7x + 1 = 0 (mod 8)

Redeni kongruence 7x + 1 = 0 (mod 8) budeme hledat v poslednim fadku Tabulka 1.
Zajimaji nds feSeni, kdy v poslednim fadku musime najit hodnotu O.
Kongruence 7x + 1 = 0 (mod 8) ma feseni pouze jedno a to x = 1. Polet vsech FeSeni
v mnoziné Z je nekonecné mnoho (k ndmi nalezenému reseni pri¢teme nasobky modulu,

tedy ndsobky Cisla 8) presné fecenox = 1 + 8t,t € Z.

Kontrola:
Nyni pouzijeme Vétu 2.5 na strané 18 a ovéfime, zda ma dand kongruence pravé jedno
feSeni

D(7,8) =1 A1|1.
Ovérili jsme, Ze existuje pravé jedno reseni, jelikoz Cisla 7 a 8 maji nejvétsiho spolecného
délitele &islo 1, které zaroven déli 1. JelikoZz nejvétsi spoleény délitel je Cislo 1, existuje

zaroven pravé jedno feseni v (FUSZ) i v kazdé libovolné zvolené (USZ).
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Piiklad 2.4. Reste linedrni kongruenci 2x + 3 = 0 (mod 8).
Resent:

Tuto linearni kongruenci vyieSime stejnym postupem jako Pfiklad 2.3 na strané 19.

X 0 1 2 3 4 5 6 7
2x + 3 3 5 7 9 11 13 15 17
2x + 3 (mod 8) 3 5 7 1 3 5 7 1

Tabulka 2: Vysledek kongruence 2x + 3 = 0 (mod 8)
Kongruence 2x + 3 = 0 (mod 8) nenastane v zddném z pripadd. Dana kongruence nema
feseni.
Kontrola:

Opét se presvédcime pomoci Véty 2.5 na strané 18 o neresitelnosti této kongruence.
D(2,8) =2 A243

Tato kongruence nema reseni, protoze nejvétsi spolecny délitel Cisel 2 a 8 je Cislo 2, jenze
&islo 2 zaroveri nedéli &islo 3. Dana kongruence nemé ve (FUSZ) feeni (tim padem nema

Fedeni ani v (USZ)).

Priklad 2.5. Reste linearni kongruenci 6x + 4 = (mod 8).
Resent:

Opét volime stejny zpUsob reseni jako v Prikladu 2.3 na strané 19.

x 0 1 2 3 4 5 6 7
6x + 4 4 10 16 22 28 34 40 46
6x+4(mod8) | 4 2 0 6 4 2 0 6

Tabulka 3: Vysledek kongruence 6x + 4 = (mod 8)

Dana kongruence ma praveé dvé feSenix; = 2, x, = 6.
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Vsechna reSeni v Z
x, =2+8tteZ,
X, =6+8tteEZ.

Kontrola:

Opét aplikujeme Vétu 2.5 na strané 18 a presvédc¢ime se o poctu rfeSeni této kongruence.

D(6,8) =2 A2|4

Tato kongruence je Fesitelna, jeliko? nejvétsi spole¢ny délitel &isel 6 a 8 je &islo 2. Cislo 2
zaroven déli Cislo 4. NejvétSim spolecnym délitelem je Cislo 2, a proto existuji pravé dvé

Fedeni v (FUSZ) i v kazdé libovolné zvolené (USZ).

2.3.2 RESENI POMOCIi JEDNODUCHYCH UPRAV
Tento zplsob feseni vyuZiva uprav kongruence. Takovyto postup vede k vysledku

nejrychleji a nejjednoduseji, Ize jej pouzit i misto tabulkového feseni.

Priklad 2.6. Reste kongruenci 14x = 8 (imod 10).

Resent:

Nejdrive ovérime, zda ma kongruence feseni, pfipadné zjistime pocet feSeni
D(14,10) =2 A 2|8.

Kongruence méa dvé fedeni v (FUSZ) i v kazdé libovolné zvolené (USZ).

Nyni budeme kongruenci upravovat pomoci zakladnich vlastnosti z Véty 2.4 na strané 16.

Levou stranu kongruence nahradime Cislem, které je s Cislem 14 kongruentni podle modulu

10 a patii do (FUSZ) — &islem 4 (které je zaroveri i zbytkem po déleni ¢&isla 14 ¢islem 10)
4x = 8 (mod 10).

Obé strany kongruence vydélime Cislem 4 (Cislo 10 neni délitelné Cislem 4 beze zbytku, ale

Cislo 4 Ize rozloZit na 2 - 2 — musime délit modul Cislem 2)

x = 2 (mod 5).
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Nasli jsme feSeni x; = 2. Dalsi FfeSeni najdeme velmi lehce — stali k pravé strané pricist

hodnotu modulu, ktery se nachazi u prvniho feSeni. Druhé feSeni bude x, = 7.
Redenim v Z jsou veskerd x, pro néz plati

x =2+5tt€EL.

Piiklad 2.7. Reste kongruenci 21x = 6 (mod 9).
Resent:
Ovérime, zda je kongruence fesitelna
D(21,9) = 3 A 3]6.
Kongruence ma tfi fedeni v (FUSZ) i v kazdé libovolné zvolené (USZ).
Opét budeme kongruenci upravovat pro nalezeni reseni.

Levou stranu kongruence nahradime Cislem, které je s Cislem 21 kongruentni podle modulu
9 a patii do (FUSZ) — nahradime &islem 3 (které je zaroveri i zbytkem po déleni &isla 21

¢islem 9)
3x = 6 (mod 9).

Nyni obé strany kongruence vydélime Cislem 3. Pozor —toto Cislo déli i modul, proto jej také

budeme délit
x = 2 (mod 3).
Nasli jsme prvni feSeni x; = 2.

Podle podminky fesitelnosti ale vime, Ze feSeni maji byt tfi. Dalsi feSeni najdeme velmi
lehce — staci k pravé strané pficist hodnotu modulu, ktery se nachazi u prvniho feseni

(Cislo 3)
xZ == 5, X3 == 8
Redenim v Z jsou veskerd x, pro ktera plati

x=2+4+3tteLl.
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3 LINEARNIi DIOFANTICKE ROVNICE

V této kapitole se budeme zabyvat zplsoby reseni linearnich diofantickych rovnic

o dvou; tfech a vice neznamych.

3.1 RESENI LINEARNI DIOFANTICKE ROVNICE O DVOU NEZNAMYCH

DEFINICE 3.1 (LINEARNi DIOFANTICKE ROVNICE O DVOU NEZNAMYCH)

Linedrni diofantickou rovnici o dvou nezndmych x,y rozumime rovnici ve tvaru
ax + by =g, (3.1)
kde nezndmé x,y € Z a koeficienty a,b,c € Z,a # 0 A b # 0.

Tyto rovnice Ize resSit mnoha metodami. Pomoci experimentalnich vypoctd neboli

Ill

»,metodou pokus—omyl“ nebo grafickym FeSenim; pripadné s vyuZitim Eukleidova
algoritmu nebo za pomoci kongruence. DalSimi metodami jsou vyjadfeni ¢lenu s nejmensim
koeficientem, redukéni metoda a metoda podle Nivena a spol. Kazdd metoda ma své silné
a slabé stranky, které si frekneme u jednotlivych metod dale. Dfive, nez se budeme zabyvat

jednotlivymi metodami, fekneme, kdy je dana diofanticka rovnice fesitelna.

Rovnice (3.1) je v oboru celych Cisel fesSitelna pravé tehdy, kdyzZ je spInéna nutnd
(a postacujici) podminka, o které hovofi nasledujici Véta 3.1. Tu budeme pouzivat jako prvni
krok feSeni, paklize nam bude ihned zfejmy spoleény délitel — pokud ne, pouZijeme

ji nasledné po Eukleidovu algoritmu.

VETA 3.1 (NUTNA PODMINKA RESITELNOSTI)
Nutnd a zaroven postacujici podminka feSitelnosti rovnice ax + by =c je,
aby nejvétsi spolecny délitel D koeficientl a, b délil i celé Cislo ¢
D =D(a,b) AD|c
Jestlize je tato podminka splnéna, existuje alespon jedna dvojice feSeni x, y,, kterou

nalezneme pomoci metod vyjmenovanych vyse.

Jsou-li a, b nesoudélna ptirozend Cisla, potom existuji celd Cisla x, y takova, Ze plati

ax+by =1
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Nyni jsme schopni odvodit obecné fesSeni linedrni diofantické rovnice o dvou

neznamych dle [4].

Jestlize mame splnénu nutnou podminku FeSitelnosti, existuje alespon zakladni

feSeni xg, yo. Rovnici (3.1) na strané 23 dostaneme po dosazeni zakladnich feSeni ve tvaru
axg + by, = c. (3.2)
Zacneme délenim rovnice (3.2) nejvétSim spolecnym délitelem D

(%) Xo + (g) Yo = % (3.3)

Predpokladejme, Ze existuje néjaké dalsi feseni x*, y*

@G-

Nyni od sebe odecteme rovnosti (3.4) a (3.3), dostaneme vyraz ve tvaru
ay b .
(5) @ =)+ ()" =) =0.
Osamostatnime nezndmé x a y prevedenim jedné neznamé na druhou stranu rovnosti
a * b *
(5) @ =) =(5) 6o -, (35)
Zrovnosti (3.5) plyne, Ze (yo — ¥°) je délitelné (3), jelikoz vime, ze &isla (%), (2) jsou

nesoudélna. Proto musi existovat Cislo t € Z, pro které plati

Yo=Yy = (%) t.
Vyjadtime y*
Yy =y — (%) t. (3.6)

Nyni potfebujeme dostat rovnici pro x*. Rovnici (3.6) dosadime do (3.5)

(5) ¢ =0 = (5) b= (o= (5)0))

Upravime zavorku

(B - = (2) D)
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Vydélime (%)
Vyjadfime x*

x* =xy+ (g) t. (3.7)

Rovnice (3.6) na strané 24 spolu s rovnici (3.7) nam vyjadfuji vSechna mozna feSeni rovnice

(3.1) na strané 23 pomoci parametrickych rovnosti, kde parametrt € Z

x*=x9+ (g) ¢, (3.7)
v =v-(5)t (3.6)

Nyni, kdyZ zname vSe potfebné, ukdzeme jak resit diofantické rovnice o dvou
neznadmych pomoci vybranych metod. Zaéneme ,metodou pokus — omyl“, nasledné
budeme rovnice resit pomoci grafické metody. Poté budeme feSeni pocitat za pomoci

Eukleidova algoritmu, kongruence a metody vyjadreni ¢lenu s nejmensim koeficientem.

3.1.1 ,METODA POKUS - OMYL*

Ackoli je tento zpuUsob zjistovani vysledku neoficidlni, jednd se o nejpouzivanéjsi
,metodu” feSeni diofantickych rovnic. Pfesnéji feceno jedna se spiSe o experiment neZli
o metodu!?. Vystadime si pouze se zakladnimi znalostmi matematiky a selskym rozumem.
Proto mnoho lidi zvladne tyto rovnice vyresit, i presto, Ze o diofantickych rovnicich nemaji
sebemensi ponéti. U této ,metody” nebudeme vyuzivat podminku, kdy je rovnice fesitelna,
jelikoz tento zplsob feSeni vyuZivaji vétSinou jen lidé, ktefi nevédi, Ze resi diofantické
rovnice — budeme se snazit pribliZit se jejich myslence fesSeni. Velmi ¢asto ndm pfi pouziti
této ,metody” mulzZe uniknout mnoho reSeni — proto je tento zpuUsob fesSeni nepfilis

efektivni, zaroven je tato ,metoda” vcelku pomala a pracna.

12 Metody jsou univerzalni, kdezto zde vysledna reSeni pouze hadame nebo se je snazime odvodit.
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Priklad 3.1. Najdéte feSeni rovnice 4x + 2y = 47.

Resent:

Jako prvni nds napadne fesit ulohu pouze s x nebo y. Zkusime tedy jako prvni vynechat
proménnou y, resp. uvaiovat, Ze y = 0. Vrovnici tak zlOstane 4x =47, nyni
osamostatnime proménnou x = x = 1—7. BohuZel se nam nepovedlo délit Cislo 47 Cislem 4
beze zbytku — toto feSeni tak nepfipada v Uvahu. Zkusime nyni uvazovat, Zze x = 0. Rovnice
bude ve tvaru 2y = 47. Nyni osamostatnime neznamou y — y = %. Opét se nepovedlo
délit beze zbytku — opét jsme tak nenasli mozné feseni. Zjistili jsme, Ze nelze fesit rovnici
pouze za pomoci jedné neznamé — je potieba zkusit uvazovat nad moznymi kombinacemi.
Budeme se snazit vymyslet takové kombinace, abychom se s nimi co nejvice pfiblizili ¢islu
47 — pak je Sance, najit co nejrychleji moiné feseni. Zkusme uvazovat, Ze x = 11,y = 2,
jestlize tato Cisla dosadime do rovnice za neznamé x, y vyjde nam Cislo 48. UvaZujme tedy
nad jinou kombinaci. Napf. x = 12,y = —1 = nyni dostaneme ¢islo 46. Takto miZeme
zkouset velké mnozstvi kombinaci. MUZeme si vSimnout, Ze se vidy pohybujeme v tésné
blizkosti ¢isla 47. Pokud bychom vyzkouseli par dalSich moznosti, zjistili bychom (ptfipadné
jsme jiz zjistili), Ze vidy vyjde sudy vysledek. U proménné x je sudé Cislo 4, u proménné y
je také sudé cislo a to Cislo 2. Vime, Ze soucet dvou sudych Cisel je vidy sudy. Je tedy

nemozné, abychom ziskali liché ¢islo 47. MGzZeme prohl3sit, Ze zadand Uloha nema feseni.

Priklad 3.2. Najdéte feseni rovnice 6x + 9y = 204.
Resent:
Opét vyuZijeme stejny postup jako vySe. Jako prvni zkusime vynechat proménnou y, resp.

uvazovat, Zze y = 0. Vrovnici ndam tak zUstane 6x = 204. Zkusime vydélit ¢islo 204

Cislem b6 —» x = % = 34. Povedlo se nam délit beze zbytku, nasli jsme tedy jednu dvojici
feSeni [34; 0]. Nyni vyuZijeme stejny postup, aviak budeme uvazovat x = 0. Rovnice bude

ve tvaru 9y = 204. Opét zkusime vydélit &islo 204 &islem 9, y — % = 22,67. Nepodatilo

se nam délit beze zbytku, neexistuje feSeni, kdy x = 0. Nyni zkusime uvaZovat, zda je
moziné vytvofit jiné kombinace x,y tak, abychom dostali pfi souctu této kombinace
Cislo 204. Stejné jako v predchozim prikladu, se budeme snaZit odhadnout kombinace tak,

aby se co nejvice pfiblizovaly Cislu 204. Kombinace x a y zkusime najit pomoci tabulky.
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Zvolime libovolné hodnoty pro x (napf. od 1 do 7), nasledné dosadime za x a dopocitame

zbytek pro hodnotu 9y, ze které spocteme celoliselné vysledky pro samotné y (pokud

existuji).
X 6x + 9y = 204 9y = 204 — 6x y
1 6 + 9y = 204 9y =198 22
2 12 + 9y = 204 9y =192 -
3 18 + 9y = 204 9y = 186 —
4 24 + 9y = 204 9y = 180 20
5 30 +9y =204 9y =174 —
6 36 + 9y = 204 9y = 168 -
7 42 + 9y = 204 9y = 162 18

Tabulka 4: Néktera feSeni rovnice 6x + 9y = 204

V Tabulce 4 jsme nasli dalsi tfi reseni. Mnoho resitell by zde skoncilo a spokojilo by se
s vysledky, které nasli. To je neduh této metody — veskera reSeni nam nejsou ihned znam3,
resp. netusime, jak pfesné se k nim dostat. Naopak mnozi fesitelé si vSimnou, Ze hodnoty
u proménné x se zvétsuji podle néjakého pravidla. Totéz se déje i u proménné y, zde se

ale hodnoty zmenSuiji.

Vidime, Ze pro x ={1;4;7; ...} existuje y. Nasledujici hodnota x je vidy o tfi vétsi
nez predchozi. S velkou pravdépodobnosti bude posloupnost hodnot x pokracovat dale

stejnym zpUsobem. Zkusime se presvédcit napfr. pro x = 22.

22 132 + 9y = 204 9y = 72 8

Tabulka 5: Zkouska reSeni pro x = 22

Presvédcili jsme se, Ze jsme pfisli na zpUsob, jakym se posloupnost hodnot tvofi.
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Nyni si vyjadifime vSechna feSeni pomoci parametrickych rovnic. Parametrickou rovnici
pro neznamou x jsme si jiz odvodili v odstavci vySe (ovsem i bez odvozeni téchto rovnic,
by Sikovnému resiteli bylo jasné, jak na vSechna reseni pfijit)

x=1+4+3tteZ.

Parametrickou rovnici pro nezndmou y si odvodime stejné jako pro x. Dle Tabulky 4

na strané 27 se hodnota y vZdy o dva sniZuje, rovnici tak miZeme zapsat ve tvaru
y=22-2tteL.

Paklize by nékdo mél problém s odvozenim parametrickych rovnic, Ize je urcit pomoci

Véty 3.1 na strané 23 — presnéji podle vzorct (3.6) a (3.7) na strané 25

D(6,9) = 3,
9
x*=1+<§)t=1+3t, (3.8)
y* =22 — (g) t =22 -2t (3.9)

Dosli jsme ke stejnému vysledku — je tedy pouze na nas, kterou metodu zvolime — metoda
dosazeni do vzorce (3.6) a (3.7) na strané 25 je samoziejmé rychlejsi. Odvozovani oviem

mUZe vyhovovat vice tém, ktefi si nezapamatuiji vzorce.

Zavér

S touto ,,metodou” se uéi pracovat jiz déti na prvnim stupni, ackoliv nevi, Ze fesi diofantické
rovnice. VétSinou pravé déti prvniho stupné zakladni Skoly jsou resitelé, ktefi se spokoji
pouze s jednim feSenim, jelikoz nemaji prostredky, kterymi by mohly odvodit dalsi feseni.
To se uci az zaci druhého stupné, ktefi jiz umi pracovat s linedrnimi rovnicemi. Tato metoda

se hodi pro malé hodnoty u nezndmych x a y, jinak je velmi dlouhd a pracna. Zaroven

nam mnohdy mohou nepozornosti uniknout mnoha reseni.
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3.1.2 GRAFICKA ,METODA"

Grafickou ,metodu” Ize ptirovnat k,metodé pokus — omyl“, ale také se nedd
povaZovat za univerzdlni. Zde oviem necteme feSeni z tabulky, nybrz z grafu. Kazdy zak
druhého stupné zakladni Skoly vi, Ze grafem linearni funkce je pfimka. Linearni diofantické
rovnice lze také vykreslit jako pfimku — proto je tato metoda opét vhodnd pro bézné lidi,
ktefi nejsou zasvéceni do problém{ diofantickych rovnic. Pfimku totiZz umi vykreslit (snad)
kazdy z nas. Pro sestrojeni pfimky nam postaci dva body. Tyto body musime najit, ndsledné
staci vycist fesSeni z grafu. Graf md jednu velkou nevyhodu — nikdy ndm neukdZe vSechna
feSeni. Musime doufat v to, Ze z urcitého poctu feseni vyplivajicich z grafu, odvodime

vSechna reseni.

Nyni plyne otdzka. Jak nalezneme feSeni diofantické rovnice v grafu? Vime,
Ze hleddme vidy pouze celociselnd feSeni, a proto nads budou zajimat mista, kde ptrimka
prochazi pouze body s celociselnymi soufadnicemi. Abychom nemuseli slozité hledat, kde
se pfimka protne s celymi Cisly na ose x i na ose y, vloZime do grafu mrizkovanou sit, ktera

nam pomuze feseni rychle najit.

Pozn. Zijeme v moderni dobé&, kdy ndm pocitace pomahaji s mnohymi vécmi. Graf
vykreslime pomoci libovolného matematického softwaru — WolframAlpha,
Geogebra, atd. Vyhodou téchto programl je snadné uZivatelské rozhrani a naprosta

presnost. V celé bakalarské praci budeme grafy vykreslovat pomoci programu

Geogebra.

U této metody také nebudeme pouzivat jako prvni krok podminku resitelnosti — ukazeme

si totiz, jak z grafu zjistime, Ze zadana rovnice ma nebo nema feseni.

Priklad 3.3. Najdéte feSeni rovnice ve tvaru 4x + 2y = 47.

Resenti:

Rovnici zakreslime do grafu pomoci programu Geogebra.
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20

Graf 1: primka 4x + 2y = 47 v mrizkované siti

V Grafu 1 miiZzeme vidét fedeni. Reenim, jak jsme Fekli, jsou body, v nichZ pFimka prochazi
mfiizkovymi body. BohuZel vtéto ¢asti grafu nevidime Zadny takovy bod — vypada to,
Ze feSeni neexistuje. Ovsem pozor —nemusi to tak vidy nutné byt. Je mozné, Ze fesSeni bude

existovat a bude pouze mimo nasi zobrazenou ¢ast.

JelikoZ jsme jiZ tento pfiklad resili v kapitole 3.1.1 na str. 25 vime, Ze opravdu feSeni nema.
Kdybychom si nebyli jisti, je potfeba zvolit jinou metodu a presvédcit se o spravnosti naseho

tvrzeni.

Priklad 3.4. Najdéte feSeni rovnice ve tvaru 6x + 9y = 204.

Reseni:

Rovnici zakreslime do grafu pomoci programu Geogebra.
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Graf 2: primka 6x + 9y = 204 v mrizkované siti

V  Grafu 2 vidime feSeni. Nasli jsme nyni nékolik mfizkovych boda.
Napf.: A = [1,22]; B = [4,20]; C = [7,18] atd. Jak jsme jiZ fekli, graf nam nikdy nezobrazi
véechna feseni. Sikovni fesitelé si mohou viimnout ur¢ité periody mezi fe$enim, které jsme
nasli. Hodnoty soutadnice x rostou vidy o tfi body oproti predchozi, naopak hodnoty
soufadnice y se vidy o dva body sniZuji. Opét mizeme urcit vSechna feseni rovnice pomoci

parametrickych rovnic stejné jako v predchozi kapitole 3.1.1
x=1+4+3t,tE€Z, (3.8)

y=22-2tt€L (3.9)

Zavér
Tento zpUsob feseni je podobny ,metodé pokus — omyl“ — je velmi pracny. Zaroven nam

¢asto mohou nepozornosti uniknout mnoha reseni, pfipadné se ndm nemusi podafit resSeni

nalézt i presto, Ze feSeni existovat mohou.
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3.1.3 METODA S VYUZITIM EUKLEIDOVA ALGORITMU

V kapitole 2 na strané 12 jsme pojem Eukleidtv algoritmus zavedli. Zaroven jsme se
jej naucili i pocitat s vyuZitim Bezoutovy rovnosti (PFiklad 2.1, Pfiklad 2.2 na strané 13). Nyni
se nam tyto nabyté védomosti budou hodit. Redeni diofantickych rovnic budeme opét
hledat nejdfive pres Eukleidliv algoritmus a ndsledné pouzZijeme Bezoutovu rovnost.

Tento zplsob feseni je prvni, ktery se da nazyvat metodou.

Tato metoda ma oproti pfedchazejicim dvéma feenim jednu velkou vyhodu. Redeni

nemusime hadat, pfijdeme na néj vypoctem, ktery je vcelku rychly a univerzalni.

Priklad 3.5. Najdéte feSeni rovnice ve tvaru 4x + 2y = 47.

Resent:

Prvnim krokem vzdy bude pouzZiti nutné podminky FeSitelnosti podle Véty 3.1 na strané 23.
D(4,2) = 2 A\ 2447

Tato rovnice neni fesitelnd, jelikoZ neplati nutnd podminka rfesitelnosti.

Priklad 3.6. Najdéte feseni rovnice ve tvaru 6x + 9y = 204.

Resent:

Opét se nejdrive presvédcéime o resitelnosti podle Véty 3.1 na strané 23
D(6,9) = 3 A 3|204.

Rovnice je resitelnd.

MuUzZeme pristoupit k FesSeni za pomoci Eukleidova algoritmu a Bezoutovy rovnosti
6<09,
9=6+1+43]3<6), 3#0
6=3x2+0(0<3), 0=0
konec algoritmu.

Nyni vychazime z nejvétsiho spolecného délitele, zde je jim Cislo 3, a vyjadiime jej pomoci

Véty 2.3 na strané 12 jako celoéiselnou kombinaci ¢isel 9 a 6. Postupujeme odspoda nahoru
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3=9-1-6-1.
Upravime do zakladniho tvaru dle (1.1) na strané 8
6:-(-1)+9-1=3. (3.10)
Nasli jsme zakladni feSeni x, = —1,y, = 1 pro rovnici 6x + 9y = 3.

Méli jsme ale zadanou rovnici 6x + 9y = 204, musime proto rovnici (3.10) vynasobit

Cislem 68, abychom dostali po vynasobeni s Cislem 3 Cislo 204
6-(—68)+9-68 = 204.
Nasli jsme zékladni feSeni x; = —68, y; = 68 zadané rovnice.

VSechna reSeni Ize nalézt pomoci zakladnich feSeni a parametrickych rovnic (3.6) a (3.7)

na strané 25

9
x* =—68+§t,tEZ,

6
y' =68-3ttEL

Zjednodusime
x*=—-68+3ttELZ, (3.11)

y* =68 — 2t,t € T (3.12)

Porovnani vysledného reseni Prikladu 3.2, 3.4 a 3.6

Ptiklad 3.2, 3.4 a 3.6 jsme tesili pomoci tfi riznych metod. MUZeme si vSimnout, Ze vysledné

Ill

feseni (3.8), (3.9) na strané 28 ,metodou pokus — omyl“ i, metodou” grafickou na strané
31 vyslo jinak neZ vysledné feSeni (3.11), (3.12) u metody s vyuzitim Eukleidova algoritmu.
Ackoliv se jedna o dva rlizné zapisy parametrické rovnice, jedna se o stale stejné reseni.

Presvédcit se o tom mizeme napfiklad dosazenim nékolika vybranych hodnot.

Zavér
Tato metoda je univerzalni pro linearni diofantické rovnice o dvou nezndmych. Jestlize je

rovnice resitelna, pak pomoci této metody lze vidy najit zakladni reseni, které je nasledné
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mozné dosadit do vzorce (3.6) a (3.7) na strané 25 pro zjisténi parametrickych rovnic,

které udavaji viechna reseni.

3.1.4 METODA S VYUZITIM KONGRUENCE

Tato metoda je spolu s Eukleidovym algoritmem nejpouzivanéjsi. Co to jsou
kongruence a jak se pocitaji, jsme si fekli v kapitole 2.2 na strané 14. Také jsme fekli, co jsou
to linedrni kongruence v kapitole 2.3 na strané 18. Nyni musime uvést, jak lze prepsat

diofantickou rovnici na kongruence.

Kazda linearni diofantickd rovnice jde prepsat na kongruenci o jedné nezndmé.
MuzZeme si vybrat, podle kterého modulu budeme chtit pocitat (modul volime podle
koeficientu u nezndmé x nebo y). Vysledek bude stejny, at uz budeme pocitat podle
libovolné zvoleného modulu — zale?i tedy pouze na ndas, co ndm vyhovuje vice. Casto se

doporucuje pocitat podle mensiho modulu.
Jestlize mame diofantickou rovnici
ax + by =c,
mUzZeme ji upravit na linearni kongruenci o jedné neznamé
ax + by = c (mod a). (3.13)

Budeme pocitat neznamou y podle nezndmé x. Vime, Zze ax = 0 (mod a), proto Ize rovnici

(3.13) upravit na tvar
by = ¢ (mod a).

Pokud bychom se rozhodli pocitat neznamou x podle neznamé 1y, vypadalo by

to obdobné —jelikoZz by = 0 (mod b), rovnici (3.13) bychom upravili na tvar

ax = ¢ (mod b).

Opét pouzijeme vzorovy priklad.

34



LINEARNI DIOFANTICKE ROVNICE

Priklad 3.7. Najdéte feSeni rovnice 6x + 9y = 204
Resent:
Opét se nejdrive presvédcime o feSitelnosti podle Véty 2.5 na strané 18 a Véty 3.1

na strané 23.

D(6,9) = 3 A 3|204

Zjistili jsme, e rovnice je fesitelna. Zaroveri vime, e kongruence bude mit 3 fedeni v (FUSZ)

i v kazdé libovolné zvolené (USZ).

Nyni si diofantickou rovnici prevedeme na kongruenci. Budeme pocitat podle mensiho

modulu — pocitdame neznamou y pomoci neznameé x.
6x + 9y = 204 (mod 6) (3.14)
Vime, ze 6x = 0 (mod 6), kongruenci (3.14) Ize upravit na tvar
9y = 204 (mod 6).

Kongruenci budeme upravovat podle pravidel, ktera jsme zminili v kapitole 2.2.1 na strané
16. Pravou stranu kongruence muizeme délit ¢islem 6 a dostaneme zbytek O, ktery patfi
do (FUSZ). Levou stranu budeme délit také &islem 6 a zde dostaneme zbytek 3, ktery patfi

do (FUSZ)
3y = 0 (mod 6).

Obé strany kongruence vydélime &islem 3 — pozor! Cislo 6 je délitelné &islem 3, a proto

délime i modul
y = 0 (mod 2).

Nasli jsme prvni feSeni y, = 0. Dle podminky feSitelnosti vime, Zze maji byt tfi reseni

ve (FUSZ) podle pGvodniho modulu 6. Dalimi fedenimi jsouy; = 2,y, = 4
ReSenim v Z jsou veskera y, pro kterd plati
y=0+2tteL. (3.15)

Nyni dosadime parametrickou rovnici (3.15) zpét do zadani a nasledné dopocitame feseni

pro x

6x +9- (0 + 2t) = 204.
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6x + 18t = 204
6x = 204 — 18t
_20t 18 o siten

YT T e T ’

Redenim zadané rovnice 6x + 9y = 204 v Z jsou x a y, pro kterd plati
x =34 -3t t €,

y =2t,t € Z.

Zaveér:

Tento zpusob fesSeni bohuZel nelze Uplné povazovat za metodu, jelikoZz je nekonecné
mnoho moZnosti Uprav dané kongruence®3. Pomoci kongruenci Ize najit vidy FeSeni (pokud
existuje). Upravy nejprve pouze zkousime a hleddme spravné moznosti &isel, a7 nasledné

zjistime, zda byla Uprava spravna nebo ne.

3.1.5 METODA VYJADRENI CLENU S NEJMENSIM KOEFICIENTEM
Tato metoda je jedna z nejuniverzalnéjSich, funguje ale pouze pro hodnoty
u neznamych vétsich nez 1. Pomoci této metody se snazime pavodni diofantickou rovnici

upravovat za predpokladu, Ze diofanticka rovnice ma feSeni pouze v oboru celych ¢islech.

vvvvvv

Priklad 3.7. Najdéte fedeni rovnice 6x + 9y = 213. (3.16)

Resent:

svvs

to nezndma x). Dostaneme tak zlomek

_213-9y

- (3.17)

X

13 Pokud bychom zvolili feSeni prostiednictvim Eulerovy metody nebo metody rozkladu modulu, které
jsme zminili v kapitole 2.3 na strané 18, pak by kongruence byly algoritmizované.
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Nyni budeme upravovat koeficient u neznamé y. ProtoZze 9y = 6y + 3y mlZeme zlomek

(3.17) rozdélit na celou ¢ast a ,,zbylou” ¢4st — ta nds nasledné bude zajimat.

6y 213-3y 213 — 3y

X=oetT e TVt

Dle Definice diofantické rovnice 1.1 vime, Ze pfipustna feSeni jsou pouze v oboru celych

213-3y

Cisel, a proto ¢isla x a y musi byt Cisla celd. Z toho plyne, Ze zlomek musi byt také
celé Cislo.
Tento zlomek oznacime napf. jako t

t_213—3y
= —

x=—y+t (3.18)
Nyni se budeme zabyvat pouze rovnici, kterou tvofi zlomek t a vyjadfime neznamou y.

—6t + 213
V=T

Opét budeme délit zlomek na celou a ,zbylou” ¢ast, a protoze 6t = 3 - 2t zlomek bude
vypadat takto
213
y = —2t+T: =2t + 71.
Ziskali jsme pro rovnici pouze cela Cisla. MGZeme zalit zpétné dosazovat a vyjadfovat
nezndmé. Nezndmou x vyjadfime z rovnice (3.18), na neznamou y jsme pfisli pfimo
x=—y+t=—(-2t+71)+t=3t—-171,
y=-2t+71.
Obecné feseni v Z je
x=3t—71,t€E€Z,

y=—-2t+71,t €L
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Zavér
Metoda vyjadreni ¢lenu s nejmensim koeficientem je stejné jako Eukleidliv algoritmus
zaloZena na déleni celych Cisel a na déleni se zbytkem a naslednych Upravach. Tato metoda

je univerzalni a své vyuziti najde prevaziné v dalsi kapitole 3.2 na strané 38.

3.2 RESENI LINEARNICH DIOFANTICKYCH ROVNIC O TRECH A VIiCE
NEZNAMYCH

Nyni, kdyZ umime fesit diofantické rovnice o dvou neznamych, naucime se fesit
rovnice o tfech a vice neznamych. Pfi feSeni téchto diofantickych rovnic se mlizeme fidit
poznatky, které jsme ziskali z kapitoly 3.1 od strany 23. BohuzZel ne vSechny metody, které

jsme uvedli v kapitole 3.1, |ze efektivné pouzit i pro rovnice o tfech a vice neznamych.

Efektivnimi metodami budou stejné jako u rovnic se dvéma nezndmymi kongruence
a metoda vyjadfeni clenu snejmensim koeficientem. Samoziejmé lze vyuZit
pro dvé nezndmé. Eukleidlv algoritmus, ackoliv jsme ho oznacili metodou, nelze pouzit
pro linearni diofantické rovnice o tfech avice nezndmych. MiZeme totiz narazit
na problém, kdy nejsme schopni zjistit, zda jsme nasli obecné feseni rovnice, ktera udava
vSechna vyslednad feseni. V publikaci [11] je uvedena metoda pro rovnice o n neznamych,
ktera vyuzivd Eukleidova algoritmu, nejvétSiho spolecného délitele (n — 1) neznamych

a substituce. Vice o této metodé najdeme v kapitole 3.2.4 na str. 44,

Pozn. V nasledujicich pfikladech budeme mit z didvodu jednodussiho pochopeni
pouze diofantické rovnice o tfech neznamych. Na diofantické rovnice o vice
nez trech neznamych muizeme aplikovat stejné metody a postupy jako na rovnice

o tfech neznamych. Nasledujici podkapitoly budou struénéjsi, jelikoz vyuzivdme

drivéjsi poznatky.
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Obecnou definici (1.1) jsme jiz uvedli na strané 8, a proto uvedeme, jak vypada

diofanticka rovnice o tfech neznamych.

DEFINICE 3.2 (LINEARNI DIOFANTICKE ROVNICE O TRECH NEZNAMYCH)

Lineadrni diofantickou rovnici o tfech neznamych x,y,z rozumime rovnici ve tvaru
ax + by +cz =d,
kde nezndmé x,y,z € Z a koeficienty a,b,c,d €Z,a+0 A b+ 0 A c #0.

Opét mlizeme zjistit, kdy je diofanticka rovnice resitelna pomoci Véty 3.2.

VETA 3.2 (NUTNA PODMINKA RESITELNOSTI)

Nutnd a zdroven postacujici podminka fesitelnosti rovnice ax + by +cz =d je,
aby nejvétsi spole¢ny délitel D koeficientl a,b,c délil i celé ¢Cislo d
D = D(a,b,c) AD|d.

Jestlize je tato podminka splnéna, existuje alespon jedna trojice FeSeni xg, Yo, Zo,

kterou nalezneme pomoci metod.

3.2.1 ,METODA POKUS - OMYL"

Stejné jako v kapitole 3.1.1 na strané 25 zkusime diofantické rovnice vyresit pomoci

vvvs

na reSeni. Tento zpuUsob fesSeni je velmi pracny a zabere ndm mnoho ¢asu, ale vidy

se k vysledku dostaneme (pokud existuje) a jsme dostatecné trpélivi.

Priklad 3.8. Najdéte reseni rovnice 8x + 9y — 11z = 16. (3.19)
Reseni:

Jelikoz mame tfi nezndmé o jedné rovnici, budeme za jakékoli dvé nezndmé volit libovolna

Cisla a posledni nezndmou zkusime dopocditat!4.

14 U n neznamych budeme volit libovolné n — 1 nezndmych.
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Nap¥. zvolime x = 0 a dosadime do rovnice (3.19).
8:-0+9y—11z =16
9y — 11z =16 (3.20)
Opét zvolime libovolné &islo za dalsi neznamou, napf. y = 1 a dosadime do (3.20).
9-1-11z=16

-11z=7

7 e v,
z=-7,Z & 7 — neni feSenim

Takto mlzeme zkouset velké mnozstvi rlznych Cisel, jelikoZ jsme se na poprvé netrefili
a nemuseli bychom se trefit ani na dalSich nékolik pokus(. Proto zkusime priklad doresit
pomoci tabulky. V prvnim sloupci budeme volit nezndmou x, v druhém sloupci budeme
upravovat rovnici po dosazeni hodnoty za x, ve tfetim sloupci budeme volit nezndmou y
(budeme se snazit dopredu vymyslet, jakou hodnotu budeme potfebovat, aby nam
ve ¢tvrtém sloupci vyslo Cislo, které je nasobkem 11). Ve ¢tvrtém sloupci budeme upravovat
rovnici po dosazeni hodnoty za y a v patém sloupci ziskdame po Upravé moznou celociselnou

hodnotu neznamé z.

x 8x+9y—11z =16 y 8x+9y—11z =16 z
1 9y —11z=16 -8 7 -11z=16 -8 — 63 5
2 9y —11z=16—-16 0 -11z=16-16—-9-0 0
3 9y — 11z =16 — 24 -7 —-11z=16—-24-9-(=7) -5
4 9y — 11z =16 — 32 -14 —-11z=16-32-9-(-14) -10

Tabulka 6: Néktera feSeni rovnice 8x + 9y — 11z = 16
Nasli jsme nékolik feSeni rovnice (3.19) v Tabulce 6, které tvofi usporadané trojice
[1,7,5];[2,0,0]; [3,—7,—5]; [4,—14,—10]. Zkusime odvodit parametrické rovnice
pro nalezeni vSech teSeni. Ztéchto Ctyf reSeni vidime, Ze ndm hodnota x roste vidy

o hodnotu jedna, parametricka rovnice tak bude napf.

x=1+4+t¢t.
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Hodnota u neznamé y se nam vzdy sniZzuje o sedm, parametricka rovnice bude
y=7-=T7t.
Hodnota u neznamé z nam vzdy klesa o pét, parametricka rovnice bude
z =5—-15t.
Obecnym Fesenim puvodni rovnice (3.19) na strané 39 je
x=1+t,
y=7-—T7t,
z=5-5¢ttel.
Zavér
Pro neznalce efektivnéjsich metod, je experimentovani opét jedinou moznosti, jak najit

feSeni. Stejné jako u rovnic se dvéma nezndmymi je tato ,metoda” neefektivni — je pracna

a mlizeme néjaké feseni vynechat.

3.2.2 RESENI POMOCI KONGRUENCE

S kongruencemi jiz umime fesit diofantické rovnice o dvou neznamych.
P¥i vypoctech prikladl s rovnicemi o tfech a vice nezndmych budeme postupovat obdobné.
Za modul mGzeme opét volit libovolny koeficient u neznamé — casto je vyhodné pocitat
podle nejmensiho modulu. Nové lze za modul zvolit nejvétsiho spolecného délitele
koeficientll un — 1 neznamych (za predpokladu, Ze nejvétsi spolec¢ny délitel bude rlzny
od jedné), pak budeme fesit kongruenci o jedné nezndmé a nasledné postupné dopocitame
zbyvajici proménné. Pokud je to mozné, vyuzijeme moznost volby modulu podle nejvétsiho

spole¢ného délitele.

Priklad 3.9. Najdéte reseni rovnice ve tvaru 8x + 9y — 11z = 16. (3.21)

Resent:

Nejdfive zjistime, zda je rovnice (3.21) feSitelnd za pomoci Véty 3.2 na strané 39.
D(8,9,11) =1A1|16

Rovnice je resitelnd.
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Diofantickou rovnici (3.21) prevedeme na kongruenci. Nejvétsi spole¢ny délitel dvou

koeficientl je vidy roven jedné. Za modul tedy zvolime nejmensi koeficient u neznamé x
8x + 9y — 11z = 16 (mod 8).
Upravime
9y — 11z = 16 (mod 8).
Na obou stranach budeme délit ¢islem 8. Nasledné dostaneme zbytek, ktery pati do (FUSZ)
y — 3z =0 (mod 8),

y = 3z (mod 8),

y =3z + 8t. (3.22)
Nyni dosadime (3.22) do (3.21)
8x+9-(3z+8t) —11z =16,
8x +27z+ 72t — 11z = 16,
8x + 16z = 16 — 72t.
Vypocitdme neznamou x - osamostatnime a vydélime rovnici Cislem 8
x=2-9t—-2z (3.23)
Jestlize plati rovnice (3.23), musi platit i
x=2-—9t—2z(mod 2),
x =2 —9t (mod 2),
x=2-9t+2s. (3.24)

Do rovnice (3.21) dosadime feSeni (3.22) a (3.24) a najdeme posledni predpis
pro neznamou z

8(2 -9t +25)+9(3z+8t) — 11z = 16,
16 — 72t + 165 + 27z + 72t — 11z = 16,
16 + 16s + 16z = 16,
16z = —16s,

Z = —S.
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Ziskali jsme feSeni diofantické rovnice (3.21)

x=2-—9t+ 2s,

y = 8t — 3s,

z=-—-5;5,t€E.
Zavér:
ReSenim je usporddana n — tice (v nasem pfipadé trojice), kterou lze na zakladé rGznych
feSitelskych postupt zapsat nékolika moznymi spravnymi zplisoby. Tento zpUsob feseni je
jednim z nejrychlejsich a zadroven jednim z nejefektivnéjSich zplsobu, jak najit vSechna

feSeni diofantické rovnice o nékolika neznamych.

3.2.3 METODA VYJADRENI CLENU S NEJMENSIM KOEFICIENTEM

Metoda vyjadreni ¢lenu s nejmensim koeficientem pro rovnice o tfech a vice
neznamych je stejné jako pro rovnice o dvou neznamych univerzalni metodou. Tato
metoda vyuZiva svlj potencidl pravé pro rovnice o vice neznamych — jak zjistime

v ndsledujicim pfikladu jeji vyhodou je nejen prehlednost a rychlost.

Priklad 3.10. Najdéte feseni rovnice ve tvaru 8x + 9y — 11z = 16.

Reseni:

evvs

_ -9y +11z+ 16

x = 5 . (3.25)

Protoze 9y =8y +y a Cislo 16 je délitelné ¢&islem 8, mlizeme zlomek (3.25) rozdélit
na celou ¢ast a ,,zbylou” ¢ast

8y+—y+1lz+16_ -y + 11z

x = -y+2+ 3.26
3 3 y 3 (3.26)
-y+11
ProtoZe x a y jsou celd Cisla, tak i zlomek yr-2 musi byt celé Cislo.
Tuto ¢ast zlomku oznacime napf. jako t, zaroven dosadime t i do (3.26)
-y + 11z
t= — 5 (3.27)
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x=-y+2+t. (3.28)
Ze ,zbylé” &asti (3.27) nyni vyjadfime nezndmou y
y =-8t+ 11z

Dostali jsme rovnici, kterou tvofi pouze celd ¢ast. MlZeme zacit zpétné dosazovat
a vyjadiovat neznamé. Vidime, Ze neznama z je nezavisld, tudiZ pro ni zvolime libovolny
parametr, napf. z = u, kde u € Z. Nezndmou x vyjadiime z rovnice (3.28), na nezndmou
y jsme pfisli pfimo.
x=—(—-8t+112)+2+t=8t—-11z+ 2+t =9t —11z+ 2

Obecné feseni diofantické rovnice je

x=9t—11u + 2,

y = 11u — 8¢,

z=u,kdeu,t € Z.
Zaveér:
Metoda vyjadreni ¢lenu s nejmensim koeficientem je univerzdlni — stejny postup bychom
pouzili i pro rovnice se ¢tyfmi a vice neznamymi. Jak jsme jiz fekli, tato metoda najde své
uplatnéni hlavné pro rovnice o vice nezndmych. Spolu s kongruencemi je tato metoda
nejvyuzivanéjsi pro diofantické rovnice o tfech a vice nezndmych — je rychla, prehledna

a efektivni.

3.2.4 UPRAVENA METODA EUKLEIDOVA ALGORITMU

Tuto metodu mizeme najit v [11] na strané 61. Autor uvadi, Ze hlavni vyhodou této metody
je jeji jednoduchost. Pomoci této metody Ize spocitat rovnice o n neznamych a vystacime
si pouze se znalosti Eukleidova algoritmu, nejvétsiho spolecného délitele koeficient(
u n — 1 nezndmych a se substitucemi. Jestlize nelze najit nejvétsiho spoleéného délitele
rizného od jedné, nelze tuto metodu pouZit. Postup metody vysvétlime na ilustra¢nim

prikladu.
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Priklad 3.11. Najdéte fesSeni rovnice ve tvaru 8x + 10y + 3z = 7. (3.29)
Resent:
U této metody je potieba najit nejvétsiho spolecného délitele koeficientl

un — 1 nezndmych —v tomto pfipadé u dvou neznamych.
D(8,10) =2

Provedeme Upravu rovnice (3.29) — z koeficientl u nezndmych x, y vytkneme nejvétsiho

spole¢ného délitele — ¢islo 2
2(4x+5y)+3z=7 (3.30)
Zavedeme substituci za zavorku z (3.30) — substituce bude ve tvaru 4x + 5y = u (3.31)
2u+3z=7 (3.32)

Ziskali jsme rovnici (3.32) o dvou nezndmych, kterou jiz zvlddneme vyfeSit. Pomoci

Eukleidova algoritmu ziskdame nasledujici Bezoutovu rovnost
3:-14+2(-1) =1,
3:74+2(=7)=17.

Redenim rovnice (3.32) jsou parametrické rovnice

u=7+3t,
z=-7-2tt€EL.

Vratime se k substituci (3.31) — musime vyfesit rovnici 4x + 5y = 7 + 3t. Tato rovnice ma

dvé neznamé — opét pomoci Eukleidova algoritmu ziskdme Bezoutovu rovnost
5-1+4(-1) =1,
5(7 +3t) +4(—7 — 3t) = 7 + 3t.
Redenim jsou parametrické rovnice
x =7+ 3t + 55,
y =—=7—3t —4s.
ReSeni plvodni rovnice (3.29) jsou parametrické rovnice
x =7+ 3t + 5s,

y =—7—3t —4s,
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z=-7-=-2t;t,s € Z.

Zavér

Pro rovnice o vice nezZ tfech neznamych je zplsob fesSeni stejny. Pouze v kroku, kdy se
vratime k substituci, bude mit substitu¢ni rovnice o jednu nezndmou méné nezZ rovnice
pGvodni (nelze ihned vyuZit Eukleidova algoritmu a Bezoutovy rovnice). Budeme muset
substitu¢ni rovnici opét redukovat (substituovat). Takto budeme pokracovat, dokud
rovnice nebude mit pouze dvé neznamé. Vyhodou této metody je jednoduchost,
prehlednost a vysta¢ime si pouze se zakladnimi znalostmi Eukleidova algoritmu,
spole¢ného délitele a substitucemi. Jeji nevyhoda spocivd vtom, Ze pokud nelze nalézt

nejvétsiho spolecného délitele koeficientd u n — 1 neznamych, nelze tuto metodu uzit.
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4 SLOVNIiULOHY ANEB VYUZITI V PRAXI

V predchozich kapitolach jsme si fekli, co jsou to diofantické rovnice a jaké typy
diofantickych rovnic existuji. Ddle jsme se naucili pocitat linedrni diofantické rovnice
o dvou, tfech a vice neznamych pomoci nékolika riznych metod. Nyni plyne otazka: K ¢emu
jsou diofantické rovnice vlastné dobré? MUZe se s nimi doopravdy setkat a vyresit je

i obycejny ¢lovék, ktery o tomto pojmu nema ponéti?

Pomoci diofantickych rovnic mlieme tesit Siroké spektrum slovnich uloh.
Tyto slovni Ulohy v béZném Zivoté predstavuji rlizné situace, které pouze prepisujeme
do jazyka matematiky. S diofantickymi rovnici se clovék setkava vcelku ¢asto, vétSinou
si ani neuvédomime, Ze fesime diofantické rovnice®®. Kazdy z nds jisté chodi nakupovat
a napriklad pti placeni mame penézenku plnou drobnych minci. Prodavacka nam rekne
cenu nakupu a my vtéto chvili vhlavé nevédomky feSime diofantickou rovnici.
Potfebujeme najit jistou kombinaci minci riznych hodnot (od 1 koruny az do 50 koruny)
tak, aby soucet daval vyslednou cenu nakupu. V této situaci nam samozrejmé staci jedno

feSeni a pfichazime na néj experimentem.

Avsak mlzeme se setkat i se slozitéjSimi situacemi, kdy budeme mit zapeklité;jsi
slovni Ulohu. Zde budeme muset néjakou metodou pouzit. Na diofantické rovnice vedou
nejCastéji geometrické ulohy — snazime se zjistit délky stran rdznych obrazc(, jestlize vime
jejich obvod; objemové ulohy — mame nékolik nadob o urcitém objemu a potfebujeme je
naplnit libovolnou tekutinou; nakupy — nakoupime nékolik druhl zbozi a vime vyslednou
¢astku nakupu atd. U slovnich uloh je potfeba stanovit podminky pro hodnoty parametru
tak, aby davaly smysl. Nelze koupit zaporné mnozstvi zbozi, ani platit zapornymi mincemi
(ve skutecnosti placeni mincemi se zapornou hodnotou funguje tak, Ze se jedna o vraceni

penéz)te,

15 VétSinou jsou tyto rovnice lehké, a proto nepotiebujeme znat potiebné aparaty k ziskani vysledného
feSeni.

16 Tyto moZnosti je vhodné z feSeni vyloucit, jelikoZ ndm mohou vzniknout nesmyslna reSeni. Napft.
chceme zaplatit 2 K¢ a pouZijeme na to 2x 20 K¢, 1x 10 K¢ a 1x 2 K¢ a bude ndm vraceno zpét vSe, kromé
1x 2 K¢.
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NiZe si ukazeme nékolik prikladd slovnich dloh. Nékteré slovni tlohy jsou omezeny
naintervalu podle parametr(, nékteré maji nekone¢né mnoho reSeni a nékteré mohou vést

i na soustavu diofantickych rovnic'’.

Veskeré metody, jsme vysvétlili v pfedchozich kapitolach, a proto postup feseni
u nasledujicich pfikladd nebude tak detailni. Slovni ulohy roztfidime do podkapitol
podle po¢tu neznamych. Ndasledné muzZete na konci kazdé podkapitoly nalézt nékolik
prikladd pro samostatné vyreSeni. V pfiloze I. na konci této bakalafské prace najdete

vysledna reseni.

4.1.1 SLOVNIULOHY O DVOU NEZNAMYCH

Priklad 4.1. V rodinném obchlGdku prodavaji ruéné vyrobené suvenyry - dva druhy
trpaslik(. Jeden druh trpaslik(i stoji 330 K¢ za kus a druhy 450 K¢ za kus. Turisté nakoupili
trpasliky v hodnoté 5670 K¢. Kolik kterych trpaslik koupili?

Resenti:

Prvni druh trpasliki ozna¢ime jako x, druhy druh trpasliki jako y a sestavime rovnici

330x + 450y = 5670 (4.1)

Nutnda podminka freSitelnosti (pokud si nejsme jisti nejvétSim spolecnym délitelem,

najdeme jej pomoci Eukleidova algoritmu)
D(330,450) = 10 A 10|5670.
Rovnice je resitelnd.
Pomoci Eukleidova algoritmu ziskdme ndsledujici Bezoutovu rovnost, kterou upravime
do zakladniho tvaru dle (1.1) na strané 8
330(—4) + 450 -3 = 30. (4.2)
Nasli jsme zakladni feSeni x, = —4,y, = 3 pro rovnici 330x + 450y = 30.

Méli jsme ale zadanou rovnici (4.1), a proto rovnici (4.2) vynasobime ¢islem 189, abychom

dostali po vynasobeni s ¢islem 30 ¢islo 5670.

330 - (—=756) + 450 - (567) = 5670

17 Vice o soustavach diofantickych rovnic miZeme najit v [2] na strané 21.
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Nasli jsme zékladni feseni x; = —756,y; = 567 zadané rovnice (4.1).

VSechna feseni Ize nalézt pomoci zdkladnich feseni a vzorcl (3.6) a (3.7) na strané 25

_ 7564 220,
X = 30
_ 56700,
Y= 30

Zjednodusime
x = =756 + 15¢,
y =567 —11t,t € Z.

Pozor!

Oproti predchozim pfikladim, musime u slovni uUlohy stanovit podminky pro hodnotu
parametru t pomoci nerovnosti, nebo se mizZeme snazit nalézt nezdporné hodnoty x, y volbou
vhodného parametru t. Hranici intervalu, do které spadnou hodnoty parametru t, zjistime
z parametrické rovnice pro nezndmou x a to tak, aby nam vyslo co nejmensi nezdporné cislo.
Druha hranice intervalu bude uréena obdobné — parametrickou rovnici pro neznamé vy, aby

nam opét vyslo co nejmensi nezdporné Cislo.

t 51
X 9
y 6

Tabulka 7: Stanoveni hodnoty parametru t a hodnot x a y

Horni i dolni hranice je ohrani¢ena stejnym parametrem t = 51. Existuje pouze jedno
feseni.

Turisté koupili 9 trpaslikd prvniho druhu a 6 trpaslikti druhého druhu.
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Priklad 4.2. Uréete délky stran rovnoramennych trojuhelnik(, jejichZ strany jsou cela ¢isla

a obvod se rovna 50 cm.
Resent:
Stejné dlouhé strany oznacime jako x, zbylou stranu jako y a sestavime rovnici

2x +y = 50. (4.3)

Ovérime, zda je rovnice fesitelna
D(2,1) =1 A1]50.
Rovnice je fesitelnd. Ulohu budeme Fesit pomoci kongruence

Diofantickou rovnici pfevedeme na kongruenci. Budeme pocitat opét podle nejmensiho

mozného modulu — podle neznamé x.

2x +y = 50 (mod 2)

y = 50 (mod 2)
y = 0 (mod 2)
y=0+2t,t€Z (4.4)

Rovnici (4.4) dosadime do (4.3) a dopocitame parametrickou rovnici pro x
2x + (0 + 2¢t) = 50,
x=25-t.
Parametrické rovnice vyhovujici zadani jsou
x=25-t¢, (4.5)
y = 2t,t € Z. (4.6)

Stanovime podminky parametru t tak, aby mélo feSeni smysl. Nesmime zapomenout,
Ze u trojuhelniku plati, pravidlo, Ze soucet délek dvou stran musi byt vétsi nez délka

zbyvajici strany
x>0,
y >0,

2x > .
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Zjistime hodnoty parametru t z parametrickych rovnic (4.5) a (4.6).

2-(25—t) > 2t
50 -2t > 2t
t< >0 =125
4 - )
t>0
12 11 10 2 1
13 14 15 23 24
24 22 20 4 2

Tabulka 8: Stanoveni hodnoty parametru t a hodnot x a y

Existuje mnoho feSeni, parametrt € (1; 12).

Délky stran rovnoramenného trojuhelnika mohou byt napfr.

[13,13,24]; [14,14,22]; ...; [24,24,2].

Cviceni 4.1. Vyreste nasledujici slovni tlohy.

1. Farmar ma na farmé prasata a slepice. Kolik prasat a slepic farmar vlastni, paklize

nam fekl, Ze mu po zahradé béha celkem 70 nohou. (Pozn. kazdé zvife ma patfi¢ny

pocet nohou, tedy prase ma Ctyfi nohy a slepice dvé nohy).

Mame stuzku dlouhou 50cm a chceme z ni nastfihat prouzky — 6 cm a 4 cm dlouhé.
Kolika zplsoby to mizeme udélat? (Pozn. stuzku stfihame postupné tak, aby Zadny

kus nezbyl).

Vyrobili jsme 232 litrd jable¢ného mostu a chceme jej prodat. Mdme k dispozici dvé
velikosti nddob, do kterych most muzeme prelit. Prvni ma objem 3 litry, druha
nadoba ma objem 5 litrl. Kolik nddob od kazdého druhu potfebujeme k preliti
232 litrl mostu? (Pozn. pfi prelévani nevylejeme nic mimo nadoby a nadoby plnime

az po okraj).
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4. Skupina pratel byla v restauraci. Kazda Zena zaplatila dtratu 1000 K¢ a kazdy muz
1500 K¢. Celkova utrata byla 12 000 K¢. Kolik Zen a kolik muza bylo ve skupiné, kdyz

rozdil mezi poctem muz(i a poétem Zen byl nejmensi mozny?

4.1.2 SLOVNI ULOHY O TRECH A ViCE NEZNAMYCH
Priklad 4.3. Ve vodnim svété jsme v akvariu vidéli 124 zamotanych chapadel cervené,
modré a fialové barvy. Dle pravodce jsou v akvariu modré chobotnice majici 8 chapadel,

Cervené olihné majici 10 chapadel a fialové chobotnice majici 6 chapadel.

(Pozn. Barvy chobotnic i pocty chapadel nemusi odpovidat realité. Neni znama Zadna
chobotnice ani ji pribuzny tvor majici 6 chapadel, ackoliv ocedn je obrovsky a je mozné,
Ze nékde takovy tvor existuje).

Resent:

Modré chobotnice oznaime x, cervené olihné ozna¢ime y a fialové chobotnice z.

Dostaneme rovnici

8x + 10y + 6z = 124. (4.7)

Ovérime, zda je rovnice resitelna
D(8,10,6) = 2 A 2|124.

Rovnice je fesitelnd. Ulohu budeme Fedit pomoci metody vyjadfeni €lenu s nejmensim

koeficientem.

evvzs

—10y — 6z + 124
X = 5 :

(4.8)

Protoze 10y = 8y + 2y muZeme zlomek (4.8) rozdélit na celou ¢ast a ,,zbylou” ¢ast

x:_8§y+—2y—22+124:_y+—2y—Zz+124- (4.9)
Zlomek w musi byt celé Cislo. Tento zlomek oznacime napft. jako t a dosadime
do (4.9)
. —2y —6z+ 124

8 )
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x=-y+t (4.10)
Ze ,zbylé" ¢asti nyni vyjadfime neznamou y
y=—4t—-3z+62,t € L.
Dostali jsme rovnici, kterou tvofi pouze celd ¢ast. Nezndmou x vyjadiime z rovnice (4.10).
x=—(—4t—3z4+62)+t=5t+3z—62

Nezndma z je nezavisla, zvolime libovolny parametr napf. z = u,u € Z.
Regeni diofantické rovnice (4.7) je

x =5t+4+3u—62,

y =62 —4t — 3u,

z=u; kdet,u € Z.
Najdeme podminky pro parametry t, u tak, aby pfiklad daval smysl.

x>0y>0u>0

62—3u<t<62—3u
5 4

Néktera feSeni jsou vidét nize v Tabulce 9, avsak je jich mnoho na to, abychom je vypisovali.

u 1 1 1 2 2 3 3 3 16
t 12 13 14 12 13 11 12 13 3
X 1 6 11 4 9 2 7 12 1
y 11 7 3 8 4 9 5 1 2
z 1 1 1 2 2 3 3 3 16

Tabulka 9: Stanoveni hodnot parametri ¢, u a hodnot x, y, z

V akvariu mutiZze byt napf. 7 modrych chobotnic, 5 cervenych olihni a 3 fialové chobotnice.
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Priklad 4.4. Vstupenky na skolni ples stoji pro Zaky 60 K¢, pro jednoho rodi¢e 160 K¢
a pro vSechny ostatni ndvstévniky 240 K¢. Na vstupném se vybralo presné 7520 K¢ a prodalo

se pravé 100 vstupenek. Kolik rodich pfislo na ples?
Resent:
Z4ky oznacime jako x, rodice jako y a ostatni jako z

60x + 160y + 240z = 7520. (4.11)

Ovérime, zda je rovnice fesitelna
D(60,160,240) = 20 A 20|7520.
Rovnice je fesitelna. Ulohu budeme Fesit za pomoci kongruenci.

Nyni si diofantickou rovnici (4.11) pfevedeme na kongruenci, podle nejvétsiho spole¢ného

délitele koeficientld u y a z — podle Cisla 80 a spocitdme nezndmou x
60x + 160y + 240z = 7520 (mod 80),
60x = 0 (mod 80),
x =0+ 4t,t € Z. (4.12)
Rovnici (4.12) dosadime do (4.11)
60(0 + 4t) + 160y + 240z = 7520,
240t + 160y + 240z = 7520. (4.13)
Jestlize plati (4.13), musi platit i nasledujici rovnice. Vypocitame dalsi neznamou
240t + 160y + 240z = 7520 (mod 240),
160y = 7520 (mmod 240),
16y = 752 (mod 24),
2y = 94 (mod 3),
y = —1 (mod 3),
y=—-1+3s,s €. (4.14)

Do rovnice (4.11) dosadime parametrické rovnice (4.12) a (4.14) a najdeme posledni

parametrickou rovnici pro nezndmou z

60(0 + 4t) + 160(—1 + 3s) + 240z = 7520,
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60(0 + 4t) + 160(—1 + 3s) + 240z = 7520,

24t — 16 + 48s + 24z = 752,
z=32—-t—2s;t,s € Z.

Ziskali jsme feseni diofantické rovnice (4.11)
x = 4t,
y=3s-—1,

z=32—t—2s:t,s € Z.

Najdeme podminky pro parametry t, s tak, aby uloha ddvala smysl.

x=20y=>20z=20x+y+2z=100

1
—1+3s>0—>s>§

0+4t>0->t>0

32—t—2s>0->t<32—-12s

s 1 1 1 3 15
t 1 2 3 22 2
x 4 8 12 88 8
y 2 2 2 8 44
z 29 28 27 4 0

Tabulka 10: Stanoveni hodnot parametri t, s a hodnot x, y, z

V patém sloupci Tabulky 10 jsme nasli odpovéd na nasi otdzku. Soucet vstupenek je zde

100 = 88 + +8 + 4.

Na ples pFislo 8 rodicu.
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Cviceni 4.2. Vyreste nasledujici slovni ulohy a rovnici.
1. V penéZence mame mince v hodnotdch 5, 10 a 20 korun. Jak lze zaplatit ndkup

v hodnoté 300,- korun, kdyz vime, Ze kazdou minci musime pouzit alespon jednou.

2. Do koSiku se vejde 48 plod( ovoce. Ovoce mame roztfidéné v saccich — jablka jsou
balena po 2 kusech, hrusky jsou balené po 4 kusech, Svestky jsou balené po 16
kusech a tfesné po 32 kusech. Kolik sac¢kl s ovoci bude v kosiku? A jakého druhu

ovoce budou?

3. Najdéte reSeni rovnice 2x + 4y + 8z + 16w = 32.
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ZAVER

V této praci jsme se zabyvali prevaziné linearnimi diofantickymi rovnicemi a slovnimi
Ulohami. Zjistili jsme, Ze kazdy z nas jiz pred prectenim této prace diofantickou rovnici resil.
Atoipresto, Ze o problematice diofantickych rovnic nikdy neslysel. S timto pojmem se totiz
setkdme az na vysoké skole i presto, Ze slovni Ulohy vedouci na diofantické rovnice, jsou
béZné situace, které jsou pouze prepsané do svéta matematiky (viz motivace v Uvodu).
Samoziejmeé nékteré ulohy mohou byt, jak jsme zjistili, komplikovanéjsi a poté je nutné znat
potifebné aparaty k vyreseni. S témi leh¢imi si ale naopak umi poradit i déti na zakladni

skole.

V roce 1970 rusky matematik Jurij Vladimirovi¢ Matijasevi¢ dokazal, Ze neexistuje
univerzalni postup, jak fesit diofantické rovnice. Proto musime Sikovné uzit néjaky zplsob
feSeni, ktery jsme v této bakaldrské praci uvedli. Nyni bychom méli zvladat efektivné uzit
jednotlivé metody a védét, kdy je jakd metoda vyhodnéjsi. Tabulky na dalsi strané ndm
shrnuji poznatky, na které jsme pfisli — vyvhody a nevyhody jednotlivych metod a ,,navod”,

kdy je vhodné pouzit ur¢itou metodu.

Na zdkladé této bakalarské prace bychom méli zvladat problematiku tesSeni
linedrnich diofantickych rovnic. Tim ale studium diofantickych rovnic nekonci. Pfed nami je

stale velikd nezndma v podobé kvadratickych diofantickych rovnic a Velké Fermatovy véty.

vvvvvv

rovnic.
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NAZEV METODY VYHODY NEVYHODY

- vhodné pro lidi, ktefi neznaji

.Metoda pokus —omyl” AL Lo
efektivnéjsi zpuisoby reseni

- neefektivni ,,metody” (nemusime

najit vSechna reseni)

- Ize fesit linearni diofantické Sitew . Y
- prilis pomalé nalezeni feseni

Grafickd ,metoda” rovnice o dvou a vice
neznamych

- nutnd znalost algoritmu
- nelze fesit rovnice o tfech a vice
neznamych (pro ty miZeme pouzit
upravenou metodu — musi existovat
nejvétsi spolecny déliteln — 1
neznamych rdzny od jedné)

- univerzalni metoda pro
rovnice o dvou neznamych
- rychla metoda

Metoda s vyuZitim
Eukleidova algoritmu

- zkrdceny zapis pomoci

kongruence . [
S Yy - nutna znalost poditani
Kongruence - rychly zpusob feseni .
e . , s kongruencemi
- Ize tesit rovnice o dvou a vice
neznamych

- univerzalni metoda

Metoda vyjddreni clenu - rychly zpUsob feseni X
s nejnizsim koeficientem | - lze fesit rovnice o dvou a vice
neznamych

Tabulka 11: Prehled pouzitych metod

DOPORUCENE METODY PRO POCITANI S URCITYM POCTEM NEZNAMYCH

- Eukleidv algoritmus

Linedrni diofantické rovnice o dvou neznamych
- Kongruence

- Kongruence
Linearni diofantické rovnice o tfech a vice neznamych - Metoda vyjadreni ¢lenu

evvs

Tabulka 12: Doporucené metody pro pocitani s urcitym poctem neznamych
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SHRNUTI

SHRNUTI

Tato bakaldrska prace se zabyva diofantickymi rovnicemi a slovnimi tlohami. Prace
je ¢lenéna do ctyr kapitol. Prvni kapitola popisuje historii Diofanta z Alexandrie a obsahuje
uvod do problematiky diofantickych rovnic. Druha kapitola obsahuje duleZité pojmy, které
je nutné znadt — jsou pro pocitani s diofantickymi rovnicemi nezbytné. Treti kapitola
se zabyva zpUsoby feSeni linedrnich diofantickych rovnic. V prvni ¢asti této kapitoly reSime
rovnice o dvou neznamych, nasledné v druhé ¢asti kapitoly aplikujeme poznatky na rovnice
o tfech a vice neznamych. V posledni kapitole je uvedeno vyuziti linedrnich diofantickych

rovnic ve slovnich ulohach.
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RESUME

RESUME

This bachelor thesis deals with diophantine equations and word problems. The thesis
is divided into four chapters. The first chapter describes the history of Diofantos
from Alexandria and contains an introduction to the problems of the diophantine
equations. The second chapter contains important concepts that need to be known - they
are necessary for calculating the diophantine equations. The third chapter deals with ways
of solving linear diophantine equations. In the first part of this chapter we solve
the equations with two variables, then in the second part of the chapter we apply
the knowledge on equations with three and more variables. The last chapter describes the

use of linear diophantine equations in word problems.
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PRILOHY

PRILOHY

VYSLEDKY CVICENI

Necht parametry 1, s,t,u € Z. Redeni budou obsahovat parametrické rovnice jednotlivych

neznamych a usporadané n — tice.

Cviceni 4.1.

1. x =17 —t,
y =1+ 2t. Redeni jsou [16; 3], [15;5],[14; 7], ..., [1; 33].
2. x =1+ 2t,
y=11-3t. Stuzku mlzZeme rozstrihat 4 zpUsoby ([1;11], [3;8], [5;5], [7,2]).
3. x =79 — 5¢,
y=-1+3t. Redeni jsou [74; 2], [69; 5], [64; 8], ..., [4; 44].
4. x = 3t,
y =8-—12t. Ve skupiné bylo 6 Zen a 4 muzi.

Cviceni 4.2.

1. x =2u+ 2t — 58,
y =59 —t—3u,

Z=1uU Redeni jsou [2,1,14];[2,3,13];[2,5,12], [4,2,13], [2,7,11].
2. x = 2t,

y =4s —t,

z=1—-s+2r,

w=1-r. Regeni je mnoho.
3. x = 2t,

y=t+2s,

z=—t—s+4—2u,

w=u.
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