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Uvop

Uvop

Tématem mé bakalarské prace jsou diferencialni rovnice 1. fadu, které maji Siroké

vyuziti nejen v matematice, ale také ve fyzice, ekonomii ¢i radé technickych odvétvi.

Ackoli by to mohlo mnohé prekvapit, diferencidlni rovnice si mlZeme spojit
napf. i slesnimi zvifaty, kterd na prvni pohled nemaji s matematikou viibec nic
spole¢ného. Vezméme si problém prfemnoZeni zajic a lisSek. Pokud budeme
predpokladat, Ze lis¢i potravou jsou pouze zajici a zajici se Zivi travou, které je vSude
dostatek, pak se diky dostatku potravy zacnou zajici premnozovat. V dlsledku velkého
mnozstvi zajicd maji dostatek potravy také lisky, jejichZz pocet se také vyrazné navysi. Tim
ale zacne ubyvat zajicli a nasledné i liSek. Pokud je malo lisek, za¢nou pfibyvat zajici a tak
se cely kolobéh neustdle opakuje. Tento proces bychom snadno mohli vyjadfit soustavou
linedrnich diferencidlnich rovnic 1. fadu. Takovy priklad uzZ je slozitéjsi, ale snadno ndam
poslouZil jako ukdzka vyuZiti diferencidlnich rovnic. V této praci se ale budeme zabyvat

spiSe ivodem do tématu a jednodussi problematikou.

V prvni ¢asti jsem se vénovala Uvodu do teorie téchto rovnic, kterou je nezbytné
znat pro reseni prikladd. Vyresené priklady tvori druhou a nejpodstatné;jsi ¢ast mé prace.
Cely text je pojat a psan jako sbirka reSenych priklad(. Druha cast je délena
na podkapitoly zabyvajici se konkrétnimi typy diferencialnich rovnic 1. fadu, mezi které
patfi obycejné diferencidlni rovnice zdakladniho typu, diferencidlni rovnice se
separovanymi proménnymi, homogenni diferencidlni rovnice, linearni diferencialni
rovnice a Bernoulliova diferenciadlni rovnice. Jsou zde predstaveny rovnice spolu
s popisem zplsobl jejich reSeni. Nechybi ani pfiklady s pocatec¢nimi podminkami.
V zavérec€né treti Casti jsem se kratce vénovala aplikaci a vyuziti diferencidlnich rovnic

v pfikladech z praxe.

Text je vhodny pro zdjemce o matematiku, ale predevsim je koncipovan jako
pomocny studijni materiadl pro studenty matematickych &i technickych obord. Mdaze

slouzit jako doplnéni k doporucené literature.
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1 TEORETICKA CAST

1.1 ZAKLADNiPOJMY

Rovnice, v nichZ se vyskytuje neznama funkce a jeji derivace, nazyvame diferencidlni
rovnice. S takovymi rovnicemi se mUzZeme setkat pfi matematické formulaci nékterych
uloh z fyziky, geometrie a jinych védnich obord. My vsak v této ¢asti prace zlstaneme

u matematického hlediska.

Pfi feSeni diferencidlnich rovnic hleddme funkci y = ¢(x), definovanou na néjaké
mnoZiné M a vime, 7e pro kazdé x € M spliiuje vztah F(x, ¢(x), ®'(x), ..., 9™ (x)) = 0.

Pokud takova funkce existuje, pak ji nazyvdme rFesenim obycejné diferencidlni rovnice

F(x,y,y’, ...,y(")) =0
na mnoziné M.

Kromé obycejnych diferencidlnich rovnic, jejichz nezndmou je funkce jedné
proménné a v nichZ se vyskytuje derivace této neznamé funkce, existuji i tzv. parcidlni
diferencidlni rovnice. Tyto rovnice obsahuji jako nezndmou funkci dvou nebo vice
proménnych a vyskytuji se v nich derivace této neznamé funkce, kterym se fika parcidlni

derivace.
Priklad parcidalni diferencidlni rovnice:

62u+62u+62u
d0x?  0y? 0z?

=0

U nékterych prikladl se Ize setkat i se soustavami diferencialnich rovnic.

Diferencialni rovnice mohou byt rGzného fadu. Rozdéleni se odviji od vyse fadu
derivace neznamé funkce. V nasem pfipadé nds tedy budou zajimat pouze diferencidlni
rovnice obsahujici nejvySe derivaci prvniho fadu nezndamé funkce, protoZe se jedna

o sbirku pfiklad@ diferencilnich rovnic 1. fadu. (BRABEC, MARTAN, & ROZENSKY, 1989)
Priklady diferencidlnich rovnic:

e xy' + y? = 0 je diferencialni rovnice prvniho Fadu

e y'" +4xy' = xy je diferencialni rovnice druhého fadu

!

e V""" —y'— 2y = 3x je diferencialni rovnice tfetiho fadu



1 TEORETICKA CAST

Definice (diferencidlni rovnice prvniho fadu)

Diferencialni rovnice prvniho fadu rozfesend vzhledem k derivaci je rovnice tvaru
y' = ¢(x,y), (DR)

kde @ je funkce dvou proménnych.

Redenim rovnice (DR) na intervalu I rozumime kaZdou funkci y = y(x), kterd rovnici na I

spliuje.

Zpravidla lze témér vSechna reSeni rovnice (DR) vyjadfit pomoci jediného vzorce,
ktery obsahuje néjakou konstantu C, tj. y = y(x, C), pfipadné ¢(y,x,C) = 0. VSechna
tato reSeni nazyvame obecné rFesSeni. Obecné feSeni mlze, ale nemusi obsahovat Uplné

vsechna reseni.

U vysledk( priklad( v druhé ¢asti prace budeme zndzorrovat také grafické rfeseni,

musime tedy zavést pojem integrdlni kfivka. Krivka, ktera je grafem feSeni se nazyva

integralni krivka.

Definice (pocatecni (Cauchyho) tloha)
Necht x4, ¥, € R. Uloha najit Fedeni rovnice (DR), které splfiuje tzv. poateéni podminku

y(Xo) = Yo,

se nazyva pocatecni (Cauchyho) uloha. Jejim fesenim je funkce, ktera spliiuje pocatecni

podminku a je na néjakém otevieném intervalu obsahujicim bod x, feSenim rovnice (DR).

Partikuldrnim fesenim rozumime jednu konkrétni funkci, kterd rovnici spliuje.

Volbou konkrétni konstanty v obecném fedeni obdrzime jedno partikuldrni Fedeni. Regeni
pocatecni ulohy je partikularni feseni, jehoZ integraini kfivka prochdazi bodem (x,, o).
Ma-li pocatecni uloha jediné FeSeni, znamend to, Zze bodem (x,,y,) prochazi jedinad

integralni krivka.
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Diferencialni rovnice mizZeme také délit na tzv. linedrni a nelinedrni diferencidlni rovnice.

Mezi obycejné linedrni diferencidlni rovnice n-tého rfadu fadime vSechny ve tvaru
YW +ay® Y+t any = f(%),

kde ay, a,, ..., a, jsou funkce proménné x. (JANKOVSKY, PECHOVA, & PRUCHA, 1985)
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2  RESENE PRiIKLADY

2.1 OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE ZAKLADN{HO TYPU

Rovnice ve tvaru

v =f(x)
je nejjednodussim prikladem diferencidlni rovnice. Jsou to rovnice, ve kterych se

nevyskytuje y, tedy f zdvisi pouze na x.
Je-li F primitivni funkce k funkci f, tj. plati-li
F(x) = [ f(x)dx,
Ize obecné feseni diferencialni rovnice zapsat ve tvaru
y(x) =F(x) +C,
kde C je integraéni konstanta. (KUFNER, 1993)

. . . ] . e d - e
K vysledku dojdeme nahrazenim y' podilem diferencidla é a pomoci Uprav a vyuZziti

primitivni funkce (neurcitého integralu).
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Priklad 2.1.1.

Najdéte vSechna feSeni obycejné diferencialni rovnice

y' = (Bx+ D™
Redeni:

dy

= (Bx+1)*

P Bx+1)

fdy = f(Sx + 1)*dx

Integral na pravé strané rovnice vyreSime metodou substituce:

u=3x+1
j(3x+1)4dx= ilu=3dx =
—du = dx
3
! (., 1 u® (3x + 1)°
=ju §du=§ju du=§-?+Cl=T+Cl, C; €ER

Po dosazeni do rovnice dostavame obecné reseni

_ (Bx+1)°
T 15

+C,

kdex € R, C € R.

Grafické feseni pro vybrana ¢ = —4,-2,0, 2, 4:

.

Obrazek 1: Grafické reseni prikladu 2.1.1. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Kdybychom vykreslili vSechna feseni, pak by integralni kfivky vyplnily celou rovinu.
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Priklad 2.1.2.

Najdéte vSechna rfeSeni obycejné diferencialni rovnice

, 1 X
y' =gcosg.
Redeni:
d _1 X
dx  8°°°8

fdy fcos dx

Integral na pravé strané rovnice vyfeSime metodou substituce:

X
X u_8

_ — — — 1 =
fcos dx = 8fc058dx du=§dx
8du = dx

1 X
=§fcos(u)8du=fcosudu=sinu+C1 =sin=+ Cy, C; ER

8

Po dosazeni do rovnice dostavame obecné feseni:

= Si x+C
y—51n8 ,

kdex € R, C € R.

Grafické feseni pro vybrana ¢ = —4,-2,0, 2, 4:

Obrazek 2: Grafické resSeni prikladu 2.1.2. (Zdroj: Vlastn{ zpracovani v programu GeoGebra)

Kdybychom vykreslili vSechna feseni, pak by integralni kfivky vyplnily celou rovinu.
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Priklad 2.1.3.

Najdéte partikuldrni feseni obycejné diferencialni rovnice
y' = x®—2x

s pocatecni podminkou y(1) = 0.

Redeni:

VyreSime slozitéjsi integrdl z pravé strany rovnice:
X7
f(x6—2x)dx=jx6dx—j2xdx=7—x2+61, C;eER

Po dosazeni do rovnice dostavame obecné reseni:
x’ "
y = 7 —X° + C,

kdex € R,C € R.

Nyni zjistime hodnotu konstanty C s vyuZitim pocatecni podminky x = 1,y = 0:

7

0=—-1%2+¢C
7
¢ = 6
7
Hledané partikularni reseni je tedy:
— x’ 2 4 6
Y= T Ty

kde x € R.
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Grafické reseni:

-2

Obrazek 3: Grafické reSeni prikladu 2.1.3. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Priklad 2.1.4.

Najdéte partikuldrni feseni obycejné diferencialni rovnice

, 1
y = x+3
s pocatecni podminkou y(—2) = 4.
Redeni:
Nejprve stanovime podminku x # —3.
dy 1
dx x+3

1
jdy=Jx+3dx

Integral na pravé strané rovnice vyreSime metodou substituce:

1 u=x+3 1
fx+3dx— |du=dx = fadu—ln|u|+61—ln|x+3|+C1,

Po dosazeni do rovnice dostavame obecné reseni:
y =In|x + 3| + C,

kdex # —3,C € R.

C, €ER

10
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Nyni zjistime hodnotu konstanty C s vyuzitim pocatecni podminky x = =2,y = 4:
4=In|-24+3|+C
C=4-1In(1)
C=4
Hledané partikuldrni reSeni je tedy:
y = In|x + 3| + 4,
kde x # —3.

Grafické reseni:

Obrazek 4: Grafické reseni prikladu 2.1.4. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Priklad 2.1.5.
Najdéte partikularni feSeni obycejné diferencialni rovnice

VxZ2—6x+9

x2

!

y =
s pocatecni podminkou y(0) = 3.
Reseni:

Nejprve stanovime podminku x # 0.

11
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dy Vx?—6x+9
dx x2

6x+9
fdy f dx

Vyresime slozitéjsi integral z pravé strany rovnice:

f& f\/(x— )2 dy = xx—23dxzjx J‘S

x2
1 x~1 3
=f—dx—sfx—de=1n|x|—3-—+cl=1n|x|+—+c1,
X -1 X
C;€ER

Po dosazeni do rovnice dostavame obecné reseni:
3
= In|x| + o +C,

kdex + 0, C € R.

Nyni bychom méli zjistit hodnotu konstanty C, abychom mohli nalézt partikularni feseni
vzhledem k pocatecnim podminkam. Takové feSeni ale v tomto pripadé neexistuje,

protoze x # 0.

Graficka reseni pro vybrana ¢ = —4,-2,0, 2, 4:

Obrazek 5: Grafické resSeni prikladu 2.1.5. (Zdroj: Vlastn{ zpracovani v programu GeoGebra)

Kdybychom vykreslili vSechna feseni, pak by integralni kfivky vyplnily celou rovinu kromé

prfimky x = 0.

12
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Priklad 2.1.6.

Najdéte partikuldrni feseni obycejné diferencialni rovnice

, X
Y T
s pocatecni podminkou y(0) = 1.
Re3eni:
dy  x*
dx  x2+1

X2
fdy=jx2+1dx

VyresSime slozitéjsi integral z pravé strany rovnice:

fxzd—fxzﬂd fld— te(x) + C C, €R
x2+1 X = x2+1x X2+1 X =Xx arcg(x) 1 1

Po dosazeni do rovnice dostavame obecné reseni:
y = x — arctg(x) + C,
kdex € R,C € R.
Nyni zjistime hodnotu konstanty C s vyuzitim pocate¢ni podminky x = 0,y = 1:
1=0-—arctg(0) +C
c=1
Hledané partikularni reseni je tedy
y = x —arctg(x) + 1,

kde x € R.

13
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Grafické reseni:

-30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 30

Obrazek 6: Grafické reSeni prikladu 2.1.6. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Priklad 2.1.7.

Najdéte partikularni feSeni obycejné diferencialni rovnice

ex
e (149)
y=e ( 3
s poc¢atecni podminkou y(0) = 3.
Redeni:

X

dy X e
ax© (”?)

fdy=fex(1+§)dx

Vyresime sloZitéjsi integral z pravé strany rovnice:

ex e%x dzzézx 1 1
jex(1+—)dx=fexdx+f—dx= 1 =ex+—Je“—du=
3 3 Zdu = dx 3 2
2

1 1
=ex+ge”+61=ex+gezx+61, C; ER

14
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Po dosazeni do rovnice dostavame obecné reseni rovnice:
X 1 2X
y=e"+ i +C,

kdex € R,C € R.

Nyni zjistime hodnotu konstanty C s vyuzitim pocatecni podminky x = 0, y = 3:

1
3=e°+gez'°+C

Hledané partikuldrni reSeni je tedy

X 2x 11
y=e" +—-e“" + ?,
kde x € R.
Grafické reseni:
y
,
5]
5
4
3
]
1
-10 -9 -8 -7 -8B -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
-1
-2

Obrazek 7: Grafické reSeni prikladu 2.1.7. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

15
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Priklad 2.1.8.

Najdéte vSechna rfeSeni obycejné diferencialni rovnice
y' = tg?(x).

Resent:

Nejprve stanovime podminku x # §+ km, k € Z.

dy )
I 8 (x)

j dy = f tg?(x) dx
Vyresime slozitéjsi integral z pravé strany rovnice s vyuzitim goniometrickych vzorc(:

jtz J _fsinzxd _fl—coszxd _f 1 4 fcoszxd
g ()dx = cos?x x= cos?x x= cos?x x cos?x x

=tg(x) —x + Cy, C; ER

Po dosazeni do rovnice najdeme obecné feSeni rovnice:
y=tg(x)—x+C,
kde x # >+ km,k € Z, C € R.

Grafické feseni pro vybrana ¢ = —4,-2,0, 2, 4:

. N

Obrazek 8: Grafické feseni prikladu 2.1.8. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Kdybychom vykreslili vS§echna feseni, pak by integralni kfivky vyplnily celou rovinu kromé

pfimek x = % + km, k € Z.

16
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Priklad 2.1.9.
Najdéte vSechna feSeni obycejné diferencialni rovnice

. sin(2x)

sinx
Redeni:
Nejprve stanovime podminku x # km, k € Z.

dy  sin(2x)
dx  sinx

f f sm(Zx)
sinx
Vyresime sloZitéjsi integral z pravé strany rovnice s vyuzitim goniometrickych vzorcu:

sin(2x) 2 sin x cos x
[

- - dx=f2cosxdx=2jcosxdx=ZSinx+Cl,CleR
sin x sin x

Po dosazeni do rovnice najdeme obecné reseni rovnice:
y = 2sinx + C,

kdex # km,k € Z, C € R.

Grafické feseni pro vybrana ¢ = —4,-2,0, 2, 4:

i I
1 1
] 1
] ]
] 1
i I
| '
i I
1 1
1 i
1 1
i 1
1 '
I I

Obrazek 9: Grafické feseni prikladu 2.1.9. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Kdybychom vykreslili vSechna feseni, pak by integralni kfivky vyplnily celou rovinu kromé

pfimek x = km, k € Z.

17



2 RESENE PRIKLADY

Priklad 2.1.10.

Najdéte partikuldrni feseni obycejné diferencialni rovnice
y' = x? cosx3

s pocatecni podminkou y(m) = 2.

Resent:
dy

2 3
— =x“cosx
d

x
fdy = fxz cos x3dx

SloZitéjsi integrdl na pravé strané rovnice vyfeSime metodou substituce:

u=x3
— 2,2 cosu 1 sinu
fxzcosx3dx= fu_ 3x"dx| _ du=—fcosudu= +C =
1, 3 3 3
3alu—x dx
sin x3
= 3 +Cll CleR

Po dosazeni do rovnice najdeme obecné reseni rovnice:

sin x3 i
3 )

y =
kdex € R,C € R.
Nyni zjistime hodnotu konstanty C s vyuZitim pocatecni podminky x =, y = 2:

sin 13

Hledané partikularni reseni je tedy

sinx® sinn3

- — +2
Yy=73 3

kde x € R.

18
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Grafické reseni:

Obrazek 10: Grafické reseni prikladu 2.1.10. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

19
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PRIKLADY K SAMOSTATNEMU PROCVICENI:

1.

y' =e* —sin2x

y' =+3x
’ 1
Y = it
y' = cos?x
y' = sin3x
y =3x" —4x, y(0) = 1

y' =x%Inx, y(3) =2

= —— 0) =4
Y = Fiear YO

! Cosx

y =e sinx, y(2mr) =3

g

[y

|

CcoS 2x

[y:ex+ +C,xE]R,CE]R]

2
[y=§\/3x3+C,xZO,C E]R]

1 X
[y =§arctg§+ C,xeR,CE R]

1 1
=—x+Zsin(2x) +C,xeERCE R]

2

1
[y = —§cos(3x) +C,xeR,CE ]R]

[y =x3—2x?+1,x € R]

X3

1
3 (ln(x)—§>+5—91n3,x2 0]

y = —arcsin(3x) + 4,x €

; (-3:3)

[y =—e“*+3+e,x €R]
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2 RESENE PRIKLADY

2.2 OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE SE SEPAROVANYMI PROMENNYMI

V této podkapitole budeme fesit diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi. Jsou

to rovnice zadané ve tvaru

Y =fx)g®).
Jedna se tedy o rovnice, ve kterych se nachazi soucin dvou funkci, z nichZ jedna zavisi

pouze na x a druha pouze na y.

Nejprve budeme hledat feseni rovnice g(y) = 0. Tato feeni jsou konstantnimi feSenimi
diferencidlni rovnice, ale nemusi nutné existovat v kazdém prikladu.

Déle budeme predpokladat, ze g(y) # 0 a budeme pokracovat v hleddni nekonstantniho
feSeni. Podobné jako v pfedchozi kapitole nahradime y' = Z—Z a dosadime do ptvodniho
zadani, ¢imz dostavame rovnici

dy
T f)g).

Rovnici upravime tak, aby na kazdé strané byla jen jedna proménna a integrujeme

dy
g T
1
| soytr = | reoa

Ziskame obecné feSeni v implicitnim tvaru

Gy)=F(x)+C

1
s primitivnimi funkcemi G (y) pro 50 F(x) pro f(x) aintegracni konstantou C.

Vyjadrenim y z obecného reSeni v implicitnim tvaru dostaneme explicitni tvar obecného
feSeni.
Vhodnou volbou konstanty C (pfipadné K) se snazime ziskat konstantni feseni, které by

Slo zahrnout do obecného.

Rovnice ve tvaru y' = f(ax + By + y) Ize pfevést na rovnice se separovanymi

proménnymi uzitim substituce u = ax + fy + y. (KUFNER, 1993)
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2 RESENE PRIKLADY

Test separovatelnosti proménnych

Diferencialni rovnice

y' =exy)

je rovnici se separovanymi proménnymi pravé tehdy, kdyz existuji funkce f(x) a g(y)

takové, ze

ox,y) =fx)g).

Pokud je ¢ nezdporna a dostatecné hladkd na néjaké oteviené konvexni mnoziné, je

rovnice rovnici se separovanymi proménnymi pravé tehdy, kdyz plati

0
¢ 0x —0
0 02 o
dy Oxayq)

Véta o existenci a jednoznacnosti feseni

Je-li g(yo) # 0, je feSeni pocatecni tlohy

y' =fg),  y(xo) = Yo,

které obdrzime pomoci postupu z predchozich odstavci, definované a jednoznacéné

urcené v néjakém okoli bodu x,.

(JANKOVSKY, PECHOVA, & PRUCHA, 1985)

22




2 RESENE PRIKLADY

Priklad 2.2.1.
Najdéte vSechna reSeni diferencidlni rovnice
y' = 6x%(y — 3).
Resent:
f(x) = 6x?
9gy)=y-3

e Konstantni reseni

e Nekonstantni reseni

dy 5
a—6x (y—3)

1
—dy = 6x2dx

j—dy f6x2dx

VyteSime integraly z obou stran rovnice

1 u=y-—3 1
yT3dy= du=dy|= Edu=ln|u|+C1=ln|y—3|+C1, CleR

X3
]6x2dx=6Jx2dx=6?+C2=2x3+C2, C, ER

Dosadime zpét do rovnice a dale upravujeme
Inly — 3| =2x3+C, CER
elnly=3| — 62x3+C

ly =3 = e* - €€

y = +e€- e’ 43

23



2 RESENE PRIKLADY

Zvolime novou konstantu K = +e¢, kde K # 0, pak jsou fe$enim vechny funkce

y =Ke?® 43,

kdex e R, K # 0.

Vhodnou volbou konstanty K = 0 dostavdme konstantni feSeni y = 3, které mlieme

zahrnout do obecného vzorce.
Vysledné feseni je tedy

y = Ke?’ 43,
kdex € R, K € R.

Grafické feseni pro vybrand K = —4,-2,0, 2, 4.

y |

— \\ S

Obrazek 11: Grafické reseni prikladu 2.2.1. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Kdybychom vykreslili vSechna feseni, pak by integralni kfivky vyplnily celou rovinu.
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2 RESENE PRIKLADY

Priklad 2.2.2.

Najdéte vSechna reSeni diferencidlni rovnice

y = —2xy.
Regeni:
f(x) =—-2x
g =y
e Konstantni feSeni
g») =0
y=0
¢ Nekonstantni feSeni
Z—i} = —2xy
laly = —2xdx

y

[Lay= [ -2
—dy = | —2xdx
y

VyteSime integraly z obou stran rovnice

1
j;dy=ln|y|+€1, Cl ER
x2
J_Zde=_27+ Cz, CzeIR
Dosadime zpét do rovnice a dale upravujeme
Inly|=-x?*+C, C€eR
elnlyl — e—x2+C
x? ., ,C

lyl=e™ -e
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2 RESENE PRIKLADY

Zvolime novou konstantu K = +e€, kde K # 0.

2

y=Ke™,
kdex e R, K # 0.

Vhodnou volbou konstanty K = 0 dostavdme konstantni feSeni y = 0, které mlieme

zahrnout do obecného vzorce.

Vysledné feseni je tedy

Ke™",

<
I

kdex € R, K € R.

Grafické feseni pro vybrand K = —4,-2,0, 2, 4:

af¥

Obrazek 12: Grafické reseni prikladu 2.2.2. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Kdybychom vykreslili vSechna feseni, pak by integralni kfivky vyplnily celou rovinu.
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2 RESENE PRIKLADY

Priklad 2.2.3.

Najdéte vSechna reSeni diferencidlni rovnice

y ==
Reseni:
Nejprve stanovime podminku x # 0.
fOx) = 2
X
g =y
e Konstantni feSeni
9g) =0
y=0
¢ Nekonstantni feSeni
ay_2
X X
ldy =—dx

VyteSime integraly z obou stran rovnice

1
j;dy=ln|y|+€1, Cl ER

2 1
j—dx=2j—dx=21n|x|+62, C, ER
X X

Dosadime zpét do rovnice a dale upravujeme

In|y| = 2In|x| + C, CeR

elnlyl — 821n|x|+C
2
elnlyl — elnx . eC

[yl = x? e
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2 RESENE PRIKLADY

y=dte" - x

Zvolime novou konstantu K = +e¢, kde K # 0, pak jsou fe$enim viechny funkce
y = Kx?,

kdex e R K # 0.

Vhodnou volbou konstanty K = 0 dostdvame konstantni feSeni y = 0, které mizeme

zahrnout do obecného vzorce.
Vysledné feseni je tedy

y = Kx?,
kdex #+# 0,K € R.

Grafické feseni pro vybrand K = —4,-2,0, 2, 4.

Obrazek 13: Grafické feseni prikladu 2.2.3. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
Kdybychom vykreslili vSechna feseni, pak by integralni kfivky vyplnily celou rovinu kromé

primky x = 0.
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2 RESENE PRIKLADY

Priklad 2.2.4.

Najdéte partikuldrni feseni diferencialni rovnice

y’sin(x) = y cos(x)

s pocatecni podminkou y (g) = 1.
Redeni:

PrepiSeme danou rovnici na tvar

,  Cosx
Y =Y sinx
a zavedeme podminku x # km, k € Z.
cos(x)
f) = sin(x)
gy) =y
e Konstantni feSeni
gy) =0
y=0
e Nekonstantni reseni
dy  cos(x)
dx 7 sin(x)
1 cos(x)
—dy = —
y sin(x)

—ay
y

VyresSime integraly z obou stran rovnice

cos(x)

J

sin(x)

1
f;dy=ln|y|+cl, Cl ER

Slozitéjsi integral na pravé strané rovnice vyresSime metodou substituce:

cos(x) u = sin(x)

u = cos(x) dx

J

sin(x) dx = |d

1
|=Jadu=]n|u|+C2=ln|Sil’1x|+Cz, C; ER
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2 RESENE PRIKLADY

Dosadime zpét do rovnice a dale upravujeme

In|y| = In|sinx| + C, CEeR

elnlyl — plnlsinx|+c
elnlyl — plnlsinx| . ,C
[yl = sin(x) - e¢
y = +e - sin(x)
Zvolime novou konstantu K = +e¢, kde K # 0, pak jsou fe$enim viechny funkce
y = K sinx,
kdex e R, K # 0.

Vhodnou volbou konstanty K = 0 dostavdme konstantni feSeni y = 0, které mlieme

zahrnout do obecného vzorce.

Obecné feseni je tedy

y = Ksinx,

kdex € R, K € R.

Nyni zjistime hodnotu konstanty K s vyuZitim pocateéni podminky x = g, y=1:

1= I(sinE
2
1=K-1
K=1
Hledané partikularni reseni je tedy
y = sinx,

kde x € R.
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2 RESENE PRIKLADY

Grafické reseni:

Obrazek 14: Grafické feseni prikladu 2.2.4. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Priklad 2.2.5.

Najdéte vSechna feSeni diferencidlni rovnice

= 6x
y
Reseni:
Nejprve musime vyradit funkci y = 0.
PfepiSeme danou rovnici na tvar
y' = 6xy.
f(x)=6x
g =y
e Konstantni reseni
9gy) =0
y=0

Vidime, Ze vtomto pfipadé konstantni feSeni neexistuje, protoze funkci y = 0 jsme

vyradili.
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2 RESENE PRIKLADY

e Nekonstantni reseni

1 dy
Y ax
1al 6xd
—ay = ox ax
yy

1
—dy=f6xdx
J5

VyreSime integraly z obou stran rovnice

1
j;dy=ln|y|+€1, Cl ER

2
x
f6xdx=6fxdx=67+62=3x2+CZ, C, ER

Dosadime zpét do rovnice a dale upravujeme
In|y| =3x%2+C, CeR
elnlyl = e3x2+C

[yl = €3 - ef

y = te€ - 3%’
Zvolime novou konstantu K = +e¢, kde K # 0, pak jsou fe$enim viechny funkce
3x?

y =Ke>*,

kdex € R, K # 0.
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2 RESENE PRIKLADY

Grafické feseni provybranda K = —4,-2,1, 2, 4.

Obrazek 15: Grafické feSeni prikladu 2.2.5. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Pokud bychom vykreslili vSechna feSeni, pak by integralni kfivky vyplnily celou rovinu

kromé pfimky y = 0.

Priklad 2.2.6.

Najdéte partikuldrni feseni diferencialni rovnice

s pocatecni podminkou y(3) = 2.
Redeni:
Nejprve stanovime podminku x # 0 a musime vyradit funkci y = 0.

PfepiSeme danou rovnici na tvar

, 4
y=x—2}’

4
O ==

x2

gy) =y
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2 RESENE PRIKLADY

e Konstantni reseni
g =0

y=0

Vidime, Ze v tomto pfipadé konstantni feSeni neexistuje, protoze funci y = 0 jsme

vyradili.

e Nekonstantni reseni

dy 4
dx_xzy

1 4

1 4
—dyzfﬁdx

VyreSime integraly z obou stran rovnice
1
j;dy=ln|y|+€1, Cl ER

4 , x1 —4
]Fdx=4jx dx=4_—1+62=7+62,

Dosadime zpét do rovnice a dale upravujeme

—4
ln|y|=7+C, CeR

—4
el ==

—4
elnlyl = o . o€
-4
Iyl =ex -e°
ot
y=tel e,

Zvolime novou konstantu K = +e¢, kde K # 0, pak jsou feenim viechny funkce

-4
y=Kex,

kdex # 0,K # 0.
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2 RESENE PRIKLADY

Nyni zjistime hodnotu konstanty K s vyuzitim pocatecni podminky x = 4, y = 2:

-4
2=Ke

Hledané partikuldrni reSenti je tedy

=4
y=2e-ex

Grafické reseni:

Obrazek 16: Grafické feseni prikladu 2.2.6. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Priklad 2.2.7.
Najdéte vSechna reSeni diferencidlni rovnice
y' = SW.
Redent:
f(x) =5

4
5

gy =y
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2 RESENE PRIKLADY

e Konstantni reseni

e Nekonstantni reseni

dy s/
Ix 51y
1
— dy = 5dx
y5

4
fy_gdy=J5dx

Vyresime integrdly z obou stran rovnice

Ul =

_4 y 1
jy 5dy=T+C=5y5+Cl, C; ER
5

Jde=5de=5x+Cz, C, ER
Dosadime zpét do rovnice a dale upravujeme

1
5y5 = 5x + C, CeR

ull =

ys=x+

il &

Konstanta ndsobend Cislem je opét konstanta, budeme tedy v zapisu pouzivat i nadale
pouze oznaceni C. (Takto budeme oznacovat konstantu i dalSich prikladech, kde se

vyskytne nasobeni konstanty Cislem.)

kdex € R,C € R.
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2 RESENE PRIKLADY

Konstantni feSeni y = 0 nedostaneme Zadnou volbou konstanty C, proto jej musime

pripsat zvlast.

Vysledné feseni je tedy
y=G+0)ay=0,

kdex € R,C € R.
Grafické feseni pro vybrand K = —4,-2,0, 2, 4.

|

J

l

Obrazek 17: Grafické reseni prikladu 2.2.7. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Pokud bychom vykreslili vSechna feseni, pak by integralni kfivky vyplnily celou rovinu.

Priklad 2.2.8.

Najdéte partikularni feseni diferenciadlni rovnice

Y _
y x-—1
s pocatecni podminkou y(2) = 3.

Redeni:

Nejprve stanovime podminku x # 1 a vyfadime funkciy = 0.
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PfepiSeme zadanou rovnici do tvaru

g =y
e Konstantni reSeni
9() =0
y=0
Vidime, Ze v tomto pfipadé konstantni feSeni neexistuje, protoze funkci y = 0 jsme
vyradili.

e Nekonstantni reseni

ldy 2

ydx x-—1
1d __Z d
yy_x—l x

J5=[7=
yy_ x—1x

VyteSime integraly z obou stran rovnice
1
j—dy=ln|y|+C1, Cl ER
y
u=x-—1

2 1 1
fx—ldxzzfx—ldx:|du=dx|:2fﬂdu:21n|u|+(:2:

=21n|x_1|+62, CzER

Dosadime zpét do rovnice a dale upravujeme
In|ly| =2In|x - 1|+ C, CeR
elnlyl — pIn(x-1)?+C
Y= (=12 e

y=4e (x —1)2
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2 RESENE PRIKLADY

Zvolime novou konstantu K = +e¢, K # 0. Obecné feeni je tedy
y=K(x-1)?
kdex +# 1,K # 0.

Nyni zjistime hodnotu konstanty K s vyuzitim pocatecni podminky x = 2, y = 3:

3=K(2-1)>*
K =3
Hledané partikuldrni reSeni je tedy
y=3(x-1)?

kde x # 1.

Grafické reseni:

Obrazek 18: Grafické feseni prikladu 2.2.8. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Priklad 2.2.9.
Najdéte partikularni feseni diferencidlni rovnice
2.7

y“y = —sinx

s pocatecni podminkou y(m) = 2.
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2 RESENE PRIKLADY

Redeni:
! . 1
y' = —sinx- }7
f(x) = —sinx
1
gy = "
e Konstantni reseni
gy =
1
F = O

Vime, Ze jmenovatel zlomku se 0 rovnat nesmi, proto v tomto pfipadé konstantni reseni
vyjadrit nemUizeme.
e Nekonstantni feSeni

yzd_y: —sinx
dx

y2dy = —sinx dx

Jyzdy=J—sinxdx

VyresSime integraly z obou stran rovnice

y3
Jyzdy=?+cll CleR

f—sinxdx=c05x+C2, C, ER

Dosadime zpét do rovnice a déle upravujeme
y3
3 =cosx + C, CeR

y3>=3cosx+C

y = Y3 cosx + C,

kde x € R, pak C > 3.
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2 RESENE PRIKLADY

Nyni zjistime hodnotu konstanty C s vyuzitim pocatecni podminky x =, y = 2:

2 =13/3cos(m) +C

2=%34+C
22=3+4+C
C=5

Hledané partikularni reseni je tedy

y =3/3cosx + 5,

kde x € R.

Grafické reseni:

Obrazek 19: Grafické feseni prikladu 2.2.9. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Priklad 2.2.10.

Najdéte partikularni feseni diferencidlni rovnice

|
y+ 17 T " sinZx

s pocatecni podminkou y (g) = 2.



2 RESENE PRIKLADY

Redeni:
Nejprve stanovime podminku sin?x # 0 - x # km, k € Z a vyfadime funkciy = —1.

Upravime si rovnici do tvaru

, 1
Y=gz 0t
f) = ~ sinZx
gy)=y+1
e Konstantni feSeni
9g) =0
y+1=0
y=-1
Vidime, Ze v tomto pfipadé konstantni feSeni neexistuje, protoze funkci y = —1 jsme
vyradili.
¢ Nekonstantni feSeni
1 dy 1

y+1 dx  sinZx

—— dy=-———d
y+1 4 sinzx

1
— d
fy+1 f sinzx

VyresSime integraly na obou strandch rovnice

1 u=y-|-1 1
fmdy— du:dy|—fadu—ln|u|+61—ln|y+1|+Cl, C; €ER

1
— dx = cot C,, C,eR
J SinZx x = cotgx + C, 5
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Dosadime zpét do rovnice a dale upravujeme

In|y + 1| =cotgx + C, CeR
eln|y+1| — ecotgx+C
|y + 1| — eC . ecotgx
y + 1= ieC . ecotgx

y= ieC . ecotgx -1
Zvolime novou konstantu K = +e€, kde K # 0.

Obecné feseni je

y = Kecotex _ 1,
kdex # km, k € Z,K # 0.

Nyni zjistime hodnotu konstanty K s vyuZitim poc¢atecni podminky x = Y= 2:
2 =Kec®* —1
2=K-1

K=3

Hledané partikularni reseni je tedy

kde x # km, k € Z.

Grafické reseni:

Obrazek 20: Grafické feSeni prikladu 2.2.10. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
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2 RESENE PRIKLADY

PRIKLADY K SAMOSTATNEMU PROCVICENI

1. xy'—y=0
[y =Kx,x € R K € R]
2. L= 4x
y
[y = Ke?**,x € R,K # 0]
3. yr_ 1
y x—1

[y=K(x—-1),x#1,K # 0]
4. y' =tgx(2—y)
T
[y=C-cosx+2,x¢5+kn,kEZ,CER]

5. y' =x%+ x%y?

3

B A N LT
y=1%8\3 "3 g T

6. xy'=-y,y(4) =3

_ 2x+1
T 2(y-1)

y(0)=0

[y=1— x2+x+1,xER]

_ 4+ 2x €(-1.1)
y_ 1_xrx )

[y:—_l — ,x€(1;1+e)]
In(x—-1)—-1

8. y2—1+4+yy'(x*—=1)=0,y(0)=2

9. (x—1y' +y*=0,y(2) =-1
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2 RESENE PRIKLADY

2.3 HOMOGENNI DIFERENCIALNI ROVNICE

Homogenni diferencialni rovnice jsou rovnice ve tvaru

v =f )

X

Redime je pomoci substituce, tedy zavedenim nové zavislé proménné u, pro kterou plati

vztah

R

s podminkou x #+ 0.
Zavedenou substituci miZzeme napsat ve tvaru
Yy =ux
a nasledné provést derivaci
y' =u'x +u.
Po dosazeni do plvodni rovnice dostaneme pro nezndmou funkci u rovnici
u'x+u=f(),
ktera je rovnici se separovanymi proménnymi

, fw—-u ) 1 1
u' = . neboli 170 _udu = xdx.

Nasledné rovnici integrujeme

1 1
J == 5o
vyjadfime u, dosadime podle plvodni substituce u = % a dostaneme obecné reseni
zadané diferencialni rovnice.
Jestlize pro néjakou hodnotu u, plati f(uy) = uy, je konstantni funkce u(x) = u, dalSim

flu

v v , . -u . vr v v , vr o s ,
feSenim rovnice u’ = T) a funkce y(x) = uyx je pak dalsim fesenim nasi vychozi

rovnicey' = f G) (KUFNER, 1993)
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2 RESENE PRIKLADY

Priklad 2.3.1.

Reste diferencialni rovnici

r_ y
Y xy — x?%
Redeni:
Rovnici upravime do tvaru
y' v
=)
A
y = (E) Y _{
X

y=ux—-y =ux+u

Nahradime vyrazy % a ddle upravujeme

14 2 1
u'x+u=u*-
u—1
1
I — 142 . _
u'x=u — u
our—u(u—-1) ur-ut+4u u
u'x = = =
u—1 u—1
du u
X — =
dx u-—1
u—1 1
du =—dx
u X

u—1 1
J du=f—dx
u X

Tuto Upravu mliZzeme provést za predpokladu u # 0 a u # 1 a nasledné vyfesime

integraly z obou stran rovnice
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2 RESENE PRIKLADY

u—1 1
f du=f(1——)du=u—ln|u|+€1, Ci €ER
u u

1
f;dx = In|x| + C;, C, ER

Dosadime zpét a dale upravujeme
u—In|u| =In|x| + C, CeR
u =In|x| + Inju] + C
el — lnlxl+Injul+c
et = |xu| - e®

et =+e’ - xu

Zvolime novou konstantu K = +e€, kde K # 0.

e = Kxu
y
ex = sz
x
y
ex = Ky,

kdex # 0,K # 0.

V priibéhu feseni jsme urcili podminku u # 0 a u # 1. K témto funkcim se nyni vratime a

po dosazeni hodnoty do y = ux zjistime, zda jsou také feSenim pUvodni rovnice.
Yy =ux
u=0-y=0
u=1-y=x
Dosazenim si ovéfime, zda jsou obé funkce feSenimi rovnice. Pro y = x neni rovnost
splnéna a tudiz funkce neni jednim z Fe$eni. Zadnou volbou konstanty K nezajistime
funkci y = 0 a je potfeba ji doplnit k feSeni. Vysledné feSeni zadané rovnice je
y
ex=Kyay=0,

kdex = 0,K # 0.
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2 RESENE PRIKLADY

Grafické feseni pro vybrana K = —4, -2, 2, 4:

Obrazek 21: Grafické reseni prikladu 2.3.1. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Pokud bychom vykreslili vSechna feseni, pak by integralni kfivky vyplnily celou rovinu

kromé pfimky x = 0.

Priklad 2.3.2.
Redte diferencialni rovnici
x%y' +xy = x? + y2.

Rovnici upravime do tvaru

. x*+y*—xy
y = 2
N Y
I=1 v _
y'=1+(3) -3

y=ux—->y =ux+u
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2 RESENE PRIKLADY

Nahradime vyrazy % a dale upravujeme

ux+u=1+4+u?®—-u

ux=1+u?-2u

du

- = —1)2
xdx (u )

1 du=-d
w—12z ¢ =

fﬁdu=[%dx

Tuto Upravu mlzZeme provést za predpokladu u # 1 a nasledné vyreSime integraly z obou

stran rovnice

j L —F=“‘1— ]wu—_1+c— Ly, C, ER
w-—02M T ldt=qul = ¥ =TT T !

1
'[;dx=ln|X|+Cz, CzeR
Dosadime zpét a dale upravujeme

1
—?=11’1|X|+C, CeR

_ 1
"~ Inlx] +C
_ 1
u " Inlx|+C
w= In|x| + C
B In|x|+C -1
" Inlx|+C

y_ln|x|+C—1
x  In|x|+C

B In|x| +C—1
Y= \"hxl+c /)

kde x #0,C € R.
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2 RESENE PRIKLADY

V pribéhu feseni jsme urcili podminku u # 1. K této funkci se nyni vratime a po dosazeni

hodnoty do y = ux zjistime, zda je také feSenim pUvodni rovnice.
Yy =ux
u=1-y=x

Dosazenim si ovéfime, Ze funkce je skutecné feSenim rovnice. V tomto pfipadé nelze

nalézt konstantu C, kterd by zajistila zahrnuti do obecného vzorce, musime tedy tuto

funkci pripsat zvlast.

Obecné feSeni zadané diferencidlni rovnice je

B In|x| +C—-1 _
y=4x In|x| + C ay=x%

kdex # 0,C € R.

Grafické feseni pro vybrana C = —4,—-2,0, 2, 4.

Obrazek 22: Grafické reseni prikladu 2.3.2. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Pokud bychom vykreslili vSechna teseni, pak by integralni kfivky vyplnily celou rovinu

kromé pfimky x = 0.
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2 RESENE PRIKLADY

Priklad 2.3.3.
Redte diferencialni rovnici

2xyy' = x? + y2.
Rovnici upravime do tvaru

2 2

XY

y_ny 2xy

Y

Y =yt

1y

Y Ty T
x

Stanovime podminku x # 0 a y # 0 a m{Zeme zavést substituci.

Y
u==
x
y=ux—-y =ux+u

Nahradime vyrazy % a ddle upravujeme

e+ 1 +u
u =—+=
XrTU=ouT2

, 1+u
ux—zu > u

du_1+uz—2u2
xdx_ 2u

2u
1—u?

X
J 2u d _fld
1—u? U= xx

Tuto Upravu mlizeme provést za predpokladu u # 0 a u # +1 a nasledné vyreSime

1
du =— dx

integraly z obou stran rovnice
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2 RESENE PRIKLADY

f du=|dt =2udu | = f—- (=1)dt = —In|t| + C;, C,ER
1—u? t
—dt = 2udu

1
f;dx=1n|X|+C2, CzeR

Dosadime zpét a dale upravujeme
—In|t| =In|x| + C, CeR

In[t] = —In|x| + C
In-L
elnltl =e n|x| . eC

|t =" e°

| x|

1
t=K-=
x
1
1-u*=K--
x
1
ut=1-K--
x
K
u==|1——
K
X=i 1-——
x x
—ix 1%
y=x x
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2 RESENE PRIKLADY

V pribéhu feseni jsme urcili podminku u # 0 a u # 1. K témto funkcim se nyni vratime a

po dosazeni hodnoty do y = ux zjistime, zda jsou také feSenim plvodni rovnice.
Yy =ux
u=0-y=0
u=1-y=x
u=-1-y=—-x

Dosazenim si ovéfime, zda jsou funkce feSenimi rovnice. Pro y = 0 neni rovnost splnéna a
tudiz funkce neni jednim z feSeni. Vhodnou volbou konstanty K = 0 zajistime funkce

y = + a mlZeme je zahrnout do obecného vzorce.
Vysledné feseni zadané rovnice je

y = +V/xVx — K,
kde x?> — Kx > 0.

Grafické feseni pro vybrand K = —4,-2,0, 2, 4:

x

Obrazek 23: Grafické feseni prikladu 2.3.3. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Kdybychom vykreslili vS§echna feseni, pak by integralni kfivky vyplnily celou rovinu kromé

prfimky x = 0.
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2 RESENE PRIKLADY

Priklad 2.3.4.

Reste diferencialni rovnici

Redeni:
Nejprve stanovime podminku x # 0 a zavedeme substituci

u=-—-
X

y=ux->y =ux+u
Dosadime a ddle upravujeme

ux+u=1+2u

ux=14+u
du—l—i—
xdx_ u
1 1

du =—dx
14+u X

1 1
J du=f—dx
1+u X

Tuto Upravu mliZzeme provést za predpokladu a u # —1 a nasledné vyfeSime integrdly

z obou stran rovnice

1 t=1+u 1
f1+udu_|dt=du —f?dt—ln|t|+C1, ¢, €R

1
f;dx = In|x| + Cy, C, ER

Dosadime zpét a dale upravujeme

In|t| = In|x| + C, C eER

elnltl — elnlxl . ef

|t] = |x| - e€

t=4e x
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2 RESENE PRIKLADY

Zvolime novou konstantu K = +e€, kde K # 0.

1+u=K-x

u=K-x-—1

R I

=K-x—1

y=x(K-x—1)
y = Kx?—x,
kdex # 0,K # 0.

V prabéhu feseni jsme urcili podminku a u # —1. K této funkci se nyni vratime a po

dosazeni hodnoty do y = ux zjistime, zda je také feSenim pavodni rovnice.
Yy =ux
u=-1-y=—x

Dosazenim si ovéfime, Ze je funkce skutecné feSenim rovnice. Vhodnou volbou konstanty

K = 0 zajistime funkci y = —x a mUZeme ji zahrnout do obecného vzorce.
Vysledné feseni zadané rovnice je
y = Kx? —x,

kdex # 0,K € R.
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2 RESENE PRIKLADY

Grafické feseni pro vybranda K = —4,-2,0, 2, 4:

Obrazek 24: Grafické feSeni prikladu 2.3.4. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
Kdybychom vykreslili vSechna feseni, pak by integralni kfivky vyplnily celou rovinu kromé

pfimky x = 0.

Ke kapitole homogenni diferencidlni rovnice pfidame jesSté feSeni rovnic ve tvaru

r_ ax+,8y+y) . . v . ; (Z) . o
y = f(A—x+By+C . Tuto rovnici lze prevést na rovnici typu y = f . substituci, pti niz

zavedeme novou nezdvisle proménnou t (misto x) a novou zavisle proménnou — tj. funkci

—u (misto y). Substituce ma tvar
t=x—nh
u=y-—xk,
kde h, k jsou FfeSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic
ah+pk+y=0
Ah+ Bk +C =0.

!

v . ' du dy . . v . . .
ProtoZe pak je u’ = — =y’ = —=, pfejde nase rovnice v rovnici tvaru
u
at+fu a+p- u
At+Bu A+B? t

a to je jiz zminéna rovnice typu y' = f (%)
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2 RESENE PRIKLADY

V pfipadé, Ze by soustava linearnich algebraickych rovnic nebyla reSitelnd, Ize rovnici

pfevést na rovnici se separovanymi proménnymi substituci
u=ax+ Ly,

kde u je novd neznama funkce. (KUFNER, 1993)

Priklad 2.3.5.

Reste diferencialni rovnici

; _ 4x-3y-1
T 3x+4y-7 "

Redeni:
Vidime, Ze zadana rovnice je typu y' = f (%), kdea=4,=-3,y=-1,A=3,

B=4aC=-7.

Soustava linearnich algebraickych rovnic ma tvar

4h—-3k—-1=0
3h+4k—-7=0
ajejiresenijeh =1,k =1.
Nyni mlGzZeme zavést substituci
t=x—-1
u=y-1

a dostavame rovnici

u
r_ 4t-3u _ 4-37
3t+4u 3+4%'

Zavedeme dalsi substituci ve tvaru

diky které se dostaneme k rovnici se separovanymi proménnymi a dale uz pokracujeme

zndmym zplsobem.
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2 RESENE PRIKLADY

- _4—32
SRy
dz 4 — 3z
dt 3+4z

dz 4 —3z—2z(3+4z)
dt 3+ 4z

dz 4 — 6z — 4772
dt 3+4z

3+4z 4 —1dt
4—6z—422% "%

j 3+ 4z _ ] gt
b—67—a2 %=
Vyresime integrdly z obou stran rovnice
] 3+ 4z d _j 3+ 4z dy — 1j 3+4z p
4—6z—422" " ) 20222 +32-2) """ " 2) 222+32-2""

_lv=2z243z-2|_ 11 1
— dv:(4z+3)dz ——Ef;dv——iln|v|+C1, Cle]R

1

f?dt=ln|t|+C2, CZ ER
Dosadime zpét a dale upravujeme

1

—§1n|v|=ln|t|+C, C eER
In|v]| = —=2In|t]| + C
1 ln1
enlvl_e tz_eC

|U|=t—2'€

— c._
v =+e 2

Zvolime novou konstantu K = +e¢, K # 0.
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(2z2+3z—-2)t? =K

<2u—22+3g—2)t2 =K
t t
2u? 4+ 3ut — 2t =K
20— 12 +3(y—-D(x—-1)-2(x—1)?=K
2002 =2y+ D) +3(xy—y—x+1)—-2(x*-2x+1) =K
2y —4y+2+3xy—3y—3x+3—-2x*+4x—-2=K
Obecné fesSeni rovnice v implicitnim tvaru je
2y2 =7y +3xy—2x2+x+3—-K=0.

Grafické feseni pro vybrand K = —4,-2,0, 2, 4.

Obrazek 25: Grafické feseni prikladu 2.3.5. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Pokud bychom vykreslili vSechna Feseni, pak by integralni kfivky vyplnily celou rovinu.
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Priklad 2.3.6.
Reste diferencialni rovnici
y' = (2x + 3y)?.

a=2,=3,y=A=B=0,C=1

2h+3k=0

1=0

Soustava neni jednoznacné fesitelnd, a proto zavedeme substituci

u=2x+3y

u' =2+ 3y

Ziskdvdme rovnici se separovanymi proménnymi a ddle uz pokradujeme znamym

zplUsobem
u =3u?+2
s 2+2
dx u
! du=d
3uz+z

1
J3u2+2d”=fdx

VyresSime integraly z obou stran rovnice

V3u
V=—7
V2
1 1 V2 V2 1
[t im =B [ P2 [ L,
3u? + 2 V2 2v2 42 /3 v3J) 2(w?+1)
V2
—dv =du
V3
1 1 1
= ﬁf‘l)z—“dv = ﬁarctg(v) + Cl, C1 eER

fdx=x+C2, CzER
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2 RESENE PRIKLADY

Dosadime zpét do rovnice a dale upravujeme

1
—arctg(v) = x + C, CeR
NG g(v)

arctg(v) = V6(x + C)
tg(arctg(v)) = tg(V6(x + 0))

v = tg(V6(x + C))

%u = tg(V6(x + 0))

2
u= \/—\/; tg(V6(x + 0))
2
2x + 3y = \/—\/; tg(V6(x + 0))

V2
3y =—- tg(V6(x + C)) — 2x
Y= g(Ve(x + 0))
Vysledné obecné fesSeni rovnice je tedy

y = % [% tg(V6(x + C)) — Zx].

Grafické feseni pro vybrand C = —4,-2,0,2,4.

Al

Obrazek 26: Grafické feseni prikladu 2.3.6. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
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2 RESENE PRIKLADY

PRIKLADY K SAMOSTATNEMU PROCVICENI

1.

Ut

xy'=2x+y
xy' =yln=
, X
=3
xy'+y=x

2xyy' —y?+x2=0

[y =xIn|x|+C),C € R,x #+ 0]

[y=x-ef*"'ay=0,K€R,x+0]
[y=i\/x2—K,x2—K>0]

[—x K ker ;eo]
y_z xl Ix

y=+JKx—x2,Kx—x*>>0
|y =2
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2.4 LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE

Nazyvame tak rovnice tvaru y' = f(x,y), kde je f linedrni funkci proménné y, tj. rovnice

tvaru
y'=g()y+h(x) resp. y'—g(x)y=h(x),
kde g a h jsou dané funkce proménné x a jsou spojité na intervalu {(a, b).

Je-li h(x) = 0, nazyvdme rovnici homogenni a mluvime o zkrdcené linedrni diferencidini

rovnici

Je-li h(x) # 0, mluvime o uplné diferencialni linedrni rovnici.

HOMOGENNI LINEARNi DIFERENCIALNi ROVNICE
Tato rovnice ma tvar
y =gy

a muzZeme ji feSit metodou separace proménnych:

1
f;dyzfg(x)dx+€, CeR

In|y| = jg(x)dx +C
elnlyl = pfg(dx . 5C
y =+eC-el9Wax = gelaax g 4
Vhodnou volbou K = 0 ziskdvame y = 0, coz je singularni rfeseni.
y=Kel9@dx kg eR,
Pocatecni uloha
y'=g®)y, y(xo) = yo
ma tedy feSeni

Y =y, efxog(t)dt_
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2 RESENE PRIKLADY

NEHOMOGENNI LINEARNI DIFERENCIALNi ROVNICE

Tyto rovnice se feSi tzv. metodou variace konstanty. Vyjdeme zrfeSeni homogenni

diferencialni rovnice
y =Ke®®,

kde G je primitivni funkce k funkci g:

G(x) =f g(t)dt.

Xo
Nahradime konstantu K néjakou (spojité diferencovatelnou) funkci u(x), kterou se
pokusime uréit z podminky, aby funkce y(x) = u(x)e®® Fesila nehomogenni rovnici
y' =gy + h(x).
Dosazenim dostavame
U (0)e@ + u(x)G' (x)e’™@ = g(x)u(x)e®™ + h(x).
Protoze je G'(x) = g(x), dostdvame odtud pro neznamou funkci u diferencialni rovnici
u'(x) = h(x)e 6™,

To je obycejna diferencidlni rovnice zakladniho typu, kterou lze fesit pfimou integraci:
X
u(x) = J h(t)e ¢®dt + C.
Xo

Po dosazeni do rovnice y(x) = u(x)e®® dostavame obecny tvar fedeni diferencialni

rovnice
X
y(x) = U h(t)e ¢Odt + Cl elf™),
Xo
kde C je libovolna redlni konstanta a funkce G je dana vzorcem G(x) = f;; g(t)dt.
Redeni pocateéni tlohy

y =g@y+hx), yo)=yo

pak dostaneme, polozime-li C = y,.
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Véta

Budte g, h funkce spojité na intervalu I = (a, b). BudiZ (x,,y,) bod v roviné R? s x, € I.
Pak ma poc&atecni udloha y' = g(x)y + h(x), y(x,) =y, pravé jedno feseni y(x),
definované pro x € I vzorcem y(x) = [f;) h(t)e ¢ ®Odt + C] ef™, kde funkce G je déna

vzorcem G(x) = f;:)g(t)dt.

Obecné feSeni nehomogenni rovnice je tedy souctem obecného feSeni homogenni

rovnice Ce®™ a partikuldrniho fe$eni nehomogenni rovnice. (KUFNER, 1993)
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Priklad 2.4.1.
Reste pocatedni tlohu

xy'—y=5x%  y()=0.
Resent:

Rovnici nejprve prevedeme na tvar

, 5x*+y
YT T

'=5 +1
y =oxay

Jednd se o linearni rovnici kde g(x) =% a h(x) = 5x. Tyto funkce jsou spojité na
intervalech [ = (0,0) a [ = (—o,0). Protoze zpocatecni podminky vidime, ze

(x0,¥0) = (1,0), tak zvolime prvni interval.

Ptiklad nejprve vyreSime svyuZitim vySe zminéné véty a poté i metodou variace

konstanty.

X xdt
G(x)=j g(t)dt=f T=ln|x|—ln1=lnx,(xel)
1

X0

X X 1 X
y(x) = U Ste~ntdt + 0] elnx =j St?dt-x = SxJ dt =5x(x — 1)
1 1 1

Metoda variace konstanty je podstatné delsi, ale dovede nas ke stejnému vysledku.

! 1 _0
Yy =3V =

1
y_xy

ldy 1

ydx x

“dy =—d
y T2

[ar=] 3
y YT ™

Tuto Upravu mlzZeme provést pouze za predpokladu y # 0.
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In|y| =In|x| + C, CeER
elnlyl — plnlx| . 4C
lyl = |x|-e€
y=+4e‘ x
Zvolime novou konstantu K = +e¢, K # 0.
y = Kx
Vhodnou volbou konstanty K = 0 dopInime funkci y = 0.
Regeni zkracené linearni diferencialni rovnice je
y = Kx, K e R.
Provedeme variaci konstanty a hledame reSeni nehomogenni rovnice.
y=K(x)x
y' =K'(x)x + K(x)
Dosadime do plvodniho zadani a dale upravujeme
x - (K'(x)x + K(x)) — K(x)x = 5x?
K'(x)x? + K(x)x — K(x)x = 5x?
K'(x)x? = 5x2
K'(x)=5
K(x) = SJ dx
K(x) =5x+K
y=(5x+K)x
Obecnym feSenim zadané diferencidlni rovnice je
y=5x2+Kx, KER
Nyni zjistime hodnotu konstanty K s vyuZitim pocatecni podminky x =1, y = 0:
0=5-12+K-1

K=-5
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Hledané partikularni reseni je
y = 5x? — 5x = 5x(x — 1).
Vysledky obou postupt jsou shodné.

Grafické reseni:

Obrazek 27: Grafické reSeni prikladu 2.4.1. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Priklad 2.4.2.
Reste diferencialni rovnici
y' cosx + ysinx = 1.
Reseni:
Nejprve si rovnici upravime do tvaru
y'cosx =1—ysinx
a za predpokladu cosx # 0 - x # % + km, k € Z do tvaru

, 1 sin x
Y COS X Y cos x’

1

cosx’

sin

kde g(x) = za h(x) =

cos
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Nejprve urcime obecné feSeni homogenni rovnice

L sin x —0
Y Y osx
;L sin x
Y =Y cosx
1dy  sinx
ydx  cosx
1 sin x
f—dy=—f dx
y CcoSs x

Tuto Upravu lze provést za predpokladu y # 0. VyfeSime sloZitéjsi integral z pravé strany

rovnice:
sin x
- dx =
COS X

Dosadime a ddle upravujeme

t =cosx
dt = —sinx dx
—dt = sinx dx

1

In|y| = In|t| + C, CeER

elnlyl — olnlt| . 5C
lyl = |t| - e€
y=+e-t
Zvolime novou konstantu K = +e¢, K # 0.
y =Kt

y =Kcosx
Vhodnou volbou konstanty K = 0 doplnime funkciy = 0.

Redeni zkracené linedrni diferencidlni rovnice je

y =Kcosx, K e R.

Provedeme variaci konstanty a hledame feseni nehomogenni rovnice.

y = K(x)cosx

y' = K'(x) cosx — K(x) sinx
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Dosadime do plvodniho zadani a dale upravujeme
(K'(x) cosx — K(x) sinx) cos x + K(x) cosx sinx = 1
K'(x)cos?x — K(x) sinx cosx + K(x) cosxsinx = 1

K'(x)cos’x =1

K'(x) =

cos?x

1
K(x) :fcoszxdx

K(x) =tgx +K

Obecné feSeni zadané diferencidlni rovnice je
y = (tgx + K)cosx = sinx + K cos x, KeR

Grafické feseni pro vybrand K = —4,-2,0, 2, 4:

y

1

Obrazek 28: Grafické feseni prikladu 2.4.2. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Pokud bychom vykreslili vSechna Feseni, pak by integralni kfivky vyplnily celou rovinu.
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2 RESENE PRIKLADY

Priklad 2.4.3.

Reste diferencialni rovnici

y' + 2xy = xe ",
Regeni:
Rovnici upravime do tvaru

y' = xe™*" —2xy,
kde g(x) = 2x a h(x) = xe ™",
Nejprve ur¢ime obecné feSeni homogenni rovnice:

y' 4+ 2xy =0
y'=—2xy
1d
;% = —2x

laly = —2xdx
y

1
—dy=—2fxdx
J5

Tuto Upravu lze provést za predpokladu y # 0.
In|y| = —x2? + C, CeR
elnlyl — e_xz . eC

Iyl =e" e

y=+eC-e™™

Zvolime novou konstantu K = +e¢, K # 0.

2

y =Ke™
Vhodnou volbou konstanty K = 0 doplnime funkciy = 0.
Redeni zkracené linedrni diferencidlni rovnice je

y=Ke™, KeR
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2 RESENE PRIKLADY

Provedeme variaci konstanty a hledame reSeni nehomogenni rovnice.
y = K(x)e™
y' =K'(x)e™ + K(x)e ™" - (—2x)
Dosadime do plGvodniho zadani a dale upravujeme

2

K'(x)e™ 4+ K(x)e™" - (=2x) + 2x - K(x)e™" = xe™*

K'(x)=x
K(x) =fxdx
X2
K(X) =7+K

Obecné feSeni zadané diferencidlni rovnice je

x? 5
y = 7+K e_x, K eR.

Grafické feseni pro vybrand K = —4,-2,0, 2, 4:

Obrazek 29: Grafické feSeni prikladu 2.4.3. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Pokud bychom vykreslili vSechna tfeseni, pak by integralni kfivky vyplnily celou rovinu.
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2 RESENE PRIKLADY

Priklad 2.4.4.
Reste diferencialni rovnici
y —y-tgx =1—x-tgx.
Reseni:
Nejprve ur¢ime podminku x # g + km, k € Z a upravime si rovnici do tvaru
y'=1-—x-tgx +y-tgx,
kde g(x) =tgxah(x) =1 — x - tgx.
Nejprve ur¢ime obecné feseni homogenni rovnice:
y —y-tgx=0

y' =y tgx

ldy

——==t
y dx &x

1
—dy = tgxdx
y y=1g

1
—-d =jtxdx
[Lor=

Tuto Upravu lze provést za predpokladu y # 0. VyfeSime sloZitéjsi integral z pravé strany

rovnice:

sin x t = cos X
tgxdx = dx =| dt = —sinx
cosx —dt = sinx dx

1

Dosadime a dale upravujeme

In|y| = —1In|t| + C, C eER

It
eyl = o "Tel . o€

1

Iyl =€
|¢]

1

= te¢ -

y== t
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2 RESENE PRIKLADY

Zvolime novou konstantu K = +e¢, K # 0.

& | =

—_

=K-
Y cos x

Vhodnou volbou konstanty K = 0 doplnime funkciy = 0.
Redeni zkracené linedrni diferencidlni rovnice je

1

. , KeR
Cos x

y=K

Provedeme variaci konstanty a hleddme feSeni nehomogenni rovnice.

= K(x) -
Y (X) COS X

!

_K'(x)cosx + K(x)sinx K'(x) N K(x)sinx
B cos2x ~ cosx cosZx

Dosadime do plvodniho zadani a dale upravujeme

K'(x) N K(x)sinx K(x)

— “tex =1 —x-tgx
COS X cos?x Ccos X & &

K'(x) +K(x)sinx_K(x) sinx 1—y. sin x

= x
cos x cos?x COSX COSX cos x
K'(x) sin x
cos x cos x

K'(x) = cosx — x - sinx
K(x) =f(cosx—x-sinx)dx=fcosxdx—fx-sinxdx

Druhy integrdl vyfeSime metodou per partes:

. | u=x u=1 1|_
x-sinxdx = , ) =
vV =sinx v =—cosx
=—x-cosx+fcosxdx=—x-cosx+sinx+K1, KieR
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2 RESENE PRIKLADY

Dosadime zpét a doreSime rovnici:
K(x) =sinx — (—x-cosx +sinx) + K

K(x) =x-cosx+ K

Obecné feSeni zadané diferencidlni rovnice je

1 K T
y = (x-cosx +K) =x+ , KeRx#=+knk€el
cos x CcoS x 2

Grafické feseni pro vybrand K = —4,-2,0, 2, 4:

Obrazek 30: Grafické feSeni prikladu 2.4.4. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Pokud bychom vykreslili vSechna feseni, pak by integralni kfivky vyplnily celou rovinu

kromé pfimek x = §+ km, k € Z.
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2 RESENE PRIKLADY

Priklad 2.4.5.
Reste diferencialni rovnici

X
1+ x2

xy' +y = arctgx +

s pocatecni podminkou y(1) = %.
Redeni:
Rovnici za predpokladu x # 0 upravime do tvaru

X
y = arctgx + T+ 2 y

X

, _ arctgx 1 1

Y= x 1+x2_;y'

arctgx 1
x 1+x2°

kde g(x) = ia h(x) =

Nejprve uréime obecné rfeSeni homogenni rovnice:

r Y

+==0
YT

Y
d x
ldy 1
ydx  x

[ar=-[z
y T

Tuto Upravu mlzZeme provést pouze za predpokladu y # 0.

In|y| = —In|x| + C, CeR
1
eyl — oM . oC

1
Iyl = =-e
NPT

1
= 4eC._
y=rzxe X

Zvolime novou konstantu K = +e¢, K # 0.
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2 RESENE PRIKLADY

y=K-

K| =

Vhodnou volbou konstanty K = 0 dopInime funkci y = 0.

Reeni zkracené linearni diferencialni rovnice je

R

y=K-—, KEeR

Provedeme variaci konstanty a hledame reSeni nehomogenni rovnice.

1
y:K(x)-;

. K()-x—Kkx) Kx) Kk
Y= x? T T x x2

Dosadime do plvodniho zadani a dale upravujeme

X <K’(x) - K(x)> + Kgcx) = arctgx +

X x? 1+ x?
K(x) K(x) x
K'(x) - + = arctgx +
) X X A T T 22

K'(x) = arctgx +
(x) = arctgx 122

K(x) = G
(%) —j(arctgx+ 1+x2) X

VyteSime integral:

X X
j (arctgx + T xZ) dx = jarctgx dx + J 1T 2 dx

1 t=1+x?

]arctgx dx = W = arctex w =10 =x-arctgx—J ~dx = ft = 2xdx
r 1+x _

v=1 v=x Edt—xdx

171 1
= x-arctgx—zj?dt = x-arctgx—zlnltl +K, =

1
=x-arctgx—zln(1+x2)+K1, K, €R

1 1
K(x) = x-arctgr = 5In(1 +x%) +5In(1 +x%) + K

K(x) = x -arctgx + K

77



2 RESENE PRIKLADY

Obecnym feSenim zadané diferencidlni rovnice je
1 K
y=(x-arctgx+K)-;=arctgx+;, KeRx #0.

Nyni zjistime hodnotu konstanty K s vyuZitim pocatecni podminky x =1,y = %:

T t 1+K

n_n+K
4 4
K=0
Hledané partikularni reseni je

y = arctgx, x> 0.

Grafické reseni:

Obrazek 31: Grafické reseni prikladu 2.4.5. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)
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2 RESENE PRIKLADY

PRIKLADY K SAMOSTATNEMU PROCVICENI

x(x+2)

1. y'—xy=e :

2

X
y=(€*+K)ez, KERxER

2. Y +2y=4x
[y=2x—1+4+Ce ?*,C € R,x € R]
3. ytgx—y=1

T

[y=Ksinx—1,K€R,x¢2

+kn,keZ]
4. x*y' —2xy = -3
1
[y=;+Cx2,CER,x¢O]

5. (1+x)%y —2xy = (1 + x)?

[y=(x+K)(1+x?),K€R,x€R]
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2 RESENE PRIKLADY

2.5 BERNOULLIOVA DIFERENCIALN{ ROVNICE

Nazyva se tak rovnice tvaru
y' =gy +rx)y
kterd pro @ # 1 a @ # 0 neni linedrni. Tuto rovnici Ize substituci
u(x) =y (x)

prevést na linearni diferencialni rovnici. Je pak totiz

@) =A-a)y™ @y =0-ay *gy+ry*l =10 -a)(y' g +1)
=1-aogu+A—-a)r

a to je linedrni diferencialni rovnice pro neznamou funkciu s (1 — a)g misto g a

s (1 — a)r misto h. Hledané feseni y pak dostaneme pomoci vzorce

1
y(x) = [u(x)]1-a.
Tento vzorec i zavedend substituce maji obecné smysl jen tehdy, je-li y(x) = 0.

(KUFNER, 1993)
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2 RESENE PRIKLADY

Priklad 2.5.1.

Reste diferencialni rovnici

Redeni:

Za predpokladu y # 0 upravime rovnici do tvaru

!
1
y y
odkud vidime, Ze @« = 2 a zavedeme substituci
1 1
u=—- = —
y Y u
! 1 ul
u’ = —J%—)y’ = —u’yz = —u’; = _ﬁ
Z upravené rovnice dostavame tvar
-u'=u-1
u=1-u
du 1
—_— —-Uu
dx
1
du = dx
-—u

j L 4 —fd
1—uu_ x

Tuto Upravu mlzZzeme provést za predpokladu u # 1 a vyfeSime integraly z obou stran

[r=tu=
1—uu_

rovnice:

t=1—u 1
—dt = du

fdx=x+C2, CzER
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2 RESENE PRIKLADY

Dosadime a ddle opravujeme

Zvolime novou konstantu K =

—In|t| =x +C, CeR
In|t| =—x+C

elnltl —eX. eC

+e¢, K # 0.
1
t=Ke—x
K
1—u=e—x
K
—u=e—x—1
K
u = —e—x

Obecnym feSenim zadané diferencialni rovnice je

u=1——x, KeR
1_ex—K
y  e*
ex
y:ex—K
ex
yzex_KayzO, K e R
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2 RESENE PRIKLADY

Grafické feseni pro vybranda K = —4,-2,0, 2, 4:

o1y

|

\

Obrazek 32: Grafické feSeni prikladu 2.5.1. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Pokud bychom vykreslili vSechna feseni, pak by integralni kfivky vyplnily celou rovinu.

Priklad 2.5.2.

Reste diferencialni rovnici

, 11
Redeni:
Za predpokladu y # 0 upravime rovnici do tvaru
, 1 N 1
y = 4xy 4)’
y 1 1
—=-x+—.
yS 4T T gys

Odtud vidime, Ze « = 5 a zavedeme substituci
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2 RESENE PRIKLADY

Z upravené rovnice dostavame tvar

1, 1 .1
2% Ty
U =—x-—-u,

kde g(x) = 1a h(x) = x.

Nejprve ur¢ime obecné feSeni homogenni rovnice:

u+u=0
u' =—-u
1du_
udx
—du = —dx

Tuto Upravu mizZzeme provést pouze za predpokladu u # 0.

In|lu| = —x + C, CEeR

elnlul —-x+C

=e
lu| = e€-e™*
u=+e¢-e*

Zvolime novou konstantu K = +e€, K # 0.

u=~Ke™

Vhodnou volbou konstanty K = 0 doplnime funkci u = 0.

Redeni zkracené linearni diferencidlni rovnice je

u=Ke™¥, K € R.

Provedeme variaci konstanty a hledame feSeni nehomogenni rovnice.

u=Kx)e™*

u =K@e*+Kx)e ™ (-1)

84



2 RESENE PRIKLADY

Dosadime do puvodniho zaddni a dale upravujeme

K'(x)e™* —K(x)e™*=—K(x)e™ —x

K'(x)e™ = —x
K'(x) = X = —xe*

K(x) =f—xexdx

VyreSime integradl metodou per partes:

f—xexdx = —fxexdx = |vt,i§x 1i—=el"| = —(xex —fexdx>

Dosadime a ddle upravujeme

K(x) = —xe*+e* +K, KeR

u=_(—xe*+e*+K)e ™

u=-x+1+Ke™

1
—=—-x+1+Ke™

4 1
Y= Ke*+1—x

Obecnym feSenim zadané diferencidlni rovnice je

4 1
VT Kerri—x Y70

kde x € R,pak K > e*(x — 1).

= —(xe* —e*)+ K, = —xe* + e* + K,

K, €R
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2 RESENE PRIKLADY

Grafické feSeni pro vybrand K = —%, 0,%, 2,4:

¥
184

Obrazek 33: Grafické feseni prikladu 2.5.2. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Priklad 2.5.3.
Redte diferencialni rovnici
y' +y+y2e* =0,
Regeni:
Nejprve rovnici upravime do tvaru
y'=-y—-y’e”

Odtud vidime, Ze @ = 2 a zavedeme substituci za predpokladuy # 0 au # 0.

1 1
u=—-—- = —
y Y u
! li
I VR S
y2 u2
Z upravené rovnice dostdvame tvar
li
u 1 1 N
—_— = ————
u? u  u?
u' =u+ e~

kde g(x) = 1ah(x) = e*.
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2 RESENE PRIKLADY

Nejprve uréime obecné reSeni homogenni rovnice:

u—-—u=0
u' =u
1du_
udx
—du =dx

Zvolime novou konstantu K = +e€, K # 0.
u=Ke*
Vhodnou volbou konstanty K = 0 doplnime funkci u = 0.
Redeni zkracené linearni diferencidlni rovnice je
u = Ke*, KeR
Provedeme variaci konstanty a hledame feSeni nehomogenni rovnice.
u=K(x)e*

u' = K'(x)e* + K(x)e*

Dosadime do plUvodniho zadani a dale upravujeme:

K'(x)e* + K(x)e* = K(x)e* + e*

K'(x)e* =e*
K'(x)=1
K(x) =fdx

K(x) =x+K, KeR
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2 RESENE PRIKLADY

u=(x+K)e*
= x4 Ker
—=(x e
y

B 1
y_(x+K)ex

Obecnym feSenim zadané diferencidlni rovnice je

y y =0, K € R.

- (x+ K)e* 4

Grafické feseni pro vybrand K = —4,-2,0, 2, 4:

Obrazek 34: Grafické reseni prikladu 2.5.3. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Priklad 2.5.4.

Reste diferencialni rovnici

Regeni:
Nejprve stanovime podminku x > 0.

Vidime, Ze @ = 2 a zavedeme substituci za predpokladu y # 0 au # 0.
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2 RESENE PRIKLADY

1 1
u=-—- = —
y Y u
! !
u’ = —l—)yl = —u’yz = —i
y2 U2
Z upravené rovnice dostavame tvar
u 11 N Inx 1
u? X u x u?
, u Inx
U =———,
X X

kde g(x) = ia h(x) = Inx

X .

Nejprve uréime obecné rfeSeni homogenni rovnice:

1 1
—du =—-dx
u X

1 1
jadu = j;dx
In|u| = In|x| + C, CeR
elnlul — eln|x|+C
lul = |x| - e©
u=+e’ x
Zvolime novou konstantu K = +e¢, K # 0.
u=Kx
Vhodnou volbou konstanty K = 0 doplnime funkci u = 0.
Redeni zkracené linedrni diferencidlni rovnice je

u = Kx, K € R.
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2 RESENE PRIKLADY

Provedeme variaci konstanty a hledame reSeni nehomogenni rovnice.
u=K(x)x
u' = K'(x)x + K(x)

Dosadime do plvodniho zadani a dale upravujeme

, K(x)x Inx
K'(x)x + K(x) = -
K _ Inx
(0x = ——

, In x
K (X) = —?

, 1
Inx t=lnx ¢t == 1 1 1 1
fx—zdx= , 1 1 =—;lnx+JFdx=—;lnx—;+K1, Ki€eR
V== v=—=
X X

Dosadime a ddle upravujeme

1 1
K(x)=—(—=Inx——-)+K, KeR
X

X
1
K(x) =— ;—i—K
Inx 1
=(—+—+K>x
X X

u=Ilnx+1+Kx
1
—=lnx+1+Kx
y

1

yzlnx+1+Kx

Obecnym feSenim zadané diferencidlni rovnice je

1

= = KeR .
lnx+1+Kxay 0, x>0

y
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2 RESENE PRIKLADY

Grafické feseni pro vybranda K = —4,-2,0, 2, 4:

=

-4

Obrazek 35: Grafické feSeni prikladu 2.5.4. (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

Kdybychom vyreslili vchna feSeni, pak by integralni kfivky vyplnily celou polorovinu x > 0.
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2 RESENE PRIKLADY

PRIKLADY K SAMOSTATNEMU PROCVICENI

1y Yy 1 3,3
1. y+x+1— 2(x+1)y

1
[ / =0, ¢1,]
|y x2+2x—C x+1ay x |
I

2 |
CERzapodmmky—z_l_zx_CZO J
2. xy' —4y=x%[y

[y = (xz an\/M)Z,x € R\{0},K > 0]

—33+C =0,x#0,CeER
Y= |ax T @Y TR0

3. x%y%y' +xy3=1

4. y' +y=1y?

1

=— x€ERKER
[y Kex-l—l'x ’ ]
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3 APLIKACE A VYUZITI

3 APLIKACE A VYUZITI
Geometricky vyznam

Diferencialni rovnici y' = @ (x, y) mizeme chapat jako ptedpis, ktery kazdému bodu

(x,y) € D(¢) pfiradi smérnici te¢ny k integraini kfivce, ktera timto bodem prochazi.

Pokud pro dostatecny pocet bodl (x, y) nakreslime kratké usecky (tzv. linedrni elementy)
prochdzejici témito body a majici smérnici ¢(x,y) (jsou to tecny k integralnim krivkam),
dostdvame tzv. smérové pole. MnozZinu bodU, kterym je pfifazen stejny smérovy vektor
nazyvame izoklinou. Nékdy je mozné timto zpisobem odhadnout tvar integralnich krivek.

(JIRASEK, VACEK, & CIPERA, 1989)

Priklad
Sestrojte smérové pole diferencidlni rovnice

, X
y'==
y

Reseni:
Smérové pole neni definovano pro y = 0, tj. na ose x. Najdeme rovnice izoklin, kfivek
spojujicich body, kde je derivace rovna konstanté:

'k k X X

= b = —_— = —_——
y y y o
izokliny jsou pfimky prochazejici po¢atkem (k # 0); pro k = 0 je x = 0, tedy derivace je
nulovd ve viech bodech osy y (s vyjimkou pocdtku, kde neni smérové pole definovano),
Cili te¢ny k integralnim kfivkdm v bodech na ose y jsou rovnobézné s osou x — integralni

krivky protinaji osu y pod pravym uhlem. Dale je

y' =1 napfimcey = —x,

y' = 2 napfimcey = —g,
r_ 1 vi

y =3 napfimcey = —2x,

y' = k na pfimce y = —%.
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3 APLIKACE A VYUZITI

V kazdém bodé pfimky y = — % je smérnice tec¢ny k integralni kfivce rovna k, tedy primky

a integralni kfivky se protinaji kolmo. Integralni kfivky jsou kruZnice se stfedem v pocatku

(osu x protinaji kolmo, smérnice tecen neni definovdna):

Obrazek 36: Grafické znazornéni prikladu (Zdroj: Vlastni zpracovani v programu GeoGebra)

(JANKOVSKY, PECHOVA, & PRUCHA, 1985)

Ortogonalni trajektorie

Ortogonalni trajektorie jsou krivky, které vSechny krivky dané soustavy protinaji

pod pravym uhlem. Diferenciadlni rovnici ortogondlnich trajektorii dostaneme tak, Ze
do diferencialni rovnice dané soustavy kfivek misto derivace y’ dosadime — %

Priklad

Urcete ortogonalni trajektorie soustavy rovnoosych hyperbol xy = k.

Reseni:

Najdeme nejprve diferencidlni rovnici soustavy hyperbol xy = k:

_k
Y =X
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3 APLIKACE A VYUZITI

Vyloucime konstantu k:

1y
y  x
, X
y ==

y

Tato rovnice je rovnici soustavy hledanych ortogonalnich trajektorii. VyreSime ji:

dy x
dx y
ydy = xdx
jydy=fxdx
2 2
Yy _ X
2—2+C, CeER

Ortogonalni trajektorie maji rovnici y2 — x2 = C;, jsou to rovnoosé hyperboly s osami

v soutradnicovych osach. (JANKOVSKY, PECHOVA, & PRUCHA, 1985)
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3 APLIKACE A VYUZITI

Kromé matematického a geometrického vyuZiti se s diferencidlnimi rovnicemi setkame
i ve fyzice. Mnohé fyzikalni zdkony jsou popisovany pomoci diferencidlnich rovnic — napf.

volny pad, Newton(v zdkon ochlazovani, logisticka rovnice apod.

Ukazeme si priklad vyuzZiti diferencidlnich rovnic pfi vypoctu problému rozpadu
radioaktivni latky.
Priklad

Rychlost rozpadu radioaktivni latky je Umérnd mnozstvi pritomné latky. Pfredpokladame,
Ze vCase t =t, je my jednotek latky. Mame vypocitat mnozstvi radioaktivni latky m

v libovolném okamziku t. Podle uvedeného zakona rozpadu plati

dm '
—_— - m’
dt
kde m = m(t) je spojita funkce, k > 0 je konstanta Umérnosti. Rovnici (Z—T = —km spolu

s pocatecni podminkou m(t,) = m, vyhovuje funkce

m = mye F(t=to),
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ZAVER

ZAVER

Hlavnim cilem prace bylo vytvofit sbirku zaméfenou na konkrétni téma, ktera
bude obsahovat jak teoretickou ¢dst, tak dostatek vyresenych prikladd s komentarem,
ktery bude stacit k pochopeni, pfipadné procviceni dané latky. Tato bakalarska prace tedy
mUze poslouzit jako pomocny studijni material k doporucené literature v pribéhu studia.
zaklady matematické analyzy. DUleZité jsou znalosti predevsim vlastnosti funkci jedné

proménné a diferencidlniho poctu jedné proménné.

Dané téma jsem se snazila popsat dostatecné srozumitelné, v prlbéhu reseni
nejsou vynechany zadné kroky, naopak jsem vyuzila moznosti vysledky doplnit o grafické

znazornéni, které mize pomoci k pochopeni.
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RESUME

RESUME

Prace se vénuje tématu diferencidlnich rovnic prvniho fadu ze tfi riznych pohledd.
Uvadi zakladni teoretické pojmy a v dalsi ¢asti vyuziva nové ziskanych znalosti pti reseni
konkrétnich priklad(l. Kromé teoretické a pocetni kapitoly je v praci také zahrnut popis
vyuziti diferencidlnich rovnic v praxi.

Nejvyznamnéjsi Casti je kapitola s reSenymi pfriklady, po jejimZz prostudovani by
student mél byt schopen urcit, o jaky typ diferencidlni rovnice se jedna a samostatné

priklad vyresit.

This bachelor thesis scrutinizes the subject of first order differential equations
from three different perspectives. It introduces theoretical terms. In the following section
it benefits from newly acquired knowledge when solving concrete exercises. Apart from a
theoretical and a numeric chapter the essay also includes description of a practical use of

differential equations.

A chapter with solved exercises represents the most significant part of the thesis,
as the student should be able to identify the type of differential equation as well as

individually solve the exercise after being acquainted with this chapter.
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