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Abstrakt :

Tato práce je zaměřena na speciálńı moduly. Je rozdělena do tř́ı kapitol. V prvńı
kapitole jsou uvedeny základńı pojmy a tvrzeńı z teorie modul̊u. Druhá kapitola
se zabývá speciálńım typem modul̊u a to velkými podmoduly. Ve třet́ı kapitole je
soubor př́ıklad̊u objasňuj́ıćı tvrzeńı z druhé kapitoly. V práci je zaveden nový po-
jem fundamentálńıho podmodulu a uveden vztah mezi velkým a fundamentálńım
podmodulem. Práce může sloužit jako studijńı materiál.

Kĺıčová slova: modul, velký podmodul, fundamentalńı podmodul, Abelova grupa,
vektorový prostor

Abstract :

This thesis is focused on special modules. Paper is structured into three chapters.
First chapter defines basic concepts and propositions from module theory. Second
chapter is focused on special type of modules – big modules. Third chapter conta-
ins set of examples clarifying propositions from second chapter. Paper defines new
concept of fundamental submodule and presents relation between large module
and fundamental submodule. This paper can server as a study material.

Keywords: module, large submodule, fundamental submodule, Abelian subgroup,
vector space
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2.1 Velké moduly . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Úvod

V prvńı kapitole se budu zabývat základńımi poznatky, jejichž znalost je vhodná
pro pochopeńı následuj́ıćıch kapitol. Jmenovitě definice struktur a jejich př́ıklady,
morfismy mezi těmito strukturami.

V druhé kapitole se zaměř́ım na teorii speciálńıch modul̊u, konkrétně velkých
modul̊u. Pokuśım se o vlastńı formulaci d̊ukaz̊u základńıch vět této teorie.

V posledńı kapitole se pokuśım modelovat teorii na př́ıkladech. Budu je hledat
hlavně v Abelových grupách, nebot’ ty by měly být čtenáři známé.

Práci budu koncipovat tak, aby mohla sloužit i jako studijńı materiál pro
zájemce o tuto problematiku. Zároveň se pokuśım prozkoumat strukturu speciálńıch
modul̊u pomoćı řešených př́ıklad̊u.
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Kapitola 1

Základńı pojmy

V této kapitole se seznámı́me s nejd̊uležitěǰśımi pojmy, které budeme potřebovat
pro pochopeńı následuj́ıćıch kapitol. Hlavńımi zdroji pro tuto kapitolu jsou [1], [2], [5].

1.1 Základńı struktury

Definice 1.1. (Abelova) grupa

Neprázdná množina G s binárńı operaćı + tvoř́ı strukturu, kterou nazýváme
grupa, právě když splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

(A1) Pro všechny prvky g1, g2 z G plat́ı, že g1 + g2 je také prvkem G.

(A2) Pro všechny prvky g1, g2, g3 z G plat́ı, že

(g1 + g2) + g3 = g1 + (g2 + g3).

(A3) V G existuje prvek 0 takový, že pro všechny g1 z G plat́ı, že

g1 + 0 = 0 + g1 = g1.

(A4) Ke každému prvku g1 z G existuje prvek opačný −g1 z G takový, že plat́ı

g1 + (−g1) = −g1 + g1 = 0.

Budeme ji značit G = (G,+).

Struktura G se nazývá komutativńı grupa nebo také Abelova grupa, právě když
je nav́ıc splněná podmı́nka:

(A5) Pro všechny prvky g1, g2 z G plat́ı, že

g1 + g2 = g2 + g1.
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Definice 1.2. podgrupa

Neprázdná množina H, kde H ⊆ G a G je grupa, se nazývá podgrupa grupy G,
pokud

(1) 0 ∈ H,

(2) a+ b ∈ H ∀a, b ∈ H,

(3) −a ∈ H ∀a ∈ H.

Tento vztah zaṕı̌seme jako H ≤ G.

Poznámka: Podmnožina H ⊆ G grupy G je podgrupa, pokud ∀a, b ∈ H je

a− b ∈ H.

Definice 1.3. okruh

Neprázdná množinaR s binárńımi operacemi + a . tvoř́ı strukturu, kterou nazýváme
okruh, právě když splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

(1) (R,+) je Abelova grupa.

(M1) Pro všechny prvky r1, r2 z R plat́ı:

r1.r2 ∈ R.

(D1) Pro všechny prvky r1, r2, r3 z R plat́ı:

r1.(r2 + r3) = r1.r2 + r1.r3.

(D2) Pro všechny prvky r1, r2, r3 z R plat́ı:

(r2 + r3).r1 = r2.r1 + r3.r1.

Okruh budeme značit R = (R,+, .).

Okruh R = (R,+, .) se nazývá unitárńı okruh nebo také okruh s jednotkovým
prvkem, právě když je nav́ıc splněná podmı́nka:

(M2) V R existuje prvek 1 takový, že pro všechny r1 z R plat́ı:

r1.1 = 1.r1 = r1.
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Okruh R = (R,+, .) se nazývá asociativńı okruh, právě když je nav́ıc splněná
podmı́nka:

(M3) Pro všechny prvky r1, r2, r3 z R plat́ı:

(r1.r2).r3 = r1.(r2.r3).

Okruh R = (R,+, .) se nazývá komutativńı okruh, právě když je nav́ıc splněná
podmı́nka:

(M3) Pro všechny prvky r1, r2 z R plat́ı:

r1.r2 = r2.r1.

Definice 1.4. modul [2]

Necht’ R je asociativńı, komutativńı okruh s jednotkovým prvkem 1. Množina M
se nazývá R-modul M, pokud (M,+) je aditivńı komutativńı grupa a pro každý
prvek m ∈ M a pro každé κ ∈ R plat́ı, že κm ∈ M a plat́ı následuj́ıćı podmı́nky
pro všechny prvky κ, λ okruhu R a všechny prvky m1,m2 modulu M:

(1) κ(m1 +m2) = κm1 + κm2,

(2) (κ + λ)m1 = κm1 + λm1,

(3) (κλ)m1 = κ(λm1),

(4) 1m1 = m1.

Poznámka: Moduly lze považovat za zobecněńı vektorových prostor̊u, nebot’ axi-
omy jsou stejné, jen mı́sto tělesa pracujeme s okruhem.

Př́ıklad 1.5. [2] Pro daný okruh R a přirozené č́ıslo n, je množina Rn všech
uspořádaných n-tic ξ = (ξ1, ..., ξn) modul. Pokud operace definujeme po složkách
následovně pro všechny prvky (ξ1, ..., ξn), (η1, ..., ηn) modulu Rn a pro všechny
prvky κ okruhu R je

(ξ1, ..., ξn) + (η1, ..., ηn) = (ξ1 + η1, ..., ξn + ηn),

κ(ξ1, ..., ξn) = (κξ1, ..., κξn).
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Př́ıklad 1.6. [2] Každá komutativńı grupa je modul nad okruhem celých č́ısel.
V aditivńı grupě A máme totiž pro každé celé n a a ∈ A definované násobeńı na =
a+ a+ ...+ a︸ ︷︷ ︸

n

, pokud n > 0; 0∗a = 0; na = (−n)(−a) = (−a) + (−a) + ...+ (−a)︸ ︷︷ ︸
−n

,

pokud n < 0. Toto zobrazeńı splňuje ∀κ, λ ∈ Z, a, b ∈ A, rovnosti

(1) κ(a+ b) = κa + κb,

(2) (κ + λ)a = κa + λa,

(3) (κλ)a = κ(λa),

(4) 1a = a.

Nyńı si názorně ukážeme platnost podmı́nek modulu.

(1) κ(a+ b) = (a+ b) + (a+ b) + ...+ (a+ b)︸ ︷︷ ︸
κ

=

= a+ a+ ...+ a︸ ︷︷ ︸
κ

+ b+ b+ ...+ b︸ ︷︷ ︸
κ

= κa+ κb, ∀κ ∈ Z, κ > 0, ∀a, b ∈ A,

0(a+ b) = 0 = 0a+ 0b, κ = 0,∀a, b ∈ A,

κ(a+ b) = (−κ)((−a) + (−b)) = κa+ κb, ∀κ ∈ Z, κ < 0, ∀a, b ∈ A,

(2) (κ+ λ)a = a+ a+ ...+ a︸ ︷︷ ︸
κ+λ

= a+ a+ ...+ a︸ ︷︷ ︸
κ

+ a+ a+ ...+ a︸ ︷︷ ︸
λ

=

= κa+ λa, ∀κ, λ ∈ Z, κ > 0, λ > 0 ∀a ∈ A,

κa+ λa = (−κ)(−a) + λa = (−a) + (−a) + ...+ (−a)︸ ︷︷ ︸
−κ

+ a+ a+ ...+ a︸ ︷︷ ︸
λ

=

= (λ− (−κ))a = (λ+ κ)a, ∀κ, λ ∈ Z, κ ≤ 0, λ > 0,−κ < λ ∀a ∈ A,

κa+ λa = (−κ)(−a) + λa = (−a) + (−a) + ...+ (−a)︸ ︷︷ ︸
−κ

+ a+ a+ ...+ a︸ ︷︷ ︸
λ

=

= (−λ+ (−κ))(−a) = (λ+ κ)a, ∀κ, λ ∈ Z, κ ≤ 0, λ > 0,−κ > λ ∀a ∈ A,

Zcela analogicky by se rozepsali př́ıpady pro κ > 0, λ ≤ 0, κ > −λ nebo
κ > 0, λ ≤ 0, κ < −λ.

κa+λa = (−κ)(−a)+(−λ)(−a) = = ((−κ)+(−λ))(−a) = (−(κ+λ))(−a)

= (κ+ λ)a, ∀κ, λ ∈ Z, κ < 0, λ < 0 ∀a ∈ A,
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(3) κ(λa) = (λa+ λa+ ...+ λa︸ ︷︷ ︸
κ

=

=

λ︷ ︸︸ ︷
a+ a+ ...+ a+

λ︷ ︸︸ ︷
a+ a+ ...+ a+...+

λ︷ ︸︸ ︷
a+ a+ ...+ a︸ ︷︷ ︸

κ

=

= a+ a+ ...+ a︸ ︷︷ ︸
κλ

= (κλ)a, ∀κ, λ ∈ Z, κ > 0, λ > 0, ∀a ∈ A,

κ(λa) = 0 = 0 ∗ a = (κλ)a, κ = 0, λ = 0, ∀a ∈ A,

(−κ)(−λa) = (−λa) + (−λa) + ...+ (−λa)︸ ︷︷ ︸
−κ

=

=

λ︷ ︸︸ ︷
(−a) + (−a) + ...+ (−a) +...+

λ︷ ︸︸ ︷
(−a) + (−a) + ...+ (−a)︸ ︷︷ ︸

−κ

=

= λ(−κ)(−a) = (−λκ)(−a) = κλa, ∀κ, λ ∈ Z, κ < 0, λ > 0, ∀a ∈ A,

κ(λa) = κ((−λ)(−a)) = (κ(−λ))(−a) = = (−κλ)(−a) = κλa,
∀κ, λ ∈ Z, κ > 0, λ < 0, ∀a ∈ A,

κ(λa) = (−κ)(−λa) = (−κ)(λ(−a)) = = (−κ)((−λ)(−(−a))) =
= (−κ)((−λ)a) = (−κ)(−λ)a = (κλ)a ∀κ, λ ∈ Z, κ < 0, λ < 0, ∀a ∈ A,

(4) 1a = a, ∀a ∈ A.

1.2 Základńı vlastnosti modul̊u

Definice 1.7. podmodul [2]

Necht’ M je R−modul a M1 je podgrupa grupy M. Pokud pro všechny prvky m1

grupy M1 a všechny prvky κ okruhu R je součin κm1 prvkem M1, pak M1 je
podmodul modulu M. Ṕı̌seme M1 ≤M.

Definice 1.8. vlastńı podmodul, nenulový podmodul [2]

Vlastńım podmodulem rozumı́me každý podmodul modulu M r̊uzný od modulu
M a od nulového modulu.
Nenulovým podmodulem rozumı́me každý podmodul modulu M r̊uzný od nu-
lového modulu.
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Věta 1.9. [2] Množina všech podmodul̊u D modulu A je částečně uspořádaná
relaćı inkluze. Pokud D a E jsou podmoduly modulu A, tak i jejich množinový
pr̊unik D ∩ E a i jejich součet D + E, definovaný jako podmnožina

D + E = {d+ e; d ∈ D , e ∈ E},

jsou podmoduly modulu A.

Důkaz: Pro libovolné prvky a, b množiny D ∩ E plat́ı, že jsou zároveň prvky
množin D a E. Protože D a E jsou podmoduly modulu A, tak plat́ı, že rozd́ıl
a− b lež́ı jak v D, tak i v E. Proto rozd́ıl a− b muśı ležet i v D ∩E. Tedy D∩E
je podgrupa grupy A.

Pro libovolný prvek a množiny D ∩ E plat́ı, že je zároveň prvek množin D
a E. Protože D a E jsou podmoduly modulu A, tak plat́ı pro a a pro libovolný
prvek κ okruhu R, že násobek κa lež́ı jak v D, tak i v E. Proto κa muśı ležet i v
D ∩ E. Tedy D ∩ E je podmodul modulu A.

Všechny prvky a, b množiny D+E jsou ve tvaru a = d+ e a b = d′+ e′, kde d, d′

jsou prvky množiny D a e, e′ jsou prvky množiny E. Pak rozd́ıl prvk̊u a, b je ve
tvaru a−b = (d+e)−(d′+e′) = (d−d′)+(e−e′). Protože D a E jsou podmoduly
modulu A, tak rozd́ıl d−d′ je prvek modulu D a rozd́ıl e− e′ je prvek modulu E.
Proto a− b = (d− d′) + (e− e′) je prvek D + E. Tedy D+E je podgrupa grupy
A.

Každý prvek a množiny D+E je ve tvaru a = d+ e, kde d je prvek množiny
D a e je prvek množiny E. Protože D a E jsou podmoduly modulu A, tak pro a
a pro libovolný prvek κ okruhu R je násobek κd prvek modulu D a násobek κe
je prvek modulu E. Proto κa = κ(d+ e) = κd+ κe je prvek D + E. Tedy D+E
je podmodul modulu A.

Lemma 1.10. Necht’ M1,M2 jsou podmoduly modulu M. Pak plat́ı
M1 ∩M2 ≤M1 a i M1 ∩M2 ≤M2.

Dále plat́ı M1 ≤M1+M2 a i M2 ≤M1+M2. Nav́ıc modul M1+M2 je nejmenš́ı
modul obsahuj́ıćı moduly M1,M2.

Důkaz: Z definice pr̊uniku dvou množin v́ıme, že M1 ∩ M2 ⊆ M1 a z věty 1.9
v́ıme, že M1 ∩M2 ≤M, t́ım je také M1 ∩M2 ≤M1.

Zcela obdobně lze ukázat, že M1 ∩M2 je podmodul modulu M2.
Zřejmě M1 ⊆M1 +M2, nebot’ pro každý prvek m1 ∈M1 plat́ı, že
m1 = m1 + 0 ∈M1 +M2, kde 0 ∈M2. Z věty 1.9 v́ıme, že M1 + M2 je podmodul
modulu M, t́ım M1 ≤M1 + M2.

Zcela obdobně lze ukázat, že M2 je podmodul modulu M1 + M2.

Nyńı sporem ukážeme, že M1+M2 je nejmenš́ı modul obsahuj́ıćı moduly M1,M2.
Necht’ existuje menš́ı modul M3 obsahuj́ıćı moduly M1,M2. Pak existuje prvek
m1 + m2 ∈ M1 + M2 takový, že m1 + m2 /∈ M3, kde m1 ∈ M1,m2 ∈ M2.
Protože modul M3 obsahuje moduly M1,M2 tak muśı obsahovat i prvky m1,m2
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a protože je to modul, tak muśı obsahovat i jejich součet m1 + m2, což je spor s
předpokladem m1+m2 /∈M3. Tedy modul M1+M2 je nejmenš́ı modul obsahuj́ıćı
moduly M1,M2.

Důsledek 1.11. Necht’ A,B jsou podmoduly modulu M. Pak A ≤ B, právě
tehdy když A ∩B = A a to je právě tehdy, když A + B = B.

Důkaz: Z věty věty 1.9 v́ıme, že A∩B je modul. Protože A ≤ B, tak A∩B = A.

Pokud A ∩B = A, tak i A ⊆ B. Protože A,B jsou podmoduly modulu M,
je A ≤ B.

Necht’ A ≤ B. Opět z věty 1.9 v́ıme, že A + B je modul, jehož prvky jsou ve
tvaru a+ b, kde a ∈ A, b ∈ B. Plat́ı, že a ∈ B, nebot’ A ≤ B. Proto je a+ b ∈ B,
tedy A+B ⊆ B a tedy A+B ≤ B. Pro každý prvek b modulu B plat́ı b = b+ 0,
kde 0 ∈ A, tedy B ⊆ A+B a tedy B ≤ A+B. T́ım A+B = B.

Pokud modul A+B = B, tak prvky jsou ve tvaru a + b1 = b2, kde a ∈
A, b1, b2 ∈ B. Protože A+B je modul, tak a = b2 − b1, t́ım a ∈ B pro všechna
a ∈ A. Tedy A ⊆ B a protože A,B jsou moduly, tak A ≤ B.

Věta 1.12. [2] Necht’ m je prvek modulu M. Pak množina Rm = {κm : κ ∈ R}
je podmodul modulu M.

Důkaz: Pro libovolné prvky κm, λm množiny Rm jsou κ, λ prvky okruhu R, pak
κm− λm = (κ− λ)m, tedy κm− λm je prvek Rm, nebot’ κ− λ je prvek okruhu
R. Tedy Rm je podgrupa grupy M.

Pro libovolný prvek κm množiny Rm je κ prvek okruhu R a pro libovolný
prvek λ okruhu R je λ(κm) = (λκ)m, tedy λ(κm) je prvek Rm, nebot’ λκ je
prvek okruhu R. Tedy Rm je podmodul modulu M.

Definice 1.13. cyklický modul [2]

Pokud m je prvek modulu M nad okruhem R, pak modul Rm popsaný ve větě
1.12 se nazývá cyklický modul generovaný prvkem m.

Věta 1.14. [2] Necht’ M1 je podmodul modulu M. Pak množinu rozkladových
tř́ıd modulu M podle modulu M1, jej́ıž prvky jsou m+M1 = {m+m1;m1 ∈M1},
označujeme M/M1. Na této množině můžeme zavést operaci sč́ıtáńı rozkladových
tř́ıd a násobeńı prvkem z okruhu R.

Pro libovolné prvky m11 +M1 a m12 +M1 množiny M/M1, je

(m11 +M1) + (m12 +M1) = (m11 +m12) +M1.
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Pro libovolný prvek m+M1 množiny M/M1 a libovolný prvek κ okruhu R je

κ(m+M1) = κm+M1.

Množina M/M1 s takto definovanými operacemi tvoř́ı modul.

Důkaz: Pro libovolné prvky m1 +M1 a m2 +M1 množiny M/M1 je m1 +m2 prvek
modulu M , tedy (m1 +m2) +M1 je prvek množiny M/M1.

Pro libovolné prvky m1 +M1,m2 +M1,m3 +M1 množiny M/M1 je

[(m1 +M1) + (m2 +M1)] + (m3 +M1) = [(m1 +m2) +M1] + (m3 +M1) =

((m1+m2)+m3)+M1 = (m1+(m2+m3))+M1 = (m1+M1)+[(m2+m3)+M1] =

(m1 +M1) + [(m2 +M1) + (m3 +M1)].

Pro libovolné prvky m1 +M1 a m2 +M1 množiny M/M1 je

(m1+M1)+(m2+M1) = (m1+m2)+M1 = (m2+m1)+M1 = (m2+M1)+(m1+M1).

V množině M/M1 existuje nulový prvek 0 +M1, kde 0 je nulový prvek v M. Pak
pro libovolný prvek m1 +M1 množiny M/M1 je

(m1 +M1) + (0 +M1) = (0 +M1) + (m1 +M1) = (0 +m1) +M1 = m1 +M1.

Pro libovolný prvek m1 + M1 množiny M/M1 je m1 prvek modulu M, proto
existuje prvek opačný −m1 modulu M takový, že

m1 + (−m1) = (−m1) +m1 = 0,

pak

(m1+M1)+(−m1+M1) = (−m1+M1)+(m1+M1) = (−m1+m1)+M1 = 0+M1.

T́ım −m1 +M1 = −(m1 +M1).

Pro libovolný prvek κ okruhu R a libovolný prvek m1 + M1 grupy M/M1 je m1

prvek modulu M, proto κm1 je prvek modulu M a tedy κ(m1 +M1) = κm1 +M1

je prvek množiny M/M1.

Pro libovolný prvek κ okruhu R a libovolné prvky m1+M1,m2+M1 grupy M/M1

je

κ((m1 +M1) + (m2 +M1)) = κ((m1 +m2) +M1) = κ(m1 +m2) +M1 =

= κm1 + κm2 +M1 = (κm1 +M1) + (κm2 +M1) = κ(m1 +M1) + κ(m2 +M1).
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Pro libovolné prvky κ, λ okruhu R a libovolný prvek m1 +M1 grupy M/M1 je

(κ+ λ)(m1 +M1) = (κ+ λ)m1 +M1 = κm1 + λm1 +M1 =

(κm1 +M1) + (λm1 +M1) = κ(m1 +M1) + λ(m1 +M1).

Pro libovolné prvky κ, λ okruhu R a libovolný prvek m1 +M1 grupy M/M1 je

(κλ)(m1 +M1) = (κλ)m1 +M1 = κ(λm1) +M1 =

κ(λm1 +M1) = κ(λ(m1 +M1)).

Pro jednotkový prvek 1 okruhu R a libovolný prvek m1 +M1 grupy M/M1 je

1(m1 +M1) = 1m1 +M1 = m1 +M1.

Definice 1.15. faktorový modul [2]

Necht’ M1 je podmodul modulu M. Pak modul M/M1 popsaný ve větě 1.15 se
nazývá faktorový modul M podle podmodulu M1.

1.3 Morfismy modulu

Definice 1.16. morfismus modul̊u [2]

Necht’ M1,M2 jsou moduly. Funkci t : M1 →M2 nazveme homomorfismem mo-
dul̊u, pokud pro libovolné prvky m1,m2 modulu M1 a libovolný prvek κ okruhu
R je

(1) t(m1 +m2) = t(m1) + t(m2),

(2) t(κm1) = κt(m1).

Poznámka: Obecně pokud z daných prvk̊u κi okruhu R a prvk̊u mi modulu M1

vytvoř́ıme jejich lineárńı kombinaci, pak pro homomorfismus t plat́ı

t(κ1m1 + ...+ κnmn) = κ1(t(m1)) + ...+ κn(t(mn)).

Z tohoto d̊uvodu se homomorfismy modul̊u nazývaj́ı lineárńı transformace.

Př́ıklad 1.17. [2] V modulu Rn všech n-tic definujme lineárńıch transformaci
Rn → R předpisem

t1 : (ξ1, ..., ξn) 7→ ξ1, ∀(ξ1, ..., ξn) ∈ Rn.
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Jelikož chceme ukázat, že se jedná o homomorfismus muśıme ukázat splněńı
podmı́nek (1) a (2): ∀(ξ1, ..., ξn), (θ1, ..., θn) ∈ Rn, κ ∈ R

t1((ξ1, ..., ξn)+(θ1, ..., θn)) = t1(ξ1+θ1, ..., ξn+θn) = ξ1+θ1 = t1(ξ1, ..., ξn)+t1(θ1, ..., θn)

t1(κ(ξ1, ..., ξn)) = t1(κξ1, ..., κξn) = κξ1 = κt1(ξ1, ..., ξn).

Jako daľśı př́ıklad uvažujme transformaci Rn → Rn předpisem

t2 : (ξ1, ..., ξn) 7→ (ξ2, ξ3, ..., ξn, ξ1), ∀(ξ1, ..., ξn) ∈ Rn.

Jelikož chceme ukázat, že se jedná o homomorfismus muśıme ukázat splněńı
podmı́nek (1) a (2): ∀(ξ1, ..., ξn), (θ1, ..., θn) ∈ Rn, κ ∈ R

t2((ξ1, ..., ξn) + (θ1, ..., θn)) = t2(ξ1 + θ1, ..., ξn + θn) =

= ((ξ2 + θ2), (ξ3 + θ3), ..., (ξn + θn), (ξ1 + θ1)) =

= (ξ2, ξ3, ..., ξn, ξ1) + (θ2, θ3..., θn, θ1) = t2(ξ1, ..., ξn) + t2(θ1, ..., θn)

t2(κ(ξ1, ..., ξn)) = t2(κξ1, ..., κξn) = (κξ2, κξ3, ..., κξn, κξ1) =

= κ(ξ2, ξ3..., ξn, ξ1) = κt2(ξ1, ..., ξn).

Poznámka 1.18. [2]
Necht’ A,A′ jsou Abelovy grupy, pak každý homomorfismus

t : A → A
′

komutativńıch grup je morfismem Z−modul̊u. Z př́ıkladu 1.5 v́ıme,
že komutativńı grupa je Z−modul. Potom pro všechny prvky a, b grupy A je
zobrazeńı součtu těchto prvk̊u roven součtu zobrazeńı těchto prvk̊u. Pro všechny
prvky a grupy A a všechny prvky n okruhu Z je zobrazeńı násobku na rovno
násobku zobrazeńı a.

Definice 1.19. jádro homomorfismu [2]
Necht’ M1,M2 jsou moduly, pak jádrem homomorfismu t : M1 → M2 je

množina
Ker(t) = {m1 ∈M1 : t(m1) = 0}.

Definice 1.20. obraz homomorfismu [2]

Necht’ M1,M2 jsou moduly, pak obraz homomorfismu t : M1 →M2 je množina

Im(t) = {m2 ∈M2 : ∃m1 ∈M1, t(m1) = m2}.
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Věta 1.21. [2] Necht’ M1,M2 jsou moduly. Je-li t : M1 →M2 homomorfismus,
pak Ker(t) je podmodul modulu M1.

Důkaz: Než začneme s vlastńım d̊ukazem, tak dokážeme pomocné tvrzeńı, které
využijeme dále. Pokud prvek m1 modulu M1 je prvek jádra Ker(t), tedy
t(m1) = 0, pak prvek opačný −m1 je také prvek jádra Ker(t), nebot’ plat́ı

0 = t(0) = t(m1 −m1) = t(m1) + t(−m1) = 0 + t(−m1) = t(−m1).

Nyńı k vlastńımu d̊ukazu. Pro libovolné prvky k1, k2 jádra Ker(t), chceme
ukázat, že prvek k1 − k2 také nálež́ı do jádra Ker(t). Protože k2 je prvkem
Ker(t), je také −k2 prvkem Ker(t), tedy t(−k2) = 0. Plat́ı

t(k1 − k2) = t(k1) + t(−k2) = 0 + 0 = 0,

proto jádro Ker(t) je podgrupa grupy M1.
Pro libovolný prvek k1 jádra Ker(t) a libovolný prvek κ okruhu R, chceme
ukázat, že prvek κk1 také nálež́ı do jádra Ker(t). Plat́ı

t(κk1) = κt(k1) = κ0 = 0,

proto jádro Ker(t) je podmodul modulu M1.

Věta 1.22. [2] Necht’ M1,M2 jsou moduly. Je-li t : M1 →M2 homomorfismus,
pak Im(t) je podmodul modulu M2.

Důkaz: Necht’ m21,m22 jsou libovolné prvky obrazu Im(t), pak existuj́ı jejich
vzory m11,m12 ∈ M1, tedy t(m11) = m21, t(m12) = m22, pak t(−m12) = −m22,
protože 0 = t(0) = t(m12 + (−m12)) = t(m12) + t(−m12) z čehož vyplývá, že
t(−m12) = −t(m12). Chceme ukázat, že prvek m21 −m22 také nálež́ı do obrazu
Im(t). Plat́ı

t(m11 −m12) = t(m11 + (−m12)) = t(m11) + t(−m12) = m21 −m22,

proto obraz Im(t) je podgrupa grupy M2.
Pro libovolný prvek m2 obrazu Im(t) existuje jeho vzor m1, tedy je

t(m1) = m2. Pro libovolný prvek κ okruhu R, je násobek κm2 také prvek obrazu
Im(t). Protože

t(κm1) = κt(m1) = κm2,

tak obraz Im(t) je podmodul modulu M2.

Věta 1.23. [5] Necht’ B je podmodul modulu A. Definujme zobrazeńı
π : A→ A/B předpisem

π(a) = a+B, ∀a ∈ A.

Toto zobrazeńı je epimorfismus, tj. homomorfismus na A/B a Ker(π) = B.
Zobrazeńı π se nazývá přirozená projekce.
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Důkaz: Pro libovolné prvky a1, a2 modulu A je

π(a1 + a2) = (a1 + a2) +B = (a1 +B) + (a2 +B) = π(a1) + π(a2).

Pro libovolný prvek a1 modulu A a pro libovolný prvek κ okruhu R je

π(κa1) = (κa1) +B = κ(a1 +B) = κπ(a1).

Tedy π je homomorfismus. Dále snadno ukážeme, že tento homomorfismus je na
A/B. Pokud a+B je libovolný prvek A/B, tak a je prvek A a tedy a+B = π(a).
Tedy zobrazeńı π je epimorfismus.

Zbývá ukázat, že Ker(π) = B. Pro všechny prvky k jádra zobrazeńı π plat́ı
π(k) = 0 + B, proto k + B = 0 + B = B, t́ım k ∈ B. Z tohoto vyplývá, že
Ker(π) ≤ B.

Nyńı naopak pro všechny prvky b modulu B plat́ı π(b) = b + B = B. Z toho
vyplývá, že B ≤ Ker(π). Č́ımž jsme ukázali, že Ker(π) = B.

Věta 1.24. [5] Necht’ B je podmodul modulu A, π : A → A/B je přirozená
projekce a φ : A → A′ homomorfismus modulu A do modulu A′ takový, že
B ≤ Ker(φ). Potom existuje právě jeden homomorfismus ψ : A/B→ A′ takový,
že plat́ı ψπ = φ.

Důkaz: Pro libovolné prvky a+B modulu A/B definujeme ψ(a+B) = φ(a).

Potřebujeme ukázat, že zobrazeńı je dobře definováno. Předpokládejme, že
a+B = a′ +B. Pak a = a+ 0 ∈ a+B = a′ +B, tedy existuje b ∈ B takové, že
a = a′ + b. Potom

ψ(a+B) = φ(a) = φ(a′ + b) = φ(a′) + φ(b) = φ(a′) + 0 = ψ(a′ +B),

φ(b) = 0, protože B ≤ Ker(φ).

Pro zobrazeńı ψ : A/B → A′ je ψ(π(a)) = ψ(a + B) = φ(a), ∀a ∈ A tedy
ψπ = φ.

Dále zbývá ukázat, že toto zobrazeńı ψ je homomorfismus. Pro libovolné prvky
a1 +B, a2 +B ∈ A/B a pro libovolný prvek κ ∈ R je

φ(a1 + a2) = φ(a1) + φ(a2) = ψ(a1 +B) + ψ(a2 +B)

φ(a1 + a2) = ψ((a1 + a2) +B) = ψ((a1 +B) + (a2 +B))

a zároveň

ψ(κ(a1 +B)) = ψ(κa1 +B) = φ(κa1) = κφ(a1) = κψ(a1 +B).

Tedy ψ je homomorfismus.
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Nyńı ukážeme, že toto zobrazeńı je jediné s touto vlastnost́ı. Předpokládejme
daľśı zobrazeńı s touto vlastnost́ı. Označme si toto zobrazeńı ψ′. Tedy
ψ′ : A/B→ A′ takové, že ψ′π = φ. Pro všechny prvky a+B modulu A/B je

ψ(a+B) = φ(a) = (ψ′π)(a) = ψ′(a+B)⇒ ψ = ψ′.

Věta 1.25. prvńı věta o izomorfismu [5]

Necht’ φ : A → A′ je homomorfismus modulu A do modulu A′. Potom mo-
duly A/Ker(φ) a φ(A) = Im(φ) jsou izomorfńı, což se zapisuje symbolicky
A/Ker(φ) ' Im(φ).

Důkaz: K d̊ukazu využijeme větu 1.24 Polož́ıme B = Ker(φ). Stač́ı nám ukázat,
že homomorfismus ψ je bijektivńı zobrazeńı z A/B na Im(φ).

Nejprve ukážeme, že homomorfismus ψ je injektivńı. Pro libovolné prvky
a1 +Ker(φ), a2 +Ker(φ) modulu A/Ker(φ) takové, že

ψ(a1 +Ker(φ)) = ψ(a2 +Ker(φ))⇒ φ(a1) = φ(a2)⇒ φ(a1 − a2) = 0⇒

⇒ a1 − a2 ∈ Ker(φ)⇒ a1 +Ker(φ) = a2 +Ker(φ).

Dále potřebujeme ukázat, že homomorfismus ψ je na Im(φ). Pro libovolný prvek
a + Ker(φ) modulu A/Ker(φ) je ψ(a + Ker(φ)) = φ(a) ∈ Im(φ). Z toho plyne
Im(ψ) ≤ Im(φ).

Pro libovolný prvek y obrazu Im(φ) existuje prvek a modulu A takový, že
φ(a) = y. Pak a+Ker(φ) ∈ A/Ker(φ), ψ(a+Ker(φ)) = φ(a) = y.
T́ım je y ∈ Im(ψ), tedy Im(φ) ≤ Im(ψ). Proto ψ je izomorfismus A/Ker(φ) na
Im(φ).

Věta 1.26. druhá věta o izomorfismu [5]

Necht’ U,V jsou podmoduly modulu A.
Potom moduly (V + U)/V a U/(U ∩V) jsou izomorfńı.

Důkaz: V + U a U ∩V jsou podmoduly modulu A podle věty 1.9.

Definujme zobrazeńı φ : U→ (V + U)/V předpisem

φ(u) = u+ V.
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Pro libovolné prvky u1, u2 modulu U je

φ(u1 + u2) = (u1 + u2) + V = (u1 + V ) + (u2 + V ) =

= φ(u1) + φ(u2).

Pro libovolný prvek u1 modulu U a libovolný prvek κ okruhu R je

φ(κu1) = κu1 + V = κ(u1 + V ) = κφ(u1).

Tedy zobrazeńı φ je homomorfismus.

Pro libovolný prvek y + V ∈ V + U/V je y prvek modulu V + U, proto existuje
prvek u modulu U a prvek v modulu V takový, že y = v + u = u+ v, pak prvek
y + V = u + v + V = u + V . Proto φ(u) = u + V = y + V , tedy zobrazeńı je
epimorfismus.

Necht’ K = Ker(φ). Podle věty 1.25 v́ıme, že
U/K ' (U + V)/V. Aby d̊ukaz byl kompletńı je třeba ukázat, že
K = (U ∩V).

Necht’ u je prvek modulu (U ∩V). Pak u je prvkem V a proto u + V = V ,
proto φ(u) = u + V = V = 0 + V , tedy u ∈ Ker(φ) = K z toho vyplývá, že
U ∩V ≤ K.

Necht’ k je prvek modulu K. Protože K = Ker(φ) ≤ U je k prvek modulu U.
Prvek k je prvkem jádra Ker(φ) z toho vyplývá, že φ(k) = 0, proto k + V = V
tedy k je prvek modulu V. Tud́ıž k je prvek modulu U ∩ V, t́ım K ≤ U ∩ V.
Proto K = U ∩V.

Věta 1.27. třet́ı věta o izomorfismu [5]

Necht’ U,V jsou podmoduly modulu A takové, že U ≤ V. Potom moduly A/V
a (A/U)/(V/U) jsou izomorfńı.

Důkaz: Definujeme zobrazeńı φ : A/U→ A/V pro libovolný prvek a+U modulu
A/U předpisem φ(a+ U) = a+ V .

Pokud a1 + U = a2 + U , pak a1 − a2 je prvek modulu U, který je podmodulem
modulu V, tedy a1− a2 je prvek modulu V, proto a1 +V = a2 +V . φ je opravdu
zobrazeńı.

Pro libovolné prvky a1 + U, a2 + U modulu A/U je

φ((a1 + U) + (a2 + U)) = φ((a1 + a2) + U) = (a1 + a2) + V =

= (a1 + V ) + (a2 + V ) = φ(a1 + U) + φ(a2 + U).

Pro libovolný prvek a+ U modulu A/U a libovolný prvek κ okruhu R je

φ(κ(a+ U)) = φ(κa+ U) = κa+ V = κ(a+ V ) = κφ(a+ U).

Z toho vyplývá, že φ je homomorfismus.
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Pro libovolný prvek a + V modulu A/V je a prvek modulu A, proto a + U je
prvek modulu A/U, tedy φ(a+U) = a+V z čehož vyplývá, že φ je epimorfismus.

Podle věty 1.25 je (A/U)/Ker(φ) ' A/V. Aby byl d̊ukaz kompletńı je třeba
ukázat, že Ker(φ) = V/U.
Pokud v + U je prvek modulu V/U, pak φ(v + U) = v + V = V. Proto v + U
nálež́ı do Ker(φ). Tedy V/U ≤ Ker(φ).

Pokud a + U je prvek Ker(φ), tak plat́ı φ(a + U) = V, neboli a + V = V . Z
posledńı rovnosti vyplývá, že a je prvkem V, proto a + U je prvek V/U. Tedy
Ker(φ) ≤ V/U. Proto Ker(φ) = V/U.
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Kapitola 2

Speciálńı pojmy

V této kapitole definujeme speciálńı podmoduly a moduly. Ukážeme jejich vlast-
nosti a v následuj́ıćı kapitole je budeme modelovat na konkrétńıch př́ıkladech.
Hlavńımi zdroji pro tuto kapitolu jsou [1], [3], [4], [5].

2.1 Velké moduly

Definice 2.1. [1] Podmodul M1 modulu M je velký, pokud

M1 ∩N 6= 0

pro každý nenulový podmodul N modulu M.
Tento vztah zaṕı̌seme jako M1 E M.

Věta 2.2. [1] Každý modul M je velký sám v sobě.

Důkaz: Pro každý nenulový podmodul N modulu M je pr̊unik M∩N = N, tedy
neńı nulový. Z toho vyplývá, že M je velký v M.
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Věta 2.3. [1] Jsou-li moduly M1,M2,M3 takové, že M1 ⊆ M2 ⊆ M3. Pak
modul M1 je velký v modulu M3, právě když modul M2 je velký v modulu M3

a modul M1 je velký v modulu M2.

Důkaz: Necht’ modul M1 je velký v modulu M3, proto pro každý nenulový pod-
modul M′

3 modulu M3 je M1 ∩M′
3 6= 0.

Každý nenulový podmodul M′
2 modulu M2 je zároveň nenulový podmodul

modulu M3, proto M1 ∩M′
2 6= 0, t́ım M1 je velký v M2.

Pro každý nenulový podmodul M′
3 modulu M3 je M1 ∩M′

3 6= 0. Protože
M1 ≤M2 je M1∩M′

3 ≤M2∩M′
3, M1∩M′

3 6= 0. Z toho plyne, že M2∩M′
3 = 0.

Tedy M2 je velký v M3.

Nyńı uvažujme př́ıpad, kdy modul M1 je velký v modulu M2 a modul M2 je velký
v modulu M3. Jelikož M2 je velký v M3, tak pro každý nenulový podmodul M′

3

modulu M3 je M′
3 ∩M2 6= 0 a zároveň M2 ∩M′

3 je nenulový podmodul modulu
M2.

Dále modul M1 je velký v modulu M2, tedy M1 ∩ (M2 ∩M′
3) 6= 0. T́ım

M1 ∩M′
3 = (M1 ∩M2) ∩M′

3 = M1 ∩ (M2 ∩M′
3) 6= 0, proto modul M1 je velký

v modulu M3.

Věta 2.4. [1] Jsou-li moduly M1,M2,M3 takové, že M1 ⊆ M2 ⊆ M3. Pak
modul M2 je velký v modulu M3, pokud modul M2/M1 je velký v M3/M1.

Důkaz: Pro každý nenulový podmodul M′
3 modulu M3 plat́ı, že M1+M′

3 je nenu-
lový podmodul modulu M3. Tedy (M1 + M′

3)/M1 je podmodul modulu M3/M1.
Pokud M1 + M′

3/M1 6= 0, pak protože modul M2/M1 je velký v modulu
M3/M1, tak (M1 + M′

3)/M1 ∩ M2/M1 6= 0. Z toho vyplývá existence prvku
m2 + M1 6= 0 + M1 z modulu (M1 + M′

3)/M1 ∩ M2/M1. Kde m2 = m1 + m′3,
m2 ∈M2, m1 ∈M1, m

′
3 ∈M′

3, tedy 0 6= m2 + M1 = m1 +m′3 + M1 = m′3 + M1,
proto m′3 + M1 je prvkem modulu (M1 + M′

3)/M1 ∩M2/M1. Prvek m′3 nemůže
být z modulu M1 a je nenulový, protože m′3 + M1 6= 0 + M1. Z toho vyplývá, že
M2 ∩M′

3 6= 0, protože prvek m2 −m1 = m′3 lež́ı v obou modulech. Tedy modul
M2 je velký v modulu M3.

Pokud M1 + M′
3/M1 = 0 ⇒ M1 + M′

3 = M1, proto M′
3 ≤ M1 ≤ M2 ⇒

M′
3 ∩M2 = M′

3 6= 0.

Lemma 2.5. [1] Jestliže moduly M1,M2 jsou velké v M, pak i pr̊unik M1∩M2

je velký v M.

Důkaz: Necht’ moduly M1 a M2 jsou velké v modulu M. Tedy pro každý nenulový
podmodul M′ modulu M je pr̊unik M1 ∩M′ nenulový a zároveň plat́ı, že

M1 ∩M′ ≤M.

Modul M2 je velký v modulu M, proto pr̊unik

0 6= M2 ∩ (M1 ∩M′) = (M2 ∩M1) ∩M′,
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tedy modul (M1 ∩M2) je velký v modulu M.

Věta 2.6. [1] Jestliže konečně mnoho podmodul̊u M1, ...,Mn, n ∈ N je velkých
v modulu M, pak i pr̊unik M1 ∩ ... ∩Mn je velký v modulu M.

Důkaz: Pro n = 2 tvrzeńı plat́ı viz lemma 2.5.
Nyńı předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro každé k = n−1 a ukážeme platnost

tvrzeńı pro k = n. Z platnosti pro k = n− 1 vyplývá, že modul M1 ∩ ... ∩Mn−1
je velký v modulu M. Tedy pro každý nenulový podmodul M′ modulu M je
(M1 ∩ ... ∩Mn−1) ∩M′ 6= 0 a zároveň je (M1 ∩ ... ∩Mn−1) ∩M′ ≤M nenulový
v M.

Modul Mn je velký v modulu M, proto pr̊unik

0 6= Mn ∩ (M1 ∩ ... ∩Mn−1 ∩M′) = (Mn ∩M1 ∩ ... ∩Mn−1) ∩M′,

tedy modul M1 ∩ ... ∩Mn je velký v modulu M.

Věta 2.7. [1] Necht’ M1 je podmodul modulu M. Necht’ MM je maximálńı
podmodul modulu M takový, že M1 ∩MM = 0. Potom podmodul M1 + MM =
M1 ⊕MM je velký v modulu M.

Důkaz: Existence maximálńıho podmodulu MM takového, že M1∩MM = 0 plyne
z Zornova lemmatu. Sporem předpokládejme, že podmodul M1+MM neńı velký v
M, pak existuje nenulový podmodul N modulu M takový, že (M1+MM)∩N = 0.

Kdyby MM + N = MM , pak N ≤MM , tedy N ≤M1 + MM , t́ım
N ∩ (M1 + MM) = N 6= 0. To neńı, proto MM + N > MM . Pak pro nenulový
podmodul MM + N modulu M plat́ı, že M1 ∩ (MM + N) 6= 0, protože MM byl
maximálńı s vlastnost́ı M1 ∩MM = 0. Tedy existuje prvek m1 z modulu M1,
který splňuje m1 6= 0 m1 = mM + n, kde mM je z MM a n z N. Pak ovšem
m1 −mM = n. Kdyby n = 0, pak 0 6= m1 = mm a tedy 0 6= m1 by byl prvkem
modulu M1 ∩MM , což je ve sporu s t́ım, že M1 ∩MM je nulový. Proto n je
nenulový prvek modulu N, ale i modulu M1 + MM , proto (M1 + MM)∩N 6= 0.
Tedy podmodul M1 + MM je nutně velký v modulu M.

Věta 2.8. Necht’ V je lineárńı vektorový prostor nad tělesem T konečné di-
menze n a P podprostor prostoru V. Prostor P je velký podmodul modulu V
právě tehdy když dim(P) = n, tedy P = V.

Důkaz: Necht’ P je velký podmodul modulu V, pak lze ukázat, že dim(P) = n,
tedy P = V. Prostor V je dimenze n a má tedy n bázových prvk̊u b1, b2, ..., bn.
Pro každý prvek v z V je 〈v〉 podprostor prostoru V, kde 〈v〉 je lineárńı obal
prvku v. Protože všechny prvky bi, i ∈ I, kde I = {1, 2, ..., n}, jsou navzájem
lineárně nezávislé, tak když i 6= j pak 〈bi〉 ∩ 〈bj〉 = 0. Podprostor P je velký ve
V, tedy pro každé 0 6= V1 ≤ V je V1 ∩ P 6= 0. Tedy ∀i ∈ I je P ∩ 〈bi〉 6= 0.
Pak existuje nenulový prvek p z prostoru P a zároveň z 〈bi〉, lze ho tedy zapsat
ve tvaru λ1p1 + λ2p2 + ...+ λkpk = αibi, kde λj, αi ∈ T, kde j ∈ J = {1, 2, ..., k}
a pj jsou bázové prvky prostoru P . Protože bi lze zapsat jako lineárńı kombinaci
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prvk̊u pj, tak bi ∈ P, ∀i ∈ I. Protože prvky b1, b2, ..., bn jsou lineárně nezávislé,
tak dim(P) ≥ n. Zároveň P je podprostor prostoru V tedy dim(P) ≤ n. T́ım
dim(P) = n.

Na druhou stranu necht’ dim(P) = n, pak lze ukázat, že P je velký podmodul
modulu V. Protože dim(P) = n = dim(V), tak P = V. Podle věty 2.2 je
podmodul P velký v modulu V.

Důsledek 2.9. Necht’ V je lineárńı vektorový prostor konečné dimenze n, pak
každý vlastńı podmodul P modulu V v něm neńı velký.

Důkaz: Z věty 2.8 v́ıme, že podmodul P modulu V je v něm velký, právě tehdy,
když P = V , což je ve sporu s t́ım, aby P byl vlastńı podmodul modulu V. Proto
podmodul P nemůže být velký ve V.

Definice 2.10. Pokud existuje F E M takový, že F ≤M1 pro všechny velké
podmoduly M1 modulu M, pak jej nazveme fundamentálńı podmodul.

Věta 2.11. 2.11 Necht’ M je R-modul, který má konečně mnoho podmodul̊u.
Potom v M existuje fundamentálńı modul.

Důkaz: Položme
F = {F ≤M; F E M}

F 6= ∅, protože M E M ⇒ M ∈ F . Modul M má konečně mnoho podmodul̊u,
proto F je konečná množina částečně uspořádaná inkluźı. Tedy v množině F
existuje minimálńı prvek F0, protože F je konečná.

Ukážeme, že F0 ≤ F,∀F ∈ F a tedy, že F0 je nejmenš́ı prvek v F . Kdyby
existoval F ∈ F takový, že F0 � F. Pak modul F0 ∩ F je podle věty 2.5 velký v
M a tedy F0 ∩ F ∈ F . Dále F0 ∩ F 6= F0, protože F0 � F a F0 ∩ F ≤ F0. Proto
F0 neńı minimálńı, což je ve sporu s naš́ım předpokladem.

Tedy F0 je nejmenš́ı v F a proto F0 je fundamentálńı.

Důsledek 2.12. 2.12 Každá konečná Abelova grupa má fundamentálńı pod-
modul.

Věta 2.13. Necht’ M1 je podmodul modulu M a necht’ v M existuje funda-
mentálńı podmodul F.

Potom modul M1 je velký v M právě tehdy, když F ≤M1.

Důkaz: Pokud M1 E M, F je fundamentálńı, pak F ≤M1.
Naopak pokud F ≤M1 ≤M, F E M, pak podle věty 2.3 M1 E M.
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Definice 2.14. Modul M nazveme stejnorodý, pokud každý nenulový podmo-
dul M1 modulu M je v něm velký.

Lemma 2.15. Necht’ modul M je cyklická grupa nekonečného řádu. Pak v
modulu M je každý nenulový podmodul velký, tedy modul M je stejnorodý.

Důkaz: Sporem předpokládejme, že modul M neńı stejnorodý. Tedy existuje v
něm nenulový podmodul M1, který neńı velký. Pak pro nějaký nenulový podmo-
dul N modulu M je pr̊unik N∩M1 nulový. Avšak každá podgrupa cyklické grupy
je také cyklická, tedy i podgrupy N a M1. Modul N = nZ a modul M1 = m1Z,
kde n,m1 ∈ Z. Pak existuje společný násobek, tedy existuje κ ∈ Z takové, že
nκ = k a dále existuje λ ∈ Z takové, že m1λ = k. Proto k ∈ nZ∩m1Z = N∩M1.
Tedy v obou podmodulech existuje prvek k 6= 0. Proto oba podmoduly obsahuj́ı
stejný nenulový prvek a jejich pr̊unik nemůže být nulový modul. To je spor, proto
každý nenulový podmodul M1 modulu M v něm velký.

Věta 2.16. Necht’ existuje fundamentálńı podmodul F modulu M. Pak modul
M je stejnorodý, pokud F je nejmenš́ı nenulový podmodul modulu M .

Důkaz: Protože F je nejmenš́ı nenulový podmodul, tak pro každý nenulový pod-
modul M1 modulu M plat́ı F ⊆M1. Podle lemmatu 2.13 je tedy každý podmodul
M1 velký v modulu M, proto modul M je stejnoměrný.

Důsledek 2.17. Stejnorodost je dědičná. Jinak řečeno každý vlastńı podmodul
M1 stejnorodého modulu M je stejnorodý.

Důkaz: Je-li M1 vlastńı podmodul modulu M, pak každý nenulový podmodul M′
1

modulu M1 je nenulový podmodul modulu M, proto M′
1 je velký v M. Podle

věty 2.3 je M′
1 velký v M1. T́ım je M1 stejnorodý.
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Kapitola 3

Př́ıklady speciálńıch modul̊u

V této kapitole modelujeme teorii z předešlých kapitol na konkrétńıch př́ıkladech.
Hlavńımi zdroji pro tuto kapitolu jsou [2], [3], [5].

3.1 Př́ıklady velkých podmodul̊u

3.1.1 Vektorové prostory

Př́ıklad 3.1. Najděte v R-vektorovém prostoru R3 všechny velké podmoduly
a určete zda se jedná o stejnorodý modul.

Řešeńı: Z věty 2.8. v́ıme, že všechny podprostory s dimenźı rovné n jsou velké
podmoduly, tedy prostory jejichž báze má n prvk̊u. V našem př́ıpadě pro R3 je
n = 3. Tedy báze má 3 prvky, kterými mohou být např́ıklad b1 = [1, 0, 0], b2 =
[0, 1, 0], b3 = [0, 0, 1]. Podprostor P s touto báźı je velký podmodul modulu R3.
Žádný jiný podprostor dimenze n již nemůžeme nalézt, t́ım jsem tedy hotovi s
prvńı část́ı úkolu. Tedy jediný velký podmodul je R3.

V daľśı části máme rozhodnou zda R3 je stejnorodý podmodul. Protože však
dovedeme nalézt podprostory dimenze 1 a 2, které nejsou velké podmoduly mo-
dulu R3, tak modul R3 neńı stejnorodý. Podprostory dané dimenze nalezneme
snadno, tak že sestroj́ıme lineárńı obal jednoho nebo dvou bázových prvk̊u.

Ukažme si názorně na podprostoru dimenze 1, že neńı velký podmodul modulu
R3. Označme si tento podmodul M1. Aby M1 nebyl velký v R3, stač́ı nalézt
jeden nenulový podmodul modulu R3 s kterým má nulový pr̊unik. Všechny prvky
m1 ∈ M1 jsou ve tvaru m1 = λ1b1, kde λ1 ∈ R a b1 ∈ R3. Uvažujme podmodul
M2 jehož prvky budou ve tvaru m2 = λ2b2, kde λ2 ∈ R a b2 ∈ R3. Kdyby
M1∩M2 byl nenulový existoval by prvek p, který by šel zapsat pomoćı bázových
prvk̊u podprostoru M1 i podprostoru M2. Tedy 0 6= p = λ1b1 = λ2b2, kde
0 6= λ1, 0 6= λ1 ∈ R. Z čehož vyplývá, že λ1b1−λ2b2 = 0. To by ale znamenalo, že
prvky báźı jsou lineárně závislé, což by bylo ve sporu s t́ım jak jsme prvky báźı
volili. Tedy pr̊unik podmodul̊u M1,M2 je nulový a t́ım M1 neńı velký v R3.

Př́ıklad 3.2. Najděte v R-vektorovém prostoru R všechny velké podmoduly
a určete zda se jedná o stejnorodý modul.
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Řešeńı: Z věty 2.8. v́ıme, že velké podmoduly muśı mı́t dimenzi rovnou dimenzi
vektorového prostoru. Protože vektorový prostor R má dimenzi jedna a všechny
nenulové podprostory nemohou mı́t dimenzi 0, tak muśı mı́t dimenzi 1. T́ım jediný
nenulový podprostor je R, který je velký v R. Aby modul R byl stejnorodý je
třeba ukázat, že každý nenulový podmodul je v něm velký. Avšak každý nenulový
podmodul R1 modulu R tvoř́ı nad tělesem R vektorový podprostor dimenze 1,
který je velký podmodul modulu R. Proto je modul R stejnorodý. Tedy R1 = R

Př́ıklad 3.3. Najděte v C-vektorovém prostoru C všechny velké podmoduly a
určete zda se jedná o stejnorodý modul.

Řešeńı: Z věty 2.8. v́ıme, že podprostor stejné dimenze jako je sám prostor je
velký podmodul modulu C. Protože dim(C) = 1, tak obdobně jako v předešlém
př́ıkladu je každý nenulový podmodul velký. Proto je C stejnorodý modul.

Př́ıklad 3.4. Najděte v R-vektorovém prostoru C všechny velké podmoduly a
určete zda se jedná o stejnorodý modul.

Řešeńı: Z věty 2.8 v́ıme, že podprostor stejné dimenze jako je sám prostor je velký
podmodul modulu C. Protože dim(C) = 2, tak velké podmoduly jsou právě ty
podprostory jejichž dimenze je 2. Každý podprostor jehož dimenze je 1 neńı velký
podmodul modulu C. Př́ıkladem takových podprostor̊u jsou 〈1〉 a 〈i〉. Protože
v modulu C existuj́ı nenulové podmoduly, které nejsou velké, tak modul neńı
stejnorodý.

Př́ıklad 3.5. Najděte v Q-modulu Q všechny velké podmoduly, určete zda má
fundamentálńı podmodul a zda se jedná o stejnorodý modul.

Řešeńı: Protože Q je těleso, je každý Q-modul vektorový prostor nad Q. Z věty
2.8. v́ıme, že velké podmoduly muśı mı́t dimenzi rovnou dimenzi vektorového pro-
storu. Protože vektorový prostor Q má dimenzi jedna a všechny nenulové podpro-
story nemohou mı́t dimenzi 0, tak muśı mı́t dimenzi 1. T́ım všechny podprostory
prostoru Q jsou velké podmoduly modulu Q. Aby modul Q byl stejnorodý je
třeba ukázat, že každý nenulový podmodul je v něm velký. Avšak každý nenu-
lový podmodul M1 modulu Q tvoř́ı nad tělesem Q vektorový podprostor dimenze
1, který je velký podmodul modulu Q. Proto je modul Q stejnorodý.

3.1.2 Abelovy grupy

Př́ıklad 3.6. Najděme v Z-modulu Z36 všechny podmoduly.

Řešeńı: Protože Z36 je cyklická grupa, tak i každá jej́ı podgrupa je cyklická, tedy
i Abelova. Tedy každá podgrupa grupy Z36 je rovněž Z-modul. Dále nám tedy
stač́ı hledat pouze podgrupy grupy Z36.
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Tedy k nalezeńı všech podgrup stač́ı pomoćı každého prvku ze Z36 vygenerovat
jemu př́ıslušej́ıćı podgrupu.

Podle Lagrangeovy věty řád podgrupy muśı dělit řád grupy. PokudNSD(o(a), 36) =
d, pak 〈a〉 = 〈d〉, stač́ı tedy generovat jen těmi prvky a ze Z36, pro které plat́ı,
že o(a)|36. Z prvoč́ıselného rozkladu č́ısla 36 = 22.32 vid́ıme, že takové prvky
jsou 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36. Tyto prvky generuj́ı následuj́ıćı podgrupy 〈1〉 ' Z36,
〈2〉 ' Z18, 〈3〉 ' Z12, 〈4〉 ' Z9, 〈6〉 ' Z6, 〈9〉 ' Z4, 〈12〉 ' Z3, 〈18〉 ' Z2,
〈36〉 = 〈0〉. T́ım jsme nalezli všechny podmoduly modulu Z36.

Př́ıklad 3.7. Najděte v Z-modulu Z36 všechny velké podmoduly, určete zda
má fundamentálńı podmodul a zda se jedná o stejnorodý modul.

Řešeńı: Úlohu si rozděĺıme na tři pod úkoly. Za prvé najdeme fundamentálńı
podmodul F. Za druhé urč́ıme které z podmodul̊u jsou velké. Nakonec urč́ıme
zda modul Z36 je stejnorodý.

1) Protože fundamentálńı podmodul F je velký v Z36, bude rozumné požadovat,
aby obsahoval minimálńı vlastńı podmoduly 〈18〉, 〈12〉. Nebot’ to je jediná možnost,
aby F ∩ 〈18〉 6= 0 nebo F ∩ 〈12〉 6= 0. Tedy F je řádu jenž je násobek č́ısla 6.
Z předchoźıho bodu v́ıme, že takové podmoduly jsou 〈6〉, 〈3〉, 〈2〉, 〈1〉. Zároveň
požadujeme, aby F byl minimálńı s touto vlastnost́ı. Minimálńı z nich je 〈6〉,
jedná se tedy o hledaný fundamentálńı podmodul F.

2) Nyńı podle věty 2.13. každý podmodul, jež obsahuje F jako podmodul, je
velký. Protože 〈6〉 ≤ 〈6〉, 〈6〉 ≤ 〈3〉, 〈6〉 ≤ 〈2〉, 〈6〉 ≤ 〈1〉. Tedy velké podmoduly
modulu Z36 jsou 〈6〉, 〈3〉, 〈2〉, 〈1〉.

3) Podle věty 2.16. v́ıme, že modul neńı stejnorodý, protože F neńı nejmenš́ı
vlastńı podmodul. Např́ıklad 〈18〉 neńı velký v modulu F, protože 〈18〉∩〈12〉 = 0.

Př́ıklad 3.8. Najděte v Z-modulu Z16 všechny podmoduly.

Řešeńı: Protože Z16 je cyklická grupa, tak i každá jej́ı podgrupa je cyklická. Tedy
k nalezeńı všech podgrup by stačilo pomoćı každého prvku ze Z16 vygenerovat
jemu př́ıslušej́ıćı podgrupu.

Podle Lagrangeovy věty řád podgrupy muśı dělit řád grupy, tedy stač́ı gene-
rovat jen těmi prvky a ze Z16, pro které plat́ı, že o(a)|n. Z prvoč́ıselného roz-
kladu č́ısla 16 = 24 vid́ıme, že takové prvky jsou 1, 2, 4, 8, 16. Tyto prvky generuj́ı
následuj́ıćı podgrupy 〈1〉 ' Z16, 〈2〉 ' Z8, 〈4〉 ' Z4, 〈8〉 ' Z2, 〈16〉 = 〈0〉. T́ım
jsme nalezli všechny podmoduly modulu Z16.

Př́ıklad 3.9. Najděte v Z-modulu Z16 všechny velké podmoduly, určete zda
má fundamentálńı podmodul a zda se jedná o stejnorodý modul.

Řešeńı: Úlohu si rozděĺıme na tři pod úkoly. Za prvé najdeme fundamentálńı
podmodul F. Za druhé urč́ıme které z podmodul̊u jsou velké. Nakonec urč́ıme
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zda modul Z16 je stejnorodý.

1) Protože fundamentálńı podmodul F je velký v Z16, bude rozumné požadovat,
aby obsahoval minimálńı vlastńı podmodul 〈8〉. Nebot’ to je jediná možnost, aby
F∩〈8〉 6= 0. Tedy F je řádu jenž je násobek č́ısla 2. Z předchoźıho bodu v́ıme, že ta-
kové podmoduly jsou 〈8〉, 〈4〉, 〈2〉, 〈1〉. Zároveň požadujeme, aby F byl minimálńı
s touto vlastnost́ı. Minimálńı z nich je 〈8〉, jedná se tedy o hledaný fundamentálńı
podmodul F.

2) Nyńı podle věty 2.13. každý podmodul, jež obsahuje F jako podmodul, je
velký. Protože 〈8〉 ≤ 〈8〉, 〈8〉 ≤ 〈4〉, 〈8〉 ≤ 〈2〉, 〈8〉 ≤ 〈1〉. Tedy všechny vlastńı
podmoduly modulu Z16 jsou velké.

3) Podle věty 2.16. v́ıme, že modul je stejnorodý, protože F je nejmenš́ı vlastńı
podmodul. Dále v́ıme, že každý podmodul modulu Z16 je rovněž stejnorodý.

Př́ıklad 3.10. Najděte v Z-modulu Z všechny velké podmoduly a zda se jedná
o stejnorodý modul. Rozhodněte, zda modul Z má fundamentálńı podmodul.

Řešeńı: Modul Z je cyklická grupa nekonečného řádu. Podle lemmatu 2.15. v́ıme,
že je to stejnorodý modul. Tedy všechny nenulové N podmoduly modulu Z jsou
v něm velké.

Kdyby v modulu Z existoval fundamentálńı podmodul F, tak F ≤ Z, F E Z
. Protože Z je nekonečná cyklická grupa, tak F = f0Z, kde f0 ∈ Z, f0 6= 0.

Pak např́ıklad M1 = 2∗f0Z ≤ Z, M1 6= 0, tedy M1 je velký v Z, ale M1 � F.
Tedy modul Z nemá fundamentálńı modul.

Poznámka: Stejným principem by se dalo ukázat pro každou cyklickou grupu
nekonečného řádu, že nemá fundamentálńı modul.

Př́ıklad 3.11. Rozhodněte, zda Z-modul M = Z⊕ Z je stejnorodý modul.

Řešeńı: Uvažujme nenulové podmoduly M1 = Z⊕0 a M2 = 0⊕Z. Pr̊unik těchto
modul̊u M1 ∩M2 je nulový. Tedy ani jeden z nich neńı velký podmodul modulu
M. Proto modul M neńı stejnorodý.
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Závěr

V prvńı kapitole jsem rozepsal základńı poznatky k teorii modul̊u. Z definic
uved’me pojmy modulu, podmodulu a konstrukci cyklického a faktorového mo-
dulu. V tvrzeńıch lze nalézt vztah pr̊uniku a součtu podmodul̊u k modulu. V
závěru kapitoly se nacháźı věty o izomorfismu pro moduly.

V druhé kapitole se mi povedlo dokázat všechny základńı tvrzeńı k teorii
velkých modul̊u. Tvrzeńı lze nalézt jako cvičeńı v Procházkovi. Vyslovil jsem
větu, kdy vektorový podprostor je velký podmodul. Zavedl jsem nový pojem fun-
damentálńıho podmodulu a ukázal existenci u některých typ̊u modul̊u. Poté jsem
ukázal vztah mezi fundamentálńım podmodulem a velkými podmoduly. Uvedl
jsem pojem stejnorodého modulu a ukázal, že nekonečná cyklická grupa je stej-
norodý modul. Dále jsem ukázal souvislost mezi fundamentálńım podmodulem a
stejnorodost́ı.

Posledńı kapitola je rozdělena do dvou podkapitol. V prvńı podkapitole se
zabývám vektorovými prostory. Na začátku je řešen př́ıpad R-vektorového pro-
storu Rn, konkrétně pro n = 3 a n = 1. Povedlo se mi v nich nalézt všechny velké
podmoduly a určit, zda se jedná o stejnorodý modul. Dále obdobně řeš́ım př́ıpad
C-vektorového prostoru C. Velmi zaj́ımavý mi přijde př́ıklad 3.4., nebot’ v něm
vid́ıme jak se situace změńı, pokud zvoĺıme odlǐsné těleso.

V druhé podkapitole se zabývám Abelovými grupami. Na začátku je řešen
př́ıpad Z- modulu Zn, konkrétně pro n = 36 a n = 16. Tedy kdy n neńı mocnina
prvoč́ısla a kdy n je mocnina prvoč́ısla. Najdu v nich fundamentálńı podmodul
a urč́ım jaké podmoduly jsou velké a zda se jedná o stejnorodý podmodul. Dále
obdobně diskutuji př́ıpad Z- modulu Z. Nakonec řeš́ım př́ıpad Z- modulu Z⊕Z,
kde urč́ım, zda se jedná o stejnorodý podmodul.

Na závěr bych uvedl, že v práci by bylo možné pokračovat. Např́ıklad se
domńıvám, že by bylo možné zavést algoritmus pro hledáńı fundamentálńıho
podmodulu u některých př́ıpad̊u modul̊u. Nebo by bylo možné navázat daľśı ka-
pitolou o malých podmodulech.
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