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Abstrakt :

Tato préace je zaméfena na specialni moduly. Je rozdélena do tii kapitol. V prvni
kapitole jsou uvedeny zakladni pojmy a tvrzeni z teorie moduli. Druhé kapitola
se zabyva specidlnim typem moduli a to velkymi podmoduly. Ve tieti kapitole je
soubor piikladu objasnujici tvrzeni z druhé kapitoly. V préci je zaveden novy po-
jem fundamentalniho podmodulu a uveden vztah mezi velkym a fundamentalnim
podmodulem. Prace muze slouzit jako studijni material.

Klicova slova: modul, velky podmodul, fundamentalni podmodul, Abelova grupa,
vektorovy prostor

Abstract :

This thesis is focused on special modules. Paper is structured into three chapters.
First chapter defines basic concepts and propositions from module theory. Second
chapter is focused on special type of modules — big modules. Third chapter conta-
ins set of examples clarifying propositions from second chapter. Paper defines new
concept of fundamental submodule and presents relation between large module
and fundamental submodule. This paper can server as a study material.

Keywords: module, large submodule, fundamental submodule, Abelian subgroup,
vector space



Tady bude vlozeno oficidlni zadani préce.
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Uvod

V prvni kapitole se budu zabyvat zakladnimi poznatky, jejichz znalost je vhodna
pro pochopeni nasledujicich kapitol. Jmenovité definice struktur a jejich piiklady,
morfismy mezi témito strukturami.

V druhé kapitole se zamérim na teorii specidlnich modulu, konkrétné velkych
modulu. Pokusim se o vlastni formulaci dukazu zakladnich vét této teorie.

V posledni kapitole se pokusim modelovat teorii na ptikladech. Budu je hledat
hlavné v Abelovych grupach, nebot ty by mély byt ¢tendii zndmé.

Praci budu koncipovat tak, aby mohla slouzit i jako studijni materidl pro
zajemce o tuto problematiku. Zaroven se pokusim prozkoumat strukturu specidlnich
modulu pomoci resenych prikladu.



Kapitola 1
Zakladni pojmy

V této kapitole se seznamime s nejdulezitéjsimi pojmy, které budeme potiebovat
pro pochopeni nésledujicich kapitol. Hlavnimi zdroji pro tuto kapitolu jsou [1], [2], [5].

1.1 Zakladni struktury

Definice 1.1. (Abelova) grupa

Neprazdna mnozina G s binarni operaci + tvori strukturu, kterou nazyvame
grupa, pravé kdyz splnuje néasledujici podminky:

(A1) Pro vSechny prvky g1, go z G plati, Ze g1 + g2 je také prvkem G.
(A2) Pro vsechny prvky g1, g2, 93 z G plati, ze
(91 + g2) + 93 = g1 + (g2 + g3)-
(A3) V G existuje prvek 0 takovy, ze pro vSechny ¢, z G plati, ze
g +0=0+g =aq.
(A4) Ke kazdému prvku g; z G existuje prvek opaény —g; z G takovy, ze plati
g1+ (=g1)=—-g1+91=0.
Budeme ji znacit G = (G, +).

Struktura G se nazyva komutativni grupa nebo také Abelova grupa, pravé kdyz
je navic splnéna podminka:

(A5) Pro vSechny prvky g1, go z G plati, ze

g1+92=92+ g1



Definice 1.2. podgrupa

Neprazdna mnozina H, kde H C G a G je grupa, se nazyva podgrupa grupy G,
pokud

(1) 0 e H,
(2) a+be HVa,be H,
(3) —a€ HVa€ H.

Tento vztah zapiseme jako H < G.

Poznamka: Podmnozina H C G grupy G je podgrupa, pokud Va,b € H je

a—be H.

Definice 1.3. okruh

Neprazdnd mnozina R s bindrnimi operacemi + a . tvori strukturu, kterou nazyvame
okruh, pravé kdyz spliiuje nasledujici podminky:

(1) (R,+) je Abelova grupa.
(M1) Pro vsechny prvky 7,79 z R plati:
r1.r3 € R.

(D1) Pro v8echny prvky ri,79,73 z R plati:

r1.(re +1r3) = ri.rg + 1173,
(D2) Pro vsechny prvky ri,79,73 z R plati:

(ro +1r3).ry = 9.1 + 73.77.
Okruh budeme znacit R = (R, +, .).

Okruh R = (R, +,.) se nazyva unitarni okruh nebo také okruh s jednotkovym
prvkem, pravé kdyz je navic splnéna podminka:

(M2) V R existuje prvek 1 takovy, ze pro vSechny r z R plati:

T'l.l = 1.7”1 =T.



Okruh R = (R, +,.) se nazyva asociativni okruh, pravé kdyz je navic splnéna
podminka:

(M3) Pro vsechny prvky ri,79,73 z R plati:

(7"1.?"2).7"3 = 7”1.(7"2.’]"3).

Okruh R = (R, +,.) se nazyva komutativni okruh, pravé kdyz je navic splnénda
podminka:

(M3) Pro vsechny prvky 71,79 z R plati:

T1.T9 = T9.71.

Definice 1.4. modul [2]

Necht R je asociativni, komutativni okruh s jednotkovym prvkem 1. Mnozina M
se nazyva R-modul M, pokud (M, +) je aditivni komutativni grupa a pro kazdy
prvek m € M a pro kazdé k € R plati, ze km € M a plati nasledujici podminky
pro vSechny prvky s, A okruhu R a vSechny prvky mi, ms modulu M:

1) k(mq+mg) = kmy + KMo,
K + /\)m1 = Kmyp + )\ml,

(
(kAN)my = k(Amy),
1

Pozndmka: Moduly lze povazovat za zobecnéni vektorovych prostorii, nebot axi-
omy jsou stejné, jen misto télesa pracujeme s okruhem.

Piiklad 1.5. [2] Pro dany okruh R a pfirozené ¢islo n, je mnozina R™ vSech
usporadanych n-tic & = (&1, ..., &) modul. Pokud operace definujeme po slozkéch
nésledovné pro vsechny prvky (&1,...,&,), (M1, .., M) modulu R™ a pro vSechny
prvky s okruhu R je

(517 agn) + (7717 ’nn) = (gl + i, 7€n + 77n)7

K&y &n) = (KEL, ooy KER).



Piiklad 1.6. [2] Kazda komutativni grupa je modul nad okruhem celych éisel.
V aditivni grupé A mame totiz pro kazdé celé n a a € A definované ndsobeni na =
a+a+ ...+ a,pokudn > 0; 0xa = 0; na = (—n)(—a) = (—a) + (—a) + ... + (—a),
—_———

v~
2

pokud n < 0. Toto zobrazeni spliiuje Vk, A € Z,a,b € A, rovnosti

n

1) k(a+b) = ka + kb,

(1)

(2) (k + Na = ka + Aa,
(3) (kA)a = r(Aa),

(4) la = a

Nyni si ndzorné ukazeme platnost podminek modulu.

(1) kla+b) = (a+b)+(a+b)+..+(a+b) =

. J
-~

K

=a+a+..+a+b+b+..+b = ka+rkb, Vi €Z,k>0,VabeA,

K K

O(a+b)=0=0a+0b, K=0,Va,be A,

k(a+b) = (—k)((—a) + (=b)) = ka + kb, Vk € Z,x < 0,Ya,b e A,

(2) (k+XNa =a+a+..+a = a+a+..+atat+a+..+a =

IQIA K A
= ka+Aa, VR, AE€EZ,k>0,A>0Va €A,

ka+Aa = (—k)(—a)+ X a= (—a)+(—a)+ ..+ (—a)+a+a+..+a=

. J
A

= A= (=k))a= A+ K)a, V/@,)\EZ,K_g 0,A>0,—k < AVa€A,

ka+ Xa = (—k)(—a)+ X a=(—a)+(—a)+ ..+ (—a)+a+a+..+a=
VA S SR
- A
= (A4 (=k))(—a) =N+ K)a, YVE,AEZ,k<0,A>0,—Kk>AVa €A,

-~

Zcela analogicky by se rozepsali piipady pro x > 0,A < 0,k > —\ nebo
k>0,A<0,k <=M\

ra+Aa = (=r)(=a)+(=A)(=a) = = ((=r) +(=A))(=a) = (= (s +A))(=a)

=(k+Na, VR,A€Z,k<0,A<0Vac€A,



(3) K(Aa) = Qa+ra+ ..+ Ao =

K

A A A
-~ % ~ ~ % "~ /_/\—
= g+a+...—|—a—|—a—|—a+...+a+...—|—a+a+...—|—@ =

=a+a+..+a=(kNa, Ve, A€Z,k>0,A>0, Va€ A,
~—_————
KA

kK(Aa) =0=0%a= (kA)a, k=0,A=0, Va € A,

(—k)(—=Aa) = (=Xa) + (—=Aa) + ... + (—Xa) =

(. i

v~
—K

;%— ot (—a)+..+ (—a) + (—a

'

= (—a)+ (—a

— AM(—#)(—a) = (—Ak)(—a) = KAa, Ve, A€ Z,k < 0,A > 0, Ya € A,

k(Aa) = K((=A)(—a)) = (k(=A))(—a) = = (=KrA)(—a) = KAq,
Ve, A€ Z,k>0,A<0, Va €A,

r(Aa) = (=k)(=Aa) = (=K)(A(=a)) =
= (=r)((=N)a) = (=K)(=A)a = (kA)a

(4) la = a, Ya € A.

= (=R)((=A)(=(=a))) =
Ve, A€ Z,k <0,A<0, Va €A,

1.2 Zakladni vlastnosti modulu

Definice 1.7. podmodul [2]

Necht M je R—modul a M, je podgrupa grupy M. Pokud pro vsechny prvky m;
grupy M; a vSechny prvky s okruhu R je soucin km; prvkem M;, pak M; je
podmodul modulu M. Piseme M; < M.

Definice 1.8. vlastni podmodul, nenulovy podmodul [2]

Vlastnim podmodulem rozumime kazdy podmodul modulu M razny od modulu
M a od nulového modulu.

Nenulovym podmodulem rozumime kazdy podmodul modulu M rtuzny od nu-
lového modulu.



Véta 1.9. [2] Mnozina vSech podmodulu D modulu A je ¢dstecné usporadand
relaci inkluze. Pokud D a E jsou podmoduly modulu A, tak i jejich mnozinovy
prunik D N E a i jejich soucet D + E, definovany jako podmnozina

D+E={d+e de D, ecE},
jsou podmoduly modulu A.

Dukaz: Pro libovolné prvky a,b mnoziny D N E plati, ze jsou zaroven prvky
mnozin D a E. Protoze D a E jsou podmoduly modulu A, tak plati, ze rozdil
a—blezi jak v D, tak i v E. Proto rozdil a — b musi lezet i v DN E. Tedy DNE
je podgrupa grupy A.

Pro libovolny prvek a mnoziny D N E plati, ze je zaroven prvek mnozin D
a F. Protoze D a FE jsou podmoduly modulu A, tak plati pro a a pro libovolny
prvek x okruhu R, Ze nasobek ka lezi jak v D, tak i v E. Proto ka musi lezet i v
DN E. Tedy DNE je podmodul modulu A.

Vsechny prvky a,b mnoziny D + E jsou ve tvarua =d+eab=d +¢€, kde d,d’
jsou prvky mnoziny D a e, €’ jsou prvky mnoziny E. Pak rozdil prvku a,b je ve
tvarua—b = (d+e)—(d' +¢') = (d—d')+(e—¢). Protoze D a E jsou podmoduly
modulu A, tak rozdil d —d’ je prvek modulu D a rozdil e — €’ je prvek modulu E.
Protoa—b=(d—d')+ (e —¢€) je prvek D + E. Tedy D+E je podgrupa grupy
A.

Kazdy prvek a mnoziny D + E je ve tvaru a = d + e, kde d je prvek mnoziny
D a e je prvek mnoziny E. Protoze D a E jsou podmoduly modulu A, tak pro a
a pro libovolny prvek s okruhu R je nasobek xd prvek modulu D a nasobek ke
je prvek modulu E. Proto ka = k(d + e) = kd + ke je prvek D + E. Tedy D+E
je podmodul modulu A.

Lemma 1.10. Necht M;, M, jsou podmoduly modulu M. Pak plat{
MlﬂMg SMI aiMlﬂMz §M2

Dale plati M; < M;+M; ai My < M; +Ms,. Navic modul M; + M je nejmensi
modul obsahujici moduly My, Ms.

Dukaz: Z definice pruniku dvou mnozin vime, ze M; N My C M; a z véty 1.9
Vime7 ze M1 N MQ S M, tim je také M1 N M2 S Ml.

Zcela obdobné lze ukazat, ze M; N My je podmodul modulu Ms.
Ziejmé M, C M, + M,, nebot pro kazdy prvek m;, € M, plati, Ze
miy =mq+0 € M+ M, kde 0 € My. Z véty 1.9 vime, ze M, + M, je podmodul
modulu M, tim M; < M; + M,.

Zcela obdobné lze ukazat, ze My je podmodul modulu M; + M.

Nyni sporem ukazeme, ze M;+M, je nejmensi modul obsahujici moduly My, M.
Necht existuje mensi modul Mj obsahujici moduly M;, M,. Pak existuje prvek
my1 + me € My + My takovy, ze my + me ¢ Ms, kde my € My, my € M.
Protoze modul M3 obsahuje moduly My, M, tak musi obsahovat i prvky mq, mo



a protoze je to modul, tak musi obsahovat i jejich soucet mq + mo, coz je spor s
predpokladem mj+msy ¢ Ms. Tedy modul M; + M, je nejmensi modul obsahujici
moduly M1> Mz.

Dusledek 1.11. Necht A, B jsou podmoduly modulu M. Pak A < B, prévé
tehdy kdyz A N B = A a to je pravé tehdy, kdyz A + B = B.

Dukaz: Z véty véty 1.9 vime, ze AN B je modul. Protoze A < B, tak ANB = A.

Pokud ANB = A, taki A C B. Protoze A, B jsou podmoduly modulu M,
je A <B.

Necht A < B. Opét z véty 1.9 vime, Ze A + B je modul, jehoz prvky jsou ve
tvaru a + b, kde a € A, b € B. Plati, Ze a € B, nebot A < B. Protojea+0b € B,
tedy A+ B C B a tedy A+B < B. Pro kazdy prvek b modulu B plati b = b+ 0,
kde 0 € A, tedy BC A+ B atedy B<A+4+B. Tim A4+B = B.

Pokud modul A4+B = B, tak prvky jsou ve tvaru a + b; = by, kde a €
A, b, by € B. Protoze A+B je modul, tak a = by — by, tim a € B pro vSechna
a € A. Tedy A C B a protoze A, B jsou moduly, tak A < B.

Véta 1.12.  [2] Necht m je prvek modulu M. Pak mnozina Rm = {xm : k € R}
je podmodul modulu M.

Dukaz: Pro libovolné prvky xm, Am mnoziny Rm jsou k, A prvky okruhu R, pak
km —Am = (kK — A\)m, tedy km — Am je prvek Rm, nebot x — A je prvek okruhu
R. Tedy Rm je podgrupa grupy M.

Pro libovolny prvek xm mnoziny Rm je x prvek okruhu R a pro libovolny
prvek A okruhu R je A(km) = (Ax)m, tedy A(km) je prvek Rm, nebot \x je
prvek okruhu R. Tedy Rm je podmodul modulu M.

Definice 1.13. cyklicky modul [2]

Pokud m je prvek modulu M nad okruhem R, pak modul Rm popsany ve vété
1.12 se nazyva cyklicky modul generovany prvkem m.

Véta 1.14. [2] Necht M; je podmodul modulu M. Pak mnozinu rozkladovych
tfid modulu M podle modulu My, jejiz prvky jsou m+M; = {m-+mq;m; € My},
oznacujeme M /M. Na této mnoziné muzeme zavést operaci séitani rozkladovych
ttid a nésobeni prvkem z okruhu R.

Pro libovolné prvky mq; + My a mis + My mnoziny M /M, je

(ma1 + My) + (maa + My) = (myy + maz) + M.



Pro libovolny prvek m + M; mnoziny M /M; a libovolny prvek x okruhu R je
k(m + My) = km + M.

Mnozina M /M; s takto definovanymi operacemi tvoii modul.

Diikaz: Pro libovolné prvky my + M; a mq+ M; mnoziny M /M; je mq+ms prvek
modulu M, tedy (m; + msy) + M; je prvek mnoziny M /M;.

Pro libovolné prvky my + My, mo + My, mg + M; mnoziny M /M, je
[(my + My) + (ma + My)] + (ms + My) = [(my +ma) + M| + (ms + My) =

((mq+mg)+mg)+M; = (mq+(mo+m3))+M; = (mq+ M)+ [(me+mg)+ M| =

(my + My) + [(mg + My) + (ms + My)].
Pro libovolné prvky my + M; a my + My mnoziny M /M, je
(my+My)+(mo+M;) = (my+me)+M; = (motmq)+M; = (me+M;)+(my+M).
V mnoziné M /M; existuje nulovy prvek 0+ M, kde 0 je nulovy prvek v M. Pak
pro libovolny prvek m; + M; mnoziny M /M je

(my+ My)+ (04 My) = (0+ M) + (my + My) = (04 mq) + My = my + M.
Pro libovolny prvek my + M; mnoziny M/M; je m; prvek modulu M, proto
existuje prvek opacny —m; modulu M takovy, ze
my + (—my) = (—my) +my =0,

pak
(my+My)+(=my+M;) = (=my+M)+(my+ M) = (=my+my)+ M, = 0+ M.
Tim —my + My = —(mq + My).

Pro libovolny prvek x okruhu R a libovolny prvek my + M; grupy M/M; je my
prvek modulu M, proto km; je prvek modulu M a tedy x(my+ M;) = kmq + M,
je prvek mnoziny M /M;.

Pro libovolny prvek x okruhu R a libovolné prvky my + My, ma+ M; grupy M/M;
je

Ii((ml + Ml) + (mz + M1>) = I<L<<m1 + mg) + M1> = H(ml + m2) + M1 =

= KMy + KMma + M1 = (/iml + Ml) + (limg + Ml) = l€<m1 + Ml) + :‘i(mg + Ml)

10



Pro libovolné prvky , A okruhu R a libovolny prvek my + M; grupy M /M, je
(H + )\)(ml + Ml) = (/{—i— )\)ml + M1 = KMy + )\ml + M1 =

(kmq + M) + (Amy + M) = k(my + My) + M(my + M,).

Pro libovolné prvky x, A okruhu R a libovolny prvek m; + M; grupy M/M; je
(KA)(mq + My) = (kRA)mq + My = k(Amy) + M,y =

k(Amy + M) = k(A(my + My)).

Pro jednotkovy prvek 1 okruhu R a libovolny prvek m; + M; grupy M/M; je

1(my + My) = 1my + My = my + M.

Definice 1.15. faktorovy modul [2]

Necht M; je podmodul modulu M. Pak modul M/M; popsany ve vété 1.15 se
nazyva faktorovy modul M podle podmodulu M;.

1.3 Morfismy modulu

Definice 1.16. morfismus moduli [2]

Necht M;, M, jsou moduly. Funkei ¢ : M; — M, nazveme homomorfismem mo-
dulu, pokud pro libovolné prvky mq, ms modulu M; a libovolny prvek s okruhu
R je

(1) t(m1 + mg) = t(ml) + t(mg),
(2) t(kmy) = Kt(my).

Poznamka: Obecné pokud z danych prvkiu k; okruhu R a prvka m; modulu M,
vytvotime jejich linearni kombinaci, pak pro homomorfismus ¢ plati

t(kimy + ... + Kpmy) = k1 (t(my)) + ... + Ko (t(my)).

Z tohoto duvodu se homomorfismy modulu nazyvaji linearni transformace.

Priklad 1.17. [2] V modulu R" vSech n-tic definujme linedrnich transformaci
R" — R predpisem

tr: (& &) = &1, V(&L - 6n) € R

11



Jelikoz chceme ukazat, ze se jedna o homomorfismus musime ukazat splnéni

podminek (1) a (2): V(&1,...,&n), (01, ...,0,) € R" Kk € R
t1((§1, 7£n>+(‘917 ) Gn)) — t1(€1+91, 7£n+0n) — £1+¢91 = tl(él, ...,fn)—i—tl(@l, ) Hn)

tl(li(gl, ,§n)) == tl(/{&, ceey Iifn) = lifl = Iitl(gl, ---;gn)‘

Jako dalsi ptiklad uvazujme transformaci R" — R" predpisem

t2 : (517 agn) = (5275?” ---7€n7£1)a v(gla 7571) € Rn

Jelikoz chceme ukazat, ze se jedna o homomorfismus musime ukazat splnéni

podminek (1) a (2): V(&1,...,6n), (01, ...,0,) €e R",k € R
ta((&1, s 6n) + (01,0, 00)) = ta(& + 01,0, 6+ 0,) =

= ((62 + 02)7 (53 + 93)7 ) (gn + QTL)? (51 + 01)) =
= (£2,83, &, &) + (02, 03..., 00, 01) = t2(E1, ., §n) + E2(01, .., On)
t2("{(€17 7671)) = t2("££17 sy "ifn) = (/{5% "{53’ ceey K’fn7 H£1> =

= k(&,&5...,&n, &1) = Kta(&1y ooy &)

Poznamka 1.18. [2]

Necht A, A’ jsou Abelovy grupy, pak kazdy homomorfismus
t: A — A komutativnich grup je morfismem Z—modulu. Z ptikladu 1.5 vime,
ze komutativni grupa je Z—modul. Potom pro vSechny prvky a,b grupy A je
zobrazeni souctu téchto prvki roven souctu zobrazeni téchto prvku. Pro vsechny
prvky a grupy A a vSechny prvky n okruhu Z je zobrazeni nasobku na rovno
nasobku zobrazeni a.

Definice 1.19. jadro homomorfismu [2]
Nechtf M;, M, jsou moduly, pak jddrem homomorfismu ¢ : M; — M, je
mnozina

Ker(t) = {m; € M : t(my) = 0}.

Definice 1.20. obraz homomorfismu [2]

Necht M;, M, jsou moduly, pak obraz homomorfismu ¢ : M; — M, je mnoZina

[m(t) = {m2 € Mg . E|m1 € Ml,t<m1> = TTLQ}.
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Véta 1.21.  [2] Necht My, M jsou moduly. Je-li ¢ : M; — My homomorfismus,
pak Ker(t) je podmodul modulu M;.

Dukaz: Nez zacneme s vlastnim dukazem, tak dokazeme pomocné tvrzeni, které
vyuzijeme dale. Pokud prvek m; modulu M; je prvek jadra Ker(t), tedy
t(my) = 0, pak prvek opacny —m; je také prvek jaddra Ker(t), nebot plati

Nyni k vlastnimu dukazu. Pro libovolné prvky ki, ko jadra Ker(t), chceme
ukazat, ze prvek k; — ko také nélezi do jadra Ker(t). Protoze ko je prvkem
Ker(t), je také —ky prvkem Ker(t), tedy ¢(—ks) = 0. Plati
proto jadro Ker(t) je podgrupa grupy M;.

Pro libovolny prvek k; jadra Ker(t) a libovolny prvek s okruhu R, chceme
ukdzat, ze prvek kk; také nalezi do jadra Ker(t). Plat{
t(kk1) = Kt(k1) = kK0 =0,

proto jadro Ker(t) je podmodul modulu M;.

Véta 1.22. [2] Necht My, M jsou moduly. Je-li ¢ : M; — My homomorfismus,
pak Im(t) je podmodul modulu M.

Dukaz: Necht mag;, mos jsou libovolné prvky obrazu Im(t), pak existuji jejich

vzory mii, mia € My, tedy t(ma1) = mar, t(maz) = mag, pak t(—miz) = —mao,
protoze 0 = ¢(0) = t(miz + (—mi2)) = t(mi2) + t(—ma2) z cehoz vyplyva, Ze
t(—mi2) = —t(mi2). Checeme ukazat, ze prvek mo; — mao také nalezi do obrazu

Im(t). Plati
t(my1 — maz) = t(myg + (—maa)) = t(ma1) + t(—mia) = Moy — Moo,

proto obraz Im(t) je podgrupa grupy M.
Pro libovolny prvek my obrazu Im(t) existuje jeho vzor mq, tedy je
t(my1) = ms. Pro libovolny prvek x okruhu R, je ndsobek kms také prvek obrazu
Im(t). Protoze
t(kmy) = Kt(my) = KMo,

tak obraz Im(t) je podmodul modulu M.

Véta 1.23. [5] Necht B je podmodul modulu A. Definujme zobrazen{
7 : A — A/B predpisem

m(a) =a+ B, Va € A.

Toto zobrazeni je epimorfismus, tj. homomorfismus na A/B a Ker(7) = B.
Zobrazeni 7 se nazyva prirozena projekce.
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Dukaz: Pro libovolné prvky a;, as modulu A je
m(ay + az) = (a1 +az) + B=(ay + B) + (as + B) = w(ay) + 7(asg).
Pro libovolny prvek a; modulu A a pro libovolny prvek « okruhu R je
m(kay) = (kay) + B = k(a1 + B) = kr(ay).

Tedy 7 je homomorfismus. Déle snadno ukazeme, ze tento homomorfismus je na
A /B. Pokud a+ B je libovolny prvek A /B, tak a je prvek A atedy a+ B = 7(a).
Tedy zobrazeni 7 je epimorfismus.

Zbyvéa ukéazat, ze Ker(m) = B. Pro vsechny prvky k jadra zobrazeni m plati
w(k) =04+ B, proto k+ B = 0+ B = B, tim k € B. Z tohoto vyplyva, ze
Ker(m) < B.

Nyni naopak pro vSechny prvky b modulu B plati 7(b) = b+ B = B. Z toho
vyplyva, ze B < Ker(n). Cimz jsme ukézali, ze Ker(r) = B.

Véta 1.24. [5] Necht B je podmodul modulu A, 7 : A — A/B je prirozend
projekce a ¢ : A — A’ homomorfismus modulu A do modulu A’ takovy, Ze
B < Ker(¢). Potom existuje pravé jeden homomorfismus ¢ : A/B — A’ takovy,
ze plati Ym = ¢.

Dukaz: Pro libovolné prvky a + B modulu A /B definujeme ¢(a + B) = ¢(a).

Potiebujeme ukazat, ze zobrazeni je dobte definovano. Predpokladejme, ze
a+B=d+B.Paka=a+0€a+ B=ad + B, tedy existuje b € B takové, ze
a = a' + b. Potom

Y(a+ B) = d(a) = ¢(a’ +b) = ¢(d) + ¢(b) = ¢(a) + 0 = (' + B),
¢(b) = 0, protoze B < Ker(¢).

Pro zobrazeni ¢ : A/B — A’ je ¥(w(a)) = ¥(a+ B) = ¢(a), Va € A tedy
YT = ¢.

Déle zbyva ukazat, ze toto zobrazeni ¢ je homomorfismus. Pro libovolné prvky
a; + B,as + B € A/B a pro libovolny prvek x € R je

¢(ar + az) = d(ar) + ¢(az) = Y (a1 + B) + ¥(az + B)

¢((Z1 + CLQ) = 1/1((@1 + CLQ) + B) = Qﬂ((al -+ B) + (CLQ + B))

a zaroven

Y(k(ar + B)) = ¢(kay + B) = ¢(ka1) = k¢(a1) = k(a1 + B).

Tedy v je homomorfismus.
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Nyni ukazeme, ze toto zobrazeni je jediné s touto vlastnosti. Predpokladejme
dalsi zobrazeni s touto vlastnosti. Oznacme si toto zobrazeni ¢’. Tedy
Y A/B — A’ takové, ze ' = ¢. Pro vSechny prvky a + B modulu A/B je

bla+ B) =d(a) = ¥'T)(a) =¢'(a+ B) = ¢ = ¢,

Véta 1.25. prvni véta o izomorfismu [5]

Necht ¢ : A — A’ je homomorfismus modulu A do modulu A’. Potom mo-
duly A/Ker(¢) a ¢(A) = Im(¢) jsou izomorfni, coz se zapisuje symbolicky
A/Ker(¢) ~ Im(¢).

Dukaz: K dukazu vyuzijeme vétu 1.24 Polozime B = Ker(¢). Sta¢i ndm ukazat,
ze homomorfismus 1 je bijektivni zobrazeni z A /B na Im(¢).

Nejprve ukazeme, ze homomorfismus ¢ je injektivni. Pro libovolné prvky
a1 + Ker(¢),as + Ker(¢) modulu A /Ker(¢) takové, ze

U(ay + Ker(¢)) = ¢(az + Ker(¢)) = ¢(a1) = ¢(az) = ¢(ar —az) =0 =
= a1 —ay € Ker(¢) = a1 + Ker(¢) = as + Ker(¢).
Dale pottebujeme ukézat, ze homomorfismus 1 je na Im(¢). Pro libovolny prvek

a+ Ker(¢) modulu A /Ker(¢) je ¢(a+ Ker(¢)) = ¢(a) € Im(¢p). Z toho plyne
Im(+)) < Im(¢).

Pro libovolny prvek y obrazu Im(¢) existuje prvek a modulu A takovy, ze
o(a) = y. Pak a+ Ker(s) € A/Ker(p), w(a+ Ker(6)) = o(a) = .
Tim je y € Im(v), tedy Im(¢) < Im(7)). Proto ¢ je izomorfismus A /Ker(¢) na

Im(9).

Véta 1.26. druhi véta o izomorfismu [5]

Necht U,V jsou podmoduly modulu A.
Potom moduly (V 4+ U)/V a U/(U N V) jsou izomorfni.

Dikaz: V+ U a UNYV jsou podmoduly modulu A podle véty 1.9.

Definujme zobrazeni ¢ : U — (V + U)/V piedpisem

o(u) =u+V.
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Pro libovolné prvky wuq, us modulu U je
¢(U1+u2) = (U1+U2)+V: (U1+V)+<UQ+V) =

= ¢(u1) + ¢(u2).
Pro libovolny prvek w; modulu U a libovolny prvek « okruhu R je

d(kur) = kugr +V = k(ug + V) = kd(uq).

Tedy zobrazeni ¢ je homomorfismus.

Pro libovolny prvek y +V € V + U/V je y prvek modulu V + U, proto existuje
prvek u modulu U a prvek v modulu V takovy, ze y = v + u = u + v, pak prvek
y+V =u+v+V =u+V.Proto ¢(u) = u+V =y +V, tedy zobrazeni je
epimorfismus.

Necht K = Ker(¢). Podle véty 1.25 vime, ze
U/K ~ (U +V)/V. Aby dikaz byl kompletni je tieba ukazat, ze
K=(UNV).

Necht u je prvek modulu (U N V). Pak u je prvkem V a proto u +V =V,
proto ¢(u) = u+V =V =0+ V, tedy u € Ker(¢) = K z toho vyplyvéd, ze
UNnV <K.

Necht % je prvek modulu K. Protoze K = Ker(¢) < U je k prvek modulu U.
Prvek k je prvkem jadra Ker(¢) z toho vyplyva, ze ¢(k) =0, proto k +V =V
tedy k je prvek modulu V. Tudiz k je prvek modulu UNV, tim K < UNV.
Proto K=UNV.

Véta 1.27. tieti véta o izomorfismu [5]

Necht U,V jsou podmoduly modulu A takové, ze U < V. Potom moduly A/V
a (A/U)/(V/U) jsou izomorfni.

Dikaz: Definujeme zobrazeni ¢ : A/U — A/V pro libovolny prvek a+ U modulu
A /U piedpisem ¢(a +U) =a+ V.

Pokud a; + U = as + U, pak a; — as je prvek modulu U, ktery je podmodulem
modulu V, tedy a; — as je prvek modulu V, proto a; +V = as+ V. ¢ je opravdu
zobrazeni.
Pro libovolné prvky a; + U, as + U modulu A /U je
d((ar +U) + (a2 +U)) = o((a1 +az) + U) = (a1 +az) + V =
= (al +V) + (CLQ‘{'V) = §Z5(CL1+U) +¢(a2+U).

Pro libovolny prvek a + U modulu A /U a libovolny prvek x okruhu R je
d(kla+U))=¢(ka+U)=ra+V =k(a+V)=ro(a+U).

Z toho vyplyva, ze ¢ je homomorfismus.
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Pro libovolny prvek a + V modulu A/V je a prvek modulu A, proto a + U je
prvek modulu A /U, tedy ¢(a+U) = a+V z ¢ehoz vyplyva, ze ¢ je epimorfismus.

Podle vety 1.25 je (A/U)/Ker(¢) ~ A/V. Aby byl dukaz kompletni je tieba
ukazat, ze Ker(¢) = V/U.

Pokud v + U je prvek modulu V/U, pak ¢(v +U) = v+ V = V. Proto v + U
nélezi do Ker(¢). Tedy V/U < Ker(¢).

Pokud a + U je prvek Ker(¢), tak plati ¢(a + U) = V, neboli a +V = V. Z

posledni rovnosti vyplyva, ze a je prvkem V| proto a + U je prvek V/U. Tedy
Ker(¢) < V/U. Proto Ker(¢) = V/U.
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Kapitola 2
Specialni pojmy

V této kapitole definujeme specidlni podmoduly a moduly. Ukazeme jejich vlast-
nosti a v nasledujici kapitole je budeme modelovat na konkrétnich piikladech.
Hlavnimi zdroji pro tuto kapitolu jsou [1], [3], [4], [5].

2.1 Velké moduly

Definice 2.1. [1] Podmodul M; modulu M je velky, pokud
M, NN #£0

pro kazdy nenulovy podmodul N modulu M.
Tento vztah zapiseme jako M; < M.

Véta 2.2. [1] Kazdy modul M je velky sdm v sobé.

Dikaz: Pro kazdy nenulovy podmodul N modulu M je prinik M NN = N, tedy
neni nulovy. Z toho vyplyva, ze M je velky v M.
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Véta 2.3. [1] Jsou-li moduly My, My, M3 takové, ze M; C My C M;s. Pak
modul M; je velky v modulu Mj, pravé kdyz modul Ms je velky v modulu Mg
a modul M; je velky v modulu M.

Diikaz: Necht modul M; je velky v modulu Ms, proto pro kazdy nenulovy pod-
modul M5 modulu Mj je M; N M5 # 0.

Kazdy nenulovy podmodul M), modulu M, je zéroveii nenulovy podmodul
modulu M3, proto M; N Mj # 0, tim M; je velky v M.

Pro kazdy nenulovy podmodul Mj modulu M3 je M; N Mj # 0. Protoze
M1 S MQ je MlﬂMg S MQOM,B, MlﬂMg 7é 0. Z toho plyne, ze MQHM’B = 0.
Tedy M je velky v M3.

Nyni uvazujme ptipad, kdy modul M; je velky v modulu My a modul M, je velky
v modulu M3. Jelikoz M; je velky v M3, tak pro kazdy nenulovy podmodul Mj
modulu M3 je M5 N My # 0 a zdroven My N Mj je nenulovy podmodul modulu
MQ.

Dale modul M; je velky v modulu My, tedy M; N (My N Mj) # 0. Tim
M; NMj; = (M; N M,) N Mj = M; N (M, N Mj) # 0, proto modul M, je velky
v modulu Ms.

Véta 2.4. [1] Jsou-li moduly My, My, M3 takové, ze M; C My, C M;j. Pak
modul My je velky v modulu M3, pokud modul My/M; je velky v Ms/Mj.

Dukaz: Pro kazdy nenulovy podmodul M} modulu Mj plati, ze M; +Mj je nenu-
lovy podmodul modulu M3. Tedy (M; + Mj3)/M; je podmodul modulu M3/M;.

Pokud M; + Mj5/M; # 0, pak protoze modul My/M; je velky v modulu
M3 /M;, tak (M; + Mj)/M; N My/M; # 0. Z toho vyplyva existence prvku
my + M; # 0+ M; z modulu (M; + M3)/M; N My/M;. Kde my = my + mj,
my € My, my € My, mj € My, tedy 0 # my + My = my +mj + My = mj + My,
proto mj + M; je prvkem modulu (M; + M3)/M; N My/M;. Prvek mj nemuze
byt z modulu M; a je nenulovy, protoze m4 + M;j # 0+ M. Z toho vyplyva, ze
M, N M; # 0, protoze prvek my — my = mj lez{ v obou modulech. Tedy modul
M; je velky v modulu Ms.

Pokud M, —f-Mé/Ml =0=M; —f-Mé = Ml, proto Mg <M <M, =
M, N M, = Mj # 0.

Lemma 2.5. [1] Jestlize moduly My, M, jsou velké v M, pak i prunik M; N M,
je velky v M.

Diikaz: Necht moduly M; a M, jsou velké v modulu M. Tedy pro kazdy nenulovy
podmodul M’ modulu M je prunik M; N M’ nenulovy a zaroveii plati, Ze

M, "M <M.
Modul Mj je velky v modulu M, proto prunik

0#MyNn(M;NM)=M;NM;)N M,
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tedy modul (M; N My) je velky v modulu M.

Véta 2.6. [1] Jestlize koneéné mnoho podmodulu My, ..., M,,,n € N je velkych
v modulu M, pak i prunik M; N... " M,, je velky v modulu M.

Dukaz: Pro n = 2 tvrzeni plati viz lemma 2.5.

Nyni predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro kazdé k = n—1 a ukazeme platnost
tvrzeni pro k = n. Z platnosti pro k = n — 1 vyplyva, ze modul M; N...NM,,_;
je velky v modulu M. Tedy pro kazdy nenulovy podmodul M’ modulu M je
(M;N...NM,_1) "M # 0 a zaroven je (M;N...NM,_;) "M’ < M nenulovy
v M.

Modul M, je velky v modulu M, proto prunik

0AFM,N(M;N..NM,_ ;. NnM)=M,NnM;N..NM,,_;) "M,

tedy modul M; N ... N M,, je velky v modulu M.

Véta 2.7. [1] Necht M; je podmodul modulu M. Necht M}, je maximdln{
podmodul modulu M takovy, ze My N M,; = 0. Potom podmodul M; + M,, =
M; & My, je velky v modulu M.

Diukaz: Existence maximalniho podmodulu M, takového, ze M;NM,; = 0 plyne
z Zornova lemmatu. Sporem predpokladejme, ze podmodul M;+M; neni velky v
M, pak existuje nenulovy podmodul N modulu M takovy, ze (M;+M,,)NN = 0.
Kdyby M, + N = Mj,, pak N < My, tedy N < M; + M,,, tim
NN (M; +My) = N # 0. To neni, proto My, + N > M,,. Pak pro nenulovy
podmodul Mj; + N modulu M plati, ze M; N (M,; + N) # 0, protoze M), byl
maximalni s vlastnosti M; N Mj; = 0. Tedy existuje prvek m; z modulu My,
ktery spliiuje m; # 0 my = my + n, kde my; je z My a n z N. Pak ovSsem
my — my; = n. Kdyby n = 0, pak 0 # m; = m,, a tedy 0 # m; by byl prvkem
modulu M; N My, coz je ve sporu s tim, ze M; N My, je nulovy. Proto n je
nenulovy prvek modulu N, ale i modulu M; + My, proto (M; + M) NN # 0.
Tedy podmodul M; + M), je nutné velky v modulu M.

Véta 2.8. Necht V je linedrn{ vektorovy prostor nad télesem T konecné di-
menze n a P podprostor prostoru V. Prostor P je velky podmodul modulu V
prave tehdy kdyz dim(P) = n, tedy P = V.

Diikaz: Necht P je velky podmodul modulu V, pak lze ukdzat, ze dim(P) = n,
tedy P = V. Prostor V je dimenze n a mé tedy n bazovych prvku by, bo, ..., b,.
Pro kazdy prvek v z V je (v) podprostor prostoru V, kde (v) je linedrni obal
prvku v. Protoze vsechny prvky b;, i € I, kde I = {1,2,...,n}, jsou navzijem
linedrné nezavislé, tak kdyz ¢ # j pak (b;) N (b;) = 0. Podprostor P je velky ve
V, tedy pro kazdé 0 # V; < Vije ViNP # 0. Tedy Vi € I je PN (b;) # 0.
Pak existuje nenulovy prvek p z prostoru P a zdroven z (b;), lze ho tedy zapsat
ve tvaru A\ipy + Aopa + ... + \ep = b, kde ;0 € T, kde j € J ={1,2,...,k}
a p; jsou bazové prvky prostoru P . ProtozZe b; 1ze zapsat jako linedrni kombinaci
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prvku p;, tak b, € P, Vi € I. Protoze prvky by, bs, ..., b, jsou linedrné nezavislé,
tak dim(P) > n. Zaroven P je podprostor prostoru V tedy dim(P) < n. Tim
dim(P) = n.

Na druhou stranu necht dim(P) = n, pak lze ukdzat, ze P je velky podmodul
modulu V. Protoze dim(P) = n = dim(V), tak P = V. Podle véty 2.2 je
podmodul P velky v modulu V.

Diisledek 2.9. Nechf V je linedrn{ vektorovy prostor koneéné dimenze n, pak
kazdy vlastni podmodul P modulu V v ném neni velky.

Dukaz: Z véty 2.8 vime, ze podmodul P modulu V je v ném velky, pravé tehdy,
kdyz P =V, coz je ve sporu s tim, aby P byl vlastni podmodul modulu V. Proto
podmodul P nemuze byt velky ve V.

Definice 2.10. Pokud existuje F < M takovy, ze F < M; pro vSechny velké
podmoduly M; modulu M, pak jej nazveme fundamentalni podmodul.

Véta 2.11.  2.11 Nechf M je R-modul, ktery ma koneéné mnoho podmodulii.
Potom v M existuje fundamentalni modul.

Dukaz: Polozme

F={F<MF <M}

F #0, protoze M < M = M € F. Modul M m4 koneéné mnoho podmoduli,
proto F je konetna mnozina ¢astecné usporadana inkluzi. Tedy v mnoziné F
existuje minimélni prvek Fy, protoze F je konecna.

Ukézeme, ze Fy < F,VF € F a tedy, ze Fy je nejmensi prvek v F. Kdyby
existoval F € F takovy, ze Fy £ F. Pak modul Fo N F je podle véty 2.5 velky v
M a tedy Fo NF € F. Déle Fy N F # Fy, protoze Fy £ F a FoNF < F,. Proto
Fy neni minimalni, coz je ve sporu s nasim predpokladem.

Tedy Fy je nejmensi v F a proto Fy je fundamentalni.

Disledek 2.12. 2.12 Kazda konecnd Abelova grupa méa fundamentédlni pod-
modul.

Véta 2.13. Necht M; je podmodul modulu M a necht v M existuje funda-
mentalni podmodul F.
Potom modul M; je velky v M pravé tehdy, kdyz F < M;.

Dukaz: Pokud M; < M, F je fundamentélni, pak F < M.
Naopak pokud F < M; < M, F < M, pak podle véty 2.3 M; < M.
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Definice 2.14. Modul M nazveme stejnorody, pokud kazdy nenulovy podmo-
dul M; modulu M je v ném velky.

Lemma 2.15. Necht modul M je cyklickd grupa nekoneéného fadu. Pak v
modulu M je kazdy nenulovy podmodul velky, tedy modul M je stejnorody.

Dukaz: Sporem predpokladejme, ze modul M neni stejnorody. Tedy existuje v
ném nenulovy podmodul My, ktery neni velky. Pak pro néjaky nenulovy podmo-
dul N modulu M je prunik NNM; nulovy. Avsak kazda podgrupa cyklické grupy
je také cyklicka, tedy i podgrupy N a M;. Modul N = nZ a modul M; = m Z,
kde n,m; € Z. Pak existuje spolecny nasobek, tedy existuje k € Z takové, ze
nk = k a ddle existuje A € Z takové, ze miA = k. Proto k € nZNm,Z = NNM;.
Tedy v obou podmodulech existuje prvek k& # 0. Proto oba podmoduly obsahuji
stejny nenulovy prvek a jejich prunik nemuze byt nulovy modul. To je spor, proto
kazdy nenulovy podmodul M; modulu M v ném velky.

Véta 2.16. Necht existuje fundamentalni podmodul F modulu M. Pak modul
M je stejnorody, pokud F je nejmensi nenulovy podmodul modulu M .

Dukaz: Protoze F je nejmensi nenulovy podmodul, tak pro kazdy nenulovy pod-
modul M; modulu M plati F C M;. Podle lemmatu 2.13 je tedy kazdy podmodul
M; velky v modulu M, proto modul M je stejnomérny.

Disledek 2.17.  Stejnorodost je dédi¢na. Jinak feceno kazdy vlastni podmodul
M, stejnorodého modulu M je stejnorody.

Dikaz: Je-li M; vlastni podmodul modulu M, pak kazdy nenulovy podmodul M}

modulu M; je nenulovy podmodul modulu M, proto M/ je velky v M. Podle
véty 2.3 je M} velky v M;. Tim je M; stejnorody.
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Kapitola 3

Priklady specialnich modulu

V této kapitole modelujeme teorii z predeslych kapitol na konkrétnich prikladech.
Hlavnimi zdroji pro tuto kapitolu jsou [2], [3], [5].

3.1 Priklady velkych podmodulu

3.1.1 Vektorové prostory

Piiklad 3.1. Najdéte v R-vektorovém prostoru R? vsechny velké podmoduly
a urcete zda se jedna o stejnorody modul.

Reseni: Z véty 2.8. vime, 7ze viechny podprostory s dimenzi rovné n jsou velké
podmoduly, tedy prostory jejichz bdze ma n prvki. V naSem piipadé pro R? je
n = 3. Tedy béze ma 3 prvky, kterymi mohou byt napiiklad b, = [1,0,0],by =
[0,1,0],b3 = [0,0,1]. Podprostor P s touto bazi je velky podmodul modulu R3.
Z4dny jiny podprostor dimenze n jiz nemuzeme nalézt, tim jsem tedy hotovi s
prvni éasti ikolu. Tedy jediny velky podmodul je R?.

V dalsi ¢asti mame rozhodnou zda R? je stejnorody podmodul. Protoze vsak
dovedeme nalézt podprostory dimenze 1 a 2, které nejsou velké podmoduly mo-
dulu R3, tak modul R? neni stejnorody. Podprostory dané dimenze nalezneme
snadno, tak ze sestrojime linearni obal jednoho nebo dvou bazovych prvku.

Ukazme si ndzorné na podprostoru dimenze 1, ze neni velky podmodul modulu
R3. Ozna¢me si tento podmodul M;. Aby M; nebyl velky v R?, sta¢i nalézt
jeden nenulovy podmodul modulu R? s kterym m4 nulovy prunik. Vsechny prvky
mi1 € My jsou ve tvaru m; = M\iby, kde \; € R a by € R3. Uvazujme podmodul
M, jehoz prvky budou ve tvaru ms = Mgby, kde Xy € R a by € R?. Kdyby
M; "M, byl nenulovy existoval by prvek p, ktery by Sel zapsat pomoci bazovych
prvka podprostoru M; i podprostoru Ms. Tedy 0 # p = Aby = Aobo, kde
0 # A1,0 # A1 € R. Z ¢ehoz vyplyva, ze A\1by — A2by = 0. To by ale znamenalo, ze
prvky bazi jsou linearné zavislé, coz by bylo ve sporu s tim jak jsme prvky bazi
volili. Tedy primik podmoduli M;, M, je nulovy a tim M, neni velky v R?.

Priiklad 3.2. Najdéte v R-vektorovém prostoru R vsechny velké podmoduly
a urcete zda se jedna o stejnorody modul.
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Reseni: Z véty 2.8. vime, ze velké podmoduly musi mit dimenzi rovnou dimenzi
vektorového prostoru. Protoze vektorovy prostor R ma dimenzi jedna a vsechny
nenulové podprostory nemohou mit dimenzi 0, tak musi mit dimenzi 1. Tim jediny
nenulovy podprostor je R, ktery je velky v R. Aby modul R byl stejnorody je
treba ukazat, ze kazdy nenulovy podmodul je v ném velky. Avsak kazdy nenulovy
podmodul R; modulu R tvoii nad télesem R vektorovy podprostor dimenze 1,
ktery je velky podmodul modulu R. Proto je modul R stejnorody. Tedy R; = R

Piiklad 3.3. Najdéte v C-vektorovém prostoru C vSechny velké podmoduly a
urcete zda se jedna o stejnorody modul.

Reseni: Z véty 2.8. vime, 7e podprostor stejné dimenze jako je sam prostor je
velky podmodul modulu C. Protoze dim(C) = 1, tak obdobné jako v predeslém
prikladu je kazdy nenulovy podmodul velky. Proto je C stejnorody modul.

Priiklad 3.4. Najdéte v R-vektorovém prostoru C vsechny velké podmoduly a
urcete zda se jedna o stejnorody modul.

Reseni: Z véty 2.8 vime, ze podprostor stejné dimenze jako je sém prostor je velky
podmodul modulu C. Protoze dim(C) = 2, tak velké podmoduly jsou praveé ty
podprostory jejichz dimenze je 2. Kazdy podprostor jehoz dimenze je 1 neni velky
podmodul modulu C. Pfikladem takovych podprostort jsou (1) a (i). Protoze
v modulu C existuji nenulové podmoduly, které nejsou velké, tak modul neni
stejnorody.

Priklad 3.5. Najdéte v Q-modulu @ vSechny velké podmoduly, urcete zda ma
fundamentalni podmodul a zda se jednéa o stejnorody modul.

Reseni: Protoze Q je téleso, je kazdy Q-modul vektorovy prostor nad Q. Z véty
2.8. vime, ze velké podmoduly musi mit dimenzi rovnou dimenzi vektorového pro-
storu. Protoze vektorovy prostor (Q ma dimenzi jedna a vSechny nenulové podpro-
story nemohou mit dimenzi 0, tak musi mit dimenzi 1. Tim vSechny podprostory
prostoru Q jsou velké podmoduly modulu Q. Aby modul Q byl stejnorody je
treba ukazat, ze kazdy nenulovy podmodul je v ném velky. Avsak kazdy nenu-
lovy podmodul M; modulu Q tvori nad télesem @ vektorovy podprostor dimenze
1, ktery je velky podmodul modulu Q. Proto je modul @ stejnorody.

3.1.2 Abelovy grupy

Priiklad 3.6. Najdéme v Z-modulu Zsg vSechny podmoduly.
Resen{: Protoze Zsg je cyklickd grupa, tak i kazda jeji podgrupa je cyklicks, tedy

i Abelova. Tedy kazda podgrupa grupy Zsg je rovnéz Z-modul. Dale nam tedy
staci hledat pouze podgrupy grupy Zsg.
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Tedy k nalezeni vSech podgrup stac¢i pomoci kazdého prvku ze Zsg vygenerovat
jemu piislusejici podgrupu.
Podle Lagrangeovy véty fad podgrupy musi délit fad grupy. Pokud NSD(o(a), 36) =
d, pak (a) = (d), staci tedy generovat jen témi prvky a ze Zsg, pro které plati,
ze o(a)|36. Z prvociselného rozkladu éisla 36 = 22.32 vidime, ze takové prvky
jsou 1,2,3,4,6,9,12,18,36. Tyto prvky generuji nasledujici podgrupy (1) ~ Zsg,
(2) ~ Zag, (3) =~ Zio, (4) =~ Zg, (6) = Zg, (9) ~ Zy, (12) ~ Zs3, (18) ~ Z,,
(36) = (0). Tim jsme nalezli vsechny podmoduly modulu Zs.

Piiklad 3.7. Najdéte v Z-modulu Zsg vSechny velké podmoduly, urcete zda
ma fundamentalni podmodul a zda se jedna o stejnorody modul.

Resent: Ulohu si rozdélime na tii pod tkoly. Za prvé najdeme fundamentalni
podmodul F. Za druhé uréime které z podmodulu jsou velké. Nakonec urc¢ime
zda modul Zsg je stejnorody.

1) Protoze fundamentalni podmodul F je velky v Zsg, bude rozumné pozadovat,
aby obsahoval minimaln{ vlastn{ podmoduly (18), (12). Nebot to je jedind moznost,
aby F N (18) # 0 nebo F N (12) # 0. Tedy F je fadu jenz je nésobek ¢isla 6.
Z predchoziho bodu vime, ze takové podmoduly jsou (6), (3), (2), (1). Zaroven
pozadujeme, aby F byl minimdlni s touto vlastnosti. Minimdalni z nich je (6),
jedna se tedy o hledany fundamentalni podmodul F.

2) Nyni podle véty 2.13. kazdy podmodul, jez obsahuje F jako podmodul, je
velky. Protoze (6) < (6), (6) < (3), (6) < (2), (6) < (1). Tedy velké podmoduly
modulu Zsg jsou (6), (3), (2), (1).

3) Podle véty 2.16. vime, ze modul neni stejnorody, protoze F neni nejmensi
vlastni podmodul. Napiiklad (18) neni velky v modulu F, protoze (18)N(12) = 0.

Priklad 3.8. Najdéte v Z-modulu Zy4 vSechny podmoduly.

Reseni: Protoze Z14 je cyklickd grupa, tak i kazd4 jeji podgrupa je cyklickd. Tedy
k nalezeni vSech podgrup by stacilo pomoci kazdého prvku ze Z,4 vygenerovat
jemu piislusejici podgrupu.

Podle Lagrangeovy véty rad podgrupy musi délit tad grupy, tedy staci gene-
rovat jen témi prvky a ze Zjg, pro které plati, ze o(a)|n. Z prvociselného roz-
kladu ¢isla 16 = 2* vidime, Ze takové prvky jsou 1,2, 4,8, 16. Tyto prvky generuji
nasledujici podgrupy (1) ~ Zg, (2) =~ Zs, (4) =~ Z4, (8) =~ Zs, (16) = (0). Tim
jsme nalezli vSechny podmoduly modulu Z.

Priklad 3.9. Najdéte v Z-modulu Zig vSechny velké podmoduly, urcete zda
ma fundamentalni podmodul a zda se jedna o stejnorody modul.

Resent: Ulohu si rozdélime na tii pod ukoly. Za prvé najdeme fundamentalni
podmodul F. Za druhé urc¢ime které z podmodult jsou velké. Nakonec urc¢ime
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zda modul Z¢ je stejnorody.

1) Protoze fundamentélni podmodul F je velky v Zig, bude rozumné pozadovat,
aby obsahoval minimdln{ vlastni podmodul (8). Nebot to je jedind moznost, aby
FN(8) # 0. Tedy F je fadu jenz je nasobek ¢isla 2. Z predchoziho bodu vime, Ze ta-
kové podmoduly jsou (8), (4), (2), (1). Zaroven pozadujeme, aby F byl minimaln{
s touto vlastnosti. Minimalni z nich je (8), jednd se tedy o hledany fundamentalni
podmodul F.

2) Nyni podle véty 2.13. kazdy podmodul, jez obsahuje F jako podmodul, je
velky. Protoze (8) < (8), (8) < (4), (8) < (2), (8) < (1). Tedy vsechny vlastni
podmoduly modulu Z¢ jsou velké.

3) Podle véty 2.16. vime, ze modul je stejnorody, protoze F je nejmensi vlastni
podmodul. Déle vime, ze kazdy podmodul modulu Z¢ je rovnéz stejnorody.

Priklad 3.10. Najdéte v Z-modulu Z vSechny velké podmoduly a zda se jedna
o stejnorody modul. Rozhodnéte, zda modul Z mé fundamentalni podmodul.

Reseni: Modul Z je cyklickd grupa nekoneéného fédu. Podle lemmatu 2.15. vime,
ze je to stejnorody modul. Tedy vSechny nenulové N podmoduly modulu Z jsou
v ném velké.

Kdyby v modulu Z existoval fundamentalni podmodul F, tak F < Z, F I Z
. Protoze Z je nekonec¢na cyklicka grupa, tak ¥ = fyZ, kde fy € Z, fy # 0.

Pak naptiklad M = 2% fyZ < Z, M; # 0, tedy M; je velky v Z, ale M; < F.
Tedy modul Z neméa fundamentalni modul.

Poznéamka: Stejnym principem by se dalo ukazat pro kazdou cyklickou grupu
nekonec¢ného radu, ze nemad fundamentalni modul.

Priklad 3.11. Rozhodnéte, zda Z-modul M = Z & Z je stejnorody modul.
Reseni: Uvazujme nenulové podmoduly M; = Z&0 a M, = 06 Z. Pranik téchto

moduli M; N Ms je nulovy. Tedy ani jeden z nich neni velky podmodul modulu
M. Proto modul M neni stejnorody.
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Zaver

V prvni kapitole jsem rozepsal zakladni poznatky k teorii modulti. Z definic
uvedme pojmy modulu, podmodulu a konstrukeci cyklického a faktorového mo-
dulu. V tvrzenich lze nalézt vztah pruniku a souc¢tu podmodulu k modulu. V
zaveru kapitoly se nachazi véty o izomorfismu pro moduly.

V druhé kapitole se mi povedlo dokazat vSechny zakladni tvrzeni k teorii
velkych modulu. Tvrzeni lze nalézt jako cviceni v Prochézkovi. Vyslovil jsem
vétu, kdy vektorovy podprostor je velky podmodul. Zavedl jsem novy pojem fun-
damentalnitho podmodulu a ukézal existenci u nékterych typt moduli. Poté jsem
ukazal vztah mezi fundamentdlnim podmodulem a velkymi podmoduly. Uvedl
jsem pojem stejnorodého modulu a ukazal, ze nekonecéna cyklicka grupa je stej-
norody modul. Dale jsem ukazal souvislost mezi fundamentélnim podmodulem a
stejnorodosti.

Posledni kapitola je rozdélena do dvou podkapitol. V prvni podkapitole se
zabyvam vektorovymi prostory. Na zacatku je fesen pripad R-vektorového pro-
storu R", konkrétné pron = 3 an = 1. Povedlo se mi v nich nalézt vSechny velké
podmoduly a urcit, zda se jedna o stejnorody modul. Déle obdobné fesim piipad
C-vektorového prostoru C. Velmi zajimavy mi piijde pifklad 3.4., nebot v ném
vidime jak se situace zméni, pokud zvolime odlisné téleso.

V druhé podkapitole se zabyvam Abelovymi grupami. Na zacatku je feSen
piipad Z- modulu Z,, konkrétné pro n = 36 a n = 16. Tedy kdy n neni mocnina
prvocisla a kdy n je mocnina prvocisla. Najdu v nich fundamentalni podmodul
a ur¢im jaké podmoduly jsou velké a zda se jedna o stejnorody podmodul. Déle
obdobné diskutuji ptipad Z- modulu Z. Nakonec fesim piipad Z- modulu Z & Z,
kde uréim, zda se jedna o stejnorody podmodul.

Na zavér bych uvedl, ze v praci by bylo mozné pokracovat. Naptiklad se
domnivam, ze by bylo mozné zavést algoritmus pro hledani fundamentalniho
podmodulu u nékterych pripadi modulu. Nebo by bylo mozné navazat dalsi ka-
pitolou o malych podmodulech.
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