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Abstrakt

Hlavńım ćılem bakalářské práce je popsat proces srážeńı krve z pohledu biologie, biochemie

a matematiky. S odkazem na nejnověǰśı studie jsou nejprve zmı́něny a stručně popsány

vybrané nejznáměǰśı biologické modely koagulace – např. model koagulačńı kaskády či

v současnosti platný buněčný model. Na jejich základě je dále provedena rešerše praćı, které

se zaměřuj́ı na matematické modelováńı vzniku krevńıch sraženin na r̊uzných úrovńıch. Pro

potřeby této práce jsou uvažovány dva typově a principiálně odlǐsné základńı modely, které

jsou nejen analyzovány z hlediska chemické reakčńı kinetiky, ale i numericky řešeny

v prostřed́ı softwaru Matlab. Prvńı model založený na chemické interakci mezi hlavńım

aktivátorem a inhibitorem koagulace je řešen v rámci idealizovaných 1D a 2D geometríı

s ćılem demonstrovat vliv difúze a konvekce na podobu vznikaj́ıćıho trombu a zároveň

potvrdit existenci tzv. autovln. Druhý model uvažovaný v této práci vycháźı ze sekvence

chemických reakćı, které vedou až k tvorbě trombinu – hlavńıho aktivátoru přeměny

fibrinogenu na nerozpustný fibrin, který tvoř́ı základ krevńıch sraženin. Matematický popis

tohoto modelu je odvozen na základě princip̊u reakčńı kinetiky, které jsou pro lepš́ı

představu rovněž součást́ı této bakalářské práce.

Kĺıčová slova: zástava krváceńı, krevńı sraženina, srážeńı krve, numerická simulace,

koagulačńı kaskáda, buněčný model
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Abstract

The main objective of the bachelor thesis is to describe the blood clotting process from the

biological, biochemical and mathematical point of view. With reference to recent studies,

the most well-known biological models of haemocoagulation, such as the coagulation

cascade model or the latest cell-based model, are mentioned and their principles briefly

explained. On the basis of these models, a literature survey is undertaken with focus on

works dealing with mathematical modelling of the blood clotting process at different scales.

For the purpose of this thesis, two kinds of mathematical models are considered, analysed

in terms of chemical reaction kinetics and numerically solved in the software Matlab.

The first model based on the chemical interaction between the main coagulation activator

and inhibitor is solved in idealised 1D and 2D geometries with the aim to demonstrate the

effect of diffusion and convection on the thrombus formation and at the same time to

confirm the existence of so-called autowaves. The second model considered in this thesis is

based on a sequence of chemical reactions that lead to thrombin generation – the main

activator of the fibrinogen conversion to insoluble fibrin, which forms the basis of blood

clots. The mathematical description of the model is derived by employing principles of

reaction kinetics.

Key words: haemostatis, blood clot, haemocoagulation, numerical simulation, coagulation

cascade, cell-based model
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3.2 Modely založené na PDR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4 Model typu aktivátor-inhibitor 31
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Úvod

Předložená bakalářská práce se zabývá procesem zástavy krváceńı (hemostázou) v lidském

organismu z pohledu biologie, biochemie a matematiky. Důraz je přitom kladen na

pochopeńı mechanismu srážeńı krve (hemokoagulaci) a jeho matematický popis

prezentovaný v současné odborné literatuře. Hlavńım ćılem této práce je proto proniknout

do problematiky matematického modelováńı hemokoagulace a pochopit principy, které se

už́ıvaj́ı při sestavováńı př́ıslušných model̊u.

Obsah práce je rozdělen do pěti kapitol. Jelikož matematický popis srážeńı krve obecně

vycháźı z biologických znalost́ı o mechanismu tohoto procesu, je prvńı kapitola věnována jeho

stručnému rozboru z pohledu biologie a biochemie. Dále jsou zde detailněji představeny dva

nejznáměǰśı biologické modely – tř́ıcestný model koagulačńı kaskády, který by donedávna

přij́ımán jako ten správný model, a buněčný model, který, ačkoliv ne zcela konečný a stále

se vyv́ıjej́ıćı, je v současnosti vńımán jako jediný korektńı v in-vivo podmı́nkách.

Samotná znalost biologického pozad́ı hemokoagulace neńı ovšem pro sestaveńı

př́ıslušných matematických model̊u dostačuj́ıćı. V mnoha př́ıpadech vyžaduje hlubš́ı

pochopeńı prob́ıhaj́ıćıch chemických reakćı mezi jednotlivými koagulačńımi faktory a jejich

komplexy. Z tohoto d̊uvodu je druhá kapitola této práce věnována tématu reakčńı kinetiky,

která se v rámci fyzikálńı chemie zabývá studiem chemických reakćı, jejich mechanismů

a rychlost́ı jejich pr̊uběhu. Tato teorie souhrnně uvedená v této kapitole je později

aplikována při analýze a odvozeńı matematických model̊u hemokoagulace, které jsou

podrobněji popsané ve čtvrté a páté kapitole této práce.

Obsah třet́ı kapitoly je zaměřen na rešerši vybraných model̊u srážeńı krve a jejich

klasifikaci z pohledu matematiky. Ty lze obecně rozdělit do dvou základńıch skupin – na

modely tvořené obyčejnými diferenciálńımi rovnicemi a modely vycházej́ıćı z parciálńıch

diferenciálńıch rovnic. Obě skupiny jsou podrobněji popsány a doplněny vhodnými př́ıklady

konkrétńıch model̊u.

V návaznosti na provedenou rešerši je ve čtvrté kapitole představen jednoduchý model

hemokoagulace tvořený soustavou parciálńıch diferenciálńıch rovnic, které popisuj́ı

vzájemnou chemickou interakci mezi hlavńım aktivátorem a inhibitorem srážeńı krve.

Př́ıslušné rovnice obou látek jsou zde doplněny jednoduchou rovnićı pro tvorbu

nerozpustného fibrinu, který tvoř́ı základ krevńıch sraženin. Numerické řešeńı uvedného

modelu v 1D je realizováno s ćılem analyzovat vliv doby trváńı a śıly počátečńıho stimulu

na podobu výsledného trombu. Ve 2D př́ıpadě je pak naše pozornost upřena na r̊uzné

chováńı modelu v závislosti na specifickém prahovém parametru a při uvažováńı vlivu

protékaj́ıćı krve.

V posledńı páté kapitole je podrobně analyzován matematický model hemokoagulace

spadaj́ıćı do skupiny model̊u vyjádřených prostřednictv́ım soustavy obyčejných

diferenciálńıch rovnic. Oproti předchoźımu modelu s aktivátorem a inhibitorem je zde

uvažovaný model v́ıce v souladu s principy, podle kterých prob́ıhá proces hemokoagulace

1



v in-vivo podmı́nkách, tj. respektuje existenci koagulačńıch faktor̊u a jejich komplex̊u.

Výsledný matematický model založený na 12 chemických reakćıch, při nichž docháźı

k přeměně 18 r̊uzných látek, je v této kapitole odvozen pomoćı teorie reakčńı kinetiky

shrnuté ve druhé kapitole této práce.
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1. ZÁSTAVA KRVÁCENÍ

1 Zástava krváceńı

V této kapitole bude nast́ıněna podstata srážeńı krve. Jelikož je samotný proces velmi složitý

a ćılem předložené bakalářské práce neńı podrobně popsat princip hemostázy z pohledu

biochemie, viz např. [13], ale poskytnout pouze stručný náhled do problematiky, budou zde

popsány jen nejd̊uležitěǰśı principy hemostázy.

Pro pochopeńı podstaty srážeńı krve je vhodné nast́ınit základńı funkci buněk a daľśıch

látek účastńıćı se zástavy krváceńı. Jedná se předevš́ım o krevńı buňky a koagulačńı faktory:

Krevńı destičky

Jedńım z krevńıch element̊u jsou krevńı destičky, odborně nazývané trombocyty. Jsou to

bezjaderné úlomky buněk kostńı dřeně, tzv. megakaryocyt̊u, nacházej́ı se v krvi a jejich

počet je přibližně 1,5 – 4×105 na 1 mm3 [9]. V jejich membráně se nacházej́ı receptory –

membránové glykoproteiny1, pomoćı nichž prob́ıhá interakce s daľśımi látkami a buňkami

účástńıćı se zástavy krváceńı. V cytoplazmě trombocyt̊u se nacházej́ı také α granula, která

tvoř́ı zásobárnu tzv. von Willebrandova faktoru, fibrninogenu, a koagulačńıho faktoru V,

a denzńı granula, která obsahuj́ı ionty vápńıku Ca2+, d̊uležité při pozděǰśım srážeńı krve,

serotonin a adenosindifosfát (ADP).

B́ılé krvinky

Tyto buňky, odborným termı́nem označovány jako leukocyty, vznikaj́ı taktéž v kostńı dřeni

a pod́ılej́ı se na správné funkci imunitńıho systému. Existuje mnoho druh̊u leukocyt̊u

a z hlediska své funkce je lze rozdělit do několika skupin. Pro srážeńı krve jsou d̊uležité

buňky jednoho z typu b́ılých krvinek, tzv. monocyty, které maj́ı schopnost produkovat

tkáňový faktor, což je jedna z látek účastńıćı se srážeńı krve. Ostatńı b́ılé krvinky se na

zástavě krváceńı pod́ılej́ı jen pasivně, nebot’ mohou být během krváceńı zachytávány

a použity na zvýšeńı objemu sraženiny (odborně nazýváno jako trombus) ucpávaj́ıćı

porušenou cévu.

Červené krvinky

Hlavńı funkćı červených krvinek neboli erytrocyt̊u je okysličováńı tkáńı a orgán̊u. Jsou to

bezjaderné buňky diskovitého tvaru a v procesu srážeńı krve hraj́ı podobnou pasivńı roli jako

b́ılé krvinky.

Koagulačńı faktory

Součást́ı krevńı plazmy jsou také plazmatické b́ılkoviny, mezi než patř́ı i koagulačńı faktory.

Ty v souladu s všeobecně přijatým zásadami jsou označovány ř́ımskými č́ıslicemi, které jim

1b́ılkovina, jej́ıž součást́ı je i molekula cukru
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1. ZÁSTAVA KRVÁCENÍ

byly přiděleny v době jejich objeveńı, viz tab. 1.1. Mezi nejvýznaměǰśı faktory patř́ı fibrinogen

(I) a jeho aktivovaná forma fibrin (Ia), k jej́ımuž vytvořeńı celý proces srážeńı krve spěje.

1.1 Hemostáza

Zástava krváceńı neboli hemostáza je proces, při kterém docháźı k tvorbě krevńı sraženiny

v mı́stě narušeńı cévńı stěny při zachováńı toku krve. Paralelně s hemostázou prob́ıhá také

fibrinolýza2 a inhibice srážeńı krve, které vzniklou sraženinu v př́ıpadě potřeby reguluj́ı

a nakonec rozvolňuj́ı. Mechanismy zástavy krváceńı jsou velmi složité proto, aby

nedocházelo k nechtěnému srážeńı krve. Nedostatek, úplná absence nebo přebytek

některých z látek pod́ılej́ıćıch se zástavě na krváceńı může zp̊usobovat poruchy srážeńı

a samotné odhalováńı principu srážeńı krve se děje převážně na základě těchto poruch.

Proces hemostázy se skládá z několika fáźı a pod́ıĺı se na něm

• cévńı stěna,

• krevńı destičky a daľśı krevńı buňky,

• koagulačńı faktory,

• daľśı látky obsažené v krvi.

Při poraněńı docháźı ke stažeńı cévy ve snaze sńıžit pr̊utok krve a omezit ztrátu krve. Krevńı

destičky se následně hromad́ı v mı́stě poraněńı, č́ımž vytvoř́ı primárńı zátku. Tento proces

se nazývá primárńı hemostáza. Daľśı fáźı je tzv. sekundárńı hemostáza, která vyúst́ı

v tvorbu fibrinové śıtě, která zpěvňuje a stabilizuje destičkovou ucpávku. Podstata obou fáźı

bude podrobněji popsána v daľśıch odstavćıch této kapitoly.

1.2 Role cévy

Zdravá neporušená céva bráńı srážeńı krve a přilnut́ı destiček prostřednictv́ım vylučováńı

specifických látek. Do skupiny látek, které bráńı přilnut́ı destiček a jejich hromaděńı v mı́stě,

kde neńı třeba vytvořit krevńı sraženinu, se řad́ı např́ıklad oxid dusnatý (NO) a prostaglandin

I2 označovaný zkratkou PGI2 [9]. Mezi vylučované látky, které potlačuj́ı srážeńı krve, patř́ı

např. trombomodulin. Cévńı stěna se pod́ıĺı na hemostáze pouze v př́ıpadě, že dojde k jej́ımu

poraněńı. V tomto př́ıpadě nastává okamžité stažeńı cévy (vazokonstrikce) a zmenšeńı jej́ıho

pr̊usvitu, č́ımž se omeźı pr̊utok krve, a tedy i jej́ı ztráta. Poraněńım cévy docháźı k porušeńı

endotelu a odhaleńı vyšš́ıch vrstev cévy, ve kterých se nacházej́ı mimo jiné i vlákna kolagenu,

která jsou nezbytná pro zahájeńı primárńı hemostázy. V př́ıpadě srážeńı krve u aneuryzmat

či stagnačńıch tok̊u, kdy nedocháźı k porušeńı cévy, se na zástavě krváceńı stěna aktivně

nepod́ıĺı.

2proces rozpouštěńı krevńı sraženiny
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1. ZÁSTAVA KRVÁCENÍ

1.3 Primárńı hemostáza

Důležitou roli v primárńı hemostáze hraj́ı převážně krevńı destičky a tzv. von Willebrand̊uv

faktor (vWF). Tento faktor je glykoprotein syntetizovaný v endotelových buňkách cévńı stěny

a obsažený v krevńı plazmě. Pod́ıĺı se nejen na primárńı, ale i sekundárńı hemostáze.

Jakmile je při poraněńı odhalen kolagen (viz výše), naváže se na něj von Willebrand̊uv

faktor. Ten se dále poj́ı do multimer̊u s ćılem vytvořit hemostaticky účiněǰśı strukturu pro

snazš́ı navázáńı krevńıch destiček. Přilnut́ı krevńıch destiček na von Willebrand̊uv faktor

zajǐst’uje membránový glykoprotein 1b označovaný zkratkou GP1b, který je jednou ze složek

glykoproteinového komplexu GP1b:IX:V. Vazba mezi von Willebrandovým faktorem a GP1b

neńı stabilńı, ale i při př́ıpadném odtržeńı krevńı destičky v d̊usledku silného proudu krve

docháźı k jej́ımu celkovému zpomaleńı, č́ımž se zvýš́ı šance na jej́ı navázáńı popř. i na jiný

von Willlebrand̊uv faktor. Vazba krevńı destičky na poraněnou cévńı stěnu a kolagen je

zajǐstěna pomoćı glykoproteinového receptoru GPVI a krevńı destička je t́ımto zp̊usobem

pevněji ukotvena.

Po navázáńı na cévńı stěnu docháźı u trombocytu k jeho aktivaci. Krevńı destičky

uvolńı chemické látky uložené v granulách. Tento proces se odborně nazývá degranulace.

Serotonin a tromboxan A2 (TX A2), vylučované aktivovanými destičkami, podporuj́ı

vazokonstrikci, zpomaluj́ı tok krve a t́ım napomáhaj́ı ke snazš́ımu přichyceńı daľśıch

destiček (obr. 1.1). Dále docháźı k aktivaci daľśıch membránových glykoproteinových

komplex̊u GPIa:IIa a GPIIb:IIIa. Aktivované krevńı destičky měńı tvar, proces nazývaný

v anglosaské literatuře jako spreading a volně přeložitelný do češtiny jako rozprostřeńı [1],

a objevuj́ı se u nich panožky s ćılem umožňit daľśım krevńım destičkám snazš́ı přilnut́ı.

V této fázi hraje roli vWF, popř. fibrinogen. VWF se naváže na komplex GPIIb:IIIa

aktivované destičky a pomoćı receptoru GP1b utvoř́ı vazbu s daľśı krevńı destičkou.

Fibrinogen (Fg) váže trombocyty jen pomoćı komplexu GPIIb:IIIa, jak je znázorněno na

obr. 1.1. Tento proces hromaděńı krevńıch destiček v mı́stě poraněńı je znám jako agregace.

Jelikož nově uchycená krevńı destička nepřicháźı př́ımo do kontaktu s kolagenem, který

spoušt́ı aktivaci prvńı vrstvy trombocyt̊u, je jej́ı aktivace ovlivněna látkami vyloučenými

prvńı vrstvou trombocyt̊u (např. ADP) [1]. Č́ım jsou krevńı destičky dále od cévńı stěny, je

jejich aktivace slabš́ı, což může vést až k odtržeńı destičky a deaktivaci jej́ıch

glykoproteinových receptor̊u. To představuje také jeden ze zp̊usob̊u, jak je ve skutečnosti

regulována velikost prvotńı zátky.
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Obr. 1.1: Princip primárńı hemostázy, převzato z [20]

1.4 Sekundárńı hemostáza

Sekundárńı hemostáza je proces, při kterém docháźı vlivem koagulačńıch faktor̊u k vlastńımu

srážeńı krve. Konkrétně se jedná o postupnou přeměnu specifických faktor̊u v neaktivńı formě,

odborně označované jako zymogeny, na aktivńı formy, jej́ımž výsledkem je vytvořeńı pevné

polymerńı śıtě, která zpevňuje primárńı zátku. V tab. 1.1 jsou uvedeny nejvýznaměǰśı faktory

účastńıćı se srážeńı krve, ṕısmeno ’a’ za č́ıslem faktoru znamená aktivovanou formu. Pro

úplnost je třeba dodat, že faktor VI v tabulce neńı uveden, jelikož bylo zjǐstěno, že se jedná

jen o aktivovanou formu faktoru V.

V roce 1905 [7] byl představen biologický model srážeńı krve, který obsahuje přeměnu dvou

faktor̊u. Popisuje aktivaci protrombinu (II) na trombin (IIa) pomoćı vápenatých iont̊u Ca2+

a následnou přeměnu fibrinogenu (I) na fibrin (I). Model ovšem nepostihoval skutečnost, že

osoby s normálńımi hodnotami těchto faktor̊u mohly trpět poruchou srážeńı krve. Později byly

objeveny daľśı koagulačńı faktory, č́ımž vznikl základ pro daľśı dva modely hemokoagulace

publikované v roce 1964 [17]. Model waterfall uvažoval skutečnost, že srážeńı krve vycháźı

jen z tzv. vnitřńı cesty, ta vněǰśı3 nebyla v̊ubec uvažována.. Druhý model, model kaskády

(cascade model) aktivaci zvněǰsku obsahoval, ovšem jen velmi stručně. Modely byly upraveny,

obě cesty byly v pozděǰśı fázi propojeny do společné cesty, č́ımž vznikl trojcestný model

3aktivace hemokoagulace v d̊usledku kontaktu krve s poraněnou cévńı stěnou (vnitřńı cesta), popř.
uvolněńım tkáňového faktoru (vněǰśı cesta), v́ıce viz odstavec 1.4.1

6
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koagulačńı kaskády (three pathway cascade model). Experimentálně bylo ovšem zjǐstěno, že

tato představa neodpov́ıdá srážeńı krve in-vivo. Navzdory tomuto je tento model vńımán

jako kĺıčový pro pochopeńı základńıch princip̊u koagulace. S pomoćı nových poznatk̊u byl

vytvořen zat́ım posledńı model označovaný jako buněčný model4 (cell-based model). Princip

těchto dvou nejd̊uležitěǰśıch model̊u bude podrobněǰsi popsán v následuj́ıćıch odstavćıch.

Tabulka 1.1: Přehled nejvýznaměǰśım koagulačńıch faktor̊u [2]

faktor název

I fibrinogen, (Ia: fibrin)

II protrombin, (IIa: trombin)

III tkáňový faktor (TF), tromboplastin

IV ionty Ca2+

V proakcelerin

VII prokonvertin

VIII antihemofilńı globulin A

IX antihemofilńı globulin B (PTC)

X Stuart̊uv-Prower̊uv faktor

XI PTA (Plasma thromboplastin antecedent)

XII Hageman̊uv faktor

XIII faktor stabilizuj́ıćı fibrin

1.4.1 Trojcestný model koagulačńı kaskády

Tento p̊uvodńı model popisuj́ıćı princip srážeńı krve in-vivo předpokládá, že k přeměně

jednotlivých faktor̊u docháźı postupně. Srážeńı krve může prob́ıhat dvěma nezávislými

zp̊usoby, bud’ vnitřńı, nebo vněǰśı aktivaćı. Od určité fáze maj́ı obě tyto cesty stejný pr̊uběh

nazývaný jako společná cesta. V následuj́ıćıch odstavćıch jsou principy všech tř́ı cest

popsány podrobněji s t́ım, že s ohledem na zaměřeńı předložené bakalářské práce a obecnou

složitost jednotlivých část́ı koagulačńı kaskády je přijato jisté zjednodušeńı. Např́ıklad zde

bude pominuta vzájemná úzká interakce mezi faktory, která se v určitých fáźıch kaskády

projevuje v podobě pozitivńı, popř. negativńı zpětné vazby.

Vnitřńı cesta

Tato část koagulačńı kaskády zač́ıná v mı́stě poraněńı cévy při kontaktu krve s negativně

nabitými vlákny kolagenu, popř. s membránou aktivovaných krevńıch destiček [9], který

spust́ı přeměnu faktoru XII na jeho aktivńı formu XIIa. Dále v souladu se schématem

znázorněným na obr. 1.2 inicializuje př́ıtomnost aktivńıho faktoru XIIa řetezovou reakci, při

4Název modelu je s největš́ı pravděpodobnost́ı odvozen od faktu, že sekundárńı hemostáza převážně
prob́ıhá na povrchu buněk, zejména krevńıch destiček a endotelu.

7



1. ZÁSTAVA KRVÁCENÍ

ńıž docháźı postupně k aktivaci faktor̊u XI, IX a VIII. Nově vytvořený komplex skládaj́ıćı

se z faktoru IXa, faktoru VIIIa, vápenatých iont̊u Ca2+ a fosfolipid̊u uvolněných z krevńıch

destiček (PL) spust́ı přeměnu faktoru X na jeho aktivńı formu Xa. Tento faktor je

aktivován i při vněǰśı aktivaci a je prvńım krokem společné cesty.

Vněǰśı cesta

Inicializace této cesty je vyvolána poškozeńım tkáně cévńı stěny, č́ımž dojde k uvolněńı

faktoru III (TF, tkáňový faktor). Tento faktor se v̊ubec nevyskytuje v krvi, proto tato

aktivace zač́ıná ”z vněǰsku”. V [9] je tato cesta označovaná také jako tissue factor pathway.

Př́ıtomnost TF aktivuje faktor VII na jeho aktivńı formu VIIa, s kterým za účasti

vápnatých iont̊u Ca2+ a fosfolipid̊u utvoř́ı komplex TF:VIIa představuj́ıćı základ vněǰśı

cesty. Tento komplex se pak následně pod́ıĺı na aktivaci faktoru X, který je již součást́ı

společné cesty. Jelikož se touto cestou přeměňuje menš́ı počet faktor̊u než prostřednictv́ım

vnitřńı cesty, je tento zp̊usob spuštěńı koagulačńı kaskády obecně rychleǰśı.

Společná cesta

Jak bylo zmı́něno u vnitřńı a vněǰśı cesty, výchoźı látkou této části koagulace je přeměna

faktoru X na faktor Xa inicializovaná př́ıslušnými komplexy. Aktivovaný faktor Xa následně

aktivuje faktor V. Aktivovaný faktor Va je součást́ı komplexu s aktivovaným faktorem Xa,

vápenatými ionty a fosfolipidy. Tento komplex se nazývá protrombináza a aktivuje faktor

II na IIa. Faktor IIa (trombin) aktivuje nejenom faktor XIII na jeho aktivńı formu XIIIa,

ale i daľśı faktory V, VIII a XI, č́ımž se vytvář́ı zpětná smyčka. V neposledńı řadě aktivuje

i faktor I (fibrinogen) na Ia (fibrin) ve formě monomerńıch vláken. Jejich polymerizaćı vzniká

rozpustná fibrinová śıt’, která je stabilizována5 p̊usobeńım faktoru XIIIa (faktor stabilizuj́ıćı

fibrin), č́ımž vzniká fibrin nerozpustný, viz obr. 1.2. Takto vzniklý fibrin stabilizuje trombus

vytvořený během primárńı hemostázy.

Nedostatky modelu koagulačńı kaskády

Ačkoliv trojcestný model koagulačńı kaskády dokázal velice spolehlivě popsat vznik krevńı

sraženiny v podmı́nkách in-vitro a byl dlouhá léta považován za správný, výskyt některých

poruch srážeńı krve ukázal, že svým principem ne zcela koresponduje s hemokoagulaćı

v podmı́nkách in-vivo [7]. Jako př́ıklad lze uvést pozorováńı u osob, u kterých byl zjǐstěn

nedostatek faktoru faktoru VIII či IX (narušeńı vnitřńı cesty) a trpěly poruchou srážlivosti

krve, ačkoliv by u nich v souladu s modelem koagulačńı kaskády měla z̊ustat funkčńı vněǰśı

cesta. Podobným zp̊usobem se projevuje i nedostatek faktoru VII v krvi, který rovněž vede

k poruchám srážeńı krve navzdory tomu, že by nemělo doj́ıt k narušeńı vnitřńı cesty. Z toho

5stabilizace – nahrazeńı slabé nekovalentńı vod́ıkové vazby výrazně pevněǰśımi kovalentńımi vazbami mezi
molekulami fibrinu a podpora řetězeńı fibrinových vláken, která tak dokáž́ı vytvořit stabilńı śıt’

8
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vyplývá, že jak vnitřńı, tak vněǰśı cesta neńı schopna sama o sobě krváceńı zastavit a muśı

být obě nějakým zp̊usobem navzájem propojeny. Jistým vylepšeńım v tomto směru je

buněčný model, který je popsaný v následuj́ıćım odstavci.

XII XIIa

XI XIa

X

IX IXa

VIII VIIIa

Va

II IIa

I Ia

Xa

VIIVIIa

TF

X

TF:VIIaIXa:VIIIa:PL:Ca2+

V
Va:Xa:PL:Ca2+

XIII XIIIa

Vnitřní cesta

Vnější cesta

Společná cesta nerozpustná fibrinová síť

Obr. 1.2: Model tř́ıcestné koagulačńı kaskády

1.4.2 Buněčný model

Tento typ modelu pro sekundárńı hemostázu se jev́ı jako ten, který je v souladu s biologickými

procesy prob́ıhaj́ıćımi in-vivo. Na rozd́ıl od dř́ıve zmı́něného trojcestného modelu koagulačńı

kaskády neuvažuje cell-based model postupnou aktivaci jednotlivých faktor̊u, ale předpokládá

složitěǰśı propojeńı vnitřńı i vněǰśı cesty. V tomto smyslu rozděluje hemokoagulaci do tř́ı fáźı

na

• iniciaci,

9
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• amplifikaci

• propagaci,

viz schéma na obr. 1.3. Po úplnost poznamenejme, že např. autoři knihy [9] uvád́ı vedle tř́ı

zmı́něných fáźı rovněž čtvrtou fázi, a to terminaci. Pro potřeby této práce se však budeme

podrobněji zabývat pouze oněmi třemi základńımi.

Iniciace

Základem této fáze je př́ıtomnost tkáňového faktoru (TF, faktor III), který v d̊usledku

poškozeńı endotelové vrstvy6 je uvolňován do krve. Fáze iniciace zač́ıná na povrchu buněk

vylučuj́ıćı TF, kde docháźı k navázáńı TF na faktor VIIa, který se jako jediný z faktor̊u

nacháźı v krvi v aktivńı i neaktivńı formě [17]. Nově vzniklý komplex TF:VIIa následně

aktivuje faktory X a IX na faktory Xa a IXa. V této souvislosti poznamenejme, že zmı́něný

zp̊usob aktivace faktoru IX je jednou z odlǐsnost́ı oproti výše popsanému trojcestnému

modelu koagulačńı kaskády, u něhož tato aktivace prob́ıhala pouze vnitřńı cestou.

Př́ıtomnost aktivovaného faktoru Xa pak iniciuje přeměnu protrombinu (faktor II) na

trombin (faktor IIa). Ačkoliv koncentrace takto vytvořeného trombinu neńı dostačuj́ı

k aktivaci fibrinogenu, nebot’ je jeho tvorba významně omezena inhibitory srážeńı krve

(např. antitrombin III), je jeho př́ıtomnost d̊uležitá pro daľśı fázi hemokoagulace [7].

Amplifikace

Kĺıčovým prvkem této fáze je aktivace faktor̊u V, VIII a XI trombinem uvolněným ve fázi

iniciace. Faktor VIIIa se nacháźı v komplexu s vWF (tj. vWF:VIII) a p̊usobeńım trombinu

je z tohoto komplexu vyvázán a aktivován. Nově uvolněný vWF podporuje daľśı shlukováńı

krevńıch destiček v mı́stě poraněńı. Trombin současně spust́ı aktivaci trombocyt̊u. Destičky

měńı sv̊uj tvar, aktivuj́ı membránové receptory a začnou uvolňovat uložený obsah α

a denzńıch granul (detailněji popsáno v odstavci 1.3). Na konci této fáze jsou krevńı

destičky již plně aktivované.

Propagace

V návaznosti na předchoźı fázi amplifikace je začátek této fáze charakterizován aktivaćı

faktoru IX prostřednictv́ım výše zmı́něného aktivńıho faktoru XIa. Daľśım krokem je tvorba

komplex̊u tenázy (VIIIa:IXa) a protrombinázy (Xa:Va). V př́ıpadě tenázy je jej́ım hlavńım

úkolem přeměna faktoru X tak, aby jeho aktivńı forma Xa utvořila s faktorem Va výše

zmı́něný komplex protrombinázy. Všechny tyto děje stále prob́ıhaj́ı na povrchu krevńıch

destiček, viz obr 1.3. Komplex protrombinázy následně aktivuje protrombin (faktor II) na

6TF se nacháźı ve spodńı vrstvě endotelu (tzv. subendotelu), která za normálńıch fyziologických podmı́nek
nepřicháźı do styku s krv́ı. Při poraněńı cévńı stěny a poškozeńı endotelových buněk docháźı k odhaleńı
subendotelu a uvolněńı TF do bĺızkého okoĺı.
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trombin (faktor IIa). Jelikož je aktivace trombinu t́ımto zp̊usobem mnohem účiněǰśı [7] než

pomoćı samotného faktoru Xa ve fázi iniciace, označuje se tato přeměna jako tzv. thrombin

burst, což lze volně přeložit jako exploze trombinu. Podle [9] je v porovnáńı s dř́ıvěǰśımi

fázemi vytvořeno během propagace až 95 % celkového množstv́ı trombinu potřebného pro

vznik krevńı sraženiny. Mezi jednotlivými autory nepanuje shoda v otázce vymezeńı

jednotlivých fáźı tohoto modelu. Kromě již zmı́něné existence čtvrté fáze se lze

např. v článku [7] setkat s t́ım, že vznik komplex̊u tenázy a protrombinázy je řazen do fáze

amplifikace

Př́ıtomnost trombinu v okoĺı poraněné cévńı stěny je impulsem k aktivaci fibrinogenu

(faktoru I). Při této chemické reakci vzniká fibrin (faktor Ia) ve formě monomer̊u, které se

dále za pomoci faktoru XIIIa řetěźı na polymery. Ty pak následně tvoř́ı vazby s krevńımi

destičkami a jsou základem nerozpustné fibrinové śıtě, která napomáhá při zpevněńı

a stabilizaci primárńıho (b́ılého) trombu. Jelikož při vzniku zmı́něné śıtě často docháźı

k zachyceńı i větš́ıch krevńıch částic – např. červených krvinek – bývá trombus na konci

této fáze označován jako červený.

Jelikož formulace podstaty buněčného modelu je výsledkem vědecké práce několika

posledńıch let7, lze předpokládat, že podoba tohoto modelu sekundárńı hemostázy neńı

konečná a bude se s novými poznatky měnit a dále zpřesňovat. Jako př́ıklad lze uvést

experimenty zmı́něné v práci [17], které ukazuj́ı, že tvorba krevńı sraženiny prob́ıhá téměř

současně s primárńı hemostázou.

7Současná odborná, česky psaná literatura, např. [2, 13], stále uvád́ı trojcestný model koagulačńı kaskády
jako jediný platný a všeobecně přij́ımaný model sekundárńı hemostázy.
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buňky vylučující
 tkáňový faktor

VIIa

TF:VIIaTFTF TF:VIIa

TF TF:VIIa
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Xa

IX

IXa

aktivace
 trombocytů
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Obr. 1.3: Buněčný model
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1.5 Fibrinolýza, inhibitory koagulace

Fibrinolýza je proces opačný k hemostáze, nebot’ při něm docháźı k rozvolněńı a rozpuštěńı

krevńı sraženiny. Stejně jako srážeńı krve je i fibrinolýza složitý proces, který muśı být

náležitě kontrolován a regulován. Nejd̊uležitěǰśı b́ılkovinou pod́ılej́ıćı se na fibrinolýze je

plazmin (dř́ıvěǰśım názvem fibrinolysin). Ten vzniká aktivaćı plasminogenu za pomoci

tkáňového aktivátoru plasminogenu (tPa) uvolňovaného z poškozené tkáně, urokinázy

(uPa) nebo kalikreinu a štěṕı polymeru fibrinu na jednotlivé monomery. Vzhledem k tomu,

že nesmı́ docházet k př́ılǐsnému či předčasnému odbouráváńı fibrinu a rozpuštěńı trombu,

muśı být koncentrace plazminu regulována. Tuto funkci zajǐst’uje enzym α2-plazmin.

Jelikož nekontrolovatelné srážeńı krve (hyperkoagulace) může vést až k ucpáńı cév, je

třeba ho př́ıslušnými mechanismy regulovat. Srážeńı krve je již během svého procesu

tlumeno např. plazmatickou b́ılkovinou antitrombinem III, který inhibuje trombin

a komplexy vznikaj́ıćı během sekundárńı hemostázy. Daľśı inhibitory trombinu jsou

plazmatické b́ılkoviny α2-makrogolbulin a α1-antitrypsin. Ze známých antikoagulant̊u lze

dále zmı́nit protein C, který se aktivuje na protein Ca a následně utvář́ı komplex

s proteinem S. Tento komplex prostřednictv́ım negativńı zpětné vazby tlumı́ faktory Va

a VIIIa [2].

1.6 Poruchy srážeńı krve

Fibrinolýza je narozd́ıl od hemostázy dlouhodobý proces, který prob́ıhá po malých částech

tak, aby bylo umožněno zhojeńı poškozené tkáně a zároveň pomalým odbouráváńım

nevznikaly př́ıĺı̌s velké struktury. Stejně jako v př́ıpadě hemokagulace je i fibrinolýza složitý

proces, který je závislý na specifické sekvenci chemických reakćı. Proto jakákoliv

nerovnováha (např. nedostatek či absence některého faktoru v krvi) může vyústit v poruchy

srážeńı krve. Může se jednat jak o nemoci, při kterém je srážeńı krve nedostačuj́ıćı

(hypokoagulace), tak i o opačné stavy, kdy je srážeńı krve nadměrné (hyperkoagulace).

Do prvńı skupiny patř́ı např. trombocytopenie, která se vyznačuje extrémně ńızkým

počtem krevńıch destiček. Daľśı z př́ıčin sklonu ke krváceńı může být absence či nedostatek

faktor̊u VIII, IX nebo XI. V těchto př́ıpadech pak mluv́ıme o hemofilii typu A, B nebo C.

Jako daľśı př́ıklad sklonu ke krváceńı lze zmı́nit von Willebrandovu nemoc,

charakteristickou nedostatkem či špatnou funkćı von Willebrandova faktoru.

Do druhé skupiny poruch zp̊usobuj́ıćı hyperkoagulaci patř́ı choroby spojované

s nedostatkem inhibituj́ıćıch protein̊u C, S nebo plazminu, který odbourává fibrin.

Zvýšeným sklonem k tvorbě tromb̊u (trombofilńımu stavu) se také projevuje Leidenská

mutace, při které nedocháźı k inhibici aktivovaného faktoru Va proteinem C v d̊usledku

mutace genu pro hemokoagulačńı faktor V.
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2 Krátký exkurz do reakčńı kinetiky

Jelikož předmětem předložené bakalářské práce je modelováńı procesu srážeńı krve

a př́ıslušné matematické modely popisuj́ıćı aktivaci koagulačńıch faktor̊u vycházej́ı

z chemických děj̊u a přeměn, které mezi těmito faktory prob́ıhaj́ı, je vhodné v rámci této

kapitoly zavést potřebné pojmy z reakčńı kinetiky. Tato oblast chemické kinetiky se zbývá

časovým vývojem koncentrace látek účastńıćı se reakce, rychlost́ı pr̊uběhu chemických děj̊u,

jejich mechanismy a vlivy maj́ıćı dopad na rychlost chemické reakce (např. užit́ı

katalyzátor̊u). Pro vytvořeńı následného přehledu jsou užity odborné publikace z oblasti

fyzikálńı chemie, např. [3, 4].

2.1 Základńı pojmy

• chemická reakce – děj, při kterém se měńı chemická struktura látek

• reaktant – látka vstupuj́ıćı do reakce

• produkt – látka vznikaj́ıćı proběhnutou reakćı

• meziprodukt – látka vznikaj́ıćı proběhnutou reakćı, v reakci následuj́ıćı je látkou

vstupńı

• stechiometrický koeficient – č́ıslo, které určuje počet částic látek vstupuj́ıch i látek

výstupńıch, většinou se jedná o č́ısla přirozená

• chemická (stechiometrická) rovnice – ustanovený zápis chemické reakce, na levé

straně se nacházej́ı reaktanty, na straně pravé jsou uvedeny produkty. V př́ıpadě, že je

chemická rovnice zapsána ve tvaru
∑
i

νiRi = 0, představuje Ri obecně symbol pro

reaktant nebo produkt a νi označuje stechiometrický koeficient př́ıslušné látky (je

ustanoveno, že stechiometrický koeficient pro produkty je kladný, pro reaktanty

záporný), viz následuj́ıćı př́ıklad

4Fe+ 3O2 −→ 2Fe2O3,

−4Fe− 3O2 + 2Fe2O3 = 0.
(2.1)

• stechiometrická matice – velký počer chemických reakćı lze přehledně zapisovat

pomoćı tzv. stechiomatrické matice S, která má obecně rozměr n× s, kde n je počet

reakćı a s počet látek v nich vystupuj́ıćıch. Jednotlivé chemické reakce jsou do matice

zapsány po sloupćıch. Jako př́ıklad uved’me následuj́ıćı chemické reakce [8]

S1 −→ S2,

5S3 + S2 −→ 4S3 + 2S2,

S3 −→ S4,

S4 −→ S5

(2.2)
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pro které budeme cht́ıt určit stechiometrickou matici. Výše uvedené reakce zaṕı̌seme

do tvaru chemických rovnic v následuj́ıćı podobě:

−S1 + S2 = 0,

−S3 + S2 = 0,

−S3 + S4 = 0,

−S4 + S5 = 0.

(2.3)

Při zohledněńı počtu reaktant̊u a produkt̊u (celkem 5) a počtu uvažovaných reakćı

(celkem 4) lze stechiometrickou matici o rozměrech 5 × 4 jednoduše źıskat pomoćı

stechiometrických koeficient̊u jako

1 2 3 4


S1 −1 0 0 0

S2 1 1 0 0

S3 0 −1 −1 0

S4 0 0 1 −1

S5 0 0 0 1

• molekularita reakce – počet částic (atomů nebo molekul), jejichž interakćı docháźı

k chemické reakci, definováno jen pro elementárńı reakce

Pro úplnost je třeba upřesnit značeńı, které bude v této práci dále použ́ıváno. Pro zápis

koncentrace chemické látky A se v česky psané odborné literatuře většinou už́ıvá symbol

cA, viz např. [4]. Napak anglosaská literatura [8] takovouto koncentraci zapisuje pomoćı

hranatých závorek, tj. [A]. Vzhledem k tomu, že v této práci budeme modelovat časový

vývoj koncentrace koagulačńıch faktor̊u a jejich zápis prostřednictv́ım českého standardu by

byl značně složitý (např. koncentrace komplexu faktor̊u X:VIIIa:IXa by bylo nutné psát

jako cX:VIIIa:IXa), je pro lepš́ı přehlednost v této práci užit anglosaský standard, tj. zápis ve

tvaru [X:VIIIa:IXa]. Daľśım d̊uvodem k tomuto kroku je i fakt, že naprostá většina

literatury věnovaná problematice matematického modelováńı hemokoagulace je psaná

v angličtině a zvolený př́ıstup tak bude lépe korespondovat s podobou publikovaných

model̊u.

2.2 Rychlost chemické reakce

Koncentraci látkového množstv́ı, zkráceně označovanou jen jako koncentrace libovolné látky

[A] źıskáme obecně jako pod́ıl látkového množstv́ı této látky a celkového objemu V všech

látek učástńıćı se reakce

[A] =
nA
V
. (2.4)
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2. KRÁTKÝ EXKURZ DO REAKČNÍ KINETIKY

Za předpokladu, že se celkový objem během reakce neměńı, lze rychlost úbytku reaktantu A

psát ve tvaru

rA = −d[A]

dt
, (2.5)

kde [A] je okamžitá koncentrace látky A a t je čas. Obecně plat́ı, že rychlost rA, při které

se reaktant A měńı na produkt B, záviśı na koncentraci těchto látek, př́ıpadně na teplotě

T, tj. rA = f([A], [B] . . . , T ). Jelikož množstv́ı látky vstupuj́ıćı do reakce, a tedy i jeho

koncentrace, klesá, je derivace ve vztahu (2.5) záporná. Př́ıtomnost znaménka mı́nus pak

zajǐst’uje, že rychlost úbytku reaktantu bude kladná hodnota. Z tohoto kontextu pak vyplývá,

že v př́ıpadě rychlosti rB př́ır̊ustku produktu B znaménko mı́nus již nebude figurovat, tj.

rB =
d[B]

dt
. (2.6)

Je-li chemická rovnice zapsána ve tvaru
∑
i

νiRi = 0, lze rychlost reakce obecně vyjádřit jako

r =
1

νi

d[Ri]

dt
, (2.7)

kde νi je stechiometrický koeficient i-té látky Ri a [Ri] jej́ı koncentrace. Pro složité reakce se

rychlost př́ır̊ustku nebo úbytku složky A definuje jako

d[A]

dt
= νA,1r1 + νA,2r2 + . . . , (2.8)

kde νA,1 je stechiometrický koeficient látky A v prvńı reakci, νA,2 je stechiometrický koeficient

látky A v rekaci druhé a r1, r2 jsou rychlosti jednotlivých reakćı.

Kinetická (rychlostńı) rovnice určuje vztah mezi koncentracemi látek účastńıćı se

reakce a rychlost́ı této reakce. Pro tzv. jednoduché reakce (viz odstavec 2.3.2) lze kinetickou

rovnici zapsat ve tvaru [4]

rA = −d[A]

dt
= k[A]α[B]β . . . , (2.9)

kde k je takzvaná rychlostńı konstanta, která je obecně závislá na teplotě, tj. k = k(T ). Zbylé

veličiny na pravé straně představuj́ı koncentrace reaktant̊u a jejich mocniny α, β jsou tzv.

d́ılč́ı řády, které se nemusej́ı rovnat stechiometrickým koeficient̊um [4]. Součet těchto d́ılč́ıch

řád̊u je znám jako řád reakce. Určováńı řádu reakce a rychlostńıch konstant vycháźı převážně

z experimentálńıch výsledk̊u [4].

Pro stanoveńı časového vývoje koncentrace látek v pr̊uběhu reakce je nutné provést

řešeńı obyčejné diferenciálńı rovnice (2.9). Vyskytuje-li se však v této rychlostńı rovnici

v́ıcero neznámých koncentraćı, např. reakce typu

aA+ bB
k−→cC (2.10)
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má kinetickou rovnici ve tvaru

− d[A]

dt
= k[A]α[B]β, (2.11)

nelze časovou závislost koncentrace [A] jednoznačně určit bez znalosti okamžité koncentrace

[B]. Proto se pro tento typ úloh využ́ıvá látková bilance, která vyjadřuje vývoj koncentrace

látek v závislosti jen na jediném parametru x, který představuje množstv́ı zreagované za čas

t. Např́ıklad pro koncentraci látek reakce (2.10) lze pomoćı látkové bilance psát

[A] = [A0]− ax,
[B] = [B0]− bx,
[C] = cx

(2.12)

kde [A0] a [B0] jsou koncentrace látek A a B na začátku reakce a konstanty a, b a c

představuj́ı stechiometrické koeficienty. Dosazeńım vztah̊u (2.12) do kinetické rovnice (2.11)

lze jednoduchými úpravami odvodit následuj́ıćı obyčejnou diferenciálńı rovnici jedné o jedné

neznámé

a
dx

dt
= k([A0]− ax)α([B0]− bx)β. (2.13)

2.3 Rozděleńı chemických reakćı z hlediska kinetiky

Klasifikace chemických reakćı se odv́ıj́ı podle složitosti mechanismu reakce, popř. reakćı, tj.

podle počtu elementárńıch krok̊u, kterými se reakce uskutečňuje. Rozlǐsujeme dvě hlavńı

skupiny: reakce elementárńı a reakce složité, které budou podrobněji popsány v následuj́ıćıch

odstavćıch.

2.3.1 Elementárńı reakce

T́ımto pojmem se označuj́ı reakce, při kterých docháźı jen k jednomu reakčńımu kroku.

Chemická rovnice v tomto př́ıpadě př́ımo odpov́ıdá prob́ıhaj́ıćımu chemickému ději, kdy

nevznikaj́ı žádné meziprodukty. Elementárńı reakce se dále děĺı podle počtu reaktant̊u na:

Monomolekulárńı reakce – na chemické reakci se pod́ıĺı jediná částice (jedná se většinou

o radioaktivńı rozpady či rozklady látek) - např.:

A −→ B.

Bimolekulárńı reakce – chemická reakce dvou látek, kdy spolu mohou reagovat jak

molekuly jednoho reaktantu, tak molekuly rozd́ılných reaktant̊u. Jedná se o nejčastěǰśı typ

elementárńıch reakćı - např.:

A+B −→ P +Q,

A+ A −→ A2.
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Trimolekulárńı reakce – chemická reakce tř́ı částic (atomů nebo molekul), přičemž tento

typ elementárńıch reakćı se vyskytuje velice zř́ıdka - např.:

A+B +M −→ AB +Q.

2.3.2 Jednoduché reakce

Tento typ elementárńıch reakćı je charakterizován kinetickou rovnićı maj́ıćı podobu

vycházej́ıćı z předpisu (2.9). V závislosti na počtu reaktant̊u a konkrétńım tvaru kinetické

rovnice lze jednoduché reakce rozdělit na následuj́ıćı skupiny:

Reakce nultého řádu

Má-li reakce nultého řádu tvar

A
k−→B, (2.14)

pak rychlostńı rovnice je ve tvaru

− d[A]

dt
= k[A]0 = k. (2.15)

Po integraci (2.15) źıskáme integrálńı tvar rovnice

[A] = [A0]− kt. (2.16)

Reakce prvńıho řádu

Je-li reakce prvńıho řádu dána následuj́ıćı chemickou rovnićı

A
k−→B, (2.17)

pak jej́ı rychlostńı rovnici pro časový vývoj koncentrace reaktantu lze zapsat jako

− d[A]

dt
= k[A]1 = k[A]. (2.18)

Podobně jako v př́ıpadě reakce s nultým řádem źıskáme řešeńım rychlostńı rovnice(2.18) jej́ı

integrálńı tvar

[A] = [A0]e
−kt, (2.19)

kde e označuje exponenciálńı funkci.

Reakce druhého řádu

Vzhledem k r̊uznorodosti existuj́ıćıch chemických reakćı rozlǐsujeme u reakce druhého řádu

několik typ̊u. Ty nejčastěǰśı zahrnuj́ı:
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a) Reakce s jednou výchoźı složkou – Chemická rovnice ve tvaru

2A
k−→B (2.20)

vede na kinetickou rovnici

− d[A]

dt
= k[A]2, (2.21)

jej́ıž řešeńı źıskané pomoćı separace proměnných a následnou integraćı je dáno jako

[A] =
[A0]

1 + [A0]kt
. (2.22)

b) Reakce se dvěma výchoźımi složkami a jednotkovými stechiometrickými

koeficienty – Jsou-li d́ılč́ı řády rovny stechiometrickým koeficient̊um, tj.

A+B
k−→C, (2.23)

je kinetická rovnice definována v následuj́ıćı podobě

− d[A]

dt
= k[A][B]. (2.24)

c) Rekace se dvěma výchoźımi složkami a obecnými stechiometrickými koeficienty

– Jsou-li d́ılč́ı řády rovny jedné, má chemická reakce tvar

aA+ bB
k−→cC (2.25)

a kinetickou rovnici lze zapsat jako

− d[A]

dt
= k[A][B]. (2.26)

Rovnici lze dále přepsat pomoćı látkové bilance (2.12) do podoby

a
dx

dt
= k([A0]− ax)([B0]− bx). (2.27)

Reakce třet́ıho řádu

Pro tuto skupinu reakćı plat́ı obdobná pravidla jako u předchoźıch př́ıpad̊u, tj. existuje několik

typ̊u odv́ıjej́ıćıch se od počtu reaktant̊u a jejich počátečńı koncentrace. Mezi ty nejčastěǰśı se

řad́ı:

a) Reakce s jednou výchoźı složkou – Pro chemickou rovnici

3A
k−→B (2.28)
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dostáváme kinetickou rovnici ve tvaru

− d[A]

dt
= k[A]3. (2.29)

b) Reakce se dvěma výchoźımi složkami – Např́ıklad z reakce zapsané jako

2A+B
k−→C (2.30)

plyne rychlostńı rovnice

− d[A]

dt
= k[A]2[B], (2.31)

kterou podobně jako dř́ıve můžeme pomoćı látkové bilance (2.12) přepsat na obyčejnou

diferenciálńı rovnici pro x

2
dx

dt
= k([A0]− 2x)2([B0]− x). (2.32)

c) Reakce s třemi výchoźımi složkami – Pro zápis chemické reakce

A+B + C
k−→D (2.33)

je kinetická rovnice za předpokladu, že d́ılč́ı koeficienty jsou rovny jedné, zapsána jako

− d[A]

dt
= k[A][B][C] (2.34)

a lze ji dále upravit pomoćı látkové bilace (2.12) na rovnici

dx

dt
= k([A0]− x)([B0]− x)([C0]− x). (2.35)

d) Reakce s třemi výchoźımi složkami s obecnými stechiometrickými koeficienty

– Reakce ve tvaru

aA+ bB + cC
k−→dD (2.36)

je charakterizována následuj́ıćı rychlostńı rovnićı

− ad[A]

dt
= k[A][B][C] (2.37)

v př́ıpadě, že d́ılč́ı řády jsou rovny jedné. Kinetickou rovnici lze podobně jako u přechoźıch

typ̊u reakćı upravit do podoby

a
dx

dt
= k([A0]− ax)([B0]− x)([C0]− cx). (2.38)
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Reakce n-tého řádu

Pro jednoduchou reakci n-tého řádu se stechiometrickými koeficienty, které se obecně

nerovnaj́ı d́ılč́ım řád̊um reakce,

aA+ bB
k−→cC (2.39)

má rychlostńı rovnice podobu

− ad[A]

dt
= k[A]α[B]β, (2.40)

kde α a β jsou d́ılč́ı řády reakce, jejichž součet udává celkový řád reakce.

2.3.3 Složité (simultánńı) reakce

Tento typ reakćı se obecně skládá z elementárńıch reakćı, které byly podrobněji popsány

v odstavci 2.3.1. Podle podoby jednotlivých sekvenćı reakćı a vzájemného p̊usobeńı

př́ıtomných látek lze složité reakce rozdělit do dvou hlavńıch skupin – na otevřené

a cyklické. Ve zbytku tohoto odstavce přibĺıž́ıme podstatu těch nejzákladněǰśıch z pohledu

chemické kinetiky.

Z d̊uvodu přehlednosti budeme předpokládat, že u všech popsaných reakćı jsou

stechiometrické koeficienty rovny d́ılč́ım řád̊um a že podobně jako v př́ıpadě elementárńıch

reakćı bude platit látková bilance. Např́ıklad pro sekvenci reakćı

A
k1−→C,

A+B
k2−→D

(2.41)

budou platit následuj́ıćı vztahy látkové bilance

A = [A0]− x− y,
B = [B0]− y,
C = [C0] + x,

D = [D0] + y,

(2.42)

kde [A0], [B0] jsou počátečńı koncentrace reaktant̊u a x a y jsou časově závislé proměnné

odpov́ıdaj́ıćı prvńı a druhé reakci.

1) Následná reakce je řetězec po sobě jdoućıch elementárńıch reakćı, při kterých výsledný

produkt vzniká přes jeden či v́ıce meziprodukt̊u. Pro ilustraci lze uvést chemickou rovnici

tvořenou dvěma následuj́ıćımi elementárńımi reakcemi prvńıho řádu

A
k1−→B k2−→C, (2.43)

kde k1 a k2 jsou rychlostńı koeficienty př́ıslušných d́ılč́ıch reakćı. V souladu s dř́ıve popsanou

teoríı lze změnu koncentrace výchoźı látky A a meziproduktu B vyjádřit pomoćı následuj́ıćıch
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dvou kinetických rovnic

d[A]

dt
= −k1[A],

d[B]

dt
= k1[A]− k2[B]. (2.44)

Pro úplnost ještě uved’me př́ıslušnou kinetickou rovnici pro výsledný produkt C

d[C]

dt
= k2[B]. (2.45)

2) Paralelńı (bočná) reakce je reakce, při které je reaktant současně spotřebováván na

tvorbu dvou nebo v́ıce produkt̊u. Pro źıskáńı představy o tom, jak typ elementárńı reakce

a jeho řád ovlivňuje podobu kinetických rovnic reaktant̊u a produkt̊u, je zde uveden výčet

několika nejčastěǰśıch variant.

a) Pro dvě souběžné reakce prvńıho řádu s rychlostńımi koeficienty k1 a k2

A
k1−→B,

A
k2−→C

(2.46)

lze při aplikaci vztahu (2.8) pro časový vývoj koncentrace reaktantu A psát

d[A]

dt
= −k1[A]− k2[A] = −(k1 + k2)[A]. (2.47)

Pro nár̊ust koncentrace produkt̊u B a C lze odvodit následuj́ıćı kinetické rovnice

d[B]

dt
= k1[A],

d[C]

dt
= k2[A]. (2.48)

b) Máme-li paralelńı reakci skládaj́ıćı se ze dvou reakćı druhého řádu s rychlostńımi

koeficienty k1 a k2

A+B
k1−→C

A+B
k2−→D

(2.49)

můžeme v souladu s odstavcem 2.3.2 zapsat rychlostńı rovnice pro oba reaktanty ve tvaru

d[A]

dt
=

d[B]

dt
= −k1[A][B]− k2[A][B] = −(k1 + k2)[A][B]. (2.50)

Podobně jako u předchoźıho typu paralelńı reakce lze kinetické rovnice produkt̊u C a B

odvodit užit́ı teorie jednoduchých reakćı 2.3.2 jako

d[C]

dt
= k1[A][B],

d[D]

dt
= k2[A][B]. (2.51)
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c) V př́ıpadě paralelńı reakce tvořené reakcemi prvńıho a druhého řádu s rychlostńımi

koeficienty k1 a k2

A
k1−→C,

A+B
k2−→D

(2.52)

maj́ı kinetické rovnice pro reaktanty a produkty tvar

d[A]

dt
= −k1[A]− k2[A][B], (2.53)

d[B]

dt
= −k2[A][B], (2.54)

d[C]

dt
= k1[A],

d[D]

dt
= k2[A][B]. (2.55)

Analogicky k dř́ıve zmı́něnému př́ıkladu (2.41) lze obyčejné diferenciálńı rovnice (2.53), (2.54)

pro reaktanty A a B přepsat prostřednictv́ım látkové bilance (2.42) a několika jednoduchých

úprav do tvaru
dx

dt
= k1([A0]− x− y), (2.56)

dy

dt
= k2([A0]− x− y)([B0]− y). (2.57)

3) Vratná (protisměrná) reakce je typ reakce, při kterém funguje nejen př́ımá reakce,

ale i zpětná. Původńı produkty se stávaj́ı reaktanty a spotřebovávaj́ı se na tvorbu produkt̊u

(p̊uvodně reaktant̊u). Chemická rovnice vratných reakćı je nejčastěji znázorňována

následuj́ıćım zp̊usobem

A
k1


k2
B, (2.58)

kde k1 je rychlostńı koeficient př́ımé reakce a k2 je rychlostńı koeficient zpětné reakce. Aplikaćı

dř́ıve uvedených poznatk̊u lze kinetické rovnice pro látky A a B psát ve tvaru

d[A]

dt
= −k1[A] + k2[B], (2.59)

d[B]

dt
= k1[A]− k2[B]. (2.60)

2.4 Katalýza

Rychlost prob́ıhaj́ıćı reakce neńı ovlivňována pouze teplotou, ale i př́ıtomnost́ı určitých látek,

které už ve velmi malé koncentraci dokáž́ı výrazným zp̊usobem změnit rychlost reakce. Tyto

látky se obecně označuj́ı jako katalyzátory. Reakce, při ńıž katalyzátor vystupuje, se nazývá

katalýza. Aktivačńı energie pro zahájeńı reakce při použit́ı katalyzátoru je menš́ı než při

nekatalyzované reakci, a tud́ıž rychlost katalyzované reakce bude vyšš́ı. Kĺıčovou vlastnost́ı

všech katalýz je, že katalyzátor se reakce sice účastńı, neńı ale během ńı spotřebováván.
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Fyzikálńı chemie rozlǐsuje několik typ̊u katalýz: homogenńı, kdy je skupenstv́ı katalyzátoru

stejné jako skupenstv́ı látek v chemické reakci, a heterogenńı, kdy katalyzátor nemá stejné

skupenstv́ı. Jedńım z odvětv́ı heterogenńı katalýzy je tzv. enzymová katalýza, při které roli

katalyzátor̊u přeb́ıraj́ı enzymy neboli biokatalyzátory.

2.4.1 Enzymová katalýza

Princip tohoto druhu katalýzy byl poprvé popsán německým biochemikem Leonorem

Michaelisem a kanadskou lékařkou Maud Mentenovou na začátku 20. stolet́ı. Z pohledu

reakčńı kinetiky si v rámci tohoto odstavce si odvod́ıme základńı a asi i nejznáměǰśı

matematický model pro vyjádřeńı rychlosti enzymové katalýzy – tzv.

Michaelisovu-Mentenové rovnici (2.71), jej́ıž platnost byla potvrzena mnoha experimenty.

Vyjděme z klasického zápisu reakce urychlé př́ıtomnost́ı katalyzátoru (enzymu) E,

E + S
k1


k2

ES
k3−→ E + P, (2.61)

při ńıž se tvoř́ı produkt P ze substrátu (reaktantu) S za vzniku meziproduktu (komplexu

enzym-substrát) ES. Důležitým předpokladem pro odvozeńı daľśıch vztah̊u je fakt, že

koncentrace zmı́něného komplexu z̊ustává konstantńı v čase.

Pak v souladu s dř́ıve uvedenou teoríı pro jednoduché reakce prvńıho řádu (2.3.2) lze

koncentraci produktu P źıskat z kinetické rovnice

d[P ]

dt
= k3[ES]. (2.62)

Vzhledem k tomu, že koncentraci komplexu [ES] neńı obecně možné experimentálně určit,

je nutné ji vyjádřit jiným zp̊usobem. Nejčastěji se vycháźı z předpokladu, že časová změna

[ES] je během celé reakce neměnná. Neboli kinetická rovnice pro koncentraci komplexu je

rovna nule
d[ES]

dt
= k1[E][S]− k2[ES]− k3[ES] = 0. (2.63)

Prvńı člen na pravé straně (2.63) představuje př́ır̊ustek komplexu enzym-substrát, zbylé dva

záporné členy odpov́ıdaj́ı reakćım, při kterých docháźı k jeho úbytku. Úpravou vztahu (2.63)

źıskáme koncentraci komplexu substrát-enzym

[ES] =
k1

k2 + k3
[E][S]. (2.64)

Zavedeńım
k2 + k3
k1

(2.65)
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kde KM je v enzymové katalýze známá jako Michaelisova konstanta, lze (2.64) upravit na

následuj́ıćı vztah

[ES] =
[E][S]

KM

. (2.66)

Pro použit́ı (2.66) v kinetické rovnici produktu (2.62) je ovšem nutné znát i koncentraci

volného (nevázaného) enzymu [E] během reakce. Tu sice podobně jako [ES] nelze stanovit

v libovolném čase, ale lze v jej́ım př́ıpadě vyj́ıt ze znalosti počátečńı koncentrace [E0] a faktu,

že množstv́ı enzymu z̊ustává v pr̊uběhu reakce neměnné, tj. muśı platit

[E0] = [E] + [ES], (2.67)

č́ımž pro pro koncentraci volného enzymu dostáváme

[E] = [E0]− [ES]. (2.68)

Dosazeńım (2.68) do (2.66) a za pomoci několika jednoduchých úprav lze koncentraci volného

enzymu zapsat ve tvaru

[E] =
[E0]

1 +
[S]

KM

. (2.69)

Konečně aplikaćı (2.69) ve vztahu (2.64) a jeho následným užit́ım v kinetické rovnici pro

př́ır̊ustek produktu (2.62) źıskáme předpis

d[P ]

dt
= k3

[E0][S]

KM + [S]
, (2.70)

kde lze definovat již zmı́něnou Michaelisovu-Mentenové rovnici

v0 =
vmax[S]

KM + [S]
(2.71)

vyjadřuj́ıćı závislost počátečńı rychlosti reakce v0 na známé maximálńı (mezńı) rychlosti vmax

a koncentraci substrátu [S].
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3 Matematické modely srážeńı krve

Po boku model̊u biologických se vyv́ıjej́ı i modely matematické, které vycházej́ı ze

soudobých znalost́ı o procesu vzniku krevńıch sraženin. Odborná literatura v současnosti

nab́ıźı matematické modely zabývaj́ıćı se jak primárńı, tak i sekundárńı hemostázou.

Vzhledem ke složitosti celého procesu hemostázy bude pozornost v této bakalářské práci

upřena předevš́ım na modely popisuj́ıćı sekundárńı hemostázy, tj. hemokoagulaci. Tak jak

bylo zmı́něno v prvńı kapitole této práce, prvotńı modely sekundárńı hemostázy vycházely

z předpokladu koagulačńı kaskády. Ty nověǰśı již uvažuj́ı princip buněčného modelu, který

je v souladu se současným vývojem biologických model̊u.

Matematické modely hemokoagulace lze rozdělit mnoha zp̊usoby. T́ım nejčastěji

voleným je rozděleńı podle matematického popisu, tj. podle typu rovnic, které daný proces

srážeńı krve popisuj́ı. Jak uvád́ı např. [9], obvykle se jedná o dvě skupiny

model̊u – o modely založené bud’ na systému obyčejných diferenciálńıch rovnic (ODR),

nebo na systému parciálńıch diferenciálńıch rovnic (PDR). Obě skupiny si nyńı bĺıže

poṕı̌seme.

3.1 Modely založené na ODR

Podstata tohoto typu model̊u srážeńı krve vycháźı z teorie reakčńı kinetiky shrnuté

v kapitole 2 této bakalářské práce, kde rychlost chemických reakćı a časový vývoj

koncentrace účastńıćıch se látek byly vyjádřeny prostřednictv́ım ODR. Z hlediska zařazeńı

v rámci popisu hemokoagulace slouž́ı tento typ model̊u předevš́ım ke stanoveńı lokálńıch

změn koncentraćı hemokoagulačńıch faktor̊u a ke studiu prahových koncentraćı, které

iniciuj́ı spušteńı sekundárńı hemostázy.

Obecný tvar model̊u založených na systému ODR se v literatuře označuje jako tzv. systém

reakčńıch rovnic. Konkrétně pro i-tou látku má matematický model následuj́ıćı tvar

dci
dt

= Ri (3.1)

kde ci je koncentrace i-té látky a člen Ri popisuje, jak i-tá látka reaguje s ostatńımi látkami.

Je-li k dispozici stechiometrická matice S (viz odstavec 2.1), lze soustavu ODR (3.1) přepsat

jako
dc

dt
= Sr, (3.2)

kde c je vektor koncentraćı všech látek a r je vektor reakčńıch rychlost́ı [8].

V roce 1966, tedy krátce po publikováńı modelu koagulačńı kaskády, byl představen

prvńı matematický model [14] popisuj́ıćı řetězovou aktivaci porenzymů (zymogen̊u) na

aktivńı enzymy, tak jak byla hemokoagulace v tehdeǰśı době známa. Schématicky lze takto
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uvažovanou řetězovou aktivaci zapsat následovně:

y1
k1−→ y1a

K1−→ y′1,

↙
y2

k2−→ y2a
K2−→ y′2,

...

y(N−1)a
↙

yN
kN−→ yNa

KN−→ y′N ,

(3.3)

kde yi je koncentrace i-tého proenzymu s počátečńı koncentraćı yi0 , i = 1, ..., N , yia
představuje koncentraci aktivńıho enzymu a yi’ koncentraci inhibovaného enzymu.

Rychlostńı konstanty ki, Ki vyjadřuj́ı rychlosti př́ıbytku a úbytku aktivované formy enzymu

př́ıslušné reakce. Tento biolgický proces aktivace proenzymů lze matematicky zapsat ve

tvaru [14]
dy1a
dt

= k1y1 [U(t)− U(t− a)]−K1y1a ,

dy2a
dt

= k2y2y1a −K2y2a ,

...

dyna

dt
= kNyNy(N−1)a −KNyNa ,

(3.4)

kde U(t) je funkce jednotkového skoku (Heavisideova funkce), výraz [U(t) − U(t − a)]

představuje jednotkový skok trvaj́ıćı po dobu a a vyjadřuje dobu, po kterou p̊usob́ı

počátečńı stimul nutný pro aktivaci enzymu y1.

Daľśım významným modelem na bázi ODR z roku 1989 je je nelineárńı model popisuj́ıćı

koagulačńı kaskádu aktivovanou prostřednictv́ım vněǰśı cesty (obr. 1.2), při ńıž je vývoj

koncentraćı kĺıčových hemokoagulačńıch faktor̊u reprezentován následuj́ıćı soustavou

rovnic [9]
d[VIIa]

dt
= αk1 −K1[VIIa],

d[Xa]

dt
= k2[VIIa]−K2[Xa],

d[Va]

dt
= k3[IIa]−K3[Va],

d[IIa]

dt
=
k4[Xa][Va]

Ka + [Va]
−K4[IIa],

(3.5)

kde α je hodnota koncentrace aktivátoru faktoru VII. S ohledem na biochemický úvod

uvedený v kapitole 1 této bakalářské práce je zřejmé, že model (3.5) je velmi zjednodušený,
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a to nejen malým počtem faktor̊u, ale i t́ım, že uvažuje časový vývoj koncentrace pouze

aktivovaných faktor̊u. U těch neaktivovaných předpokládá konstantńı koncentrace

v pr̊uběhu celého procesu srážeńı krve. Navzdory své jednoduchosti umožnil tento model

určit tzv. prahovou hodnotu aktivace α0

α0 = Ka
K1K2K3K4

k1k2k3k4
. (3.6)

Ta ukazuje, že při zvýšeńı rychlost́ı koncentrace př́ıbytku rychlost́ı př́ıbytku ki, i = 1, 2, 3, 4

jednotlivých látek jednotlivých látek se prahová hodnota aktivace sńıž́ı, tj. dojde k aktivaci

hemokoagulace pro nižš́ı hladinu aktivátoru. Při zvýšeńı rychlosti inhibice Kj, j = 1, 2, 3, 4

se hodnota α0 naopak zvýš́ı a pro spuštěńı procesu srážeńı je tak potřeba vyšš́ı koncentrace

aktivátoru.

S novými znalostmi o biologických procesech se i matematické modely, které je popisuj́ı,

stávaj́ı složitěǰśımi, což v mnoha ohledech vede na složité nelineárńı systémy rovnic, popř.

výrazně navyšuje počet neznámých koncentraćı hemokoagulačńıch faktor̊u. Do této skupiny

spadá např́ıklad jeden z pozděǰśıch model̊u – tzv. Hockin̊uv-Mann̊uv model [11], který je

tvořen 34 ODR a obsahuje 42 r̊uzných rychlostńıch konstant. Jeho podstatou je modelovat

princip vněǰśı aktivace srážeńı krve, který by rovněž zohledňoval p̊usobeńı inhibitor̊u, např.

antitrombinu III.

Př́ıklad daľśıho modelu založeného na systému ODR je uveden a podrobně analyzován

v kapitole 5 této práce. Z d̊uvodu porovnáńı s výše zmı́něnými modelu zde ještě uved’me, že

tento model popsaný poprvé v práci [12] a mı́rně modifikovaný v [8] vycháźı z 12 chemických

reakćı, při nichž docháźı k přeměně 18 chemických látek za užit́ı 19 rychlostńıch konstant.

3.2 Modely založené na PDR

Tento druh model̊u zkoumá vznik a chováńı krevńı sraženiny v prostoru, při kterém se

zohledňuje hlavně vliv protékaj́ıćı krve, př́ıpadně nerovnoměrné rozložeńı chemických látek.

Jak uvád́ı např. autoři rešeršńı práce [9], modely vycházej́ıćı ze systému PDR mohou

popisovat jak primárńı, tak sekundárńı hemostázu. Zp̊usob jejich rozděleńı bývá nejčastěji

na základě škály, v jej́ımž rámci je proces vzniku krevńı sraženiny matematicky popsán.

Nanoškálové modely (molekulárńı úroveň)

Tyto modely vycházej́ı z princip̊u tzv. molekulárńı dynamiky zabývaj́ıćı se pohybem

vzájemně se ovlivňuj́ıćıch molekul. Jako př́ıklad lze uvést práci [15], která zkoumá vlastnosti

jednotlivých fibrinových molekul a vliv jejich struktury na elasticitu krevńı sraženiny.
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Mikroškálové modely (buněčná úroveň)

Jak už název napov́ıdá, zabývá se tento typ model̊u vyšetřováńım pohybu a interakćı

jednotlivých krevńıch buněk a molekul hemokoagulačńıch faktor̊u. V rámci dostupných

metod existuje celá řada technik pro simulaci pohybu buněk a molekul v krevńım řečǐsti.

Většinou se však jedná o variace klasické ELPT metody8, metody diskrétńıch částic9 či

obdobu metody vnořené hranice10, v́ıce viz [9]. Mezi mikroškálové modely popisuj́ıćı

primárńı hemostázy se řad́ı např. model publikovaný v [19], ve kterém je analyzován vliv

červených krvinek na agregaci krevńıch destiček. Vazba glykoprotein̊u mezi dvěma krevńımi

destičkami je zde realizována pomoćı Voigtova modelu, který se sestává z paralelně

řazeného tlumiče a pružiny.

Mezoškálové modely

Přechod mezi diskrétńımi a spojitými modely představuj́ı mezoškálové modely, které

srážeńı krve popisuj́ı pomoćı pomoćı princip̊u statistické mechaniky, které k buňkám

a molekulám látek nepřistupuj́ı jednotlivě, ale jejich pohyb modeluj́ı prostřednictv́ım

pravděpodobnostńıho popisu. Nejčastěji už́ıvanou metodou bývá lattice Boltzmannova

metoda. Do této skupiny model̊u můžeme např. zařadit model z článku [18], kde se autoři

snaž́ı modelovat polymerizačńı proces, jehož výsledkem je vytvořeńı nerozpustné fibrinové

śıtě. Dále je obsahem zmı́něného článku i studium vlivu koagulačńıch faktor̊u (např.

trombinu) na vlastnosti výsledné krevńı sraženiny.

Makroškálové modely

U těchto model̊u plat́ı předpoklad, že na systém je pohĺıženo jako na kontinuum, a proto

prouděńı krve modelované jako laminárńı, izotermické prouděńı nestlačitelné vazké kapaliny

může být matematicky popsáno rovnićı kontinuity a Navierovými-Stokesovými rovnicemi.

Tento nelineárńı systém rovnic je při řešeńı úlohy hemokoagulace propojen s rovnicemi

vyjadřuj́ıćımi časový vývoj koncentrace př́ıslušných látek, které bývaj́ı souhrnně

označovány jako konvekčně-difúzně-reakčńı rovnice (convection-diffusion-reaction, CDR

[8]). Pro i-tou látku je CDR rovnice makroškálových model̊u sekundárńı hemostázy

uváděna v následuj́ıćım obecném tvaru [8, 9]

∂ci
∂t

+∇ · (uci −Di∇ci) = Ri(c1, c2, . . . cn), (3.7)

8Euler-Lagrange particle tracking method
9v anglickém jazyce Discrete particles method

10v anglickém jazyce Immersed boundary (IB) method
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kde t označuje čas, ci, i = 1, ..., N je koncentrace i-té látky, Di je difuzivita11, u je vektor

rychlosti prouděńı krve a Ri v analogii se vztahem (3.1) vyjadřuje reakčńı část CDR rovnic,

které lze odvodit na základě kinetických rovnic uvedených v kapitole 2 této bakalářské práce.

Pro vytvořeńı si jisté představy o tom, jak je proces srážeńı krve ovlivňován př́ıtomnost́ı

toku krve, je následuj́ıćı kapitola této práce věnována popisu a numerickému řešeńı jednoho

ze základńıch makroškálových model̊u hemokoagulace.

11Tato konstanta ovlivňuje rychlost difúze částic modelované látky v uvažovaném médiu (krvi). V literatuře
(např. [5, 6, 8]) je většinou volena stejná hodnota pro všechny hemokoagulačńı faktory.
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4 Model typu aktivátor-inhibitor

Jak uvád́ı např. [9], jedná se o jeden z prvńıch a nejjednodušš́ıch makroškálových model̊u

založených na nelineárńım systému PDR, který popisuje vzájemnou iterakci mezi hlavńım

aktivátorem a inhibitorem procesu srážeńı krve. Prvńı zmı́nka o tomto modelu pocháźı z roku

1994 [5], kdy jej autoři použili pro studium tzv. chemických autovln v 1D trubici (viz dále),

později jej v práci [6] rozš́ı̌rili pro 2D př́ıpad v analogii s in-vitro pozorováńımi realizovanými

pro krevńı plazmu v Petriho misce.

Jelikož jedńım z vytyčených ćıl̊u této bakalářské práce je provést numerickou simulaci

vzniku krevńı sraženiny v idealizovaném modelu cévy, je v rámci této kapitoly uvažována

rozš́ı̌rená varianta výše zmı́něného modelu, tj. varianta uvedená v práci [6]. Jej́ım základem

jsou dvě PDR vyjadřuj́ıćı vzájemnou chemickou interakci mezi hlavńım koagulačńım

aktivátorem (trombinem) a jeho nejvýznamněǰśım inhibitorem (proteinem C). Systém

těchto dvou rovnic je dále doplněn o rovnici vyjadřuj́ıćı tvorbu nerozpustné fibrinové krevńı

sraženiny v závislosti na lokálńı koncentraci aktivátoru. Celý model, který ve své podstatě

zohledňuje vedle chemické interakce pouze difúzi aktivátoru a inhibitoru12 a koresponduje

s obecným vztahem (3.1), je dán ve tvaru [6]

∂θ

∂t
=

αθ2

θ + θ0
− κ1θ − γθϕ+D1∆θ,

∂ϕ

∂t
= βθ

(
1− ϕ

C

)(
1 +

ϕ2

ϕ2
0

)
− κ2ϕ+D2∆ϕ,

∂ψ

∂t
= κθ,

(4.1)

kde θ, ϕ, ψ jsou postupně koncentrace trombinu, proteinu C a fibrinu. Koeficienty α, β, γ, κ,

κ1, κ2, θ0, C, ϕ0 jsou chemické parametry modelu, D1, D2 difúzńı koeficienty a ∆ označuje

Laplace̊uv operátor. Hodnoty zmı́něných parametr̊u a koeficient̊u tak, jak budou uvažovány

v této práci, jsou shrnuty v tab. 4.1.

Zaměř́ıme-li se na reakčńı část prvńıch dvou rovnic soustavy (4.1), tj. členy na pravé

straně obou rovnic vyjma člen̊u reprezentuj́ıćıch difúzi, pak s odkazem na práce [5, 6, 16] si

můžeme v́ıce přibĺıžit význam jednotlivých člen̊u z pohledu reakčńı kinetiky a biochemie.

Konkrétně v př́ıpadě aktivátoru vyjadřuje člen
αθ2

θ + θ0
př́ır̊ustek koncentrace aktivátoru ve

smyslu enzymové katalýzy popsané Michaelisem a Mentenovou (odstavec 2.4.1), kde

parametr θ0 odpov́ıdá Michaelisově konstantě KM . Třet́ı člen −γθϕ lze v souladu s reakčńı

kinetikou jednoduchých reakćı druhého řádu označit za člen, který zohledňuje vliv

inhibitoru na produkci aktivátoru a u něhož parametr γ plńı úlohu rychlostńı konstanty.

V př́ıpadě rovnice pro časový vývoj koncentrace inhibitoru je podoba nelineárńıho

12V př́ıpadě fibrinu je přijat předpoklad, že jeho produkce v daném mı́stě je natolik rychlá, že se u ńı
nestač́ı projevit vliv difúze.
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reakčńıho členu βθ
(

1− ϕ

C

)(
1 +

ϕ2

ϕ2
0

)
odvozena na základě předpokladu, že př́ır̊ustek

inhibitoru je př́ımo úměrný produkci aktivátoru, tj. v mı́stech, kde je koncentrace

aktivátoru nulová, nebude docházet k tvorbě inhibitoru. Oproti aktivátoru však produkce

inhibitoru neńı podmı́něna jeho nenulovou koncentraćı, tj. nevyžaduje př́ıtomnost

počátečńıho stimulu. Zbývaj́ıćı kinetické členy −κ1θ a −κ2ϕ s rychlostńımi konstantami κ1
a κ2 odpov́ıdaj́ı pasivńım úbytk̊um obou látek v d̊usledku metabolických proces̊u

prob́ıhaj́ıćıch v krevńım řečǐsti

Tabulka 4.1: Parametry modelu s aktivátorem a inhibitorem převzaté z [6]

parametry hodnota jednotky

α 2,0 min−1

β 0,0015 min−1

γ 5 min−1nM−1

ϕ0 0,05 nM13

C 5 nM

κ 2,8 min−1

κ1 0,05 min−1

κ2 0,35 min−1

D1 10−5 mm2min−1

D2 10−5 mm2min−1

Podle autor̊u [6] lze v závislosti na prahové hodnotě θ0 pozorovat odlǐsné chováńı

soustavy (4.1), které odpov́ıdá chováńı pozorovatelné u většiny reakčně-difúzńıch systémů

[5]:

• Pro θ0 > 2, 4 je počátečńı koncentrace aktivátoru rychle inhibována a př́ıpadný daľśı

r̊ust sraženiny je potlačen a omezen pouze na nejbližš́ı okoĺı. Hustota vzniklé sraženiny

(koncentrace fibrinu) se odv́ıj́ı od maximálńı koncentrace aktivátoru v daném mı́stě.

Samotná sraženina je obklopena tzv. zónou inhibice, která vzniká v d̊usledku difúze

inhibitoru do prostoru. Rozměry takto vzniklé sraženiny jsou dle [6] téměř nezávislé na

hodnotě počátečńıho stimulu a době jej́ıho p̊usobeńı.

• Je-li θ0 1, 3 < θ0 < 2, 3 vznikaj́ı tzv. stratifikované struktury. Hladina aktivátoru neńı

inhibitorem zcela potlačena, š́ı̌ŕı se dále do prostoru s mnohem menš́ı amplitudou

a trombin tedy nezp̊usobuje významné srážeńı krve. V určitých mı́stech opět překoná

hraničńı hodnotu potřebnou pro opětovanou aktivaci, ovšem následné potlačeńı

inhibiotrem celý proces opakuje a koncentrace obou látek pravidelně koĺısaj́ı. Toto

koĺısáńı se nazývá tzv. autovlny a nastává v chemických systémech popisuj́ıćı

vzájemnou interakci mezi aktivátorem a inhibitorem.

131 nM = 1×10−6 mol m−3
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• Pro ńızké hodnoty θ0 (θ0 < 1, 2) je počátečńı koncentrace aktivátoru potlačena na nižš́ı

hodnotu než v předchoźı př́ıpadě. Neńı však zcela inhibována a opět se š́ı̌ŕı do prostoru

ve formě autovln s téměř konstantńı amplitudou.

Zaj́ımavost́ı je, že ačkoliv je matematický model (4.1) ve své podstatě velice jednoduchý,

nebot’ mı́sto složitého koagulačńıho řetězce uvažuje pouze jediný aktivačńı faktor – trombin,

jeho výše popsané chováńı je plně v souladu s chováńım krevńı plazmy tak, jak bylo

pozorováno při experimentech in-vitro [6], viz obr. 4.4. V př́ıpadě in-vivo je vznik autovln

výrazně omezen, jelikož se na jejich tvorbě a podobě výraznou měrou projevuje vliv

protékaj́ıćı krve a př́ıtomnost krevńıch destiček.

4.1 Numerické řešeńı v 1D

Jak bylo zmı́něno výše, je řešeńı matematického modelu daného soustavou PDR (4.1) pro

určité prahové hodnoty θ0 charakterizováno vznikem autovln. Abychom toto tvrzeńı ověřili

a zároveň stanovili vliv počátečńıho stimulu na podobu vzniklé krevńı sraženiny tvořenou

nerozpustným fibrinem, budeme v rámci tohoto odstavce uvažovat 1D př́ıpad. Na ten

podobně jako autoři p̊uvodńıch článk̊u [5, 6] můžeme nahĺıžet jako na př́ıpad, kdy se

aktivátor a inhibitor hemokoagulace vzájemně ovlivňuj́ı uvnitř idealizovaného modelu př́ımé

cévy s nepropustnými stěnami.

Uvažujme tedy 1D trubici o délce L = 0, 2 mm, ve které budeme spojitý matematický

model (4.1) řešit v diskrétńıch bodech pomoćı metody konečných diferenćı na časovém

intervalu t ∈ 〈0, T 〉. V tomto smyslu aproximujeme časové derivace na levé straně soustavy

užit́ım Eulerovy metody prvńıho řádu přesnosti v čase jako

∂θ

∂t
≈ 1

∆t
(θn+1 − θn),

∂ϕ

∂t
≈ 1

∆t
(ϕn+1 − ϕn),

∂ψ

∂t
≈ 1

∆t
(ψn+1 − ψn),

(4.2)

kde horńı indexy n a n+1 označuj́ı hodnoty koncentraćı v časech tn a tn+1 a ∆t = tn+1−tn je

časový krok numerického řešeńı. Pro difúzńı členy s Laplaceovým operátorem v 1D aplikujeme

centrálńı schéma druhého řádu přesnosti v prostoru

∆θ =
∂2θ

∂x2
≈ 1

(∆x)2
(θni+1 − 2θni + θni−1),

∆ϕ =
∂2ϕ

∂x2
≈ 1

(∆x)2
(ϕni+1 − 2ϕni + ϕni−1).

(4.3)
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kde ∆x = 0, 005 mm je ekvidistantńı děleńı 1D trubice a dolńı indexy i + 1, i a i − 1

označuj́ı polohu diskrétńıch bod̊u v rámci disrektizované trubice. Výsledný diskretizovaný

model aktivátor-inhibitor bude mı́t následuj́ıćı podobu pro i-tý bod diskretizované trubice:

θn+1
i = θni + ∆t

[
α(θni )2

θni + θ0
− κ1θni − γθni ϕni +

D1

(∆x)2
(θni+1 − 2θni + θni−1)

]
,

ϕn+1
i = ϕni + ∆t

[
βθni

(
1− ϕni

C

)(
1 +

(ϕni )2

ϕ2
0

)
− κ2ϕni +

D2

(∆x)2
(ϕni+1 − 2ϕni + ϕni−1)

]
,

ψn+1
i = ψni + ∆tκθni .

(4.4)

Numerické řešeńı bylo realizováno v prostřed́ı programu Matlab a vyvinutý program

ceva 1D.m je součást́ı př́ılohy bakalářské práce.

V souladu s informacemi uvedenými v p̊uvodńım článku [5] je počátečńı rozložeńı

koncentraćı aktivátoru, inhibitoru a fibrinu v celé délce trubice rovné nule, tj. θi(t = 0) = 0,

ϕi(t = 0) = 0 a ψi(t = 0) = 0 pro i = 1, ..., N , kde index i = 1 odpov́ıdá bodu na vstupu

trubice (x = 0) a i = N jej́ımu výstupu (x = L). Samotný proces srážeńı krve je spušten

aplikaćı nenulového počátečńıho stimulu na vstupu trubice, tj. θ1(t) = θin pro 0 ≤ t ≤ tin,

kde θin určuje śılu stimulu (lokálńı nár̊ust koncentrace aktivátoru) a tin je doba jeho

p̊usobeńı.

Jelikož články [5, 6] neuváděj́ı jakékoliv informace o śıle a trváńı tohoto stimulu, je zbytek

tohoto odstavce věnován podrobné analýze chováńı diskretizovaného modelu (4.4) v závislosti

na hodnotě θ0 pro tři zvolené počátečńı stimuly (θin = 1; 10; 100 nM) a tři r̊uzně dlouhé

doby jeho p̊usobeńı (tin = 0, 5; 1, 0; 1, 5 s). Numerické výsledky źıskané pro časový krok

∆t = 0, 005 min na časovém intervalu t ∈ 〈0, T 〉, T = 25 min jsou znázorněny na obr. 4.1 a 4.2

ve formě graf̊u. Tyto grafy reprezentuj́ı rozložeńı koncentrace nerozpustného fibrinu na konci

časového intervalu pro zvolené prahové hodnoty θ0 a počátečńı stimuly.

Jak je z obr. 4.1 a 4.2 patrné, záviśı chováńı systému (4.4) nejen na volbě prahové hodnoty

θ0, která v souladu s p̊uvodńımi články [5, 6] určuje výskyt a podobu autovln, ale i na podobě

počátečńıho stimulu. V př́ıpadě, že je vstupńı koncentrace aktivátoru θin př́ılǐs ńızká (viz

hodnoty 1 nM a 10 nM na obr. 4.1) nebo je doba p̊usobeńı stimulu tin př́ılǐs krátká (viz 0,5 s

na obr. 4.2), významné srážeńı krve14 nenastane. V opačném př́ıpadě lze pozorovat chováńı

systému tak, jak bylo popsáno v [6].

14Pod pojmem významná krevńı sraženina chápeme oblast, v ńıž koncentrace vytvořeného fibrinu
překračuje hodnotu počátečńı koncentrace stimulu, např. pro θin = 100 nM lze na obr. 4.1 jako významné
sraženiny označit ty grafy, kde se maximálńı koncentrace fibrinu bĺıž́ı hodnotě 250 nM.
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Obr. 4.1: Rozložeńı výsledné fibrinové sraženiny v čase 25 min v závislosti na r̊uzných θ0 a na
době trváńı počátečńıho stimulu tin

35



4. MODEL TYPU AKTIVÁTOR-INHIBITOR
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(b) θin = 10 nM
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Obr. 4.2: Rozložeńı výsledné fibrinové sraženiny v čase 25 min v závislosti na r̊uzných θ0 a na
hodnotě koncentrace počátečńıho stimulu θin
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4.2 Numerické řešeńı ve 2D

V návazosti na výsledky źıskané pro 1D model cévy, které byly prezentovány a diskutovány

v předchoźım odstavci, je obsah tohoto odstavce věnován studiu 2D př́ıpadu, který lépe

koresponduje s experimentálńımi výsledky z [6]. Ty jsou znázorněny na obr. 4.4

a představuj́ı pr̊uběh hemokoagulace krevńı plazmy v Petriho miskách za vzniku autovln.

Pro numerické řešeńı ve 2D byla zvolena čtvercová výpočtová oblast o délce hrany 0,8 mm,

která reprezentuje výřez Petriho misky použ́ıvané v experimentech [6], v jej́ımž středu

necháme p̊usobit počátečńı stimul. Ten podle výsledk̊u z předchoźıho odstavce zvoĺıme

jediný, a to θin = 100 nM a tin = 1,5 s.

Pro numerické řešeńı matematického modelu (4.1) ve 2D opět využijeme metodu

konečných diferenćı. Pro časovou diskretizaci aplikujeme dř́ıve uvedené vztahy (4.2).

Aproximace Laplaceova oprátoru ve 2D provedeme ve smyslu centrálńıho schématu druhého

řádu přesnosti v prostoru jako

∆θ =
∂2θ

∂x2
+
∂2θ

∂y2
≈ θi+1,j − 2θi,j + θi−1,j

∆x2
+
θi,j+1 − 2θi,j + θi,j−1

∆y2
,

∆ϕ =
∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
≈ ϕi+1,j − 2ϕi,j + ϕi−1,j

∆x2
+
ϕi,j+1 − 2ϕi,j + ϕi,j−1

∆y2
.

(4.5)

kde ∆x = 0,005 mm a ∆y = 0,005 mm jsou ekvidistantńı děleńı diskretizované 2D oblasti ve

směru os x a y a dolńı indexy i, i = 1, ..., Nx a j, j = 1, ..., Ny označuj́ı polohu diskrétńıch

bod̊u v těchto směrech. Užit́ım aproximačńıch vztah̊u 4.2 a (4.5) v matematickém modelu

aktivátoru-inhibitoru (4.1) obdrž́ıme následuj́ıćı diskretizovaný model pro bod určený indexy

i, j

θn+1
i,j = θni,j + ∆t

[
α(θni,j)

2

θni,j + θ0
− κ1θni,j − γθni,jϕni,j+

D1

(
θni+1,j − 2θni,j + θni−1,j

∆x2
+
θni,j+1 − 2θni,j + θni,j−1

∆y2

)]
,

ϕn+1
i,j = ϕni i, j + ∆t

[
βθni,j

(
1−

ϕni,j
C

)(
1 +

(ϕni,j)
2

ϕ2
0

)
− κ2ϕni,j+

D2

(
ϕni+1,j − 2ϕni,j + ϕni−1,j

∆x2
+
ϕni,j+1 − 2ϕni,j + ϕni,j−1

∆y2

)]
,

ψn+1
i,j = ψni,j + ∆tκθni,j.

(4.6)

Numerické řešeńı bylo realizováno v prostřed́ı programu Matlab a př́ıslušný program

ctverec 2D.m je součást́ı př́ılohy bakalářské práce.
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Chováńı modelu (4.6) se obdobně jako v 1D př́ıpadě měńı v závislosti na zvolené prahové

hodnotě θ0. Vzájemná chemická interakce mezi aktivátorem a inhibitorem hemokoagulace

může být provázena vznikem autovln, jejich podoba je velice dobře patrná z obr. 4.3b, 4.3c

a koresponduje s rozložeńım fibrinu źıskaným pro 1D model cévy analyzovaný v předchoźım

odstavci. Pro úplnost uved’me, že numerické výsledky na obr. 4.3 byly źıskány pro časový krok

∆t = 0,005 s na časovém intervalu t ∈ 〈0, T 〉, T = 25 min a představuj́ı rozložeńı koncentrace

nerozpustného fibrinu.
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(a) θ0 = 3 nM

(b) θ0 = 1,5 nM

(c) θ0 = 0,5 nM

Obr. 4.3: Rozložeńı koncentrace fibrinu v rámci 2D oblasti v čase 25 min pro tři zvolené
hodnoty θ0
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Jak bylo zmı́něno na začátku této kapitoly, vznik autovln v krevńı plazmě byl pozorován

v experimentech in-vitro, obr 4.4. Zde podobně jako u numerických výsledk̊u docházelo ke

stř́ıdáńı oblast́ı s tekutou plazmou a oblast́ı vyplněných krevńı sraženinou. Čistě pro

zaj́ımavost, zda model (4.1) bude i v tomto př́ıpadě odpov́ıdat pozorováńım na obr. 4.4,

bylo srážeńı v rámci čtvercové 2D desky (výřez Petriho misky) iniciováno na dvou mı́stech

stejně silnými počátečńımi stimuly (θin = 100 nM, tin = 1, 5 s). Výsledný tvar autovln

a krevńı sraženiny na obr. 4.5 kvalitativně koresponduje s chováńım systému v in-vitro,

obr. 4.4c-d.

Obr. 4.4: Autovlny pozorované in-vitro v časech a) 0 min, b) 12 min, c) 30 min, d) 60 min
po lokálńı iniciaci procesu srážeńı krve, převzato z [6]

Obr. 4.5: Podoba výsledné fibrinové sraženiny v čase 25 min (θ0 = 1, 5 nM) při iniciaci
hemokoagulace ve dvou r̊uzných mı́stech
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4.3 Vliv prouděńı krve

V předchoźıch dvou odstavćıch byla na idealizovaném modelu cévy (1D) a výřezu Petriho

misky (2D) demonstrována chemická interakce mezi aktivátorem a inhibitorem s t́ım, že

v obou př́ıpadech nebyl uvažován vliv protékaj́ıćı krve (u = 0). Jelikož však rozložeńı

koncentraćı chemických látek, potažmo pr̊uběh chemických reakćı mohou být zásadńım

zp̊usobem ovlivněny charakterem prostřed́ı a př́ıtomnost́ı nenulového rychlostńıho pole, je

zde pro potřeby předložené bakalářské práce uvažována modifikace výchoźıho modelu (4.1)

prezentovaná v článku [16]. Ta je v souladu s obecnou rovnićı (3.7) makroškálových model̊u

hemokoagulace doplněna o konvektivńı členy15 pro rovnice aktivátoru a inhibitoru

∂θ

∂t
=

αθ2

θ + θ0
− κ1θ − γθϕ+D1∆θ − u∇θ,

∂ϕ

∂t
= βθ

(
1− ϕ

C

)(
1 +

ϕ2

ϕ2
0

)
− κ2ϕ+D2∆ϕ− u∇ϕ,

∂ψ

∂t
= κθ,

(4.7)

kde u je vektor rychlosti protékaj́ıćı krve. Podobně jako u modelu (4.1) je i v př́ıpadě soustavy

rovnic (4.7) přijat předpoklad, že tvorba nerozpustného fibrinu je nevratná a natolik rychlá,

že se u ńı neprojevuje jak difúze, tak ani konvekce. Dále oproti studii [16] je v této práci

přistoupeno ke zjednodušeńı, při kterém je zanedbán zpětný vliv rostoućı krevńı sraženiny

na podobu proudového pole, které tak z̊ustává neměnné během celého numerického řešeńı.

Jako př́ıklad je v rámci tohoto odstavce uvažován idealizovaný 2D model př́ımé cévy

o délce L = 0, 6 mm a poloměru R = 0, 1 mm. Zanedbáme-li pulzačńı charakter toku krve,

můžeme prouděńı krve v této cévě vyjádřit prostřednictv́ım parabolického rychlostńıho

profilu

ux(y) = Ust

(
1− y2

R2

)
, (4.8)

kde Ust = 0,01 mm/min je pr̊uměrná rychlost a y je vzdálenost od střednice cévy. Výsledný

vektor rychlosti vystupuj́ıćı v (4.7) je pak dán ve tvaru u = [ux(y), 0]T . Srážeńı krve bylo

iniciováno počátečńım stimulem θin = 100 nM, který p̊usob́ı na levém kraji ve střednici cévy

po dobu tin = 1,5 s. Časová a prostorová diskretizace má stejné hodnoty jako v odstavci 4.2.

Gradient lze aproximovat následuj́ıćım schématem s druhým řádem přesnosti v prostoru

∇θ =

[
∂θ

∂x
,
∂θ

∂y

]
≈
[
θi+1,j − θi−1,j

2∆x
,
θi,j+1 − θi,j−1

2∆y

]
,

∇ϕ =

[
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y

]
≈
[
ϕi+1,j − ϕi−1,j

2∆x
,
ϕi,j+1 − ϕi,j−1

2∆y

]
.

(4.9)

15Podoba konvektivńıch člen̊u v soustavě rovnic (4.7) odvozená z (3.7) plyne z vlastnosti operátoru
divergence (∇ · (uci) = ci∇ · u + u∇ci) a rovnice kontinuity pro prouděńı nestlačitelné newtonské kapaliny
(∇ · u = 0), jakou je i krev.
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Diskrétńı model pro vznik krevńı sraženiny s ohledem na prouděńı krve pro 2D př́ıpad má

tvar

θn+1
i,j = θni,j + ∆t

[
α(θni,j)

2

θni,j + θ0
− κ1θni,j − γθni,jϕni,j+

D1

(
θni+1,j − 2θni,j + θni−1,j

∆x2
+
θni,j+1 − 2θni,j + θni,j−1

∆y2

)
+ u

(
θni+1,j − θni−1,j

2∆x
,
θni,j+1 − θni,j+1

2∆y

)]
,

ϕn+1
i,j = ϕni i, j + ∆t

[
βθni,j

(
1−

ϕni,j
C

)(
1 +

(ϕni,j)
2

ϕ2
0

)
− κ2ϕni,j+

D2

(
ϕni+1,j − 2ϕni,j + ϕni−1,j

∆x2
+
ϕni,j+1 − 2ϕni,j + ϕni,j−1

∆y2

)
+ u

(
ϕni+1,j − ϕni−1,j

2∆x
,
ϕni,j+1 − ϕni,j+1

2∆y

)]
,

ψn+1
i,j = ψni,j + ∆tκθni,j.

(4.10)

Numerické řešeńı bylo realizováno v prostřed́ı programu Matlab a vyvinutý program

ceva proudeni.m je součást́ı př́ılohy bakalářské práce.

Jak je patrné z obr. 4.7, na výsledném tvaru sraženiny se významně pod́ıĺı konvektivńı

člen, který převáž́ı nad difúzńım členem. Oproti dř́ıveǰśım 2D úlohám je vidět, že rozložeńı

koncentrace fibrinu již neńı symetrické a trombus se š́ı̌ŕı převážně po směru toku krve.

Nejvyšš́ı koncentrace fibrinu se nenacháźı v mı́stě aplikace počátečńıho stimulu [0,04; 0] (na

obr. 4.6 znázorněno červenou šipkou), je vlivem konvekce posunuta a nav́ıc disipována. Má

tedy nižš́ı koncentraci než v př́ıpadě bez uvažováńı prouděńı krve, viz obr. 4.7, 4.8

Obr. 4.6: Umı́stěńı počátečńıho stimulu

42



4. MODEL TYPU AKTIVÁTOR-INHIBITOR

Obr. 4.7: Výsledná fibrinová sraženina v čase 25 min s uvažováńım prouděńı krve (θ0 = 3 nM)
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Obr. 4.8: Výsledná fibrinová sraženina v čase 25 min bez uvažováńı prouděńı krve (θ0 = 3 nM)
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4.4 Daľśı navazuj́ıćı modely

Koagulačńı model (4.1), resp. (4.7) dále rozšǐruje mnoho daľśıch autor̊u. Kromě již uvedené

práce [16], můžeme zmı́nit model prezentovaný v [10], který k p̊uvodńım dvěma rovnićım

aktivátoru a inhibitoru přidává podstatně složitěǰśı předpis pro tvorbu nerozpustného

fibrinu. V jeho rámci rozlǐsuje jednotlivé fáze v souladu se skutečnými biochemickými

procesy, tj. přeměnu od neaktivńıho fibrinogenu přes nestabilńı fibrinové monomery až po

nerozpustné fibrinové polymery. S ohledem na celkovou složitost úlohy hemokoagulace je

práce [10] věnována předevš́ım časným fáźım tvorby fibrinové śıtě, kdy je koncentrace

fibrinových polymer̊u ještě malá. Důvodem k tomuto př́ıstupu je snaha autor̊u zaznamenat

patologické projevy srážeńı krve co nejdř́ıve.

Poměrně nedávno publikovaný model [21] se zabývá vznikem krevńı sraženiny v mı́stech

stenózy (zúžeńı cévy) a popisuje srážeńı krve v závislosti na pr̊utoku krve a na

geometrických charakteristikách aterosklerotického plátu. V modelu je opět složitěǰśı

matematických popis časového vývoje koncentrace fibrinu. Vznik polymerńı śıtě

z neaktivńıho fibrinogenu je podobně jako u výše zmı́něné studie [10] modelován přes

fibrinové monomery a daľśı meziprodukty.
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5 Model koagulačńı kaskády

Daľśım z model̊u popisuj́ıćı vznik a š́ı̌reńı trombu je model publikovaný v roce 2012 [8],

který se zabývá vznikem krevńı sraženiny v aneurysmatech břǐsńı aorty a oproti modelu

analyzovanému v kapitole 4 zohledňuje př́ıtomnost v́ıcero hemokoagulačńıch faktor̊u, nejen

trombinu. Z pohledu procesu srážeńı je tento model orientován na popis koagulačńı kaskády

na bázi vněǰśı cesty, viz odstavec 1.4.1. Vzhledem ke složitosti tohoto modelu, který vycháźı

z konvekčně-difúzně-reakčńı rovnice (3.7) a uvažuje chemické reakce 18 látek, je v této práci

řešena pouze soustava ODR. Ta popisuje časový vývoj koncentraćı př́ıslušných látek bez

uvažováńı vlivu difúze a konvekce. Základem modelu je princip vněǰśı koagulačńı kasakády,

jej́ıž schéma je znázorněno na obr. 5.1 a kterou lze popsat následuj́ıćımi chemickými reakcemi

mezi koagulačńımi faktory [8]

IX + TF:VIIa
k6


k16

IX:TF:VIIa
k11−→TF:VIIa + IXa

X + TF:VIIa
k17


k6

X:TF:VIIa
k12−→TF:VIIa + Xa

X + VIIIa:IXa
k18


k6

X:VIIIa:IXa
k13−→VIIIa:IXa + Xa

IX + Xa
k15−→Xa + IXa

V + Xa
k1−→Xa + Va

VIII + Xa
k3−→Xa + VIIIa

V + IIa
k2−→IIa + Va

VIII + IIa
k4−→IIa + VIIIa

II + Va:Xa
k6


k19

II:Va:Xa
k11−→Va:Xa + mIIa

mIIa+ Va:Xa
k5−→Xa:Va + IIa

VIIIa + IXa
k7


k9

VIIIa:IXa

Va + Xa
k8


k10

Va:Xa

(5.1)
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Obr. 5.1: Schéma vněǰśı aktivace kaskády popsané modelem 5.1, převzato z [22]

Jak bylo popsáno v odstavci 3.1, lze podstatu chemických reakćı lze přepsat do podoby

reakčńıch rovnic (3.2), které budou vyjadřovat časový vývoj koncentrace jednotlivých látek

účastńıćı se vněǰśı aktivace koagulačńı kaskády. Jelikož autoři modelu ve své práci [8] uváděj́ı

pouze výslednou podobu stechiometrické matice S, která odpov́ıdá chemickým reakćım (5.1),

ale nezmiňuj́ı již podobu vektoru reakčńıch rychlost́ı r, bylo nutné tento vektor doodvodit.

K tomu byly užity principy reakčńı kinetiky podrobně popsané v kapitole 2 této práce. Jakým

zp̊usobem bylo postupováno, si lze ukázat na př́ıkladu prvńı reakce z (5.1)

IX + TF:VIIa
k6


k16

IX:TF:VIIa
k11−→TF:VIIa + IXa.

Na tuto reakci můžeme pohĺıžet jako dvě následné reakce, které můžeme analyzovat odděleně,

a to jako jednu složitou (vratnou) reakci a druhou jako elementárńı, tj.

IX + TF:VIIa
k6


k16

IX:TF:VIIa,

IX:TF:VIIa
k11−→TF:VIIa + IXa.

(5.2)

Zaṕı̌seme-li je do podoby chemických rovnic tak, jak bylo popsáno v odstavci 2.1,

−IX− TF:VIIa− IX:TF:VIIa = 0,

−IX:TF:VIIa + TF:VIIa + IXa = 0,
(5.3)

můžeme na jejich základě źıskat stechiometrické koeficienty pro prvńı dva sloupce

stechiometrické matice, které obě reakce reprezentuj́ı. Umı́stěńı těchto koeficient̊u muśı

korespondovat s pořad́ım př́ıslušných faktor̊u a komplex̊u v rámci vektoru koncentraćı c.
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Zvoĺıme-li v souladu s praćı [8] tento vektor o rozměrech 18× 1 ve tvaru

c =



c1
c2
c3
c4
c5
c6
c7
c8
c9
c10
c11
c12
c13
c14
c15
c16
c17
c18



=



[IX]

[TF:VIIa]

[IX:TF:VIIa]

[IXa]

[X]

[X:TF:VIIIa]

[Xa]

[VIIIa:IXa]

[X:VIIIa:IXa]

[V]

[Va]

[VIII]

[VIIIa]

[IIa]

[II]

[Va:Xa]

[II:Va:Xa]

[mIIa]



,

obdrž́ıme z rovnic (5.3) koeficienty pro prvńı čtyři řádky prvńıho a druhého sloupce matice

S. Analogickým postupem źıskáme koeficienty pro zbylé reakce z (5.1), č́ımž odvod́ıme
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následuj́ıćı stechiometrickou matici o rozměrech 18× 16

S =



−1 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−1 1 −1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0

0 0 −1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1

0 0 0 0 −1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 −1 0 −1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 −1

0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 1 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 0 0



.

Vektor reakčńıch rychlost́ı r źıskáme pomoćı vztah̊u z reakčńı kinetiky, kdy se budeme ř́ıdit

předevš́ım typem a řádem jednotlivých reakćı. Rychlost protisměrné reakce (5.2)1, kde

př́ımá reakce odpov́ıdá druhému řádu a ta zpětná prvńımu řádu, můžeme v souladu se

vztahem (2.59) určit jako

r1 = k6[IX][TF:VIIa]− k16[IX:TF:VIIa], (5.4)

kde r1 je prvńı složkou vektoru reakčńıch rychlost́ı r. Daľśı složku vyplývaj́ıćı z druhé chemické

reakce (5.2)2 stanov́ıme ze vztahu (2.18) pro reakce prvńıho řádu

r2 = k11[IX:TF:VIIa]. (5.5)

49



5. MODEL KOAGULAČNÍ KASKÁDY

Obdobným postupem u daľśıch reakćı z (5.1) źıskáme zbylé složky vektoru r, který bude mı́t

rozměry 16× 1 a výsledný tvar

r =



r1
r2
r3
r4
r5
r6
r7
r8
r9
r10
r11
r12
r13
r14
r15
r16



=



k6[IX][TF:VIIa]− k16[IX:TF:VIIa]

k11[IX:TF:VIIa]

k6[X][TF:VIIa]− k17[X:TF:VIIa]

k12[X:TF:VIIa]

k6[X][VIIIa:IXa]− k18[X:VIIIa:IX:a]

k13[X:VIIIa:IXa]

k15[IX][Xa]

k1[V][Xa]

k3[VIII][Xa]

k2[V][IIa]

k4[VIII][IIa]

k6[II][Va:Xa]− k19[II:Va:Xa]

k14[II:Va:Xa]

k5[mIIa][Va:Xa]

k7[VIIIa][IXa]− k9[VIIIa:IXa]

k8[Va][Xa]− k10[Va:Xa]



.

Rozeṕı̌seme-li soustavu ODR (3.2) s odvozenou stechiometrickou matićı a vektorem

reakčńıch rychlost́ı pro koncentrace jednotlivých faktor̊u a komplex̊u, dostaneme následuj́ıćı
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matematický model

d

dt
[IX] = k16[IX:TF:VIIa]− k15[IX][Xa]− k6[IX][TF:VIIa],

d

dt
[TF:VIIa] = k11[IX:TF:VIIa]− k6[TF:VIIa][IX] + k16[IX:TF:VIIa]

+k17[X:TF:VIIa] + k12[IX:TF:VIIa]− k6[X][TF:VIIa],

d

dt
[IX:TF:VIIa] = k6[IX][TF:VIIa]− k16[IX:TF:VIIa]− k11[IX:TF:VIIa],

d

dt
[IXa] = k11[IX:TF:VIIa] + k15[IX][Xa]− k7[VIIIa][IXa] + k9[VIIIa:IXa],

d

dt
[X] = k17[X:TF:VIIa]− k6[X][VIIIa:IXa] + k18[X:VIIIa:IXa]− k6[X][TF:VIIa],

d

dt
[X:TF:VIIa] = k6[X][TF:VIIa]− k17[X:TF:VIIa]− k12[X:TF:VIIa],

d

dt
[Xa] = k12[X:TF:VIIa] + k13[X:VIIIa:IXa] + k10[Va:Xa]− k8[Va][Xa],

d

dt
[VIIIa:IXa] = k13[X:VIIIa:IXa]− k6[X][VIIIa:IXa]− k18[X:VIIIa:IXa]

+k7[VIIIa][IXa]− k9[VIIIa:IXa],

d

dt
[X:VIIIa:IXa] = k6[X][VIIIa:IXa]− k18[X:VIIIa:IXa]− k13[X:VIIIa:IXa],

d

dt
[V] = −k1[V][Xa]− k2[V][IIa],

d

dt
[Va] = k1[V][Xa] + k2[V][IIa] + k10[Va:Xa]− k8[Va][Xa],

d

dt
[VIII] = −k3[VIII][Xa]− k4[VIII][IIa],

d

dt
[VIIIa] = k3[VIII][Xa] + k4[VIII][IIa]− k7[VIIIa][IXa] + k9[VIIIa:IXa],

d

dt
[IIa] = k5[Va:Xa][mIIa],

d

dt
[II] = −k6[II][Va:Xa] + k19[II:Va:Xa]

d

dt
[Va:Xa] = k19[II:Va:Xa]− k6[II][Va:Xa] + k14[II:Va:Xa] + k8[Va][Xa]− k10[Va:Xa],

d

dt
[II:Va:Xa] = k6[II][Va:Xa]− k19[II:Va:Xa]− k14[II:Va:Xa],

d

dt
[mIIa] = k14[II:Va:Xa]− k5[mIIa][Va:Xa].

(5.6)
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5.1 Numerické řešeńı soustavy ODR

Jelikož klasický zápis soustavy (5.6) je pro programové zpracováńı značně nevhodný, je

z d̊uvodu lepš́ı přehlednosti zvolen zápis pomoćı stechiometrické matice S a vektoru

reakčńıch rychlost́ı r. Pro źıskáńı řešeńı matematického modelu (3.2) budeme podobně jako

dř́ıve použ́ıvat metodu konečných diferenćı. Časovou derivaci vektoru koncentraćı lze

aproximovat pomoćı Eulerovy explicitńı metody s prvńım řádem přesnosti v čase

dc

dt
≈ cn+1 − cn

∆t
, (5.7)

kde ∆t = 0,008 s je velikost časového kroku, horńı index n, popř. n+ 1 vektoru koncentrace

c představuje hodnotu této koncentrace v časové hladině n, popř. n+ 1. Diskrétńı model pak

bude mı́t následuj́ıćı podobu

cn+1 = cn + ∆t · Sr(cn). (5.8)

Numerické řešeńı bylo realizováno v prostřed́ı programu Matlab a př́ıslušný program

cc model.m je součást́ı př́ılohy bakalářské práce.

Počátečńı koncentrace jednotlivých faktor̊u a komplex̊u a hodnoty rychlostńıch konstant

př́ıslušných reakćı, které byly užity pro numerickou simulaci koagulačńı kaskády v této práci,

jsou převzaty z p̊uvodńıho článku [8] a shrnuty v tab. 5.1 a 5.2.

Tabulka 5.1: Počátečńı koncentrace jednotlivých látek účastńıćı se koagulačńı kaskády [8]

látky účastńıćı se koagulačńı kaskády počátečńı koncentrace [mol m−3]

[IX] 90 ×10−6

[TF:VIIa] 1 ×10−6

[IX:TF:VIIa] 0
[IXa] 0
[X] 170 ×10−6

[X:TF:VIIIa] 0
[Xa] 0
[VIIIa:IXa] 0
[X:VIIIa:IXa] 0
[V] 20 ×10−6

[Va] 0
[VIII] 0,7 ×10−6

[VIIIa] 100 ×10−9

[IIa] 0
[II] 1,4 ×10−3

[Xa:Va] 0
[II:Va:Xa] 0
[mIIa] 0
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Tabulka 5.2: Rychlostńı konstanty jednotlivých reakćı modelu koagulačńı kaskády [8]

rychlostńı konstanta hodnota jednotky

k1 2×104 [mol−1 m3 s−1]

k2 2×104 [mol−1 m3 s−1]

k3 1×104 [mol−1 m3 s−1]

k4 2×104 [mol−1 m3 s−1]

k5 1×104 [mol−1 m3 s−1]

k6 1×105 [mol−1 m3 s−1]

k7 1×104 [mol−1 m3 s−1]

k8 4×105 [mol−1 m3 s−1]

k9 0,005 [s−1]

k10 0,4 [s−1]

k11 0,3 [s−1]

k12 1,15 [s−1]

k13 8,2 [s−1]

k14 32 [s−1]

k15 1×102 [mol−1 m3 s−1]

k16 24 [s−1]

k17 44 [s−1]

k18 0,001 [s−1]

k19 70 [s−1]

Výsledek numerického řešeńı soustavy ODR (5.6) je znázorněn na obr. 5.2 znázorňuj́ıćı

časový vývoj koncentrace jednotlivých faktor̊u a komplex̊u. Jak je patrné z grafu na

obr. (5.2a), koncentrace trombinu (faktor IIa) se vyv́ıj́ı z protrombinu (faktor II) za vzniku

meziproduktu – meizotrombinu (mIIa). Celá tato přeměna v trombin je charakterizována

třemi fázemi [8]: časovou prodlevou (time-lag), prudkým nár̊ustem (accelerated)

a stabilizaćı (plateau). Nejprve je rychlost př́ırustku pomalá, pak v určité fázi překoná

hraničńı koncentraci a náhle prudce vzroste. Nakonec se koncentrace trombinu ustáĺı na

stejné hodnotě, jako byla počátečńı koncentrace jeho neaktivńı formy (faktoru II). To

znamená, že veškeré množstv́ı protrombinu bylo přeměněno na svoji aktivńı formu.

U daľśıch faktor̊u, jež jsou během koagulačńı kaskády součást́ı komplex̊u, je časový vývoj

podstatněji složitěǰśı, viz obr. 5.2b, 5.2c. Koresponduje však se schématem na obr. 5.1, kde

faktory aktivované v pozděǰśıch fáźıch koagulačńı kaskády začnou p̊usobit zpětně na své

aktivátory, tj. spust́ı se pozitivńı zpětná vazba. Jako př́ıklad lze uvést trombin (IIa), který

se po svém vytvořeńı začně pod́ılet na aktivaci faktor̊u V a VIII.
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(a) Časový vývoj koncentraćı faktor̊u II, IX a X a jejich aktivovaných forem

0 20 40 60 80 100 120 140

cas [s]

0

0.5

1

1.5

2

2.5

ko
nc

en
tr

ac
e 

je
dn

ot
liv

yc
h 

la
te

k 
[m

ol
/m

3
]

10 -5

V
Va
Va:Xa
II:Va:Xa

(b) Časový vývoj koncentraćı faktor V a jeho aktivované formy a př́ıslušných komplex̊u

Obr. 5.2: Časová závislost koagulačńıch faktor̊u účastńıćı se vněǰśı aktivace koagulačńı
kaskády
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(c) Časový vývoj koncentraćı faktor VIII a jeho aktivované formy a př́ıslušných komplex̊u

Obr. 5.2: (Pokračováńı z předchoźı strany)

Je třeba poznamenat, že rychlosti jednotlivých chemických reakćı se řádově velmi lǐśı,

viz rychlostńı koeficienty v tab. 5.2. Některé fáze koagulačńı kaskády prob́ıhaj́ı velmi rychle,

jiné naopak pomalu. Proto bylo nutné z d̊uvodu stability numerického řešeńı volit velmi

malý časový krok tak, aby nedocházelo k jeho divergenci. T́ımto chováńım se vyznačuj́ı tzv.

stiff difrenciálńı rovnice. Pro ověřeńı správnosti realizovaného numerického řešeńı źıskaného

Eulerovou metodou byla soustava ODR (5.6) rovněž řešena pomoćı řešiče ode15s

implementovaného v prostřed́ı softwaru Matlab. Srovnáńı výsledk̊u pro časový vývoj

protrombinu (II) a trombinu (IIa) tak, jak byly spočteny oběma algoritmy, je znázorněno na

obr. 5.3. V př́ıpadě řešiče ode15s je velice dobře patrný větš́ı časový krok, který byl

potřebný k źıskáńı požadovaného řešeńı.
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(b) Eulerova explicitńı metoda

Obr. 5.3: Srovnáńı výsledk̊u a časových krok̊u u řešiče ode15s a Eulerovy metody
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Závěr

V teoretické části předložené bakalářské práce byl nast́ıněn biologický princip zástavy

krváceńı, jehož pochopeńı je d̊uležité pro matematické modely zabývaj́ıćı se zástavou

krváceńı. Dále byly d̊ukladně popsány dva nejd̊uležitěǰśı biologické modely srážeńı krve,

zabývaj́ıćı se popisem procesu srážeńı krve v lidském organismu. Dále zde byly podrobněji

popsány dva v současnosti nejznáměǰśı biologické modely hemokoagulace, na jejichž

principech je většina těch matematických založena.

V druhé kapitole byly popsány principy reakčńı kinetiky, která se zabývá změnami

koncentrace chemických látek účastńıćı se reakce nebo rychlost́ı pr̊uběhu chemických reakćı

a pomoćı ńıž lze přeměnu látek matematicky vyjádřit soustavou obyčejných diferenciálńıch

rovnic.

Obsah třet́ı kapitoly shrnoval výsledky provedené rešerše praćı, které se zaměřuj́ı na

matematické modelováńı vzniku krevńıch sraženin na r̊uzných úrovńıch. Obecně byly tyto

modely rozděleny do dvou hlavńıch skupin: na modely popsané obyčejnými diferenciálńımi

rovnicemi (ODR) a modely, které vycházej́ı z parciálńıch diferenciálńıch rovnic (PDR). Pro

lepš́ı představu zde byly rovněž uvedeny př́ıklady model̊u z obou skupin.

Ve čtvrté kapitole je podrobně rozebrán základńı matematický model ze skupiny PDR,

který popisuje chemickou interakci mezi hlavńım aktivátorem srážeńı krve (trombinem)

a jeho inhibitorem (proteinem C) při uvažováńı difúze obou látek do prostoru. Pro 1D

př́ıpad, jenž představuje nepropustnou cévu, je analyzována śıla počátečńıho stimulu

a doba jeho p̊usobeńı na výslednou podobu krevńı sraženiny. Obě veličiny se ukázaly být

zásadńı, nebot’ nedostatečně silný stimul nevedl k výrazněǰśı chemické reakci a hustota

a rozsah výsledného trombu byly zanedbatelné. Ve 2D úloze bylo naš́ım ćılem posoudit vliv

prahového parametru modelu na výsledný charakter krevńı sraženiny. Na základě

numerických výsledk̊u se nám podařilo ověřit existenci tzv. chemických autovln

pozorovaných při experimentech in-vitro v Petriho misce. V neposledńı řadě byl do modelu

hemokoagulace začleněn konvektivńı člen, který reprezentoval p̊usobeńı protékaj́ıćı krve na

časový vývoj koncentrance př́ıslušných látek. V rámci źıskaných výsledk̊u bylo možné

pozorovat změny ve tvaru krevńı sraženiny. Konkrétně v d̊usledku nenulového rychlostńıho

pole docházelo k výrazněǰśımu rozprostřeńı trombu po směru toku krve, přičemž v d̊usledku

této disipace nedosahovala koncentrace fibrinu takové výše jako v př́ıpadě bez konvekce.

Všechny numerické simulace byly realizovány vlastńımi programy v prostřed́ı softwaru

Matlab.

Pátá kapitola byla věnována složitěǰśımu modelu hemokoagulace, který svou podstatou

v́ıce koresponduje s biochemickými mechanismy tohoto procesu v podmı́nkách in-vivo.

Tento model byl podrobně odvozen na základě chemických reakćı reprezentuj́ıćıch vněǰśı

aktivaci koagulačńı kaskády a numericky řešen v softwaru Matlab. Ze źıskaných výsledk̊u

bylo možné analyzovat časový vývoj koncentrace konkrétńıch hemokoagulačńıch faktor̊u

a jejich komplex̊u. Bylo ověřeno, že nejvýznaměǰśı koagulačńı faktor – trombin – vzniká
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s jistým časovým zpožděńım ze své neaktivńı formy – protrombinu – za vzniku speifického

meziproduktu. Tak, jak byl model srážeńı krve navržen, zajǐst’oval přeměnu veškerého

protrombinu na jeho aktivńı formu, přičemž vznik fibrinových monomer̊u, popř. polymer̊u

nebyl uvažován.

Na problematiku matematického modelováńı srážeńı krve je možno v budoucnu navázat

např. uvažováńım složitěǰśıho předpisu pro tvorbu fibrinu tak, jak bylo naznačeno

v odstavci 4.4. Daľśı možnost́ı, jak zde popsaný model vněǰśı aktivace koagulačńı

kaskády (5.6) dále rozš́ı̌rit, je zohlednit vliv difúze a konvekce, tj. mı́sto soustavy ODR řešit

soustavu PDR založenou na obecné rovnici (3.7).
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