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Abstrakt

Tato bakalářská práce se zaměřuje na problematiku š́ı̌reńı nestacionárńıch vln v ten-
kých tyč́ıch buzených rázovou silou. Pomoćı Laplaceovy transformace, reziduové věty
a věty o konvoluci je odvozeno analytické řešeńı odezvy homogenńı a heterogenńı
tyče na zadané buzeńı. V rámci práce je dále vytvořen program umožňuj́ıćı vyč́ısleńı
odvozených vztah̊u a zobrazeńı analytických výsledk̊u. V daľśım kroku je prove-
deno řešeńı stejných úloh pomoćı metody konečných prvk̊u ve zvoleném softwaru a
diskutován vliv některých parametr̊u vytvořených model̊u na přesnost numerického
řešeńı. V daľśı části práce je představen experiment provedený za účelem verifi-
kace odvozených vztah̊u a jejich vyč́ısleńı. Jsou zde diskutovány některé aspekty
ovlivňuj́ıćı přesnost měřeńı a jejich vliv na źıskané výsledky. Analytické a experi-
mentálńı výsledky byly následně využity k řešeńı inverzńıch úloh identifikace ma-
teriálových parametr̊u a pr̊uběhu rázové śıly a byla diskutována přesnost a efektivita
použité metody identifikace.

Abstract

This Bachelor Thesis is aimed at the problems of nonstationary stress wave pro-
pagation caused by an impact in thin rods. Analytical solution for the response to
an impact force of both homogeneous and heterogeneous thin rods is derived using
the Laplace transform, the theorem of residue and the convolution principle. An
in-house code with GUI created for an easy calculation of these solutions and for
analysing the rods’ responses is presented. This work also contains the solution of
the same problem using the finite element method in a professional software and a
discussion of the effect of some FE model parameters on the accuracy of the results.
An experiment which was carried out to verify the analytical solution is presented
and the effect of some aspects of the experiment realization on the results is exami-
ned. In the last part, the experimental data and the analytical solution are used to
solve inverse problems of identification of material parameters and of impact force
reconstruction. The efficiency of the used procedure is discussed.
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6.3 Řešeńı úlohy identifikace buzeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

7 Závěr 43
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Úvod

1 Úvod

Tato práce se zabývá š́ı̌reńım napět’ových vln v jednorozměrném ryze elastickém
prostřed́ı a r̊uznými metodami stanoveńı jeho odezvy na buzeńı rázového charakteru.
Ćılem této práce je odvozeńı analytických vztah̊u popisuj́ıćıch odezvu homogenńıho
a heterogenńıho 1D prostřed́ı a využit́ı těchto vztah̊u pro řešeńı inverzńıch úloh
identifikace materiálových vlastnost́ı a pr̊uběhu budićı śıly. Daľśım ćılem je řešeńı
zmı́něných úloh pomoćı metody konečných prvk̊u a porovnáńı výsledk̊u obou metod
s výsledky provedených experiment̊u.

V práci je nejprve provedeno shrnut́ı aktuálńıho stavu řešené problematiky, dále
jsou představena již existuj́ıćı řešeńı podobných úloh a diskutovány možnosti využit́ı
teorie š́ı̌reńı vln v jednorozměrném prostřed́ı. V následuj́ıćıch dvou kapitolách je pro-
vedeno odvozeńı vztah̊u pro odezvu tenkých tyč́ı na předem definované jednoduché
typy buzeńı a na buzeńı obecné. Dále je představen vytvořený softwarový nástroj
umožňuj́ıćı jednoduché vyč́ısleńı a zobrazeńı odezvy jak homogenńıch, tak hetero-
genńıch tyč́ı. Ve stejných kapitolách jsou také popsány konečnoprvkové modely sesta-
vené za účelem řešeńı zmiňovaných nestacionárńıch úloh a je zkoumán vliv některých
parametr̊u těchto model̊u na jejich přesnost a výpočtovou náročnost. V páté kapi-
tole je prezentován experiment, který byl proveden jak pro verifikaci analytických a
numerických výsledk̊u, tak pro využit́ı naměřených dat při řešeńı inverzńıch úloh.
Nejprve je popsána aparatura, která byla pro měřeńı použita a dále je provedeno
samotné porovnáńı experimentálńıch a analytických výsledk̊u a diskutována mı́ra
jejich shody v souvislosti s charakterem budićıho pulsu a geometríı tyč́ı. V šesté
kapitole je pak popsán postup řešeńı vybraných inverzńıch úloh. V této části jsou
analyticky odvozené vztahy a experimentálńı výsledky využity k řešeńı úlohy iden-
tifikace materiálových vlastnost́ı tyč́ı použitých při experimentu a pr̊uběhu budićı
śıly vyvolané rázovým klad́ıvkem. Dále je diskutována přesnost źıskaných výsledk̊u
a efektivita řešeńı těchto inverzńıch úloh v souvislosti s jejich formulaćı.

Při odvozováńı analytických vztah̊u uvedených v práci byl využ́ıván matema-
tický software Maple 17. Softwarový nástroj pro vyč́ısleńı těchto vztah̊u a algorit-
mus pro řešeńı inverzńıch úloh byl vytvořen v softwaru Matlab R2016a. Všechny
výpočty pomoćı metody konečných prvk̊u byly provedeny řešičem Marc 2016 s pre
a postprocesorem Mentat 2016.
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Shrnut́ı současného stavu řešené problematiky

2 Shrnut́ı současného stavu řešené problematiky

Problematika š́ı̌reńı napět’ových vln v tenkých tyč́ıch je řešena mnoha autory v r̊uz-
ných podobách. Jej́ı nejjednodušš́ı forma, tedy úloha homogenńı prizmatické tenké
tyče, byla řešena např́ıklad docentem Breptou v [1]. Dále se touto problematikou
zabývá Kolsky ve své práci [2] nebo Graff, který danou úlohu řeš́ı v knize [3] pomoćı
metody charakteristik.

Složitěǰśı úloha neprizmatické tyče je řešena také v [3], a to konkrétně pro tyče
s lineárně a exponenciálně se měńıćım pr̊uřezem. Př́ıpadem s lineárńı změnou pr̊uřezu
se zabývá také práce [1]. Tato problematika je řešena např. i ve článku [4], kde je
zkoumán vliv měńıćıho se pr̊uřezu tyče na přenosové vlastnosti tyče a potlačeńı
určitých frekvenćı.

Problém heterogenńı tyče je řešen ve článku [5], kde je využ́ıván jako zjed-
nodušeńı problému tlumeńı rázu v nepr̊ustřelných vestách. Š́ı̌reńı vln v tenké tyči
s proměnlivým modulem pružnosti je řešen ve zprávě ČSAV [6], kde autoři mimo
jiné zmiňuj́ı, že pro obecnou spojitou změnu tohoto parametru vede problém na
analyticky neřešitelné rovnice. Některé jevy zp̊usobené nelinearitou materiálu v he-
terogenńıch tyč́ıch jsou zkoumány v [7], kde je k řešeńı použita nespojitá Galerkinova
metoda. Š́ı̌reńı zrychleńı v tenké tyči složené ze tř́ı r̊uzných materiál̊u s pomalu se
měńıćım pr̊uřezem je zkoumáno v [8]. Viskoelastickým problémem š́ı̌reńı vln v tenké
tyči se zabývá článek [9], kde je problém řešen pomoćı rozvoje rychlost́ı v tyči za
čelem vlny do Taylorovy řady, dále je zde diskutována přesnost a stabilita tohoto
řešeńı. Složitěǰśım problémem š́ı̌reńı vln v tenké tyči vyrobené z viskoelastického
materiálu s parametry závislými na teplotě se zabývá [10]. V této práci se propojuj́ı
pohybové rovnice a rovnice vedeńı tepla v jednorozměrném prostřed́ı a je zkoumáno
š́ı̌reńı napět’ových vln v mechanicky nebo teplotně zat́ıžené tyči.

Jedńım z nejrozš́ı̌reněǰśıch použit́ı teorie š́ı̌reńı vln v tenkých tyč́ıch je tzv. split
Hopkinson pressure bar test. Tato technika je využ́ıvána k určeńı modulu pružnosti
nebo celého pracovńıho diagramu materiálu v závislosti na rychlosti deformace. O
tomto experimentálńım využit́ı pojednává článek [11]. Tento test je teoreticky možné
využ́ıt i k źıskáńı jiných než osových parametr̊u materiál̊u. Práce [12] pojednává o
možnosti využit́ı SHPB testu k nalezeńı vlastnost́ı materiálu ve smyku.
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Š́ı̌reńı nestacionárńıch podélných vln v tenké homogenńı tyči

3 Š́ı̌reńı nestacionárńıch podélných vln v tenké

homogenńı tyči

V následuj́ıćı kapitole bude odvozeno analytické řešeńı nestacionárńı napjatosti
v tenké tyči pro r̊uzné okrajové podmı́nky a typy buzeńı. Dále bude popsán softwa-
rový nástroj vytvořený za účelem vyč́ısleńı analytických výsledk̊u a porovnáńı těchto
výsledk̊u s numerickým řešeńım stejné úlohy pomoćı metody konečných prvk̊u.

3.1 Formulace problému

Jak již bylo uvedeno, odvozeńı bude provedeno pro tenkou tyč, tedy takovou, jej́ıž
př́ıčný rozměr je výrazně menš́ı, než vlnová délka nejkratš́ı vlny, která se tyč́ı š́ı̌ŕı
(viz [1]). Tyč bude také uvažována prizmatická, tedy bude mı́t po celé délce stálý
pr̊uřez A(x) = A = konst.

Při řešeńı problému budeme uvažovat teorii malých deformaćı a lineárně elas-
tický a izotropńı materiál. K popisu materiálu bude potřeba Young̊uv modul E,
Poissonovo č́ıslo ν a hustota ρ.

Na obr. 1 je zobrazeno schéma řešené úlohy se zavedeným souřadnicovým systé-
mem. Je na něm zobrazena tenká tyč délky l, která bud’ ve směru osy x neńı
upevněna (dále tyč s volným koncem) nebo má levý konec (x = 0) vetknutý. Na
svém pravém konci (x = l) je buzena časově závislým napět́ım σ0(t).

Obrázek 1: Schéma řešeného problému

3.2 Analytické řešeńı pro jednoduché typy buzeńı

Pohybovou rovnici popisuj́ıćı odezvu tenké tyče na libovolný typ buzeńı lze sesta-
vit na základě diferenciálńı podmı́nky rovnováhy elementu tyče, kinematických a
fyzikálńıch rovnic.

Na obr. 2 jsou zakresleny všechny śıly p̊usob́ıćı na diferenciálně malý prvek o délce
dx vyjmutý z tyče dvěma řezy kolmými na osu x. Funkce u(x, t) představuje posun
ve směru osy tyče, σ(x, t) napět́ı v tyči a dm hmotnost daného prvku. Podmı́nka
rovnováhy tohoto elementu lze formulovat ve tvaru

Aσ(x, t) + dm
∂2

∂t2
u(x, t)− A

(
σ(x, t) +

∂

∂x
σ(x, t)dx

)
= 0, (3.1)

což po roznásobeńı a úpravě lze přepsat jako

−A
(
∂

∂x
σ(x, t)

)
dx + dm

∂2

∂t2
u(x, t) = 0. (3.2)
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Obrázek 2: Diferenciálně malý prvek vyjmutý z tenké tyče

Dı́ky tomu, že je tyč prizmatická a homogenńı, je možné ve vztahu (3.2) využ́ıt
rovnosti dm = ρdV = ρAdx. Po vyděleńı celé rovnice dx a A źıskáme výsledný tvar
diferenciálńı podmı́nky rovnováhy(

∂2

∂t2
u(x, t)

)
ρ =

∂

∂x
σ(x, t). (3.3)

Kinematické rovnice obecně definuj́ı vztah mezi složkami deformace a posuv̊u.
v tomto př́ıpadě se bude jednat pouze o jednu rovnici popisuj́ıćı vztah mezi jedi-
nou nenulovou složkou posuvu u(x, t) a složkou osové deformace ε(x, t). Na základě
předpokladu malých deformaćı lze pak psát

ε(x, t) =
∂

∂x
u(x, t). (3.4)

Vzhledem k tomu, že je materiál tyče uvažován lineárńı a elastický, budou fy-
zikálńı rovnice popsány Hookeovým zákonem. Jedinou nenulovou složkou napět́ı je
v tomto př́ıpadě osové napět́ı σ(x, t), proto lze Hooke̊uv zákon jednoduše zapsat jako

σ(x, t) = Eε(x, t). (3.5)

Postupné dosazeńı vztah̊u (3.5) a (3.4) do podmı́nky (3.3) vede na rovnici

E
∂2

∂x2
u(x, t) =

(
∂2

∂t2
u(x, t)

)
ρ. (3.6)

Pokud nyńı zavedeme veličinu c0 =
√
E/ρ reprezentuj́ıćı rychlost š́ı̌reńı podélné vlny

v tenké tyči, lze rovnici (3.6) přepsat do podoby

c0
2 ∂

2

∂x2
u(x, t) =

∂2

∂t2
u(x, t), (3.7)

což je známý tvar vlnové rovnice v 1D prostřed́ı (viz [3]).
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Pro úplnou formulaci problému je nutné ještě definovat počátečńı a okrajové
podmı́nky úlohy. Pro jednoduchost budeme nadále předpokládat nulové počátečńı
podmı́nky pro posuv i jeho prvńı časovou derivaci, tedy

u(x, 0) = 0,
∂

∂t
u(x, t)|t=0 = 0. (3.8)

Okrajová podmı́nka pro levý konec tyče, tj. x = 0 (viz obr. 1), který je volný, má
tvar

σ(0, t) = 0 (3.9)

a lze ji s ohledem na Hooke̊uv zákon přepsat jako

∂

∂x
u(x, t)|x=0 = 0. (3.10)

Pro tyč s vetknutým1 levým koncem lze okrajovou podmı́nku formulovat následovně

u(0, t) = 0. (3.11)

Okrajová podmı́nka pro pravý konec (x = l), na kterém je tyč buzena, má podobu

σ(l, t) = σ0(t). (3.12)

V daľśım kroku bude hledáno řešeńı rovnice (3.7) pro výše uvedené počátečńı a
okrajové podmı́nky. K řešeńı této parciálńı diferenciálńı rovnice bude použita me-
toda integrálńıch transformaćı. Konkrétně bude aplikována Laplaceova transformace
v časové oblasti. Tato transformace je definována předpisem [13]

U(x, p) =

∞̂

0

u(x, t)e−ptdt, (3.13)

kde U(x, p) představuje Laplace̊uv obraz funkce u(x, t) a p ∈ C je nová komplexńı
proměnná. Provedeńım Laplaceovy transformace pohybové rovnice (3.7) dostáváme

c20

(
∂2

∂x2
U(x, p)

)
= p2U(x, p)− ∂

∂t
u(x, t)|t=0 − pu(x, 0), (3.14)

což po dosazeńı nulových počátečńıch podmı́nek (3.8) vede na obyčejnou diferenciálńı
rovnici v komplexńı oblasti ve tvaru

∂2

∂x2
U(x, p)− p2U(x, p)

c02
= 0. (3.15)

Obecné řešeńı rovnice (3.15) lze předpokládat ve tvaru

U(x, p) = B1(p)e
λ1(p)x +B2(p)e

λ2(p)x, (3.16)

1V tomto př́ıpadě se nejedná o skutečné vetknut́ı, ale o podmı́nku předepisuj́ıćı nulový osový
posuv.
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kde λ1(p) a λ2(p) jsou kořeny charakteristické rovnice odpov́ıdaj́ıćı rovnici (3.15) a
B1(p) a B2(p) jsou prozat́ım neznámé funkce. Je zřejmé, že charakteristická rovnice
k rovnici (3.15) má podobu

λ(p)2 − p2

c20
= 0. (3.17)

Jej́ı kořeny jsou λ1(p) = p
c0

a λ2(p) = − p
c0

. Obecné řešeńı (3.16) lze tedy pro libovolné
okrajové podmı́nky přepsat do tvaru

U(x, p) = B1(p)e
px
c0 +B2(p)e

− px
c0 . (3.18)

Exponenciálńı funkce figuruj́ıćı v (3.18) lze pomoćı hyperbolických funkćı vyjádřit
jako [14]

e
px
c0 = sinh

(
px

c0

)
+ cosh

(
px

c0

)
, e

− px
c0 = cosh

(
px

c0

)
− sinh

(
px

c0

)
. (3.19)

Zavedeńım (3.19) do (3.18) lze tedy psát

U(x, p) = (B1(p)−B2(p))sinh

(
px

c0

)
+ (B1(p) +B2(p))cosh

(
px

c0

)
, (3.20)

což lze ekvivalentně přepsat do podoby

U(x, p) = C1(p) sinh

(
px

c0

)
+ C2(p) cosh

(
px

c0

)
, (3.21)

kde C1(p) a C2(p) jsou nové neznámé funkce. Jejich podobu urč́ıme pomoćı okra-
jových podmı́nek (3.9), (3.11) a (3.12). Za t́ımto účelem je nutné tyto podmı́nky
nejprve transformovat

Σ(0, p) = 0, (3.22)

U(0, p) = 0, (3.23)

Σ (l, p)= Σ0(p), (3.24)

kde Σ0(p) je Laplace̊uv obraz buzeńı σ0(t) a Σ(x, p) je obraz funkce osového napět́ı
σ(x, t).

Vzhledem k tomu, že v transformovaných podmı́nkách (3.22) a (3.24) figuruje
Laplace̊uv obraz osového napět́ı, je nutné vyjádřit obecnou podobu obrazu funkce
osového napět́ı. To provedeme dosazeńım kinematické rovnice (3.4) do konstitutivńı
rovnice (3.5) a provedeńım Laplaceovy transformace źıskaného vztahu. Po transfor-
maci dostaneme

Σ(x, p) = E
∂

∂x
U(x, p). (3.25)

Po dosazeńı (3.21) do (3.25) a po provedeńı př́ıslušné derivace źıskáme výsledný
vztah pro Laplace̊uv obraz osového napět́ı

Σ(x, p) =
Ep

c0

(
C1(p) cosh

(
px

c0

)
+ C2(p) sinh

(
px

c0

))
. (3.26)

7
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Dosazeńım obecných vztah̊u (3.21) a (3.26) do okrajových podmı́nek (3.22) a
(3.24) budou nalezeny konkrétńı funkce C1(p) a C2(p) potřebné pro vyjádřeńı obraz̊u
funkćı posuv̊u a napět́ı. Pro př́ıpad volné tyče lze t́ımto postupem odvodit

C1(p) = 0, C2(p) =
Σ0(p)c0

Ep sinh
(
pl
c0

). (3.27)

Konkrétńı řešeńı lze pak v Laplaceově oblasti pro volnou tyč zapsat jako

U(x, p) =
Σ0(p)c0 cosh

(
px
c0

)
Ep sinh

(
pl
c0

) , Σ(x, p) =
Σ0(p) sinh

(
px
c0

)
sinh

(
pl
c0

) . (3.28)

Analogickým postupem lze pro vetknutou tyč z podmı́nek (3.23) a (3.24) odvodit
funkce

C1(p) =
Σ0(p)c0

Ep cosh
(
pl
c0

), C2(p) = 0. (3.29)

Dosazeńım těchto vztah̊u do (3.21) a (3.26) źıskáme řešeńı pro vetknutou tyč

U(x, p) =
Σ0(p)c0 sinh

(
px
c0

)
Ep cosh

(
pl
c0

) , Σ(x, p) =
Σ0(p) cosh

(
px
c0

)
cosh

(
pl
c0

) . (3.30)

Jak bylo zmı́něno dř́ıve, funkce Σ0(p) představuje ve vztaźıch (3.28) a (3.30) La-
place̊uv obraz buzeńı σ0(t). Lze tedy pro ni psát

Σ0(p) =

ˆ ∞
0

σ0(t)e
−ptdt. (3.31)

Pokud bude tyč zat́ıžena jednotkovým skokem s amplitudou σ0, tj. σ0(t) = σ0H(t),
lze pro funkci Σ0(p) psát

Σ0(p) =
σ0
p
. (3.32)

V př́ıpadě uvažováńı buzeńı ve tvaru obdélńıkového pulsu o stejné amplitudě σ0 a
době trváńı t0, tj. σ0(t) = σ0(H(t)−H(t− t0)), lze obraz buzeńı vyjádřit ve tvaru

Σ0(p) =
σ0
p

(1− e−pt0). (3.33)

Posledńı krok, který je nutné provést pro nalezeńı reálné odezvy tyče, je zpětná
Laplaceova transformace obraz̊u U(x, p) a Σ(x, p). Řešeńı v časové oblasti lze vyjádřit
pomoćı tzv. Bromwich-Wagnerova integrálu (viz [3]), který definuje zpětnou Lapla-
ceovu transformaci. Pro funkci posuvu u(x, t) lze potom psát

u(x, t) =
1

2πi

 d+∞iˆ

d−∞i

U(x, p)eptdp

, (3.34)

8
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kde d je reálná konstanta určuj́ıćı vzdálenost integračńı cesty od imaginárńı osy
Gaussovy komplexńı roviny. Za účelem přesného vyč́ısleńı integrálu (3.34) je vhodné
doplnit integračńı cestu o kruhový oblouk tak, aby takto vzniklá uzavřená a po
částech hladká křivka c ohraničovala oblast, ve které lež́ı všechny singulárńı body
integrandu (3.34). Dále lze ukázat, že funkce U(x, p)ept je holomorfńı a spojitá v ob-
lasti ohraničené křivkou c vyjma konečného počtu singulárńıch bod̊u. T́ım jsou ale
splněny předpoklady tzv. reziduové věty [15], podle které lze přesnou hodnotu in-
tegrálu (3.34) vyjádřit jako

1

2πi

˛

c

U(x, p)eptdp =
n∑
k=1

res
(
U(x, p)ept

)
|p=pk . (3.35)

Výraz na pravé straně představuje součet rezidúı integrandu (3.34) v jeho sin-
gulárńıch bodech pk (k = 1, ..., n).

Zaměřme se nejprve na funkci U(x, p) odpov́ıdaj́ıćı tyči s volným koncem buzenou
skokovým zat́ıžeńım. Podle (3.28)1 a (3.32) lze psát

U(x, p)ept =
σ0c0 cosh

(
px
c0

)
ept

p2E sinh
(
pl
c0

) . (3.36)

Ze vztahu (3.36) vyplývá, že všechny singulárńı body této funkce lze nalézt řešeńım
rovnice

p2 sinh

(
pl

c0

)
= 0. (3.37)

Z rovnice (3.37) je zřejmé, že prvńım hledaným singulárńım bodem je p = 0. Povahu
tohoto singulárńıho bodu urč́ıme z rozvoje funkce (3.36) v Laurentovu řadu (viz
[15]). Z rozvoje, který byl proveden v systému Maple vyplývá, že bod p = 0 je pól 3.
řádu2. Hodnotu rezidua funkce (3.36) v tomto bodě urč́ıme z definice (viz [15]) jako
koeficient členu 1/p v provedeném Laurentově rozvoji. Pak pro reziduum v bodě
p = 0 plat́ı

res(U(x, p)ept)|p=0 =
1

2

σ0c
2
0t

2

El
+

1

2

σ0
(
x2 − 1

3
l2
)

El
=

σ0
2El

(
c20t

2 + x2 − 1

3
l2
)
. (3.38)

Zbývaj́ıćı singulárńı body funkce (3.36) lze nalézt řešeńım rovnice

sinh

(
pl

c0

)
= 0. (3.39)

V tomto př́ıpadě je vhodné si uvědomit, že hledané kořeny p muśı být ryze ima-
ginárńı, nebot’ se jedná o š́ı̌reńı vln v čistě elastickém prostřed́ı. Pokud by hledané
body p byly obecně komplexńı, tj. i jejich reálná část by byla nenulová, nastal by
jeden z následuj́ıćıch př́ıpad̊u:

2Rozvoje funkćı v Laurentovy řady nebudou v práci uvedeny pro svoji značnou délku.

9
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Re(p) > 0 - amplituda odezvy v tyči by s rostoućım časem t rostla k nekonečnu d́ıky
členu ept, což neńı fyzikálně př́ıpustné.

Re(p) < 0 - amplituda odezvy v tyči by s rostoućım časem t klesala k nule d́ıky členu
ept, což také neńı fyzikálně př́ıpustné, nebot’ je řešen čistě elastický problém,
tj. nemůže docházet k disipaci energie.

Z výše uvedené úvahy tedy vyplývá, že zbývaj́ıćı singulárńı body p muśı mı́t podobu

p = iξ, (3.40)

kde ξ ∈ R a i reprezentuje imaginárńı jednotku. Po dosazeńı (3.40) do (3.39) a po
úpravě dostáváme rovnici

i sin

(
ξl

c0

)
= 0. (3.41)

Z vlastnost́ı funkce sinus je zřejmé, že rovnice (3.41) je splněna pro všechna

ξn =
nπc0
l
, neboli pn = i

nπc0
l
, (3.42)

kde n = ±1,±2, ...3. K určeńı povahy singulárńıch bod̊u pn (3.42) a ke stanoveńı
hodnot rezidúı v těchto bodech byl opět proveden Laurent̊uv rozvoj v okoĺı pn pomoćı
systému Maple. Z hodnot koeficient̊u u člen̊u 1/(p − pn) v źıskaných řadách bylo
zjǐstěno, že pro n > 0 lze po úpravě reziduum vyjádřit jako

res
(
U(x, p)ept

)
|p=pn+ = −

σ0l cos
(
nπx
l

)
En2π2c0(−1)n

e
inπc0t

l . (3.43)

V př́ıpadě záporné hodnoty n lze reziduum vyjádřit jako

res
(
U(x, p)ept

)
|p=pn− = −

σ0l cos
(
nπx
l

)
En2π2c0(−1)n

e−
inπc0t

l . (3.44)

Pro součet těchto rezidúı (3.43) a (3.44) lze tedy psát

res
(
U(x, p)ept

)
|p=pn+ + res

(
U(x, p)ept

)
|p=pn− =

−
σ0l cos

(
nπx
l

)
En2π2c0(−1)n

(
e
inπc0t

l + e−
inπc0t

l

)
, (3.45)

což po využit́ı rovnosti cos(x) = 1/2(eix + e−ix) lze přepsat do tvaru

res
(
U(x, p)ept

)
|p=pn+ + res

(
U(x, p)ept

)
|p=pn− =

− 2σ0l

En2π2c0(−1)n
cos
(nπx

l

)
cos

(
nπc0t

l

)
. (3.46)

3Př́ıpad n = 0 zde neńı uvažován, nebot’ hodnota rezidua v tomto singulárńım bodě byla již
nalezena.
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Pomoćı vztah̊u (3.38) a (3.46) lze již nyńı vyjádřit odezvu volné tyče v časové
oblasti jako

u(x, t) =
1

2

σ0c
2
0t

2

El
+

1

2

σ0
El

(
x2 − 1

3
l2
)
− 2σ0l

Eπ2

(
∞∑
n=1

(−1)n cos
(
nπc0t
l

)
cos
(
nπx
l

)
n2

)
.

(3.47)

Po jisté úpravě vztahu (3.47) lze doj́ıt k funkci u(x, t), která se shoduje s řešeńım
publikovaným v práci [1]. V této práci lze také nalézt fyzikálńı význam jednot-
livých člen̊u (3.47). Prvńı člen představuje posuv tyče jako tuhého tělesa vyvolaný
konstantńı silou σ0/A. Druhý sč́ıtanec reprezentuje posuv odpov́ıdaj́ıćı elastické de-
formaci tyče vyvolané spojitě rozloženými setrvačnými účinky. Posledńı sč́ıtanec ob-
sahuj́ıćı nekonečnou sumu vyjadřuje posuv vyvolaný nestacionárńım pohybem vln
v tyči.

Odezvu tyče na skokové zat́ıžeńı lze v napět́ı nyńı již snadno vyjádřit pomoćı
vztah̊u (3.4), (3.5) a (3.47). Dosazeńım (3.47) do (3.4) a následně do (3.5) źıskáme
výsledný vztah pro osové napět́ı v tyči

σ(x, t) =
σ0x

l
− 2σ0

π

(
∞∑
n=1

−
(−1)n cos

(
nπc0t
l

)
sin
(
nπx
l

)
n

)
. (3.48)

Analytické řešeńı úlohy vetknuté tyče zat́ıžené skokovým buzeńım lze odvodit
analogicky. V tomto př́ıpadě má funkce, jej́ıž rezidua hledáme, tvar

U(x, p)ept =
σ0c0 sinh

(
px
c0

)
ept

p2E cosh
(
pl
c0

) . (3.49)

Z (3.49) je zřejmé, že prvńım singulárńım bodem je opět bod p = 0. V tomto př́ıpadě
se však jedná o pól prvńıho řádu, jak ukázal rozvoj v Laurentovu řadu. Hodnota
rezidua v tomto bodě je

res(U(x, p)ept)|p=0 =
σ0x

E
. (3.50)

Zbývaj́ıćı singulárńı body lze pak naj́ıt řešeńım rovnice

cos

(
ξl

c0

)
= 0. (3.51)

Je zřejmé, že plat́ı

ξn =
nπc0

2l
, neboli pn = i

nπc0
2l

, (3.52)

kde n = ±1,±3,±5, ..., protože funkce kosinus má nulové body v lichých násobćıch
π/2. Provedeńım Laurentova rozvoje funkce (3.49) v bodech pn (3.52) źıskáme hod-
noty rezidúı pro kladná a záporná n ve tvaru

res(U(x, p)ept)|p=pn+ = −
4l sin

(
1
2
nπx
l

)
n2π2c0(−1)

1
2
n− 1

2

e
inπc0t

2l , (3.53)

res(U(x, p)ept)|p=pn− = −
4l sin

(
1
2
nπx
l

)
n2π2c0(−1)

1
2
n− 1

2

e−
inπc0t

2l . (3.54)

11
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Pro součet rezidúı pro kladné a záporné n (3.53) a (3.54) po použit́ı vztahu cos(x) =
1/2(eix + e−ix) lze tedy psát

res(U(x, p)ept)|p=pn+ + res(U(x, p)ept)|p=pn− =

− 8l

n2π2c0(−1)
1
2
n− 1

2

sin

(
1

2

nπx

l

)
cos

(
1

2

nπc0t

l

)
, (3.55)

kde n = ±1,±3,±5, .... Odezva vetknuté tyče na skokové buzeńı může tedy být
zapsána jako součet (3.50) a (3.55). Odezvu v napět́ı opět snadno źıskáme použit́ım
vztah̊u (3.4) a (3.5) a odpov́ıdaj́ıćı odezvy v posuvech. Posuvy a napět́ı ve vetknuté
tyči buzené skokovým napět́ım lze tedy vyjádřit jako

u(x, t) =
σ0x

E
− 8σ0l

Eπ2

(
∞∑
n=1

sin
(
nπx
2l

)
cos
(
nπc0t
2l

)
n2(−1)

1
2
n− 1

2

)
, (3.56)

σ(x, t) = σ0 −
4σ0
π

(
∞∑
n=1

cos
(
nπx
2l

)
cos
(
nπc0t
2l

)
n(−1)

1
2
n− 1

2

)
. (3.57)

přičemž sč́ıtáńı nekonečných sum v obou vztaźıch prob́ıhá pouze přes lichá n.
Pro odvozeńı odezvy tenké tyče na buzeńı obdélńıkovým pulsem o amplitudě

σ0 a délce trváńı t0 pro obě definované okrajové podmı́nky budou využity již nale-
zené odezvy na skokové buzeńı. Označme UHf , resp. UHc, obraz odezvy volné, resp.
vetknuté, tyče na skokové buzeńı. Podle výše uvedeného lze tedy psát

UHf (x, p) =
σ0c0 cosh

(
px
c0

)
p2E sinh

(
pl
c0

) , (3.58)

UHc(x, p) =
σ0c0 sinh

(
px
c0

)
p2E cosh

(
pl
c0

). (3.59)

Obrazy odezvy na buzeńı obdélńıkovým pulsem Uf , resp. Uc, pro volnou, resp.
vetknutou, tyč lze potom podle (3.33), (3.28)1 a (3.58), resp. (3.33), (3.30)1 a (3.59),
zapsat jako

Uf (x, p) =
σ0c0 cosh

(
px
c0

)
(1− e−pt0)

p2E sinh
(
pl
c0

) = UHf
(
1− e−pt0

)
, (3.60)

Uc(x, p) =
σ0c0 sinh

(
px
c0

)
(1− e−pt0)

p2E cosh
(
pl
c0

) = UHc
(
1− e−pt0

)
. (3.61)

Dı́ky linearitě a použit́ı věty o translaci (viz [13]) lze pak pro odezvu volné (uf ) a
vetknuté (uc) tyče v časové oblasti psát

uf (x, t) = uHf (x, t)−H(t− t0)uHf (x, t− t0), (3.62)

uc(x, t) = uHc(x, t)−H(t− t0)uHc(x, t− t0), (3.63)

12
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kde uHf je definované vztahem (3.47) a uHc vztahem (3.56). Obdobně pro napět́ı ve
volné (σf ), resp. vetknuté (σc), tyči plat́ı

σf (x, t) = σHf (x, t)−H(t− t0)σHf (x, t− t0), (3.64)

σc(x, t) = σHc(x, t)−H(t− t0)σHc(x, t− t0), (3.65)

kde σHf je definované vztahem (3.48) a σHc vztahem (3.57).

3.3 Analytické řešeńı pro obecný typ buzeńı

V předchoźı části bylo nalezeno řešeńı odezvy tenké tyče na buzeńı ve tvaru skokové
funkce a obdélńıkového pulsu. Nyńı bude provedeno odvozeńı odezvy tyče na obecné
buzeńı popsané funkćı σ0(t). Vyjdeme z věty o konvoluci, podle které obecně plat́ı
[13]

L {f(t) ∗ g(t)} = L {f(t)} ·L {g(t)} = F (p) ·G(p), (3.66)

kde symbol ∗ znač́ı konvoluci dvou funkćı f(t) a g(t) a funkce F (p) a G(p) jsou
jejich Laplaceovy obrazy. Na základě této věty lze pak pro inverzńı Laplaceovu
transformaci součinu dvou komplexńıch funkćı psát

L −1{F (p) . G(p)} = f(t) ∗ g(t), (3.67)

Konvoluce funkćı f(t) a g(t) ve vztaźıch (3.66)-(3.67) je přitom definována jako

f(t) ∗ g(t) =

tˆ

0

f(t− τ)g(τ)dτ. (3.68)

V př́ıpadě tyče s volným koncem je nutné naj́ıt originál k Laplaceově obrazu
funkce dané vztahem (3.28)1. Je zřejmé, že se jedná o součin funkce Σ0(p), jej́ıž
originál je znám, tj. L −1{Σ0(p)} = σ0(t), a funkce

Upf (x, p) =
c0 cosh

(
px
c0

)
Ep sinh

(
pl
c0

). (3.69)

Originál k této funkci (3.69) lze nalézt opět pomoćı reziduové věty. Tentokrát tedy
hledáme rezidua k funkci

Upf (x, p)e
pt =

c0 cosh
(
px
c0

)
ept

Ep sinh
(
pl
c0

) . (3.70)

Ze vztahu (3.70) je zřejmé, že singulárńı body jsou totožné s těmi nalezenými pro
funkci (3.36), tedy

p0 = 0, pn = i
nπc0
l
, kde n = ±1,±2,±3, ... (3.71)
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Z Laurentova rozvoje funkce (3.70) v bodě p = 0, který je pólem druhého řádu,
źıskáme odpov́ıdaj́ıćı hodnotu rezidua

res(Upf (x, p)e
pt)|p=0 =

c20t

El
. (3.72)

Rozvojem funkce (3.70) ve zbývaj́ıćıch bodech pn źıskáme dále pro kladná a záporná
n následuj́ıćı předpisy pro rezidua

res(Upf (x, p)e
pt)|p=pn+ = −i(−1)nc0

nEπ
cos
(nπx

l

)
e
inπc0t

l , (3.73)

res(Upf (x, p)e
pt)|p=pn− =

i(−1)nc0
nEπ

cos
(nπx

l

)
e−

inπc0t
l . (3.74)

Po sečteńı rezidúı (3.72)-(3.74) a při využit́ı vztahu 2i sin(x) = eix−e−ix lze originál
funkce (3.69) v časové oblasti psát ve tvaru

upf (x, t) =
c20t

El
+

2c0
Eπ

∞∑
n=1

(
(−1)n

n
cos
(nπx

l

)
sin

(
nπc0t

l

))
. (3.75)

Pomoćı věty o konvoluci je tedy možné psát odezvu tyče na libovolné buzeńı v obecném
tvaru

u(x, t) =

tˆ

0

σ0(t− τ)upf (x, τ)dτ, (3.76)

což po dosazeńı (3.75) vede na výsledný vztah

u(x, t) =
c0
E

tˆ

0

σ0(t− τ)

(
c0τ

l
+

2

π

∞∑
n=1

(
(−1)n

n
cos
(nπx

l

)
sin
(nπc0τ

l

)))
dτ.

(3.77)

Použit́ım vztahu (3.77) a rovnic (3.4)-(3.5) lze pro napět́ı ve volné tyči jako odezvu
na obecné buzeńı σ0(t) psát

σ(x, t) = −2c0
l

tˆ

0

σ0(t− τ)

(
∞∑
n=1

(−1)n sin
(nπx

l

)
sin
(nπc0τ

l

))
dτ. (3.78)

Analogickým postupem je možné doj́ıt k odezvě ve vetknuté tyči. V tomto
př́ıpadě je nutné naj́ıt rezidua funkce

Upc(x, p)e
pt =

c0 sinh
(
px
c0

)
ept

Ep cosh
(
pl
c0

) (3.79)

vyplývaj́ıćı ze vztahu (3.30)1. Singulárńı body této funkce jsou stejné jako v př́ıpadě
funkce (3.49), tj.

p = 0, pn = i
nπc0

2l
, (3.80)
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kde n = ±1,±3,±5, .... Lichost n vycháźı z vlastnost́ı funkce kosinus, která má
nulové body v lichých násobćıch π/2. Z Laurentova rozvoje funkce (3.79) v bodě
p = 0 je zřejmé, že tento bod je pól nultého řádu a odpov́ıdaj́ıćı reziduum je tedy
nulové. Rozvojem (3.79) v bodech pn źıskáme pak rezidua pro kladné a záporné
hodnoty n ve tvaru

res(Upc(x, p)e
pt)|p=pn+ = −2i(−1)

1
2
(1−n)c0

nEπ
sin

(
1

2

nπx

l

)
e
inπc0t

2l , (3.81)

res(Upc(x, p)e
pt)|p=pn− =

2i(−1)
1
2
(1−n)c0

nEπ
sin

(
1

2

nπx

l

)
e−

inπc0t
2l . (3.82)

Po sečteńı všech rezidúı, použit́ı vzorce 2i sin(x) = eix − e−ix a věty o konvoluci
(3.66) lze odezvu vetknuté tyče v posuvech vyjádřit jako

u(x, t) =
4c0
Eπ

tˆ

0

σ0(t− τ)
∞∑
n=1

(−1)
1
2
(n+1)

n
sin

(
1

2

nπx

l

)
sin

(
1

2

nπc0τ

l

)
dτ, (3.83)

kde sumace prob́ıhá pouze přes lichá n. Využit́ım odezvy (3.83) a rovnic (3.4)-(3.5)
je možné pro napět́ı ve vetknuté tyči odvodit výsledný vztah

σ(x, t) =
2c0
l

tˆ

0

σ0(t− τ)
∞∑
n=1

(−1)
1
2
(n+1) cos

(
1

2

nπx

l

)
sin

(
1

2

nπc0τ

l

)
dτ, (3.84)

přičemž sumace prob́ıhá opět pouze přes lichá n.

3.4 Popis softwarového nástroje na vyč́ısleńı a analýzu ana-
lytického řešeńı

V této části budou popsány základńı funkce a možnosti softwarového nástroje pro
vyč́ısleńı odezvy tenké tyče, který byl naprogramován v prostřed́ı Matlab. Tento
nástroj umožňuje řešit odezvu volné nebo vetknuté tyče na buzeńı definované skoko-
vou funkćı, obdélńıkovým pulsem nebo obecnou funkćı. Výsledky jsou prezentovány
pomoćı časové animace rozložeńı posuv̊u, napět́ı, rychlost́ı nebo zrychleńı v tyči.
Animaci lze pozastavit, upravit jej́ı rychlost, př́ıpadně posouvat po kroćıch. Alter-
nativńı možnost́ı zobrazeńı odezvy je statický graf v časoprostorové oblasti x−t.

Řešený problém je definován zadáńım hodnot parametr̊u l, ρ a E a výběrem
vazby typu volného nebo vetknutého konce pro x = 0. Dále je specifikována budićı
funkce σ0(t), tedy jsou zadány parametry σ0 a t0. V př́ıpadě obecného buzeńı je
možné definovat funkci σ0(t) jej́ım předpisem v závislosti na čase t nebo interpolaćı
konečného počtu diskrétńıch bod̊u reprezentuj́ıćıch jej́ı funkčńı hodnoty. Tyto body
je možné zadat př́ımo do prostřed́ı nástroje nebo nač́ıst z mat souboru. Graf funkce
buzeńı je pro kontrolu zadáńı v prostřed́ı následně zobrazen. Nástroj dále umožňuje
zvolit maximálńı čas simulace tmax a počet bod̊u v prostoru a v čase, ve kterých bude
odezva vypočtena. V programu je také možné zvolit počet člen̊u sč́ıtaných v sumách
ve vztaźıch (3.47)-(3.48), (3.56)-(3.57), (3.77)-(3.78) a (3.83)-(3.84) a nastavit počet
nebo velikost integračńıho kroku a dále zvolit metodu pro numerickou integraci.
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V programu je implementováno vyč́ısleńı výše zmı́něných analytických vztah̊u,
ale také výpočtově rychleǰśı metoda využ́ıvaj́ıćı pro inverzi vztah̊u (3.28) a (3.30)
numerickou zpětnou Laplaceovu transformaci. V tomto př́ıpadě je použit algoritmus
založený na kombinaci rychlé Fourierovy transformace a tzv. ε-algoritmu (bĺıže viz
[16]). Součást́ı nástroje je dále pak modul pro numerickou integraci, který slouž́ı
k vyč́ısleńı konvolutorńıch integrál̊u ve vztaźıch (3.77)-(3.78) a (3.83)-(3.84) a k La-
placeově transformaci funkce buzeńı σ0(t) pomoćı definičńıho vztahu (3.31). Tento
obraz Σ0(p) je pak využit při numerické zpětné Laplaceově transformaci vztah̊u
(3.28) a (3.30). V nástroji je pro integraci implementováno obdélńıkové, lichoběžńı-
kové a Simpsonovo pravidlo (viz [14]).

Program kromě vyč́ısleńı a vykresleńı odezvy umožňuje dále vypočtené výsledky
uložit ve formě mat souboru pro pozděǰśı načteńı. Tento soubor obsahuje také
všechny potřebné parametry úlohy i vlastńıho výpočtu. Daľśı možnost́ı je uložeńı
výsledk̊u v konkrétńım čase jako obrázku do formátu fig, popř́ıpadě celé animace
do avi souboru. Prostřed́ı nástroje i s př́ıkladem nastaveńı a zobrazeńı výsledk̊u pro
př́ıpad vetknuté tyče zat́ıžené sinovým pulsem je zobrazeno v Př́ıloze A.

3.5 Numerické řešeńı úlohy pomoćı MKP

Jedńım z ćıl̊u práce bylo i provedeńı numerického řešeńı zadané úlohy. Za t́ımto
účelem byly v profesionálńım konečnoprvkovém softwaru MSC.Marc sestaveny př́ı-
slušné modely. Výsledky źıskané z těchto model̊u posloužily jako ověřeńı správnosti
odvozeńı a vyč́ısleńı analytického řešeńı. Na druhou stranu, analytické řešeńı po-
sloužilo k nalezeńı takových parametr̊u vytvořených model̊u, aby byly numerické
výsledky zat́ıženy co nejmenš́ı chybou.

Při modelováńı úloh elastodynamiky pomoćı metody konečných prvk̊u je přesnost
modelu ovlivněna zejména volbou velikosti prvk̊u, typem prvk̊u (tedy typem bázo-
vých funkćı), použitou metodou pro integraci v časové oblasti a velikost́ı integračńıho
kroku. V této podkapitole bude nejdř́ıve provedena analýza vlivu velikosti inte-
gračńıho kroku ∆t na přesnost výsledk̊u pro tři r̊uzné metody integrace, kterými
budou Newmarkova (NM), Houboltova (HB) a metoda centrálńıch diferenćı (CD).
Tyto metody pak mezi sebou pro zvolený integračńı krok budou porovnány. Nakonec
bude pro nejvhodněǰśı metodu analyzován vliv velikosti prvku na přesnost výsledk̊u.
Všechny modely budou vytvořeny pomoćı lineárńıch prutových prvk̊u, které nesou
v softwaru označeńı 9 (viz [17]). Vliv typu bázových funkćı na výsledky tedy v této
práci zkoumán nebude. Tyč délky l = 0,1 m s plochou pr̊uřezu A = 1 m2 bude mode-
lována lineárně elastickým materiálem s parametry E = 210 GPa, ρ = 7870 kg/m3

a ν = 0,3. Tyč je buzena konstantńı silou F0 = 1 kN, která je definována pomoćı
uzlového zat́ıžeńı ve směru osy x. Podle σ0 = F0/A je tedy zat́ıžena konstantńım
napět́ım σ0 = 1 kPa. Porovnáváńı přesnosti numerických výsledk̊u bude provedeno
pro rozložeńı napět́ı v tyči v čase 9µs, kdy vlna poprvé procháźı tyč́ı a jej́ı čelo se
nacháźı přibližně ve vzdálenosti x = 53,5 mm a postupuje směrem k levému konci
(x = 0).

Pro analýzu integračńıho kroku ∆t pro NM, HB a CD integračńı metody byla
zvolena velikost prvku le = 5 ·10−5 m. Maximálńı stabilńı integračńı krok vypočtený
použitým softwarem pro metodu CD a tuto velikost prvku je 5·10−9 s. Pro implicitńı
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0.051 0.0515 0.052 0.0525 0.053 0.0535 0.054 0.0545 0.055 0.0555 0.056
x [m]

-200

0

200

400

600

800

1000

1200

σ
 [P

a]

Analytika
∆ t = 2.5e-9 s
∆ t = 5e-9 s
∆ t = 10e-9 s

Obrázek 3: Vliv velikosti integračńıho kroku Houboltovy metody na přesnost
výsledk̊u

metody NM a HB bude provedeno porovnáńı pro tento, polovičńı a dvojnásobný
integračńı krok. Pro metodu CD bude zkoumán pouze vliv zmenšováńı ∆t, nebot’

se jedná o explicitńı metodu a volba deľśıho než maximálńıho stabilńıho ∆t neńı
možná.

Z analýzy výsledk̊u provedených výpočt̊u vyplývá, že zat́ımco u metody HB
docháźı ke zpřesněńı výsledk̊u při použit́ı kratš́ıho než stabilńıho ∆t (viz obr. 3), u
zbylých dvou analyzovaných metod źıskáme nejpřesněǰśı výsledky při použit́ı právě
stabilńıho ∆t (viz obr. 4 a 5). Pro HB (obr. 3) a NM (obr. 4) je také možné sledovat
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Obrázek 4: Vliv velikosti integračńıho kroku Newmarkovy metody na přesnost
výsledk̊u
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Obrázek 5: Vliv integračńıho kroku u Centrálńıch diferenćı

změnu mı́sta oscilaćı výsledk̊u pro r̊uzné integračńı kroky. Zat́ımco pro kratš́ı než
stabilńı ∆t výsledky kmitaj́ı před čelem vlny, pro deľśı se oscilace vyskytuj́ı za jej́ım
čelem. Metoda CD vykazuje při všech volbách integračńıho kroku oscilace před čelem
vlny. Při zmenšováńı ∆t však oscilace podstatně nar̊ustaj́ı. Ve všech př́ıpadech je
zřejmé, že zmenšováńı integračńıho kroku zp̊usobuje větš́ı strmost čela vlny.

Z předchoźı analýzy sice vyplývá, že při použit́ı HB docháźı s klesaj́ıćım ∆t
ke zpřesňováńı výsledk̊u, zároveň ale značně nar̊ustá výpočtový čas. Při porovnáńı
přesnosti integračńıch metod pro r̊uzné velikosti prvk̊u bude tedy pro všechny me-
tody volen ∆t roven stabilńımu integračńımu kroku CD. Nejprve bylo provedeno po-
rovnáńı metod na modelu s prvky o velikosti le = 5 ·10−4 m. Výsledky źıskané všemi
metodami byly v tomto př́ıpadě prakticky identické. Porovnáńı daľśıch výsledk̊u
pro prvky o velikosti le = 5 · 10−5 m je zobrazeno na obr. 6. Je zřejmé, že NM
metoda je v tomto př́ıpadě nejpřesněǰśı, d́ıky menš́ım oscilaćım výsledk̊u a větš́ı str-
mosti čela. Dále je na obr. 6 možné vidět r̊uzné umı́stěńı oscilaćı výsledk̊u pro r̊uzné
metody. Jak je zřejmé již z obr. 3, výsledky źıskané HB osciluj́ı pro stabilńı inte-
gračńı krok za čelem vlny, zat́ımco ty ze zbylých dvou metod kmitaj́ı před čelem.
S daľśım zmenšováńım prvk̊u rozd́ıl mezi CD a NM miźı, zat́ımco výpočtový čas
NM z̊ustává vždy přibližně 1,5 krát deľśı. Z tohoto d̊uvodu bude pro všechny daľśı
výpočty použita metoda centrálńıch diferenćı.

Posledńı porovnáńı přesnosti numerických řešeńı bude provedeno pro r̊uzné ve-
likosti prvk̊u. Integračńı krok ∆t metody CD bude přitom vždy roven stabilńımu
kroku. Lze očekávat, že č́ım menš́ı prvky jsou v modelu použity, t́ım je chyba mo-
delu menš́ı. Výsledky analýzy na obr. 7 toto tvrzeńı potvrzuj́ı. Je zřejmé, že pro
menš́ı prvky je čelo vlny strměǰśı a přesněji odpov́ıdá analytickému řešeńı. Také os-
cilace numerického řešeńı před čelem š́ı̌ŕıćı se vlny významně klesaj́ı. Diskuze volby
dostatečně přesné a zároveň výpočtově efektivńı velikosti prvku pro konkrétńı typ
úlohy bude provedena v následuj́ıćı části.
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Obrázek 7: Vliv velikosti prvku na přesnost výsledk̊u

3.6 Porovnáńı analytického a numerického řešeńı

V této kapitole bude provedeno porovnáńı analytických výsledk̊u s odezvou vypoč-
tenou metodou konečných prvk̊u pro tři r̊uzné typy buzeńı σ0(t). Pro zvolené bu-
dićı funkce bude diskutován vliv velikost prvk̊u na přesnost numerických výsledk̊u
v souvislosti s amplitudovým spektrem buzeńı. Pro všechny zvolené typy buzeńı
budou porovnávány výsledky źıskané z konečnoprvkových model̊u s velikost́ı prvk̊u
{4, 8, 16, 32} · 10−5 m. Porovnáńı bude provedeno, stejně jako v předchoźıch př́ıpa-
dech, pro rozložeńı osového napět́ı v tyči v čase 9µs, kdy se čelo vlny nacháźı
přibližně ve vzdálenosti x = 53,5 mm.

V prvńım př́ıpadě bude buzeńı uvažováno ve tvaru obdélńıkového pulsu ve tvaru
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σ0(t) = σ0 (H(t)−H(t− t0)) o délce trváńı t0 = 1µs a s amplitudou σ0 = 1 kPa.
Amplitudové spektrum tohoto pulsu je znázorněno na obr. 8. Svislými čárkovanými
čarami jsou v tomto obrázku vyznačeny maximálńı frekvence, které by měly být
dostatečně přesně popsatelné modely s uvedenými velikostmi prvk̊u. Hodnoty těchto
mezných frekvenćı byly stanoveny na základě velikosti rychlosti c0 a faktu, že by
velikost prvk̊u měla být přibližně desetkrát menš́ı než vlnová délka nejkratš́ı vlny
popisované modelem (viz [18]). Pomoćı tohoto grafu je možné odhadnout, jak dobře
bude v modelu popsán charakter š́ı̌ŕıćıho se pulsu a jak přesné výsledky budou
źıskány. Je zřejmé, že model s největš́ımi prvky nebude schopný charakter pulsu
dobře podchytit, zat́ımco model s nejmenš́ımi prvky by kromě čel měl tvar pulsu
zachytit poměrně dobře. Obr. 9 potvrzuje tuto domněnku. Pro největš́ı prvky je tvar
pulsu značně zkreslený (viz obr. 9a) a v oblasti jeho čel dosahuje velikost relativńı
chyby mezi analytickým a numerickým řešeńım hodnoty v́ıce než 65% (obr. 9b).
Pro menš́ı prvky je chyba v oblasti čel menš́ı, i tak ale pro nejmenš́ı zvolené prvky
dosahuje až 55%. I přes vysokou maximálńı relativńı chybu je z obr. 9 zřejmé, že č́ım
menš́ı prvky jsou v modelu použity, t́ım strměǰśı jsou čela v mı́stech skokových změn
napět́ı, d́ıky schopnosti modelu popsat vyšš́ı frekvence obsažené v š́ı̌ŕıćım se pulsu.
Mimo oblast čel je rozd́ıl v přesnosti numerických výsledk̊u źıskaných pro r̊uzná le
výrazněǰśı. Zat́ımco u modelu s prvky o velikosti le = 32 ·10−5 m rozkmitáńım řešeńı
před pulsem vzniká chyba přes 10%, v modelu s nejmenš́ımi prvky je tato hodnota
dvakrát menš́ı.

Pro daľśı porovnáńı analytického a numerického řešeńı zvoĺıme budićı puls ve
tvaru

σ0(t) = σ0 sin

(
πt

t0

)
(H(t)−H(t− t0)), (3.85)

kde t0 = 1µs a σ0 = 1 kPa, tj. délka i amplituda tohoto pulsu jsou stejné jako
v předchoźım př́ıpadě. Na obr. 10 je amplitudové spektrum funkce (3.85). Z tohoto
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Obrázek 8: Amplitudové spektrum obdélńıkového pulsu pro t0 = 1µs
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(a) Porovnáńı osového napět́ı
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Obrázek 9: Porovnáńı numerických a analytických výsledk̊u pro obdélńıkový puls o
délce trváńı t0 = 1µs pro r̊uzné velikosti prvk̊u

obrázku je zřejmé, že i model s prvky o velikosti le = 16 · 10−5 m by měl poměrně
přesně popsat tvar tohoto pulsu. Model s nejmenš́ımi zvolenými prvky by měl vést
k velmi přesným výsledk̊um, pouze v oblasti čel pulsu lze očekávat chyby větš́ı.
Při pohledu na porovnáńı pr̊uběh̊u napět́ı v̊uči analytickým výsledk̊um a grafy re-
lativńıch chyb na obr. 11 se opět tato domněnka potvrzuje. U modelu s největš́ımi
prvky odpov́ıdá maximálńı relativńı odchylka v mı́stě čela pulsu přibližně 27%, což je
přibližně třikrát menš́ı chyba, než vykazoval stejný model při buzeńı obdélńıkovým
pulsem o stejném t0. Je zřejmé, že model s nejmenš́ımi prvky je opravdu velice
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Obrázek 10: Amplitudové spektrum sinového pulsu pro t0 = 1µs
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(a) Porovnáńı osového napět́ı
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Obrázek 11: Porovnáńı numerických a analytických výsledk̊u pro sinový puls o délce
trváńı t0 = 1µs pro r̊uzné velikosti prvk̊u

přesný a ve svém maximu (v mı́stě čela pulsu) má relativńı chyba hodnotu okolo
7%. Mimo čela vlny se chyba tohoto modelu pohybuje do 2%.

Posledńı porovnáńı bude provedeno pro puls daný předpisem (3.85) s t0 = 3µs
a σ0 = 1 kPa. Tedy se stejným tvarem i amplitudou jako v předchoźım př́ıpadě, ale
s třikrát deľśı dobou trváńı. Při pohledu na frekvenčńı spektrum tohoto pulsu na obr.
12 je zřejmé, že obsahuje nižš́ı frekvence než oba pulsy v předešlých př́ıpadech. Podle
spektra by měl být s velice malými chybami popsán modely se všemi testovanými
velikostmi prvk̊u. Porovnáńı na obr. 13a ukazuje, že tvar pulsu je opravdu velice
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Obrázek 12: Amplitudové spektrum sinového pulsu pro t0 = 3µs
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(a) Porovnáńı osového napět́ı
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Obrázek 13: Porovnáńı numerických a analytických výsledk̊u pro sinový puls o délce
trváńı t0 = 3µs pro r̊uzné velikosti prvk̊u

dobře podchycen i modelem s největš́ımi prvky. Při pohledu na obr. 13b je zřejmé,
že hodnot chyb, kterých u třikrát kratš́ıho pulsu dosahoval model s velikost́ı prvk̊u
8 · 10−5 m je pro tento puls možné dosáhnout modelem se čtyřikrát větš́ımi prvky.
Ten ve svém maximu v mı́stě čela pulsu dosahuje necelých 9%. Model s nejmenš́ımi
prvky v tomto př́ıpadě celý puls popisuje s chybou do 2%, přičemž jeho chyba je
mimo zlom v mı́stě čela do 0, 5%.

Z analýz provedených v této podkapitole tedy vyplývá, že složeńı amplitudového
spektra budićı funkce σ0(t) má zásadńı význam pro správnou volbu velikosti prvk̊u
modelu a tedy i pro časovou náročnost prováděného výpočtu.
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4 Š́ı̌reńı nestacionárńıch podélných vln v tenké

elastické heterogenńı tyči

V této kapitole bude prezentováno odvozeńı analytického řešeńı nestacionárńı na-
pjatosti v tenké heterogenńı tyči složené ze tř́ı část́ı z r̊uzných materiál̊u. Dále bude
popsáno rozš́ı̌reńı SW nástroje pro vyč́ısleńı odezvy pro tento druh úlohy a prove-
deno porovnáńı analytických výsledk̊u s numerickým řešeńım stejné úlohy źıskaným
pomoćı metody konečných prvk̊u.

4.1 Formulace problému

Výše zmı́něná heterogenńı tyč je zobrazena na obr. 14. V podstatě se jedná o tři
tyče délek li spojené za sebou. Pro každou z tyč́ı budou platit předpoklady uve-
dené v podkapitole 3.1, tj. každá tyč bude tenká, prizmatická, lineárně elastická a
budeme uvažovat pouze jej́ı malé deformace. Tyče označ́ıme postupně od pravého
konce indexy i = 1, 2, 3 a materiál každé z nich bude charakterizován materiálovými
konstantami Ei, ρi a νi. Pro každou tyč zavedeme souřadnicový systém xi podle
obr. 14. Tyč 3 bude v bodě x3 = 0 opět bud’ volná nebo vetknutá. Tyč 1 je v bodě
x1 = l1 buzena osovým napět́ım σ0(t).

Obrázek 14: Schéma problému heterogenńı tyče

4.2 Analytické řešeńı pro obecný typ buzeńı

Při odvozeńı analytického řešeńı je možné vyj́ıt z úvahy, že š́ı̌reńı vln v každé ze
tř́ı tyč́ı je možné popsat stejnou parciálńı diferenciálńı rovnićı jako v př́ıpadě jediné
tyče v kapitole 3. Tedy i obecné řešeńı pro i-tou tyč lze zapsat stejně jako v př́ıpadě
homogenńı tyče. Pro Laplace̊uv obraz posuvu a napět́ı v i-té tyči tedy plat́ı

Ui(xi, p) = Ai(p) sinh

(
pxi
c0,i

)
+Bi(p) cosh

(
pxi
c0,i

)
, (4.1)

Σi(xi, p) =
Eip

c0,i

(
Ai(p) cosh

(
pxi
c0,i

)
+Bi(p) sinh

(
pxi
c0,i

))
, (4.2)

kde c0,i =
√

Ei
ρi

. Tato řešeńı pro jednotlivé tyče následně propoj́ıme pomoćı okra-

jových podmı́nek formulovaných na základě předpokladu spojitosti posuv̊u a napět́ı
na rozhrańıch jednotlivých tyč́ı. Tyto podmı́nky maj́ı následuj́ıćı tvar

u1(0, t) = u2(l2, t), σ1(0, t) = σ2(l2, t), (4.3)

u2(0, t) = u3(l3, t), σ2(0, t) = σ3(l3, t). (4.4)
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Připojeńım okrajové podmı́nky buzeńı

σ1(l1, t) = σ0(t) (4.5)

a podmı́nky volného, resp. vetknutého, konce

∂

∂x3
u3(x3, t)|x3=0 = 0, resp. u3(0, t) = 0, (4.6)

tak dostáváme 6 okrajových podmı́nek pro stejný počet neznámých komplexńıch
funkćı Ai(p) a Bi(p). Pro nalezeńı těchto funkćı je nutné provést Laplaceovu trans-
formaci okrajových podmı́nek (4.3)-(4.6) a následně do nich dosadit obecná řešeńı
(4.1)-(4.2). Z d̊uvodu zjednodušeńı zápisu výsledné soustavy a jej́ıho řešeńı je účelné
zavést následuj́ıćı označeńı

shi = sinh

(
pli
c0,i

)
, chi = cosh

(
pli
c0,i

)
, f(p) =

Σ0(p)

p
, zi = c0,iρi, (4.7)

kde zi představuje charakteristickou impedanci i-tého materiálu. Po provedeńı výše
uvedených krok̊u a po jistých úpravách źıskáme pro tyč s volným koncem soustavu
rovnic

z1ch1 z1sh1 0 0 0 0
0 1 −sh2 −ch2 0 0
z1 0 −z2ch2 −z2sh2 0 0
0 0 0 1 −sh3 −ch3
0 0 z2 0 −z3ch3 −z3sh3
0 0 0 0 0 1




A1(p)
B1(p)
A2(p)
B2(p)
A3(p)
B3(p)

 =


f(p)

0
0
0
0
0

 . (4.8)

V př́ıpadě tyče s vetknutým koncem je výsledná soustava stejná až na posledńı
rovnici, která má tvar A3(p) = 0. Řešeńım soustavy rovnic (4.8) pro volnou tyč
źıskáme neznámé funkce ve tvaru

A1(p) =
f(p)

Df (p)

z2
z1

(z3ch3ch2 + z2sh3sh2), A2(p) =
f(p)

Df (p)
z3ch3, A3(p) =

f(p)

Df (p)
z2,

B1(p) =
f(p)

Df (p)
(z3ch3sh2 + z2sh3ch2), B2(p) =

f(p)

Df (p)
z2sh3, B3(p) = 0,

(4.9)
kde Df (p) = z2ch1(z3ch3ch2 + z2sh3sh2) + z1sh1(z3ch3sh2 + z2sh3ch2). Pro tyč
s vetknutým koncem lze řešeńı vyjádřit jako

A1(p) =
f(p)

Dc(p)

z2
z1

(z3sh3ch2 + z2ch3sh2), A2(p) =
f(p)

Dc(p)
z3sh3, A3(p) = 0,

B1(p) =
f(p)

Dc(p)
(z3sh3sh2 + z2ch3ch2), B2(p) =

f(p)

Dc(p)
z2ch3, B3(p) =

f(p)

Dc(p)
z2,

(4.10)
kde Dc(p) = z2ch1(z3sh3ch2 + z2ch3sh2) + z1sh1(z3sh3sh2 + z2ch3ch2). Dosazeńım
řešeńı (4.9), resp. (4.10), do obrazu obecného řešeńı pro posuv (4.1) a napět́ı (4.2)
pro i = 1, 2, 3 źıskáme obrazy konkrétńıch řešeńı pro jednotlivé části heterogenńı
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Obrázek 15: Tvar budićıho pulsu a jeho amplitudové spektrum

volné, resp. vetknuté, tyče4. S ohledem na poměrně značnou složitost těchto funkćı
bude jejich zpětná Laplaceova transformace provedena numericky.

Softwarový nástroj představený v podkapitole 3.4 byl pro potřeby vyšetřeńı ode-
zvy heterogenńı tyče rozš́ı̌ren podle vztah̊u odvozených v této kapitole. Všechny
geometrické a materiálové parametry tyče se tak zadávaj́ı pomoćı standardńıho
vektorového zápisu Matlabu. Nástroj opět umožňuje zobrazeńı odezvy v posuvech,
napět́ıch, rychlostech i zrychleńıch. Odezva je poč́ıtána již zmı́něným skriptem pro
numerickou zpětnou Laplaceovu transformaci. Nástroj při zobrazeńı animace odezvy
pro lepš́ı přehlednost barevně rozlǐsuje jednotlivé tyče. Př́ıklad tohoto zobrazeńı je
uveden pro vybraný sinový puls v Př́ıloze B. Pro stejný př́ıklad je v Př́ıloze C ode-
zva heterogenńı tyče zobrazena i v časoprostorové rovině x−t. V tomto př́ıpadě jsou
rozhrańı mezi jednotlivými tyčemi automaticky zvýrazněna čárkovanými čarami.

4.3 Porovnáńı analytického a numerického řešeńı

Porovnáńı analytického a numerického řešeńı bude provedeno pro tyč složenou ze
dvou ocelových část́ı s parametry Ej = 210 GPa, ρj = 7870 kg/m3 o délkách lj = 2 m
(j = 1, 3). Mezi ně bude vložena hlińıková část délky l2 = 0,1 m s parametry E2 =
70 GPa a ρ2 = 2700 kg/m3. Tyč bude buzena pulsem σ0(t) definovaným vztahem
(3.85) s délkou trváńı t0 = 60µs a s amplitudou σ0 = 1 kPa, jehož graf je zobrazen
na obr. 15a. Na obr. 15b je amplitudové spektrum tohoto pulsu, pomoćı kterého
byla zvolena velikost prvk̊u konečnoprvkového modelu. S ohledem na tvar zmı́něného
spektra byla mezná frekvence modelu stanovena jako 1,5 · 105 Hz. Na základě velmi
podobných rychlost́ı c0 v obou materiálech lze k této maximálńı frekvenci stanovit
zp̊usobem uvedeným v podkapitole 3.6 odpov́ıdaj́ıćı velikost prvku le = 3,4 mm. Pro

4Dosazeńı neńı v práci provedeno z d̊uvodu délky zápisu výsledných vztah̊u.
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Obrázek 16: Zobrazeńı š́ı̌reńı pulsu v časoprostorové rovině x−t

integraci byla použita metoda centrálńıch diferenćı se stabilńım integračńım krokem
∆t = 3,4 · 10−7 s.

Pro tuto úlohu je na obr. 16 zobrazeno š́ı̌reńı pulsu v časoprostorové rovině x−t.
Zde můžeme sledovat pr̊uchody a odrazy pulsu na obou rozhrańıch prostřed́ı, které
jsou vyznačeny černými přerušovanými čarami. Je zřejmé, že při každém pr̊uchodu
hlińıkovou část́ı je primárńı odražený puls s malým zpožděńım následován pulsem
odraženým na daľśım rozhrańı.

Vlastńı porovnáńı analytického a numerického řešeńı bylo provedeno pomoćı
rozložeńı osového napět́ı podél tyče v čase t = 4,5 ms (viz obr. 17), tedy v čase,
který odpov́ıdá přibližně 5,5 pr̊uchod̊um pulsu celou tyč́ı o délce l = 4,1 m, viz
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Obrázek 17: Porovnáńı rozložeńı osového napět́ı v tyči v čase 4,5 ms
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Obrázek 18: Porovnáńı rozložeńı osového napět́ı v tyči v čase 0,6 ms

obr. 16. Z tohoto pozorováńı je zřejmý vliv disperze konečnoprvkového modelu
s fmax = 1,5 · 105 Hz. Zejména v mı́stech, kde neńı pr̊uběh napět́ı hladký v d̊usledku
tvaru budićıho pulsu a interakce odražených a prošlých vln, dává numerický mo-
del zkreslené výsledky. Disperzńı chováńı modelu se nav́ıc negativně projevuje i
s rostoućım časem, jak dokazuje obr. 18, na kterém jsou zobrazena tatáž řešeńı, ale
v kratš́ım čase t = 0,6 ms. Je zřejmé, že vliv disperze modelu je podstatně menš́ı, ale
i tak model nepopisuje vlnové jevy v mı́stech ostrých zlomů dostatečně přesně. Pro
zpřesněńı modelu je potřeba zvýšit meznou frekvenci fmax, kterou model dokáže pod-
chytit, tedy zmenšit velikost prvk̊u. Porovnáńı v čase t = 4,5 ms bylo tedy provedeno
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Obrázek 19: Porovnáńı chyb konečnoprvkových model̊u vzhledem k analytickým
výsledk̊um v čase 4,5 ms
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ještě pro model s polovičńı velikost́ı prvk̊u a meznou frekvenćı fmax = 3 ·105 Hz. Pro
tento model byla velikost integračńıho kroku ∆t = 1,7 · 10−7 s. Z obr. 17, ve kterém
jsou tyto zpřesněné numerické výsledky vykresleny, je zřejmé, že model s menš́ımi
prvky lépe podchycuje tvar š́ı̌ŕıćı se vlny, a to jak amplitudově, tak ve zmı́něných
oblastech ostrých změn napět́ı.

Lepš́ı informaci o zpřesněńı výsledk̊u pomoćı zmenšeńı prvk̊u nab́ıźı obr. 19,
který zobrazuje absolutńı odchylku obou těchto model̊u od analytických výsledk̊u.
Je zřejmé, že chyba modelu s vyšš́ı meznou frekvenćı je značně nižš́ı. Zat́ımco
v některých mı́stech jsou výsledky zpřesněny jen o pár procent, v některých je chyba
modelu s menš́ımi prvky až polovičńı.

Z výsledk̊u prezentovaných v této kapitole je zřejmé, že v d̊usledku skokových
změn materiálových vlastnost́ı vznikaj́ı v tyči odražené vlny, při jejichž interakci
docháźı k odezvě s nespojitými derivacemi, které konečnoprvkový model nedokáže
zcela dobře popsat. Při modelováńı š́ı̌reńı vln v heterogenńıch tyč́ıch je tedy potřeba
pro dosažeńı stejné přesnosti jako v homogenńım př́ıpadě volit menš́ı prvky.
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5 Experimentálńı vyšetřováńı š́ı̌reńı vln v tenkých

tyč́ıch

5.1 Popis experimentu a zpracováńı experimentálńıch dat

V této části práce bude popsán zp̊usob experimentálńıho vyšetřováńı vlnových jev̊u
v homogenńıch a heterogenńıch tyč́ıch. Takto źıskané výsledky posloužily jednak pro
porovnáńı s analytickým řešeńım a dále pak pro řešeńı vybraných typ̊u inverzńıch
úloh.

Pro buzeńı tyč́ı byla při experimentu použita rázová klad́ıvka dvou typ̊u: Brüel
& Kjær Miniature Impact Hammer - Type 8204 a Endevco Modal hammer - Model
2302. Konkrétńı parametry těchto klad́ıvek jsou uvedeny v Př́ıloze D a E. Prvńı
(menš́ı) klad́ıvko mohlo být doplněno ještě o př́ıdavnou hmotu, u druhého (větš́ıho)
klad́ıvka pak mohly být použity dva druhy hrot̊u - hlińıkový a plastový. Celkem tedy
byly použity čtyři typy buzeńı, jimž odpov́ıdaj́ı pulsy r̊uzných amplitud a r̊uzných
délek. Na obr. 20a jsou znázorněny čtyři typické normované pulsy, které lze naměřit
na výstupu rázových klad́ıvek. Je zřejmé, že nejkratš́ı puls o délce přibližně t0

.
=

0,1 ms bude generován nejmenš́ım klad́ıvkem. Přidáńı hmoty tomuto klad́ıvku se pro-
jev́ı změnou amplitudy a zejména pak prodloužeńım pulsu na přibližně t0

.
= 0,15 ms.

Pulsy generované větš́ım klad́ıvkem se samozřejmě vyznačuj́ı větš́ı intenzitou a do-
bou trváńı. Při použit́ı hlińıkového hrotu byla délka pulsu t0

.
= 1 ms, zat́ımco pomoćı

plastového hrotu se vygeneroval puls délky t0
.
= 1,2 ms. Amplitudová spektra těchto

čtyř puls̊u z obr. 20a jsou znázorněna na obr. 20b. Je zřejmé, že amplitudy puls̊u
a jejich frekvenčńı složeńı podstatně záviśı na zkušenostech experimentátora, tj. na
intenzitě a kvalitě úderu.

Pro měřeńı odezvy tyč́ı byl použit miniaturńı akcelerometr Brüel & Kjær Minia-
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Obrázek 20: Tvary puls̊u a amplitudová spektra rázových klad́ıvek
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Obrázek 21: Připevněńı akcelerometru k tyči

ture DeltaTronR© Accelerometer - Type 4519, jehož signál byl následně zpracován os-
mikanálovým analyzátorem OROS OR35. Specifikace parametr̊u zmı́něného sńımače
je uvedena v Př́ıloze F. T́ımto akcelerometrem s maximálńı vzorkovaćı frekvenćı
fe = 102,4 kHz bylo sńımáno zrychleńı tyče na nebuzeném konci. Akcelerometr byl
na konec tyče přilepen vteřinovým lepidlem, jak je znázorněno na obr. 21. I přes
jeho velmi malou hmotnost (1,6 g) docházelo d́ıky takto přidané hmotě na konec
tyče k ovlivněńı výsledk̊u měřeńı, jak bude diskutováno v podkapitole 5.2. Daľśım
významným faktorem, který ovlivnil vlny š́ı̌ŕıćı se v tyči, byl kabel pro přenos dat
k akcelerometru (viz obr. 21). Při jeho odpojeńı se podstatně zvýšila výška tónu od-
pov́ıdaj́ıćı propaguj́ıćımu se pulsu a dále se výrazně prodloužila doba jeho útlumu.
Z těchto d̊uvod̊u budou v daľśı části práce využity experimentálńı výsledky pro
poměrně krátké časy, aby se tyto negativńı vlivy co nejméně projevily. Prvńı měřeńı
byla pro všechny čtyři výše uvedené typy puls̊u provedena pro homogenńı ocelovou
a hlińıkovou tyč kruhového pr̊uřezu a délky l = 2 m. Při měřeńı byly tyče uloženy na
molitanových pruźıch. Ocelové tyči středńıho pr̊uměru do = 5,965 mm a hmotnosti
mo = 440 g odpov́ıdala hustota materiálu ρo = 7872 kg/m3. V př́ıpadě hlińıkové
tyče byla pak hustota stanovena pomoćı hodnot dh = 6 mm a mh = 152 g jako

Obrázek 22: Spojeńı část́ı heterogenńı tyče a jej́ı uložeńı při experimentu
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ρh = 2684 kg/m3. Daľśı dva typy měřeńı byly již provedeny na heterogenńıch tyč́ıch.
V obou př́ıpadech se jednalo o kombinaci dvou ocelových tyč́ı délek 2 m, mezi které
byla vložena hlińıková část délky5 l2 = 0,1 m nebo l2 = 0,2 m. Jednotlivé části
heterogenńı tyče byly navzájem slepeny vteřinovým lepidlem a opět podloženy mo-
litanovými pruhy, jak je patrné z obr. 22. Lze předpokládat, že spojeńı část́ı tyče
t́ımto zp̊usobem vnáš́ı do výsledk̊u určité nepřesnosti a je jedńım ze slabých mı́st
realizace experimentu.

5.2 Odezva homogenńı tyče - porovnáńı s analytickým
řešeńım

Výsledky měřeńı na homogenńıch tyč́ıch byly v prvńı řadě použity pro odhad Youn-
gových modul̊u použitých materiál̊u, které jsou dále potřeba pro vyč́ısleńı analy-
tického řešeńı. Tento parametr lze jednoduše vypoč́ıtat ze změřené doby ∆t pr̊uchodu
pulsu tyč́ı známé délky l jako

E = ρc20 = ρ

(
l

∆t

)2

. (5.1)

Pomoćı vztahu (5.1) byly vypočteny hodnoty modul̊u pružnosti Eh = 65 GPa pro
hlińık a Eo = 207 GPa pro ocel. Je nutné však zd̊uraznit, že se jedná pouze o odhady,
nebot’ stanoveńı ∆t je zat́ıženo jistou chybou.

Na obr. 23 je zobrazeno porovnáńı změřeného zrychleńı vybuzeného na konci oce-
lové tyče velkým klad́ıvkem s plastovým hrotem a analyticky vypočtené odezvy tyče
na změřený puls. Z tohoto porovnáńı je zřejmé, že analytické výsledky velice přesně
popisuj́ı skutečnou odezvu tyče změřenou pomoćı akcelerometru. V deľśıch časech
měřeńı zač́ınaj́ı být analytické výsledky mı́rně zpožděné, což je nejsṕı̌se zp̊usobeno
nepřesným odhadem Youngova modulu Eo, tedy i rychlosti š́ı̌reńı vln c0. Z těchto
výsledk̊u je dále patrné, že během doby trváńı tohoto pulsu t0

.
= 1,2 ms projde čelo

vlny tyč́ı o délce l = 2 m na jej́ı konec a zpět k mı́stu buzeńı, takže v měřeném
bodě neńı zrychleńı v žádném časovém intervalu trvale nulové. Při pohledu na po-
rovnáńı zrychleńı na stejné tyči buzené malým klad́ıvkem bez přidané hmoty (viz
obr. 24), tedy nejkratš́ım pulsem délky t0

.
= 0,1 ms, je situace jiná. Tento puls je

výrazně kratš́ı a vyvolává nenulové zrychleńı na konci tyče po T = 2l/c0
.
= 0.78 ms,

tedy vždy, když projde odražený puls tyč́ı k buzenému konci a zpět k akcelero-
metru. Tento čas je také periodou oscilaćı na obr. 23 vyvolaných úderem velkého
klad́ıvka s plastovým hrotem. Jak bylo předpokládáno, mı́ra shody analytických
výsledk̊u s provedeným měřeńım je v př́ıpadě malého klad́ıvka nižš́ı, než u klad́ıvka
velkého. Amplitudy analyticky vypočteného zrychleńı jsou výrazně nižš́ı než ty expe-
rimentálně změřené. Tato nepřesnost je pravděpodobně zp̊usobena špatně popsanou
amplitudou budićıho pulsu z rázového klad́ıvka, který je použit jako vstup do algo-
ritmu pro vyč́ısleńı analytického řešeńı. V tomto př́ıpadě je puls velmi krátký, takže
při jeho navzorkováńı frekvenćı fe = 102,4 kHz docháźı ke zkresleńı jeho amplitudy.
Toto zkresleńı je patrné i z obr. 20a, na kterém maj́ı pulsy odpov́ıdaj́ıćı malému

5Použité označeńı délky tyče l2 odpov́ıdá indexováńı zavedenému v kapitole 4
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Obrázek 23: Porovnáńı experimentálně změřené a analyticky vypočtené odezvy oce-
lové tyče buzené velkým klad́ıvkem s plastovým hrotem

klad́ıvku nehladký pr̊uběh v okoĺı svých maxim. K daľśı výrazné neshodě mezi ana-
lytickými a experimentálńımi výsledky docháźı v časových intervalech mezi př́ıchody
jednotlivých puls̊u. V nich by zrychleńı konce tyče mělo být teoreticky nulové, jak
potvrzuje analytické řešeńı na obr. 24. Záznam zrychleńı źıskaný z experimentu však
v těchto úsećıch značně osciluje. Tento jev je pravděpodobně d̊usledkem př́ıtomnosti
vysokých frekvenćı ve spektru budićıho pulsu, viz obr. 20b. Pro takto vysoké frek-
vence již nelze tyč o pr̊uměru do

.
= 6 mm považovat za zcela tenkou, což se může ne-

gativně projevit výše uvedeným zp̊usobem. Daľśım faktorem, který zřejmě ovlivňuje
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Obrázek 24: Porovnáńı experimentálně změřené a analyticky vypočtené odezvy oce-
lové tyče buzené malým klad́ıvkem bez přidané hmoty
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tyto oscilace, je vlastńı hmotnost sńımače a jeho kabelu. Setrvačné účinky p̊usob́ıćı
na takto přidanou hmotu se projev́ı výrazněji právě v př́ıpadě úzkého pulsu než u
pulzu z velkého klad́ıvka.

5.3 Odezva heterogenńı tyče - porovnáńı s analytickým
řešeńım

Prvńı porovnáńı experimentálńıch a analytických výsledk̊u pro heterogenńı tyč bude
provedeno pro buzeńı malým klad́ıvkem bez přidané hmoty, tedy pro puls, pro který
byla na homogenńı tyči dosažena nejhorš́ı shoda. Toto porovnáńı je zobrazeno na
obr. 25. Z tohoto obrázku je zřejmé, že výsledky v kratš́ıch časech se velice dobře
shoduj́ı. Pro deľśı časy již odchylka analytických výsledk̊u od změřeného zrychleńı
roste. Na rozd́ıl od porovnáńı na homogenńı tyči provedeném na obr. 24 pro stejný
budićı puls se zde nevyskytuj́ı tak výrazné oscilace mezi př́ıchody puls̊u. Je zřejmé,
že amplitudy zrychleńı jsou v tomto př́ıpadě výrazně nižš́ı, vliv vlastńı hmoty ak-
celerometru na výsledky je tedy znatelně menš́ı. Nepřesnosti v deľśıch časech jsou
pravděpodobně zp̊usobeny disperźı v jednotlivých částech tyče a pr̊uchody puls̊u
přes jejich neideálńı spoje. Lepidlo na rozhrańıch materiál̊u může negativně ovlivnit
přesnost výsledk̊u, zejména pak u puls̊u z malého klad́ıvka, z d̊uvodu jejich četných
odraz̊u a interakćı s těmito lepenými spoji.

Při porovnáńı výsledk̊u pro stejnou tyč buzenou velkým klad́ıvkem s plastovým
hrotem je již těchto nepřesnost́ı znatelně méně, viz obr. 26. Z těchto výsledk̊u je
zřejmé, že charakter vln je popsán velice dobře. Nepřesnosti zde nastávaj́ı převážně
z d̊uvodu zpožděńı analytických výsledk̊u, které je zp̊usobeno nepřesným odhadem
modul̊u pružnosti. Vliv disperze na pulsy š́ı̌ŕıćı se v tyči je v tomto př́ıpadě menš́ı
d́ıky tomu, že obsahuj́ı nižš́ı frekvence. Stejně tak nepřesnosti vyvolané interakcemi
s rozhrańımi prostřed́ı nejsou d́ıky větš́ı délce pulsu na tomto porovnáńı tak velké
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Obrázek 25: Porovnáńı experimentálně změřené a analyticky vypočtené odezvy sou-
stavy tyč́ı s l2 = 0,1 m buzené malým klad́ıvkem bez přidané hmoty
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Obrázek 26: Porovnáńı experimentálně změřené a analyticky vypočtené odezvy sou-
stavy tyč́ı s l2 = 0,1 m buzené velkým klad́ıvkem s plastovým hrotem

jako v př́ıpadě kratš́ıho pulsu. Velice podobnou mı́ru shody vykazuj́ı analyticky
źıskané a změřené výsledky pro tyč s hlińıkovou část́ı l2 = 0,2 m a buzenou velkým
klad́ıvkem s plastovým hrotem. Toto porovnáńı je provedeno na obr. 27. Hlavńım
d̊uvodem nepřesnost́ı v tomto př́ıpadě je opět nepřesný odhad modul̊u pružnosti,
který zp̊usobuje podobné zpožděńı analytických výsledk̊u oproti těm změřeným ak-
celerometrem jako v předchoźıch př́ıpadech. Na těchto výsledćıch je také možné
pozorovat malý negativńı vliv disperze, opět ale v nižš́ı mı́̌re než u výsledk̊u z tyče
buzené malým klad́ıvkem (viz obr. 25).
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Obrázek 27: Porovnáńı experimentálně změřené a analyticky vypočtené odezvy sou-
stavy tyč́ı s l2 = 0,2 m buzené velkým klad́ıvkem s plastovým hrotem
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Z porovnáńı analyticky źıskaných zrychleńı a experimentálně změřených výsledk̊u
prezentovaných v této podkapitole a podkapitole 5.2 je zřejmé, že pro zrychleńı
změřené na tyči buzené velkým klad́ıvkem źıskáváme obecně lepš́ı shodu s analy-
tickými výsledky pro deľśı čas t než v př́ıpadě tyče buzené malým klad́ıvkem. Pro
řešeńı inverzńıch úloh v následuj́ıćı části práce budou tedy použity výsledky měřeńı
provedených pomoćı velkého klad́ıvka, at’ už s hlińıkovým nebo plastovým hrotem.
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6 Řešeńı inverzńıch úloh

Pro demonstrováńı možného využit́ı źıskaných analytických výsledk̊u při řešeńı in-
verzńıch úloh byly vybrány dva konkrétńı př́ıpady. Nejprve bude řešena inverzńı
úloha identifikace materiálových vlastnost́ı, která může být využita jako alternativa
k jiným metodám hledáńı materiálových parametr̊u. Druhá prezentovaná inverzńı
úloha je identifikace buzeńı tyče. Modifikaćı této úlohy je možné např. stanovit
pr̊uběh kontaktńı śıly v úlohách rázu dvou tenkých tyč́ı apod.

6.1 Popis optimalizačńı úlohy

Obě inverzńı úlohy byly řešeny programem vytvořeným v softwaru Matlab. Základem
algoritmu pro parametrickou optimalizaci je standardńı matlabovská funkce fmin-
con, která variaćı zvolených vstupńıch parametr̊u hledá minimum ćılové funkce.
V obou př́ıpadech byla prováděna optimalizace podle experimentálně změřeného
zrychleńı na konci tyče. Ćılová funkce tedy vyjadřovala odchylku mezi změřeným a
analyticky vypoč́ıtaným zrychleńım a byla definována jako

fc =

∣∣∣∣∣(aE − aA)W (aE − aA)T

aEWaTA

∣∣∣∣∣ , (6.1)

kde aE je řádkový vektor obsahuj́ıćı změřené hodnoty zrychleńı v daných bodech
časového intervalu t ∈ 〈0, tmax〉, aA je řádkový vektor hodnot zrychleńı źıskaných
z analytických vztah̊u ve stejných bodech intervalu t a W je váhová matice, která
určuje d̊uležitost (váhu) hodnot zrychleńı v jednotlivých časových okamžićıch. Pro
obě prezentované úlohy byla váhová matice volena jako jednotková, tedy všechny
hodnoty zrychleńı určené pro t∈〈0, tmax〉 měly stejnou váhu.

Proces optimalizace zač́ıná nejprve vyhodnoceńım odezvy tyče pro počátečńı
hodnoty parametr̊u zadané uživatelem a vypoč́ıtáńım hodnoty ćılové funkce dle
(6.1), tedy porovnáńım analytické odezvy tyče se změřenými daty. Program poté
pomoćı odhad̊u gradient̊u ćılové funkce na okoĺı počátečńıho bodu vypočte nové
hodnoty optimalizovaných parametr̊u tak, aby pro ně v ideálńım př́ıpadě hodnota
ćılové funkce klesala. Tyto kroky se opakuj́ı, dokud neńı nalezena taková kombinace
optimalizovaných parametr̊u, pro které má ćılová funkce podle uživatelem zadaných
numerických kritéríı minimum. Pro př́ıpad optimalizace modul̊u pružnosti byly hod-
noty parametr̊u funkce fmincon, které ovlivňuj́ı přesnost výpočtu, ponechány stan-
dardńı přednastavené. Pro př́ıpad optimalizace buzeńı byl změněn parametr Opti-
malityTolerance na hodnotu 10−12 a parametr StepTolerace na 10−16. Ćılová funkce
může mı́t pro některé volby optimalizovaných parametr̊u složitý tvar s mnoha lokál-
ńımi minimy. V těchto př́ıpadech pak nemuśı proces optimalizace vést k jedno-
značnému řešeńı a značně záviśı na volbě počátečńıch parametr̊u.

6.2 Řešeńı úlohy identifikace materiálových vlastnost́ı

V tomto př́ıpadě byla úloha optimalizace řešena za účelem identifikace modul̊u
pružnosti obou materiál̊u použitých při experimentu, tj. hlińıku a oceli. Jejich hus-
toty byly již dř́ıve vypoč́ıtány ze známé hmotnosti a rozměr̊u tyč́ı, viz podkapitola

37
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N Eh [GPa] δEh [GPa] Eo [GPa] δEo [GPa]
l2 = 0,1 m, hlińıkový hrot 11 62,9 0,1 209,65 0,01
l2 = 0,1 m, plastový hrot 11 63,7 0,1 209,636 0,006
l2 = 0,2 m, hlińıkový hrot 10 67,9 0,1 209,58 0,02
l2 = 0,2 m, plastový hrot 12 68,2 0,1 209,513 0,007

Tabulka 1: Pr̊uměry optimalizovaných hodnot a jejich směrodatné odchylky

5.1. V podkapitole 5.2 byly pak hledané hodnoty modul̊u pružnosti odhadnuty, a
to jako Eh = 65 GPa a Eo = 207 GPa. Nyńı tedy budou hodnoty těchto modul̊u
nalezeny řešeńım optimalizačńı úlohy.

Oblast, ve které budou hledány optimálńı hodnoty Eh a Eo tak, aby ćılová
funkce (6.1) nabývala své minimálńı hodnoty, bude definována pomoćı interval̊u
Eh ∈ 〈45; 90〉GPa a Eo ∈ 〈190; 250〉GPa. Optimalizačńı úloha byla řešena pro
všechna povedená měřeńı s heterogenńımi tyčemi s l2 = 0,1 m i s l2 = 0,2 m buzenými
velkým klad́ıvkem. Při vyč́ıslováńı ćılové funkce bylo uvažováno tmax = 20 ms. Pro
každý typ buzeńı a danou heterogenńı tyč byl z nalezených optimálńıch hodnot
vypoč́ıtaný aritmetický pr̊uměr Ei a směrodatná odchylka δEi. Tyto výsledky a
počet provedených optimalizaćı N , který odpov́ıdá počtu provedených měřeńı pro
daný typ úlohy, jsou uvedeny v tabulce 1. Z tabulky je patrné, že nalezené hodnoty
modulu pružnosti Eh se pro př́ıpad kratš́ı a deľśı hlińıkové tyče značně lǐśı, i přes
jejich ńızké směrodatné odchylky. Tento rozd́ıl je pravděpodobně zp̊usoben rozd́ıly
ve slepeńı tyč́ı, které je popsáno v podkapitole 5.1. Z těchto čtyř hodnot byl pro
každý modul vypočten vážený pr̊uměr s váhou rovnaj́ıćı se převrácené hodnotě od-
pov́ıdaj́ıćı směrodatné odchylky. Pr̊uměrné hodnoty takto stanovených modul̊u jsou
Eh = 65,68 GPa a Eo = 209,59 GPa. Pro tyto hodnoty bylo následně provedeno po-
rovnáńı analytických výsledk̊u se změřenými daty jak na heterogenńı tyči s l2 = 0,1 m
buzené velkým klad́ıvkem postupně s oběma hroty, tak na tyči s l2 = 0,2 m buzené
stejným zp̊usobem. Pro prvńı zmı́něný př́ıpad a klad́ıvko s plastovým hrotem je
porovnáńı až do času 50 ms zobrazeno na obr. 28. Je zřejmé, že i pro mnohem
deľśı čas, než pro který byla prováděna optimalizace, nejsou analytické výsledky za
experimentálně určenou odezvou výrazně zpožděné, jak tomu bylo na obr. 26 při
použit́ı odhadnutých hodnot Eh = 65 GPa a Eo = 207 GPa. Lze tedy konstatovat,
že hodnoty modul̊u Eh a Eo určené řešeńım optimalizačńı úlohy pravděpodobně
lépe odpov́ıdaj́ı skutečnosti. Z obr. 28 je dále patrné, že amplitudy oscilaćı zrych-
leńı určeného experimentálně s rostoućım časem klesaj́ı, na rozd́ıl od analytického
řešeńı. Tento jev odpov́ıdá disipaci energie při š́ı̌reńı vln ve skutečných tyč́ıch,
která nebyla do analytického modelu zahrnuta. Podobně dobrou shodu lze kon-
statovat i v ostatńıch porovnávaných př́ıpadech. Na obr. 29 je zobrazeno porovnáńı
analyticky źıskaných výsledk̊u pro nalezené optimálńı hodnoty Eh = 65,68 GPa a
Eo = 209,59 GPa s experimentálně změřenou odezvou tyče s hlińıkovou část́ı délky
l2 = 0, 2m, pro buzeńı velkým klad́ıvkem s plastovým hrotem. Na tomto obrázku
jsou vykresleny stejné experimentálńı výsledky jako na obr. 27, kde však bylo prove-
deno porovnáńı s analytickou odezvou vypoč́ıtanou na základě odhadnutých hodnot
modul̊u pružnosti Eh a Eo. Je zřejmé, že na obr. 29 je shoda značně lepš́ı, než
v předchoźım př́ıpadě.

38
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Obrázek 28: Porovnáńı experimentálně změřené a analyticky vypočtené odezvy hete-
rogenńı tyče s l2 = 0,1 m buzené velkým klad́ıvkem s plastovým hrotem pro nalezené
optimálńı hodnoty Eh a Eo

Optimálńı hodnoty modul̊u pružnosti byly pro všechny typy experiment̊u a
každou realizaci vždy nalezeny nejdéle po 20 iteraćıch. Řešeńı jedné optimalizačńı
úlohy tak na čtyřjádrovém procesoru s frekvenćı 3,6 GHz trvalo 45 − 90 s. Celý
výpočet výsledných pr̊uměrných hodnot Eh a Eo založený na řešeńı 44 optima-
lizačńıch úloh tak trval přibližně 60 minut. Pokud by bylo ćılem stanovit pouze
jeden modul, např. Eh, při znalosti druhého modulu (analogie s SHPB testem), lze
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Obrázek 29: Porovnáńı experimentálně změřené a analyticky vypočtené odezvy hete-
rogenńı tyče s l2 = 0,2 m buzené velkým klad́ıvkem s plastovým hrotem pro nalezené
optimálńı hodnoty Eh a Eo
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předpokládat, že by se celý proces identifikace ještě výrazně urychlil. Pro testované
př́ıpady optimalizace pouze hodnoty Eh se stejnou volbou počátečńıch hodnot para-
metr̊u byla úloha řešena za dvakrát až třikrát kratš́ı čas, než v př́ıpadě optimalizace
obou modul̊u pružnosti.

6.3 Řešeńı úlohy identifikace buzeńı

Druhou zvolenou optimalizačńı úlohou je identifikace buzeńı, které má rázový cha-
rakter (viz obr. 20a). V tomto př́ıpadě je ćılem optimalizačńı úlohy naj́ıt pr̊uběh
budićıho napět́ı σ0(t) p̊usob́ıćıho na pravém konci heterogenńı tyče, který v tyči vy-
volal naměřený pr̊uběh zrychleńı na levém konci tyče, tj. V bodě x = 0. Hledané
buzeńı bylo předpokládáno ve tvaru

σ0(t) =

(
5∑

k=1

(
sk sin

(
kπt

t0

)
+ ck cos

(
kπt

t0

)))
(H(t)−H(t− t0)) , (6.2)

tj. jedná se o puls délky t0 s amplitudou, jej́ıž časová změna je popsána Fourierovou
řadou o pěti členech. Parametry sk a ck představuj́ıćı koeficienty Fourierovy řady
jsou společně s časem t0 neznámými konstantami. V této úloze jsou tedy hledány
optimálńı hodnoty celkem 11 parametr̊u.

Identifikace buzeńı byla provedena pro několik vybraných realizaćı měřeńı, při
kterých měl budićı puls r̊uznou amplitudu a délku trváńı v závislosti na śıle úderu.
V této kapitole budou tedy prezentovány výsledky dvou řešeńı optimalizačńı úlohy, a
to pro heterogenńı tyč s l2 = 0,1 m buzenou velkým klad́ıvkem s plastovým hrotem
a pro tyč s l2 = 0,2 m buzenou velkým klad́ıvkem s hlińıkovým hrotem. Moduly
pružnosti jednotlivých část́ı tyče byly nyńı považovány za známé a byly voleny tak,
jak byly určeny v podkapitole 6.2, tj. Eh = 65,68 GPa a Eo = 209,59 GPa. Větš́ı
množstv́ı optimalizovaných parametr̊u v těchto úlohách již vyžadovalo pro nalezeńı
minima ćılové funkce v́ıce než 100 iteraćı v obou př́ıpadech, což na čtyřjádrovém
procesoru s frekvenćı 3,6 GHz zabralo pět a v́ıce minut.

V obou př́ıpadech byl proces optimalizace nastartován z nulových hodnot nezná-
mých parametr̊u, kromě t0 a s1. Počátečńı hodnoty těchto dvou parametr̊u byly
v obou př́ıpadech voleny jako t0 = 1,4 ms a s1 = −105 Pa. V prvńım př́ıpadě byla
optimalizaćı stanovena délka pulsu t0 = 1,5 ms a nalezeny následuj́ıćı hodnoty koe-
ficient̊u Fourierovy řady[

s
c

]
=

[
−3,54 −0,62 1,16 0,45 −0,04
−0,79 −0,50 0,61 0,51 0,17

]
· 105 Pa. (6.3)

Porovnáńı identifikované a změřené funkce buzeńı je zobrazeno na obr. 30. Ve
druhém př́ıpadě bylo minimum ćılové funkce nalezeno pro hodnoty parametr̊u

t0 = 1,17 ms,

[
s
c

]
=

[
−3,68 −1,11 2,48 1,25 −0,58
−1,45 −2,61 0,55 2,62 0,85

]
· 105 Pa. (6.4)

Porovnáńı křivek pro tento př́ıpad je zobrazeno na obr. 31. Z těchto dvou obrázk̊u je
zřejmé, že v obou př́ıpadech identifikované křivky poměrně dobře popisuj́ı skutečný
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0 0.5 1 1.5
t [s] ×10-3

-5

-4

-3

-2

-1

0

σ
0(t

) 
[P

a]

×105

Identifikovaný puls

Obrázek 30: Porovnáńı identifikované a změřené funkce buzeńı pro heterogenńı tyč
s l2 = 0,1 m buzenou velkým klad́ıvkem s plastovým hrotem

budićı puls změřený při experimentu, obzvláště v př́ıpadě prvńım. Z obr. 31 je
zřejmé, že předpokládaný tvar funkce popisuj́ıćı budićı puls (6.2) může nabývat
kladných hodnot, což v tomto př́ıpadě neodpov́ıdá skutečnosti (při úderu klad́ıvkem
vzniká pouze tlakové napět́ı). Na druhou stranu je ale poměrně obecná, takže lze
použ́ıt i pro identifikaci buzeńı, jehož charakter je zcela neznámý.

Na přesnost procesu identifikace buzeńı má vliv volba materiálových parametr̊u
při vyč́ısleńı analytických vztah̊u. V podkapitole 6.2 byla zmı́něna rozd́ılnost nale-
zených modul̊u pružnosti pro heterogenńı tyč s l2 = 0,1 m a l2 = 0,2 m. Použité
pr̊uměrné hodnoty Eh a Eo z těchto dvou heterogenńıch tyč́ı nejsou zřejmě op-
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Obrázek 31: Porovnáńı identifikované a změřené funkce buzeńı pro heterogenńı tyč
s l2 = 0,2 m buzenou velkým klad́ıvkem s hlińıkovým hrotem
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Řešeńı inverzńıch úloh

timálńı volbou ani pro tyč s kratš́ı, ani s deľśı prostředńı část́ı. Tyto pr̊uměry byly
použity, protože byly zvolenou statistickou metodou určeny jako nejbližš́ı skutečným
modul̊um pružnosti použitých materiál̊u. Lze tedy předpokládat, že při využit́ı op-
timálńıch hodnot Eh a Eo nalezených pro konkrétńı heterogenńı tyč a použité rázové
klad́ıvko by mı́ra shody identifikovaného buzeńı a změřeného pulsu mohla být vyšš́ı.
K lepš́ı shodě těchto dvou křivek by mohlo pomoci i zvýšeńı počtu člen̊u Fourie-
rovy řady v definičńım vztahu hledaného pulsu (6.2). S touto změnou by vztah
mohl lépe popsat složitěǰśı pr̊uběhy budićıho napět́ı vyvolaného rázem klad́ıvka.
T́ımto by se však také navýšil počet optimalizovaných parametr̊u, algoritmus by
měl tedy vyšš́ı výpočtové nároky a tvar ćılové funkce by byl ještě složitěǰśı, než
v prezentovaném př́ıpadě. Pro následné zmenšeńı závislosti funkce programu na
volbě počátečńıch hodnot optimalizovaných parametr̊u a vyvarováńı se ukončeńı
optimalizace v lokálńım minimu by bylo možné použ́ıt sofistikovaněǰśı optimalizačńı
metodu, jako např. genetický algoritmus, popř́ıpadě tento algoritmus využ́ıt pro na-
lezeńı oblasti globálńıho minima a následně přej́ıt zpět k některé méně výpočtově
náročné gradientńı metodě.

42



Závěr

7 Závěr

Tato práce se zabývala řešeńım odezvy tenké tyče na buzeńı rázového charak-
teru r̊uznými metodami, porovnáńım výsledk̊u těchto metod a následně využit́ım
źıskaných znalost́ı k řešeńı inverzńıch úloh.

Pomoćı Laplaceovy transformace, reziduové věty a věty o konvoluci bylo ve třet́ı
kapitole provedeno odvozeńı analytických vztah̊u popisuj́ıćıch š́ı̌reńı vln vybuzených
v homogenńı tenké tyči rázovou silou. Ve čtvrté kapitole bylo toto řešeńı využito
k odvozeńı vztah̊u pro odezvu tenké heterogenńı tyče. Pro snadné vyč́ısleńı těchto
řešeńı pro homogenńı i heterogenńı tyč a následnou vizualizaci a práci s výsledky
byl vytvořen program s uživatelským rozhrańım v softwaru Matlab. Dı́ky použit́ı
numerické zpětné Laplaceovy transformace tak vznikl nástroj pro velmi efektivńı
vyč́ısleńı odvozených řešeńı.

Ve výše zmı́něných kapitolách jsou také popsány konečnoprvkové modely sesta-
vené v softwaru Mentat 2016. Je provedena diskuze vlivu zvolené integračńı me-
tody v čase a velikosti integračńıho kroku na přesnost numerického řešeńı. Dále
je zde zkoumán vliv velikosti konečných prvk̊u v souvislosti s charakterem budićı
śıly na disperzńı chováńı model̊u. Z provedených numerických simulaćı vyplývá, že
při modelováńı heterogenńıch tyč́ı se skokovou změnou materiálových vlastnost́ı je
pro dosažeńı stejné přesnosti vhodné volit menš́ı konečné prvky než v př́ıpadě tyče
homogenńı.

V páté kapitole je představen provedený experiment pro homogenńı a heterogenńı
tyče. Jsou porovnány naměřené a analyticky vypočtené výsledky a diskutována mı́ra
jejich shody v souvislosti se zp̊usobem provedeńı experimentu, charakterem rázové
śıly a měř́ıćı aparaturou. Bylo zjǐstěno, že zejména při buzeńı tyče vysokými frek-
vencemi jsou změřené výsledky negativně ovlivněny i nepatrnou přidanou hmotou
na konci tyče ve formě akcelerometru a lepidlem použitým pro spojeńı jednotlivých
část́ı heterogenńı tyče.

V posledńı části práce je využito efektivńıho vyč́ısleńı analytických vztah̊u a
vytvořeného programu pro parametrickou optimalizaci k řešeńı úlohy identifikace
modul̊u pružnosti materiál̊u použitých při experimentu a k rekonstrukci rázové śıly.
Prvńı úloha se ukázala jako efektivńı a přesná metoda určeńı parametr̊u materiál̊u.
Algoritmus dokázal pro jednotlivá měřeńı nalézt hodnoty hledaných parametr̊u
přibližně za jednu minutu. Úloha identifikace rázové śıly je již výpočtově náročněǰśı
a značně záviśı na dobré volbě počátečńıch hodnot, definici předpokládané funkce
buzeńı a kvalitě záznamu odezvy tyče. K efektivněǰśımu řešeńı této úlohy by přispěla
např. implementace sofistikovaněǰśıho algoritmu pro parametrickou optimalizaci.

Použitý postup odvozeńı odezvy heterogenńı tyče by bylo možné v budoucnu
dále zobecnit na libovolný počet vrstev, př́ıpadně j́ım aproximovat tyče se spo-
jitě se měńıćımi materiálovými vlastnostmi. Do analytického modelu by také bylo
možné zahrnout viskozitu a následně jej využ́ıt k identifikaci materiálových vlast-
nost́ı závislých na frekvenci. Prezentované optimalizačńı úlohy by mohly být dále
použity např. pro návrh tlumiče rázu nebo k identifikaci kontaktńı śıly při buzeńı
razńıkem v podobě tenké tyče.
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Př́ıloha

Př́ıloha A
Vytvořený SW a vizualizace řešeńı pro homogenńı tyč v t

.
= 77,6µs

0
0.5

1
1.5

2
2.5

3
3.5

4

t [s]
×

10
-5

-500 0

500

L
o

ad
in

g
 fu

n
ctio

n

0
0.1

0.2
0.3

0.4
0.5

0.6
0.7

0.8
0.9

1

x [m
]

-800

-600

-400

-200 0

200

400

600

800

1000

σ [Pa]

A
xial stress 

σ
 at th

e tim
e t =7.7608e-05 s

P
ro

b
lem

 d
efin

itio
n

M
a
teria

l

L
en

g
th

-
l

m

D
en

sity
-
ρ

k
g
.m

−
3

Y
o
u
n
g
’s

m
o
d
u
lu
s
-
E

P
a

W
a
v
e
v
elo

city
-
c
0

m
s
−
1

B
o
u
n
d
a
ry

co
n
d
itio

n

L
o
a
d
in
g

A
m
p
litu

d
e
-
σ
0

P
a

P
u
lse

d
u
ra
tio

n
-
t
0

s

C
o

m
p

u
tatio

n
 p

aram
eters

N
u
m
b
er

o
f
x
d
a
ta

p
o
in
ts

S
im

u
la
tio

n
tim

e
-
t
m
a
x

s

N
u
m
b
er

o
f
in
teg

ra
tio

n
step

s

In
teg

ra
tio

n
step

-
∆
t

s

In
teg

ra
tio

n
m
eth

o
d

N
u
m
.
o
f
term

s
in

series
-
n
m
a
x

G
ra
p
h
selectio

n

N
u
m
b
er

o
f
fra

m
es

in
tim

e

S
o
lu
tio

n
:

m
=

p
=

A
n
im

.
slo

w
d
o
w
n

H
om

ogeneous 

1

7870

210e9

5165.6

C
lam

ped

G
eneral        1e3

4e-5

@
(t) sin(pi/2e-5*t)

250

1e-4

10000

1e-08

T
rapezoidal rule 

1000

S
tress (axial)      

250

A
nalytical

N
um

erical

9
2

P
lay/P

ause

S
kip +

S
kip -

S
top

5

E
xport .avi

E
xport results

E
xport figure

Load results
C

om
pute

N
ew

 problem

E
xit

parula   

F
inished

46
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Př́ıloha B
Vytvořený SW a vizualizace řešeńı pro heterogenńı tyč v t
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Př́ıloha C
Vytvořený SW a vizualizace řešeńı v rovině x−t pro heterogenńı tyč
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Př́ıloha D
Parametry rázového klad́ıvka Brüel & Kjær Miniature Impact Hammer
- Type 8204 [19]
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Př́ıloha E
Parametry rázového klad́ıvka Endevco Modal hammer - Model 2302 [20]
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Př́ıloha F
Parametry akcelerometru Brüel & Kjær Miniature DeltaTronR© Accele-
rometer - Type 4519 [21]
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