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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zaméruje na problematiku siteni nestacionarnich vin v ten-
kych tycich buzenych razovou silou. Pomoci Laplaceovy transformace, reziduové véty
a véty o konvoluci je odvozeno analytické feseni odezvy homogenni a heterogenni
tyce na zadané buzeni. V ramci prace je dale vytvoren program umoznujici vycisleni
odvozenych vztahui a zobrazeni analytickych vysledki. V dalsim kroku je prove-
deno Teseni stejnych tloh pomoci metody koneénych prvku ve zvoleném softwaru a
diskutovan vliv nékterych parametru vytvorenych modelu na presnost numerického
feSeni. V dalsi casti prace je predstaven experiment provedeny za tcelem verifi-
kace odvozenych vztahu a jejich vycisleni. Jsou zde diskutovany nékteré aspekty
ovliviiujici presnost meéreni a jejich vliv na ziskané vysledky. Analytické a experi-
mentalni vysledky byly nasledné vyuzity k feseni inverznich 1loh identifikace ma-
teridlovych parametru a prubéhu razové sily a byla diskutovana presnost a efektivita
pouzité metody identifikace.

Abstract

This Bachelor Thesis is aimed at the problems of nonstationary stress wave pro-
pagation caused by an impact in thin rods. Analytical solution for the response to
an impact force of both homogeneous and heterogeneous thin rods is derived using
the Laplace transform, the theorem of residue and the convolution principle. An
in-house code with GUI created for an easy calculation of these solutions and for
analysing the rods’ responses is presented. This work also contains the solution of
the same problem using the finite element method in a professional software and a
discussion of the effect of some FE model parameters on the accuracy of the results.
An experiment which was carried out to verify the analytical solution is presented
and the effect of some aspects of the experiment realization on the results is exami-
ned. In the last part, the experimental data and the analytical solution are used to
solve inverse problems of identification of material parameters and of impact force
reconstruction. The efficiency of the used procedure is discussed.
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Uvod

1 Uvod

Tato prace se zabyva $ifenim napétovych vin v jednorozmérném ryze elastickém
prostiedi a ruznymi metodami stanoveni jeho odezvy na buzeni razového charakteru.
Cilem této prace je odvozeni analytickych vztahu popisujicich odezvu homogenniho
a heterogenniho 1D prostiedi a vyuziti téchto vztahu pro feSeni inverznich tloh
identifikace materidlovych vlastnosti a prubéhu budici sily. Dalsim cilem je feSeni
zminénych tloh pomoci metody koneénych prvku a porovnani vysledku obou metod
s vysledky provedenych experimentu.

V praci je nejprve provedeno shrnuti aktualniho stavu fesené problematiky, déle
jsou predstavena jiz existujici feSeni podobnych tloh a diskutovany moznosti vyuziti
teorie siteni vin v jednorozmérném prostiedi. V nasledujicich dvou kapitolach je pro-
vedeno odvozeni vztahu pro odezvu tenkych ty¢i na predem definované jednoduché
typy buzeni a na buzeni obecné. Déle je predstaven vytvoreny softwarovy néstroj
umoznujici jednoduché vycisleni a zobrazeni odezvy jak homogennich, tak hetero-
gennich ty¢i. Ve stejnych kapitolach jsou také popsany konecnoprvkové modely sesta-
vené za Ucelem teSeni zminovanych nestaciondrnich tloh a je zkouman vliv nékterych
parametru téchto modelu na jejich presnost a vypoctovou naroénost. V paté kapi-
tole je prezentovan experiment, ktery byl proveden jak pro verifikaci analytickych a
numerickych vysledku, tak pro vyuziti namérenych dat pfi feSeni inverznich tloh.
Nejprve je popsana aparatura, ktera byla pro méreni pouzita a déle je provedeno
samotné porovnani experimentalnich a analytickych vysledku a diskutovédna mira
jejich shody v souvislosti s charakterem budicitho pulsu a geometrii tyci. V Sesté
kapitole je pak popsan postup feseni vybranych inverznich tdloh. V této ¢ésti jsou
analyticky odvozené vztahy a experimentalni vysledky vyuzity k feSeni ilohy iden-
tifikace materidlovych vlastnosti tyci pouzitych pii experimentu a prubéhu budici
sily vyvolané razovym kladivkem. Déle je diskutovana presnost ziskanych vysledku
a efektivita feseni téchto inverznich 1loh v souvislosti s jejich formulaci.

Pii odvozovani analytickych vztaht uvedenych v praci byl vyuzivan matema-
ticky software Maple 17. Softwarovy nastroj pro vycisleni téchto vztahu a algorit-
mus pro feSeni inverznich uloh byl vytvoten v softwaru Matlab R2016a. Vsechny
vypocty pomoci metody koneénych prvku byly provedeny fesicem Marc 2016 s pre
a postprocesorem Mentat 2016.
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2 Shrnuti soucasného stavu reSené problematiky

Problematika §ifeni napétovych vin v tenkych tycich je fesena mnoha autory v ruz-
nych podobach. Jeji nejjednodussi forma, tedy tloha homogenni prizmatické tenké
tyce, byla tesena napiiklad docentem Breptou v [1]. Déle se touto problematikou
zabyva Kolsky ve své préci [2] nebo Graff, ktery danou tlohu resi v knize [3] pomoci
metody charakteristik.

Slozitéjsi iloha neprizmatické tyce je fesena také v [3], a to konkrétné pro tyce
s linearné a exponencialné se ménicim prurezem. Piipadem s linearni zménou prufezu
se zabyva také prace [1]. Tato problematika je FeSena napf. i ve ¢lanku [4], kde je
zkouman vliv méniciho se prufezu tyCe na prenosové vlastnosti tyce a potlaceni
urcitych frekvenci.

Problém heterogenni tyce je fesen ve clanku [5], kde je vyuzivan jako zjed-
nodugen{ problému tlumeni rdzu v nepristielnych vestéch. Sifenf vin v tenké tyci
s proménlivym modulem pruznosti je fesen ve zpravé CSAV [6], kde autoii mimo
jiné zminuji, ze pro obecnou spojitou zménu tohoto parametru vede problém na
analyticky netesitelné rovnice. Nékteré jevy zpusobené nelinearitou materidlu v he-
terogennich tycich jsou zkoumany v [7], kde je k Feseni pouzita nespojita Galerkinova
metoda. Sfien{ zrychlen{ v tenké ty¢i slozené ze tif riznych materidlii s pomalu se
ménicim prufezem je zkouméno v [8]. Viskoelastickym problémem §ifeni vin v tenké
tyci se zabyvé clanek [9], kde je problém fesen pomoci rozvoje rychlosti v ty¢i za
celem viny do Taylorovy tady, dale je zde diskutovana presnost a stabilita tohoto
materidlu s parametry zavislymi na teploté se zabyva [10]. V této praci se propojuji
pohybové rovnice a rovnice vedeni tepla v jednorozmérném prostiedi a je zkoumano
S§ffenf napétovych vln v mechanicky nebo teplotné zatizené tyéi.

Jednim z nejrozsitenéjsich pouziti teorie siteni vin v tenkych tycich je tzv. split
Hopkinson pressure bar test. Tato technika je vyuzivana k urceni modulu pruznosti
nebo celého pracovniho diagramu materialu v zavislosti na rychlosti deformace. O
tomto experimentdlnim vyuziti pojedndva clanek [11]. Tento test je teoreticky mozné
vyuzit i k ziskéni jinych nez osovych parametru materidli. Préce [12] pojednava o
moznosti vyuziti SHPB testu k nalezeni vlastnosti materialu ve smyku.
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3 Sifeni nestacionarnich podélnych vin v tenké
homogenni tyci

V nasledujici kapitole bude odvozeno analytické feSeni nestacionarni napjatosti
v tenké ty¢i pro ruzné okrajové podminky a typy buzeni. Dale bude popsén softwa-
rovy nastroj vytvoreny za tucelem vycisleni analytickych vysledku a porovnani téchto
vysledku s numerickym feSenim stejné tilohy pomoci metody koneénych prvku.

3.1 Formulace problému

Jak jiz bylo uvedeno, odvozeni bude provedeno pro tenkou ty¢, tedy takovou, jejiz
pricny rozmeér je vyrazné mensi, nez vinova délka nejkratsi viny, ktera se tyci Siii
(viz [1]). Ty¢ bude také uvazovana prizmatickd, tedy bude mit po celé délce staly
prufez A(z) = A = konst.

Pfi teSeni problému budeme uvazovat teorii malych deformaci a linearné elas-
ticky a izotropni material. K popisu materidlu bude potieba Younguv modul F,
Poissonovo ¢islo v a hustota p.

Na obr. 1 je zobrazeno schéma fesené ulohy se zavedenym soutradnicovym systé-
mem. Je na ném zobrazena tenka ty¢ délky [, kterd bud ve sméru osy z neni
upevnéna (déle ty¢ s volnym koncem) nebo ma levy konec (x = 0) vetknuty. Na
svém pravém konci (z = [) je buzena ¢asové zavislym napétim oy(t).

l

A
]

(oX)) (t)
—>

X

Obrazek 1: Schéma teseného problému

3.2 Analytické reSeni pro jednoduché typy buzeni

Pohybovou rovnici popisujici odezvu tenké tyce na libovolny typ buzeni lze sesta-
vit na zakladé diferencialni podminky rovnovahy elementu tyce, kinematickych a
fyzikalnich rovnic.

Na obr. 2 jsou zakresleny vsechny sily pusobici na diferencialné maly prvek o délce
dx vyjmuty z tyce dvéma Fezy kolmymi na osu x. Funkce u(x,t) predstavuje posun
ve sméru osy tyce, o(z,t) napéti v ty¢i a dm hmotnost daného prvku. Podminka
rovnovahy tohoto elementu lze formulovat ve tvaru

0? 0
Ao(z,t) + dm @u(x, t)—A (a(x, t) + %J(x, t)dx) =0, (3.1)
coz po roznasobeni a upraveé lze prepsat jako
—A 2( t) |de + d a—2( t)=0 (3.2)
50 (% T m 55Ul t) =0. :
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x o dx =
Ac(xz,t) 6%u(a:,t)dm Ao (z,t) + Zo(z,t)dz)
3 =< —>
u(z,t) u(z,t) + Zu(z,t)de
> >

Obrazek 2: Diferencialné maly prvek vyjmuty z tenké tyce

Diky tomu, Ze je ty¢ prizmatickd a homogenni, je mozné ve vztahu (3.2) vyuzit
rovnosti dm = pdV = pAdx. Po vydéleni celé rovnice dx a A ziskame vysledny tvar
diferencidlni podminky rovnovahy

(g—;u(x, t))p = 8%0(% t). (3.3)

Kinematické rovnice obecné definuji vztah mezi slozkami deformace a posuvu.
v tomto piipadé se bude jednat pouze o jednu rovnici popisujici vztah mezi jedi-
nou nenulovou slozkou posuvu u(z,t) a slozkou osové deformace e(x,t). Na zikladé
predpokladu malych deformaci 1ze pak psat

e(x,t) = %u(w,t). (3.4)

Vzhledem k tomu, ze je material tyce uvazovan linearni a elasticky, budou fy-
zikalni rovnice popsany Hookeovym zdkonem. Jedinou nenulovou slozkou napéti je
v tomto pripadé osové napéti o(x,t), proto lze Hookeuv zdkon jednoduse zapsat jako

o(z,t) = Fe(x,t). (3.5)
Postupné dosazeni vztahu (3.5) a (3.4) do podminky (3.3) vede na rovnici
0? o
E @u(x,t) = (@u(:c, t))p. (3.6)
Pokud nyni zavedeme velicinu ¢y = \/F/p reprezentujici rychlost sifeni podélné viny

v tenké ty¢i, lze rovnici (3.6) prepsat do podoby

0? 0?
2 07 _ 9
o 8$2u(x,t) atQU(x,t), (3.7)

coz je zndmy tvar vlnové rovnice v 1D prostiedi (viz [3]).
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Pro uplnou formulaci problému je nutné jesté definovat pocatecni a okrajové
podminky tlohy. Pro jednoduchost budeme naddle predpokladat nulové pocatecni
podminky pro posuv i jeho prvni ¢asovou derivaci, tedy

u(z,0) =0, %u(m,t)\tzo = 0. (3.8)

Okrajova podminka pro levy konec tyce, tj. z = 0 (viz obr. 1), ktery je volny, ma
tvar

o(0,t) = 0 (3.9)

a lze ji s ohledem na Hookeuv zakon prepsat jako

0
%u(az, t)]z=0 = 0. (3.10)

Pro ty¢ s vetknutym! levym koncem lze okrajovou podminku formulovat nasledovné
u(0,t) = 0. (3.11)

Okrajova podminka pro pravy konec (x = [), na kterém je ty¢ buzena, mé podobu
o(l,t) = oo(t). (3.12)

V dalsim kroku bude hleddno feseni rovnice (3.7) pro vyse uvedené pocédtecni a
okrajové podminky. K feSeni této parcidlni diferencidlni rovnice bude pouzita me-
toda integralnich transformaci. Konkrétné bude aplikovana Laplaceova transformace
v ¢asové oblasti. Tato transformace je definovana predpisem [13]

Ulx,p) = /u(x,t)e_ptdt, (3.13)

kde U(z,p) predstavuje Laplacetuv obraz funkce u(z,t) a p € C je nova komplexni
proménnd. Provedenim Laplaceovy transformace pohybové rovnice (3.7) dostdvame

0? 0
& (5000 ) = PUGED) - e Ol pu(0), (1)

coz po dosazeni nulovych poc¢ateénich podminek (3.8) vede na obyé¢ejnou diferencialni
rovnici v komplexni oblasti ve tvaru

2 2
8_U(x’p) _p°U(z,p)

= 0. 3.15
02 co? ( )

Obecné teseni rovnice (3.15) lze predpoklddat ve tvaru

U(z,p) = Bi(p)eMP® 4 By(p)et2 )z, (3.16)

1V tomto pifpadé se nejednd o skutecné vetknuti, ale o podminku piedepisujici nulovy osovy
posuv.
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kde A\i(p) a Aa(p) jsou koteny charakteristické rovnice odpovidajici rovnici (3.15) a
Bi(p) a By(p) jsou prozatim neznamé funkce. Je zfejmé, ze charakteristickd rovnice
k rovnici (3.15) mé podobu

2

Ap)?— L =o. (3.17)

&
Jeji kofeny jsou Ai(p) = £ a Aa(p) = — L. Obecné fesent (3.16) lze tedy pro libovolné
okrajové podminky prepsat do tvaru

U(x,p) = Bi(p)e®s + Ba(p)e . (3.18)

Exponencialni funkce figurujici v (3.18) lze pomoci hyperbolickych funkei vyjadrit
jako [14]

e = sinh (Zﬁ) + cosh (22)7 e ‘% = cosh (Zﬁ) — sinh (ﬁ) (3.19)
Co Co Co Co

Zavedenim (3.19) do (3.18) lze tedy psat

Ule.0) = (Balp) = Batp)sini (22) 4 (Bi0) + Baoosh (), (320

Co €o
coz lze ekvivalentné prepsat do podoby

U(z,p) = Cy(p) sinh (ZE

Co

) + Cy(p) cosh (]ﬁ) : (3.21)
Co

kde C1(p) a Cy(p) jsou nové nezndmé funkce. Jejich podobu uréime pomoci okra-

jovych podminek (3.9), (3.11) a (3.12). Za timto ucelem je nutné tyto podminky

nejprve transformovat

2(0,p) =0, (3.22)
U(0,p) =0, (3.23)
¥ (1,p)= Yo(p), (3.24)

kde 3y(p) je Laplaceuv obraz buzeni oy(t) a 3(z,p) je obraz funkce osového napéti
o(x,t).

Vzhledem k tomu, Ze v transformovanych podminkéch (3.22) a (3.24) figuruje
Laplaceuv obraz osového napéti, je nutné vyjadrit obecnou podobu obrazu funkce
osového napéti. To provedeme dosazenim kinematické rovnice (3.4) do konstitutivni
rovnice (3.5) a provedenim Laplaceovy transformace ziskaného vztahu. Po transfor-
maci dostaneme

0
by =FE—U . 3.25
(z,p) = E5-Ul(z,p) (3.25)
Po dosazeni (3.21) do (3.25) a po provedeni piislusné derivace ziskdme vysledny
vztah pro Laplaceuv obraz osového napéti
x

S(z,p) = 2P <Cl(p) cosh (io ) + Cy(p) sinh (i—:)) (3.26)

Co



Sifeni nestacionarnich podélnych vin v tenké homogenni tyci

Dosazenim obecnych vztahu (3.21) a (3.26) do okrajovych podminek (3.22) a
(3.24) budou nalezeny konkrétni funkce C(p) a Co(p) potiebné pro vyjadieni obrazu
funkci posuvu a napéti. Pro pripad volné tyce lze timto postupem odvodit

Yo(p)co

Cilp) =0, Cofp) = —2PD (3.27)
Epsinh (f—(})
Konkrétni feseni 1ze pak v Laplaceové oblasti pro volnou ty¢ zapsat jako
Yo(p)co cosh <’;—§> Yo(p) sinh (%)
U(z,p) = . X(x,p) = (3.28)

Epsinh (%)

sinh <p—l>
co

Analogickym postupem lze pro vetknutou ty¢ z podminek (3.23) a (3.24) odvodit
funkce

Yo(p)c
Crfp) = 2D
Ep cosh (f—())
Dosazenim téchto vztahu do (3.21) a (3.26) ziskdme feSeni pro vetknutou tyc
Yo(p)co sinh (%) Yo(p) cosh (i—j)
S 2(wp) = ;
Epcosh (f—()) cosh (f—())

Jak bylo zminéno diive, funkce ¥y(p) predstavuje ve vztazich (3.28) a (3.30) La-
placeuv obraz buzeni oy(t). Lze tedy pro ni psat

Ca(p) = 0. (3.29)

Ulz,p) = (3.30)

So(p) = /0 " o)L, (3.31)

Pokud bude ty¢ zatizena jednotkovym skokem s amplitudou oy, tj. og(t) = ooH (),
1ze pro funkci o (p) psat

00
Yo(p) = —. (3.32)
p
V pripadé uvazovani buzeni ve tvaru obdélnikového pulsu o stejné amplitudeé oy a

dobé trvani tg, tj. oo(t) = oo(H(t) — H(t — to)), 1ze obraz buzeni vyjadrit ve tvaru

So(p) = 22(1 — eP™0), (3.33)
p
Posledni krok, ktery je nutné provést pro nalezeni realné odezvy tyce, je zpétna
Laplaceova transformace obrazti U(z, p) a £(x, p). ReSen{ v ¢asové oblasti lze vyjadiit
pomoci tzv. Bromwich-Wagnerova integrélu (viz [3]), ktery definuje zpétnou Lapla-
ceovu transformaci. Pro funkci posuvu u(x,t) lze potom psat

d+o001

u(z,t) = — / U(z,p)ePdp |, (3.34)

d—o01



Sifeni nestacionarnich podélnych vin v tenké homogenni tyci

kde d je redlnd konstanta urcujici vzdalenost integracni cesty od imaginarni osy
Gaussovy komplexni roviny. Za ti¢elem presného vydéisleni integralu (3.34) je vhodné
doplnit integrac¢ni cestu o kruhovy oblouk tak, aby takto vznikld uzaviend a po
castech hladka kiivka ¢ ohranicovala oblast, ve které lezi vSechny singularni body
integrandu (3.34). Déle lze ukdzat, ze funkce U(z, p)e" je holomorfni a spojitd v ob-
lasti ohrani¢ené krivkou ¢ vyjma koneéného poctu singularnich bodu. Tim jsou ale
splnény predpoklady tzv. reziduové véty [15], podle které lze presnou hodnotu in-
tegralu (3.34) vyjadrit jako

n

1
5 P U, p)e’dp = ,; res (U(z,p)e™ ) [p=p, - (3.35)
Vyraz na pravé strané predstavuje soucet rezidui integrandu (3.34) v jeho sin-
guldrnich bodech p; (k=1,...,n).

Zameéime se nejprve na funkei U(x, p) odpovidajici ty¢i s volnym koncem buzenou
skokovym zatizenim. Podle (3.28); a (3.32) lze psét

ooCo cosh (’Z—Z”) ePt

p?E sinh (%)

Uz, p)e’t = (3.36)

Ze vztahu (3.36) vyplyva, ze vsechny singuldrni body této funkce lze nalézt reSenim
rovnice

l
p?sinh (%) =0. (3.37)

Z rovnice (3.37) je zfejmé, ze prvnim hledanym singuldrnim bodem je p = 0. Povahu
tohoto singuldrniho bodu uréime z rozvoje funkce (3.36) v Laurentovu fadu (viz
[15]). Z rozvoje, ktery byl proveden v systému Maple vyplyva, ze bod p = 0 je pdl 3.
fddu?®. Hodnotu rezidua funkce (3.36) v tomto bodé uréime z definice (viz [15]) jako
koeficient ¢lenu 1/p v provedeném Laurentové rozvoji. Pak pro reziduum v bodé
p = 0 plati

1ogct?  1og (22 — L1 1
res(U (e, p)e”) o = 5~ +§Opm3):é%<%ﬁ+ﬁ_?ﬁ'cm&

Zbyvajici singularni body funkce (3.36) lze nalézt fesenim rovnice

mm(ﬁ>:0 (3.39)

Co

V tomto ptipadé je vhodné si uvédomit, ze hledané kofeny p musi byt ryze ima-
ginarni, nebot se jedné o &ffeni vin v ¢isté elastickém prostiedi. Pokud by hledané
body p byly obecné komplexni, tj. i jejich redlna ¢ast by byla nenulova, nastal by
jeden z nasledujicich pripadu:

2Rozvoje funkei v Laurentovy fady nebudou v praci uvedeny pro svoji znaénou délku.
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Re(p) > 0 - amplituda odezvy v ty¢i by s rostoucim ¢asem ¢ rostla k nekoneénu diky
¢lenu eP’, coz neni fyzikalné piipustné.

Re(p) < 0 - amplituda odezvy v tyci by s rostoucim casem ¢ klesala k nule diky ¢lenu

et coz také neni fyzikalné pripustné, nebot je fesen ¢isté elasticky problém,

tj. nemuze dochazet k disipaci energie.

7 vyse uvedené uvahy tedy vyplyva, ze zbyvajici singularni body p musi mit podobu

p =i, (3.40)

kde £ € R a ¢ reprezentuje imaginarni jednotku. Po dosazeni (3.40) do (3.39) a po
uprave dostavame rovnici

7 sin (g> = 0. (3.41)
Co

Z vlastnosti funkce sinus je ziejmé, ze rovnice (3.41) je splnéna pro vsechna

nme nme
& = 7;0, neboli p, =1 7;0,

(3.42)

kde n = +1,42,..3. K urcéeni povahy singuldrnich bodu p, (3.42) a ke stanoven{
hodnot rezidui v téchto bodech byl opét proveden Laurentuv rozvoj v okoli p,, pomoci
systému Maple. Z hodnot koeficientu u ¢élenu 1/(p — p,,) v ziskanych fadach bylo
zjisténo, ze pro n > 0 lze po tpravé reziduum vyjadrit jako

ool cos (m) inmeqt

Ll emT . (3.43)

res (U(x,p)ept)|p:pn+ = _En27r260(—1)”

V pripadé zaporné hodnoty n lze reziduum vyjadrit jako
O-OZ COS (@) _inmcgt

res (U(z,p)e”) |pep,. = ~Entrte(— 1) e T . (3.44)

Pro soucet téchto rezidui (3.43) a (3.44) lze tedy psat

res (U(fl'ap)ept)\p:pm tres (U(%P)em)‘FPn— -

Uol COS (nlﬂ) ( inmcgt __inmcqt )
— I z 3.45
En?m2co(—1)n ¢ te » (345)

coZ po vyuziti rovnosti cos(z) = 1/2(e™ + e7*®) lze prepsat do tvaru

res (U(x>P)ept) ‘p=pn+ +res (U(xap)ept) lp=p_ =

200l nmwx nmwcot
— — ) 4
prre o (7)o (M) 66

3Piipad n = 0 zde nenf uvazovan, nebot hodnota rezidua v tomto singuldrnim bodé byla jiz
nalezena.

10



Sifeni nestacionarnich podélnych vin v tenké homogenni tyci

Pomoci vztahu (3.38) a (3.46) lze jiz nyni vyjadiit odezvu volné tyce v casové
oblasti jako

242 o (_1yn nmegt are
wlop) = Lottt Lo <x2—1z2)—2&l<z( ) cos (240t ) cos (22 )>.

2 Bl ' 2FEl 3 n2
(3.47)

Po jisté dpravé vztahu (3.47) lze dojit k funkei u(z,t), kterd se shoduje s feSenim
publikovanym v praci [1]. V této praci lze také nalézt fyzikdlni vyznam jednot-
livych ¢élenu (3.47). Prvni ¢len predstavuje posuv tyce jako tuhého télesa vyvolany
konstantni silou oy/A. Druhy s¢itanec reprezentuje posuv odpovidajici elastické de-
formaci tyce vyvolané spojité rozlozenymi setrvacnymi uc¢inky. Posledni s¢itanec ob-
sahujici nekone¢nou sumu vyjadiuje posuv vyvolany nestaciondrnim pohybem vin
v tyci.

Odezvu tyce na skokové zatizeni lze v napéti nyni jiz snadno vyjadiit pomoci
vztaht (3.4), (3.5) a (3.47). Dosazenim (3.47) do (3.4) a nésledné do (3.5) ziskame
vysledny vztah pro osové napéti v tyci

oo, ) = 20 _ 200 (i _ (1) cos (75%)sin (%)). (3.48)

l T n

n=1
Analytické feseni ulohy vetknuté tyce zatizené skokovym buzenim lze odvodit
analogicky. V tomto ptipadé ma funkce, jejiz rezidua hledame, tvar
00Co sinh <%> ePt
!
p?E cosh (f—())

Z (3.49) je ziejmé, ze prvnim singuldrnim bodem je opét bod p = 0. V tomto pripadé
se vSak jednd o pdl prvniho tadu, jak ukézal rozvoj v Laurentovu fadu. Hodnota
rezidua v tomto bodé je

U(z,p)e? =

(3.49)

res(U (@, p)e")lpmo = 22 (3.50)

Zbyvajici singularni body lze pak najit feSenim rovnice
[
Cos <£—) =0. (3.51)
Co
Je ztejmé, ze plati
nmcy ) NTC
n — ) bol n — )
13 o neboli p 1 5

kde n = +1,43, 45, ..., protoze funkce kosinus ma nulové body v lichych nasobcich
7/2. Provedenim Laurentova rozvoje funkce (3.49) v bodech p,, (3.52) ziskdme hod-
noty rezidui pro kladna a zdporna n ve tvaru

(3.52)

4l Sln lm inmcgt
n2m2co(—1)2"" 2
4[ Sin lm inmcgt
res(U(z, p)e™)|p=p, = — (2 : ) e (3.54)
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Pro soucet reziduf pro kladné a zaporné n (3.53) a (3.54) po pouziti vztahu cos(z) =
1/2(e™ + e7) lze tedy psat

TeS(U@’p)ept”p:anr + T@S(U(x,p)eptﬂp:p% =

[ 1 1 t
- 5 — sin (—W)COS (_mrco ), (3.55)
n27r200(—1)§n*§ 2 1 2

kde n = £1,43, 45, .... Odezva vetknuté tyce na skokové buzeni muze tedy byt
zapsana jako soucet (3.50) a (3.55). Odezvu v napéti opét snadno ziskdme pouzitim
vztahu (3.4) a (3.5) a odpovidajici odezvy v posuvech. Posuvy a napéti ve vetknuté
tyci buzené skokovym napétim lze tedy vyjadrit jako

_oor 80pl [ sin (122 cos (et
u(r,t) = 'E  En? (; n2(—1)n ) (3.56)

> nrz nmeot
o(z,t) =09 — % (Z cos (%577) cos (1 2 >> (3.57)

n(—l)%"*i

n=1

pricemz s¢itani nekonecnych sum v obou vztazich probiha pouze pies licha n.

Pro odvozeni odezvy tenké tyce na buzeni obdélnikovym pulsem o amplitudé
o9 a délce trvani ¢y, pro obé definované okrajové podminky budou vyuzity jiz nale-
zené odezvy na skokové buzeni. Oznac¢me Ugy, resp. Up., obraz odezvy volné, resp.
vetknuté, tyce na skokové buzeni. Podle vyse uvedeného lze tedy psat

bz
00Co cosh ( o )

Unp,p) = ———2, (3.59
p?FE sinh ( £
co
00Co sinh <Z—:>
Usie(.p) = ——— . (3.59)
p?E cosh (5)

Obrazy odezvy na buzeni obdélnikovym pulsem Uy, resp. U., pro volnou, resp.
vetknutou, ty¢ lze potom podle (3.33), (3.28); a (3.58), resp. (3.33), (3.30); a (3.59),
zapsat jako

00Co cosh (’;—:) (1 — e~Plo)
p2E sinh (%)
00Co sinh (i’—f) (1 — ePlo)

p?E cosh (%)

= UHf (1 - €_pt0), (360)

Uf('r’p) =

= Upe (1 — 7). (3.61)

Ucx,p) =

Diky linearité a pouziti véty o translaci (viz [13]) lze pak pro odezvu volné (uy) a
vetknuté (u.) tyce v ¢asové oblasti psét

up(z,t) =upp(x,t) — H(t —to) ups(x,t —to), (3.62)
Ue(x,t) = upge(x,t) — H(t — to) upge(x, t —to), (3.63)

12
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kde up je definované vztahem (3.47) a up. vztahem (3.56). Obdobné pro napéti ve
volné (o), resp. vetknuté (o.), tyci plati

of(z,t) =opp(x,t) — H(t —to) ops(x,t —to), (3.64)
oc(x,t) = oge(x,t) — H(t — to) ope(x, t — to), (3.65)

kde g je definované vztahem (3.48) a oy, vztahem (3.57).

3.3 Analytické reseni pro obecny typ buzeni

V predchozi ¢asti bylo nalezeno feseni odezvy tenké tyce na buzeni ve tvaru skokové
funkce a obdélnikového pulsu. Nyni bude provedeno odvozeni odezvy tyce na obecné
buzeni popsané funkci oy(t). Vyjdeme z véty o konvoluci, podle které obecné plati
[13]

L) xg(t)y = Z{f )} - L{g(1)} = F(p) - G(p), (3.66)

kde symbol * zna¢i konvoluci dvou funkei f(t) a g(t) a funkce F(p) a G(p) jsou
jejich Laplaceovy obrazy. Na zakladé této véty lze pak pro inverzni Laplaceovu
transformaci soucinu dvou komplexnich funkei psat

Z7HF(p).Gp)} = f(t) * g(t), (3.67)

Konvoluce funkei f(t) a g(t) ve vztazich (3.66)-(3.67) je pfitom definovana jako

F(t)* g(t) = / f(t — r)g(r)dr. (3.68)

V pripadé tyce s volnym koncem je nutné najit original k Laplaceové obrazu
funkce dané vztahem (3.28);. Je zfejmé, Ze se jednd o soucin funkce Xo(p), jejiz
originél je zndm, tj. £ {3o(p)} = 00(t), a funkce

¢o cosh (ﬂ)
o

vt () (p_l> (3.69)

Upf<x7p) =

Origindl k této funkci (3.69) lze nalézt opét pomoci reziduové véty. Tentokréat tedy
hledame rezidua k funkci

¢ cosh (’ﬁ> ePt
(&)

Epsinh (%) '

Upys(z,p)e’ = (3.70)

Ze vztahu (3.70) je zfejmé, ze singularni body jsou totozné s témi nalezenymi pro
funkei (3.36), tedy

.NTCo
pOZOa Pn =1 l 3

kde n = &1, 42 43, ... (3.71)

13
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Z Laurentova rozvoje funkce (3.70) v bodé p = 0, ktery je pélem druhého Fadu,
ziskame odpovidajici hodnotu rezidua

cit
El
Rozvojem funkce (3.70) ve zbyvajicich bodech p,, ziskdme dale pro kladnd a zaporna
n nasledujici predpisy pro rezidua

res(Ups (2, D)™ [po = (3.72)

) —1 n inmegt

res(Ups (2, p)e") [ pp,, = —% cos (<5 )e T, (3.73)
) —1 n inmegt

res(Up o) oy = oo (M) L

Po sectenf reziduf (3.72)-(3.74) a pii vyuzit{ vztahu 2isin(z) = €™ — e~ Ize original
funkce (3.69) v ¢asové oblasti psat ve tvaru

ot 20 = [((—1)" t
upp(x,t) = % + E—C; Z (( n) cos <nlﬂ>sin (mrlco )) (3.75)
n=1

Pomoci véty o konvoluci je tedy mozné psat odezvu tyce na libovolné buzeni v obecném
tvaru

t

u(z,t) = /ag(t — 7T) upr(x, 7)dT, (3.76)

0

coz po dosazeni (3.75) vede na vysledny vztah
Co CoT
g [ (25 (SF
0

Pouzitim vztahu (3.77) a rovnic (3.4)-(3.5) lze pro napéti ve volné tyci jako odezvu
na obecné buzeni oy(t) psét

o(x,t) = —? oot — 1) (i(—l)" sin (m;x)sin <n7rlco7')) dr. (3.78)

o (5o (7))

(3.77)

Analogickym postupem je mozné dojit k odezvé ve vetknuté tyci. V tomto
pripadé je nutné najit rezidua funkce

co sinh <%> ePt
Epcosh (%)

vyplyvajici ze vztahu (3.30);. Singuldrni body této funkce jsou stejné jako v piipadé
funkce (3.49), tj

Upc(x,p)ept = (3.79)

.NTCy

p:()v Pn=1—F—,

g (3.80)

14
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kde n = +1,43, 45, .... Lichost n vychazi z vlastnosti funkce kosinus, kterd mé
nulové body v lichych ndsobcich 7/2. Z Laurentova rozvoje funkce (3.79) v bodé
p = 0 je zfejmé, ze tento bod je pdl nultého fadu a odpovidajici reziduum je tedy
nulové. Rozvojem (3.79) v bodech p, ziskdme pak rezidua pro kladné a zdporné
hodnoty n ve tvaru

2' _1 l(l—n) 1 inment

res(Up(a e g, =~ i (S ) sy
2' _1 %(1_'”) 1 inmcqt

res(Ue o)y = M i (P )

Po secten{ vsech rezidui, pouzit{ vzorce 2isin(z) = ¢ — e a véty o konvoluci
(3.66) lze odezvu vetknuté tyce v posuvech vyjadrit jako

t
4 > (—1)z(+D) 1 1
u(z,t) = % /go(t —7) Z L sin (52) sin <§mTZCOT)d7', (3.83)

™ n

n=1

kde sumace probiha pouze pfes lichd n. Vyuzitim odezvy (3.83) a rovnic (3.4)-(3.5)
je mozné pro napéti ve vetknuté tyci odvodit vysledny vztah

t
2 - 1 1
o(z,t) = % /ao(t —7) Z(—l)%(”“) cos (ﬁnlﬂ) sin (émrlcoT)dT, (3.84)
0

n=1

pricemz sumace probihd opét pouze ptes licha n.

3.4 Popis softwarového nastroje na vycisleni a analyzu ana-
lytického reseni

V této casti budou popsany zakladni funkce a moznosti softwarového nastroje pro
vycisleni odezvy tenké tyce, ktery byl naprogramovan v prostiedi Matlab. Tento
nastroj umoznuje tesit odezvu volné nebo vetknuté tyce na buzeni definované skoko-
vou funkci, obdélnikovym pulsem nebo obecnou funkci. Vysledky jsou prezentovany
pomoci casové animace rozlozeni posuvu, napéti, rychlosti nebo zrychleni v ty¢i.
Animaci lze pozastavit, upravit jeji rychlost, pripadné posouvat po krocich. Alter-
nativni moznosti zobrazeni odezvy je staticky graf v ¢asoprostorové oblasti x—t.
Reseny problém je definovén zaddnfm hodnot parametri [,p a F a vybérem
vazby typu volného nebo vetknutého konce pro x = 0. Déle je specifikovana budici
funkce oo(t), tedy jsou zadény parametry o a to. V piipadé obecného buzeni je
mozné definovat funkei oy () jejim predpisem v zavislosti na ¢ase ¢ nebo interpolaci
koneéného poctu diskrétnich bodu reprezentujicich jeji funkéni hodnoty. Tyto body
je mozné zadat primo do prostiedi nastroje nebo nacist z mat souboru. Graf funkce
buzeni je pro kontrolu zadéni v prostiedi nasledné zobrazen. Nastroj dale umoznuje
zvolit maximalni cas simulace t,,,, a poc¢et bodu v prostoru a v ¢ase, ve kterych bude
odezva vypoctena. V programu je také mozné zvolit pocet ¢lenu séitanych v suméach
ve vztazich (3.47)-(3.48), (3.56)-(3.57), (3.77)-(3.78) a (3.83)-(3.84) a nastavit pocet
nebo velikost integracniho kroku a dale zvolit metodu pro numerickou integraci.

15
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V programu je implementovano vyéisleni vyse zminénych analytickych vztaht,
ale také vypoctové rychlejsi metoda vyuzivajici pro inverzi vztahu (3.28) a (3.30)
numerickou zpétnou Laplaceovu transformaci. V tomto ptipadé je pouzit algoritmus
zalozeny na kombinaci rychlé Fourierovy transformace a tzv. e-algoritmu (blize viz
[16]). Soucasti nastroje je ddle pak modul pro numerickou integraci, ktery slouzi
k vyéisleni konvolutornich integrélu ve vztazich (3.77)-(3.78) a (3.83)-(3.84) a k La-
placeové transformaci funkce buzeni oy (t) pomoci definiéniho vztahu (3.31). Tento
obraz Y(p) je pak vyuzit pfi numerické zpétné Laplaceové transformaci vztahu
(3.28) a (3.30). V nastroji je pro integraci implementovano obdélnikové, lichobézni-
kové a Simpsonovo pravidlo (viz [14]).

Program kromé vycisleni a vykresleni odezvy umoznuje déle vypoctené vysledky
ulozit ve formé mat souboru pro pozdéjsi nacteni. Tento soubor obsahuje také
vSechny potfebné parametry tlohy i vlastniho vypoctu. Dalsi moznosti je ulozeni
vysledku v konkrétnim ¢ase jako obrazku do formatu fig, popfipadé celé animace
do avi souboru. Prostredi nastroje i s piikladem nastaveni a zobrazeni vysledku pro
piipad vetknuté tyce zatizené sinovym pulsem je zobrazeno v Priloze A.

3.5 Numerické feseni tlohy pomoci MKP

Jednim z cilu prace bylo i provedeni numerického feseni zadané ulohy. Za timto
ucelem byly v profesionalnim kone¢noprvkovém softwaru MSC.Marc sestaveny pii-
slusné modely. Vysledky ziskané z téchto modelu poslouzily jako ovéteni spravnosti
odvozeni a vycisleni analytického feSeni. Na druhou stranu, analytické feseni po-
slouzilo k nalezeni takovych parametru vytvorenych modelu, aby byly numerické
vysledky zatizeny co nejmensi chybou.

P#i modelovani iloh elastodynamiky pomoci metody koneénych prvku je presnost
modelu ovlivnéna zejména volbou velikosti prvku, typem prvku (tedy typem bézo-
vych funkef), pouzitou metodou pro integraci v casové oblasti a velikost{ integra¢niho
kroku. V této podkapitole bude nejdiive provedena analyza vlivu velikosti inte-
gra¢niho kroku At na presnost vysledku pro tii ruzné metody integrace, kterymi
budou Newmarkova (NM), Houboltova (HB) a metoda centralnich diferenci (CD).
Tyto metody pak mezi sebou pro zvoleny integra¢ni krok budou porovnany. Nakonec
bude pro nejvhodnéjsi metodu analyzovéan vliv velikosti prvku na presnost vysledku.
Vsechny modely budou vytvoreny pomoci linearnich prutovych prvku, které nesou
v softwaru oznaceni 9 (viz [17]). Vliv typu bazovych funkei na vysledky tedy v této
praci zkouman nebude. Ty¢ délky [ = 0,1 m s plochou prifezu A = 1 m? bude mode-
lovdna linedrné elastickym materidlem s parametry E = 210 GPa, p = 7870kg/ m”
a v = 0,3. Ty¢ je buzena konstantni silou Fy = 1kN, kterd je definovana pomoci
uzlového zatizeni ve sméru osy x. Podle og = Fy/A je tedy zatizena konstantnim
napétim oy = 1kPa. Porovnavani presnosti numerickych vysledku bude provedeno
pro rozlozeni napéti v tyci v case 9 us, kdy vlna poprvé prochézi tyci a jeji celo se
nachdzi priblizné ve vzdalenosti x = 53,5 mm a postupuje smérem k levému konci
(x =0).

Pro analyzu integra¢niho kroku At pro NM, HB a CD integra¢ni metody byla
zvolena velikost prvku [, = 5-107°% m. Maximaln{ stabilni integra¢ni krok vypocteny
pouZitym softwarem pro metodu CD a tuto velikost prvku je 5-107?s. Pro implicitn{
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Obrazek 3: Vliv velikosti integracniho kroku Houboltovy metody na presnost
vysledkt

metody NM a HB bude provedeno porovnani pro tento, poloviéni a dvojnasobny
integracni krok. Pro metodu CD bude zkoumdn pouze vliv zmenSovani At, nebot
se jedna o explicitni metodu a volba delstho nez maximalniho stabilnitho At neni
MoZna.

7 analyzy vysledku provedenych vypoctu vyplyva, ze zatimco u metody HB
dochézi ke zptesnéni vysledku pii pouziti kratstho nez stabilntho At (viz obr. 3), u
zbylych dvou analyzovanych metod ziskdme nejptresnéjsi vysledky pfi pouziti prave
stabilniho At (viz obr. 4 a 5). Pro HB (obr. 3) a NM (obr. 4) je také mozné sledovat

1200
— Analytika
—A t=2.5e-9 5|
1000 - —At=5e9s
At=10e-9s
800 - b
— 600 _
©
o,
© 400 - —
200 - B
0 B I P |
| | | | | | | | |

-200
0.051 0.0515 0.052 0.0525 0.053 0.0535 0.054 0.0545 0.055 0.0555 0.056
x[m]

Obrazek 4: Vliv velikosti integracniho kroku Newmarkovy metody na presnost
vysledku
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Obrazek 5: Vliv integracniho kroku u Centréalnich diferenci

zménu mista oscilaci vysledku pro ruzné integraéni kroky. Zatimco pro kratsi nez
stabilni At vysledky kmitaji pfed celem vlny, pro delsi se oscilace vyskytuji za jejim
celem. Metoda CD vykazuje pii vSech volbach integra¢niho kroku oscilace pred celem
viny. Pti zmensovani At vsak oscilace podstatné nartstaji. Ve vsech piipadech je
ziejmé, ze zmensovani integra¢niho kroku zpusobuje vétsi strmost cela viny.

7 predchozi analyzy sice vyplyva, ze pii pouziti HB dochézi s klesajicim At
ke zpresnovani vysledki, zaroven ale zna¢né narusta vypoctovy cas. Pii porovnani
presnosti integra¢nich metod pro ruzné velikosti prvka bude tedy pro vSechny me-
tody volen At roven stabilnimu integra¢nimu kroku CD. Nejprve bylo provedeno po-
rovnani metod na modelu s prvky o velikosti I, = 5-107* m. Vysledky ziskané véemi
metodami byly v tomto pfipadé prakticky identické. Porovnani dalsich vysledku
pro prvky o velikosti [, = 5-107°m je zobrazeno na obr. 6. Je ziejmé, ze NM
metoda je v tomto pripadé nejpresnéjsi, diky mensim oscilacim vysledku a vétsi str-
mosti cela. Déle je na obr. 6 mozné vidét ruzné umisténi oscilaci vysledku pro ruzné
metody. Jak je zfejmé jiz z obr. 3, vysledky ziskané HB osciluji pro stabilni inte-
gracni krok za celem vlny, zatimco ty ze zbylych dvou metod kmitaji pred celem.
S dalsim zmenSovanim prvku rozdil mezi CD a NM mizi, zatimco vypoctovy cas
NM zustava vzdy priblizné 1,5 krat delsi. Z tohoto duvodu bude pro vSechny dalsi
vypocty pouzita metoda centralnich diferenci.

Posledni porovnani presnosti numerickych feseni bude provedeno pro ruzné ve-
likosti prvku. Integraéni krok At metody CD bude pfitom vzdy roven stabilnimu
kroku. Lze ocekavat, ze ¢im mensi prvky jsou v modelu pouzity, tim je chyba mo-
delu mensi. Vysledky analyzy na obr. 7 toto tvrzeni potvrzuji. Je zfejmé, ze pro
mensi prvky je celo viny strméjsi a presnéji odpovida analytickému feSeni. Také os-
cilace numerického teseni pred celem §itici se viny vyznamné klesaji. Diskuze volby
dostatecné presné a zaroven vypoctové efektivni velikosti prvku pro konkrétni typ
ulohy bude provedena v nésledujici ¢asti.
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Obrazek 6: Vv integraéni metody na presnost vysledku
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Obrazek 7: Vliv velikosti prvku na presnost vysledki

3.6 Porovnani analytického a numerického reSeni

V této kapitole bude provedeno porovnani analytickych vysledku s odezvou vypoc-
tenou metodou konecnych prvku pro tii ruzné typy buzeni oy(t). Pro zvolené bu-
dici funkce bude diskutovan vliv velikost prvka na presnost numerickych vysledku
v souvislosti s amplitudovym spektrem buzeni. Pro vSechny zvolené typy buzeni
budou porovnavany vysledky ziskané z konec¢noprvkovych modelu s velikosti prvku
{4, 8, 16, 32} - 107° m. Porovnan{ bude provedeno, stejné jako v piedchozich piipa-
dech, pro rozlozeni osového napéti v tyc¢i v case 9us, kdy se celo viny nachézi
priblizné ve vzdalenosti x = 53,5 mm.

V prvnim ptipadé bude buzeni uvazovano ve tvaru obdélnikového pulsu ve tvaru
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oo(t) = oo (H(t) — H(t —t9)) o délce trvani to = 1us a s amplitudou o9 = 1kPa.
Amplitudové spektrum tohoto pulsu je znazornéno na obr. 8. Svislymi carkovanymi
¢arami jsou v tomto obrazku vyznaceny maximalni frekvence, které by mély byt
dostatecné presné popsatelné modely s uvedenymi velikostmi prvka. Hodnoty téchto
meznych frekvenci byly stanoveny na zakladé velikosti rychlosti c¢q a faktu, ze by
velikost prvka méla byt priblizné desetkrat mensi nez vlnova délka nejkratsi viny
popisované modelem (viz [18]). Pomoci tohoto grafu je mozné odhadnout, jak dobie
bude v modelu popsdan charakter siticiho se pulsu a jak presné vysledky budou
ziskany. Je ziejmé, ze model s nejvétsimi prvky nebude schopny charakter pulsu
dobte podchytit, zatimco model s nejmensimi prvky by kromé cel mél tvar pulsu
zachytit pomérné dobte. Obr. 9 potvrzuje tuto domnénku. Pro nejvétsi prvky je tvar
pulsu znacné zkresleny (viz obr. 9a) a v oblasti jeho ¢el dosahuje velikost relativni
chyby mezi analytickym a numerickym fesenim hodnoty vice nez 65% (obr. 9b).
Pro mensi prvky je chyba v oblasti cel mensi, i tak ale pro nejmensi zvolené prvky
dosahuje az 55%. I pres vysokou maximélni relativni chybu je z obr. 9 zFejmé, Ze ¢im
mensi prvky jsou v modelu pouzity, tim strméjsi jsou ¢ela v mistech skokovych zmén
napéti, diky schopnosti modelu popsat vyssi frekvence obsazené v siticim se pulsu.
Mimo oblast cel je rozdil v presnosti numerickych vysledku ziskanych pro ruzna [,
vyraznéjsi. Zatimco u modelu s prvky o velikosti [, = 32-107° m rozkmitanim feSen{
pied pulsem vznikd chyba pres 10%, v modelu s nejmensimi prvky je tato hodnota
dvakrat mensi.

Pro dalsi porovnéni analytického a numerického feseni zvolime budici puls ve
tvaru

t
oo(t) = asin (:—) (H(t) — H(t — ty)), (3.85)

0
kde tg = 1pus a 09 = 1kPa, tj. délka i amplituda tohoto pulsu jsou stejné jako
v predchozim pripadé. Na obr. 10 je amplitudové spektrum funkce (3.85). Z tohoto

14e-5m

[F{o (O} [Pa-s]

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
f [Hz] x107

Obrazek 8: Amplitudové spektrum obdélnikového pulsu pro ty = 1 us
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Obrazek 9: Porovnani numerickych a analytickych vysledku pro obdélnikovy puls o
délce trvani tg = 1 us pro ruzné velikosti prvku

obrazku je zfejmé, Ze i model s prvky o velikosti [, = 16 - 107> m by mél pomérné
presné popsat tvar tohoto pulsu. Model s nejmensimi zvolenymi prvky by mél vést
k velmi pfesnym vysledkiim, pouze v oblasti cel pulsu lze ocekavat chyby vétsi.
P#i pohledu na porovnani prubéhu napéti vuci analytickym vysledkum a grafy re-
lativnich chyb na obr. 11 se opét tato domnénka potvrzuje. U modelu s nejvétsimi
prvky odpovidd maximélni relativni odchylka v misté ¢ela pulsu priblizné 27%, coz je
priblizné trikrat mensi chyba, nez vykazoval stejny model pii buzeni obdélnikovym
pulsem o stejném ty. Je ziejmé, ze model s nejmensimi prvky je opravdu velice

32e-5m |16e5m 8e-5m 4e5m
4k 3 3 : : .

[F{o ()} [Pa-s]

10 15
f[Hz] x10°

Obrazek 10: Amplitudové spektrum sinového pulsu pro tg = 1 us
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Obrazek 11: Porovnani numerickych a analytickych vysledku pro sinovy puls o délce
trvani tg = 1 ps pro ruzné velikosti prvku

presny a ve svém maximu (v misté ¢ela pulsu) ma relativni chyba hodnotu okolo
7%. Mimo ¢ela vlny se chyba tohoto modelu pohybuje do 2%.

Posledni porovnani bude provedeno pro puls dany predpisem (3.85) s tg = 3 us
a 09 = 1 kPa. Tedy se stejnym tvarem i amplitudou jako v predchozim ptipadé, ale
s trikrat delsi dobou trvani. Pii pohledu na frekvencéni spektrum tohoto pulsu na obr.
12 je zfejmé, ze obsahuje nizsi frekvence nez oba pulsy v predeslych ptipadech. Podle
spektra by mél byt s velice malymi chybami popsan modely se vSemi testovanymi
velikostmi prvki. Porovnani na obr. 13a ukazuje, ze tvar pulsu je opravdu velice

x10°®
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1.6 ! !
14 : : : :
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Obrazek 12: Amplitudové spektrum sinového pulsu pro ty = 3 us
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Obrazek 13: Porovnani numerickych a analytickych vysledku pro sinovy puls o délce
trvani tg = 3 ps pro ruzné velikosti prvku

dobfe podchycen i modelem s nejvétsimi prvky. Pii pohledu na obr. 13b je zfejmé,
ze hodnot chyb, kterych u trikrat kratsiho pulsu dosahoval model s velikosti prvku
8- 1075 m je pro tento puls mozné dosdhnout modelem se ¢tyfikrat vétsimi prvky.
Ten ve svém maximu v misté ¢ela pulsu dosahuje necelych 9%. Model s nejmensimi
prvky v tomto pripadé cely puls popisuje s chybou do 2%, pricemz jeho chyba je
mimo zlom v misté ¢ela do 0, 5%.

7 analyz provedenych v této podkapitole tedy vyplyva, ze slozeni amplitudového
spektra budici funkce o¢(t) ma zasadni vyznam pro spravnou volbu velikosti prvku
modelu a tedy i pro ¢asovou naroc¢nost provadéného vypoctu.
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4 Sifeni nestacionirnich podélnych vin v tenké
elastické heterogenni tyci

V této kapitole bude prezentovano odvozeni analytického feSeni nestacionarni na-
pjatosti v tenké heterogenni tyci slozené ze tii ¢asti z ruznych materidlu. Déale bude
popsano rozsiteni SW néstroje pro vycisleni odezvy pro tento druh tlohy a prove-
deno porovnani analytickych vysledki s numerickym feSenim stejné tilohy ziskanym
pomoci metody koneénych prvki.

4.1 Formulace problému

Vyse zminénd heterogenni ty¢ je zobrazena na obr. 14. V podstaté se jednd o tii
tyce délek [; spojené za sebou. Pro kazdou z ty¢i budou platit predpoklady uve-
dené v podkapitole 3.1, tj. kazda ty¢ bude tenka, prizmatickd, linearné elasticka a
budeme uvazovat pouze jeji malé deformace. Tyce oznacime postupné od pravého
konce indexy i = 1,2, 3 a material kazdé z nich bude charakterizovan materidlovymi
konstantami F;, p; a v;. Pro kazdou ty¢ zavedeme soutadnicovy systém z; podle
obr. 14. Ty¢ 3 bude v bodé x3 = 0 opét bud volnd nebo vetknutd. Ty¢ 1 je v bodé
x1 = l; buzena osovym napétim og(t).
I3 Iy I

<< N -
) i

Y
A
Y

3 2 1 oo(t)
> I
T3 Z2 T

Obrazek 14: Schéma problému heterogenni tyce

4.2 Analytické reseni pro obecny typ buzeni

Pti odvozeni analytického teSeni je mozné vyjit z uvahy, ze Siteni vin v kazdé ze
t¥1 tyc¢i je mozné popsat stejnou parcidlni diferencidlni rovnici jako v pripadé jediné
tyce v kapitole 3. Tedy i obecné feSeni pro i-tou ty¢c lze zapsat stejné jako v pripadé
homogenni tyce. Pro Laplaceuv obraz posuvu a napéti v i-té tyci tedy plati

Ui(z;,p) = A;i(p) sinh <px2> + Bi(p) cosh <pxi)’ (4.1)
Co,i Co,i
Yz, p) = P (Ai(p) cosh (px )—i— B;(p) sinh (px )), (4.2)
Co,i Co,i Co,i

kde co; = 4/ % Tato Teseni pro jednotlivé tyce nasledné propojime pomoci okra-
jovych podminek formulovanych na zakladé predpokladu spojitosti posuvu a napéti
na rozhranich jednotlivych tyci. Tyto podminky maji nasledujici tvar
ul(O,t) :Ug(lg,t), 0'1(0,75) = UQ(IQ,t), (43)
ug(0,1) = us(ls, 1), 02(0,1) = o3(l3,1).
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Ptipojenim okrajové podminky buzeni

o1(ly,t) = oo(t) (4.5)

a podminky volného, resp. vetknutého, konce

sts(r Ol =0, 165, 15(0,) =0, (16)
tak dostdavame 6 okrajovych podminek pro stejny pocet nezndmych komplexnich
funkei A;(p) a B;(p). Pro nalezeni téchto funkci je nutné provést Laplaceovu trans-
formaci okrajovych podminek (4.3)-(4.6) a nasledné do nich dosadit obecnd Feseni
(4.1)-(4.2). Z duvodu zjednoduseni zépisu vysledné soustavy a jejitho feseni je icelné
zavést nasledujici oznaceni

. - x
sh; = sinh (p_ll), ch; = cosh (pll ), flp) = 0<p), 2 = Co,iPis (4.7)

Co,i Coi p

kde z; predstavuje charakteristickou impedanci i-tého materialu. Po provedeni vyse
uvedenych kroku a po jistych upravach ziskdme pro ty¢ s volnym koncem soustavu
rovnic

[21chy  z15hy 0 0 0 0 Ai(p)] f(p)
0 1 —Shg —Chg 0 0 B1 (p) 0
21 0 —ZzChg —ZQShg 0 0 Ag(p) _ 0 (4 8)
0 0 0 1 —Shg —Chg BQ (p) 0 '
0 0 29 0 —chhg —238h3 A3(p> 0
0 0 0 0 0 1| [Bsp)] [ 0]

V pripadé tyce s vetknutym koncem je vyslednd soustava stejnd az na posledni
rovnici, kterda ma tvar As(p) = 0. ReSenim soustavy rovnic (4.8) pro volnou ty¢
ziskdame neznamé funkce ve tvaru

Ai(p) = %2(23%30@ + 298hsshg), As(p) = gf(@) z3chg, As(p) = 5;2(2) 29,
——f(p)zcs 295hsc :f(p)zs =
B (p) = Df(p)( schashy + zashachy),  DBa(p) D) hs, Bs(p) =0, o

kde Ds(p) = zochi(zschschy + zashsshy) + z15hi(23chsshe + zashschy). Pro tyé
s vetknutym koncem lze feseni vyjadrit jako

f(p) 2 _ f(p) s _
Al(p) Dc(p) (238h36h2+226h38h2) Ag(p) = Dc<p) 3 hg, Ag(p) 0,

f(p) _ fp) ~ f)
FP) =y Fostosha  2aclucha) %@m@@%7%@m%2>

kde D.(p) = zochq(z38hschy + zachsgshy) + z18hi(238hsshe + zachschs). Dosazenim
feseni (4.9), resp. (4.10), do obrazu obecného feseni pro posuv (4.1) a napéti (4.2)
pro ¢ = 1,2,3 ziskdme obrazy konkrétnich feseni pro jednotlivé ¢asti heterogenni
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Obrazek 15: Tvar budiciho pulsu a jeho amplitudové spektrum

volné, resp. vetknuté, tyce*. S ohledem na pomérné znacnou slozitost téchto funkei
bude jejich zpétna Laplaceova transformace provedena numericky.

Softwarovy nastroj predstaveny v podkapitole 3.4 byl pro potieby vysetieni ode-
zvy heterogenni tyce rozsiten podle vztaht odvozenych v této kapitole. Vsechny
geometrické a materidlové parametry tyce se tak zadavaji pomoci standardniho
vektorového zapisu Matlabu. Nastroj opét umoznuje zobrazeni odezvy v posuvech,
napétich, rychlostech i zrychlenich. Odezva je poc¢itana jiz zminénym skriptem pro
numerickou zpétnou Laplaceovu transformaci. Nastroj pti zobrazeni animace odezvy
pro lepsi prehlednost barevné rozlisuje jednotlivé tyce. Priklad tohoto zobrazeni je
uveden pro vybrany sinovy puls v Piiloze B. Pro stejny piiklad je v Ptiloze C ode-
zva heterogenni tycCe zobrazena i v ¢asoprostorové roviné x—t. V tomto piipadé jsou
rozhrani mezi jednotlivymi tycemi automaticky zvyraznéna carkovanymi carami.

4.3 Porovnani analytického a numerického reseni

Porovnani analytického a numerického feseni bude provedeno pro ty¢ slozenou ze
dvou ocelovych ¢ésti s parametry E; = 210 GPa, p; = 7870kg/m? o délkdch I; = 2m
(j = 1,3). Mezi né bude vlozena hlinikova ¢ast délky lo = 0,1 m s parametry Ey =
70GPa a py = 2700kg/m3. Ty¢ bude buzena pulsem o4(t) definovanym vztahem
(3.85) s délkou trvéani ty = 60 us a s amplitudou oy = 1kPa, jehoz graf je zobrazen
na obr. 15a. Na obr. 15b je amplitudové spektrum tohoto pulsu, pomoci kterého
byla zvolena velikost prvku kone¢noprvkového modelu. S ohledem na tvar zminéného
spektra byla meznd frekvence modelu stanovena jako 1,5 - 10° Hz. Na zékladé velmi
podobnych rychlosti ¢y v obou materidlech 1ze k této maximalni frekvenci stanovit
zpusobem uvedenym v podkapitole 3.6 odpovidajici velikost prvku [, = 3,4 mm. Pro

4Dosazeni neni v praci provedeno z diivodu délky zapisu vyslednych vztahi.
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Obrazek 16: Zobrazeni §iteni pulsu v ¢asoprostorové roviné x—t

integraci byla pouzita metoda centralnich diferenci se stabilnim integracnim krokem
At=34-10""s.

Pro tuto 1lohu je na obr. 16 zobrazeno Siteni pulsu v ¢asoprostorové roviné x—t.
Zde muzeme sledovat pruchody a odrazy pulsu na obou rozhranich prostiedi, které
jsou vyznaceny ¢ernymi prerusovanymi carami. Je zfejmé, ze pii kazdém prichodu
hlinikovou ¢asti je primarni odrazeny puls s malym zpozdénim néasledovan pulsem
odrazenym na dalSim rozhrani.

Vlastni porovnani analytického a numerického teseni bylo provedeno pomoci
rozlozeni osového napéti podél tyce v case t = 4,5ms (viz obr. 17), tedy v case,
ktery odpovida ptiblizné 5,5 pruchodim pulsu celou tyéi o délce | = 4,1m, viz
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Obrazek 17: Porovnani rozlozeni osového napéti v tyci v case 4,5 ms
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Obrazek 18: Porovnani rozlozeni osového napéti v tyci v c¢ase 0,6 ms

obr. 16. Z tohoto pozorovani je ziejmy vliv disperze kone¢noprvkového modelu
S fmaee = 1,5-10° Hz. Zejména v mistech, kde neni pribéh napéti hladky v dusledku
tvaru budicitho pulsu a interakce odrazenych a proslych vln, ddva numericky mo-
del zkreslené vysledky. Disperzni chovani modelu se navic negativné projevuje i
s rostoucim ¢asem, jak dokazuje obr. 18, na kterém jsou zobrazena tatdz reSeni, ale
v kratsim case t = 0,6 ms. Je zfejmé, ze vliv disperze modelu je podstatné mensi, ale
i tak model nepopisuje vlnové jevy v mistech ostrych zlomu dostatecné presné. Pro
zpresnéni modelu je potieba zvysit meznou frekvenci f,,q., kterou model dokaze pod-
chytit, tedy zmensit velikost prvku. Porovnani v ¢ase t = 4,5 ms bylo tedy provedeno
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Obrazek 19: Porovnéani chyb konec¢noprvkovych modeli vzhledem k analytickym
vysledkum v case 4,5 ms
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jesté pro model s poloviéni velikosti prvki a meznou frekvenci fy,q. = 3-10° Hz. Pro
tento model byla velikost integra¢niho kroku At = 1,7-107"s. Z obr. 17, ve kterém
jsou tyto zpresnéné numerické vysledky vykresleny, je ziejmé, Ze model s mensimi
prvky lépe podchycuje tvar sitici se viny, a to jak amplitudové, tak ve zminénych
oblastech ostrych zmén napéti.

Lepsi informaci o zpresnéni vysledku pomoci zmenseni prvku nabizi obr. 19,
ktery zobrazuje absolutni odchylku obou téchto modelu od analytickych vysledku.
Je ziejmé, ze chyba modelu s vyssi meznou frekvenci je znacné nizsi. Zatimco
v nékterych mistech jsou vysledky zpresnény jen o par procent, v nékterych je chyba
modelu s mensimi prvky az poloviéni.

7 vysledku prezentovanych v této kapitole je ziejmé, ze v dusledku skokovych
zmén materidlovych vlastnosti vznikaji v ty¢i odrazené vlny, pii jejichz interakci
dochéazi k odezvé s nespojitymi derivacemi, které koneé¢noprvkovy model nedokaze
zcela dobte popsat. PTi modelovani siteni vin v heterogennich tycich je tedy potieba
pro dosazeni stejné presnosti jako v homogennim ptipadé volit mensi prvky.
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5 Experimentalni vysSetrovani Siteni vin v tenkych
tycich

5.1 Popis experimentu a zpracovani experimentalnich dat

V této ¢asti prace bude popsan zpusob experimentalniho vysetfovani vinovych jeva
v homogennich a heterogennich tycich. Takto ziskané vysledky poslouzily jednak pro
porovnani s analytickym fesenim a dale pak pro feseni vybranych typu inverznich
uloh.

Pro buzeni ty¢i byla pfi experimentu pouzita razova kladivka dvou typu: Briiel
& Kjer Miniature Impact Hammer - Type 8204 a Endevco Modal hammer - Model
2302. Konkrétni parametry téchto kladivek jsou uvedeny v Priloze D a E. Prvni
(mensi) kladivko mohlo byt doplnéno jesté o pridavnou hmotu, u druhého (vétsiho)
kladivka pak mohly byt pouzity dva druhy hrott - hlinikovy a plastovy. Celkem tedy
byly pouzity ¢tyri typy buzeni, jimz odpovidaji pulsy ruznych amplitud a ruznych
délek. Na obr. 20a jsou znazornény ctyti typické normované pulsy, které 1ze namérit
na vystupu razovych kladivek. Je zrejmé, ze nejkratsi puls o délce priblizné ¢, =
0,1 ms bude generovan nejmensim kladivkem. Pridani hmoty tomuto kladivku se pro-
jevi zménou amplitudy a zejména pak prodlouzenim pulsu na priblizné ty = 0,15 ms.
Pulsy generované vétsim kladivkem se samoziejmé vyznacuji vétsi intenzitou a do-
bou trvani. Pti pouziti hlinikového hrotu byla délka pulsu ¢y = 1 ms, zatimco pomoci
plastového hrotu se vygeneroval puls délky ¢ty = 1,2 ms. Amplitudova spektra téchto
¢tyt pulst z obr. 20a jsou zndzornéna na obr. 20b. Je ziejmé, ze amplitudy pulst
a jejich frekvencni slozeni podstatné zavisi na zkuSenostech experimentatora, tj. na
intenzité a kvalité dderu.

Pro méfeni odezvy tyci byl pouzit miniaturni akcelerometr Briel € Kjer Minia-
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Obrazek 20: Tvary pulsu a amplitudova spektra razovych kladivek
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Obréazek 21: Pripevnéni akcelerometru k tyci

ture DeltaTron® Accelerometer - Type 4519, jehoz signél byl nasledné zpracovan os-
mikanalovym analyzatorem OROS OR35. Specifikace parametru zminéného snimace
je uvedena v Pifloze F. Timto akcelerometrem s maximalni vzorkovaci frekvenci
fe = 102,4kHz bylo sniméno zrychleni tyce na nebuzeném konci. Akcelerometr byl
na konec tyce prilepen vterinovym lepidlem, jak je znazornéno na obr. 21. I pfes
jeho velmi malou hmotnost (1,6g) dochazelo diky takto piidané hmoté na konec
tyce k ovlivnéni vysledku méfeni, jak bude diskutovano v podkapitole 5.2. Dalsim
vyznamnym faktorem, ktery ovlivnil viny sifici se v ty¢i, byl kabel pro pfenos dat
k akcelerometru (viz obr. 21). Pfi jeho odpojeni se podstatné zvysila vyska ténu od-
povidajici propagujicimu se pulsu a dale se vyrazné prodlouzila doba jeho tutlumu.
7 téchto duvodu budou v dalsi ¢asti prace vyuzity experimentalni vysledky pro
pomérneé kratké casy, aby se tyto negativni vlivy co nejméné projevily. Prvni méreni
byla pro vSechny ¢tyti vyse uvedené typy pulsu provedena pro homogenni ocelovou
a hlinikovou ty¢ kruhového prutezu a délky [ = 2 m. Pii méfeni byly tyce ulozeny na
molitanovych pruzich. Ocelové ty¢i stredniho prumeéru d, = 5,965 mm a hmotnosti
m, = 440g odpovidala hustota materidlu p, = 7872kg/m3. V piipadé hlinikové
tyce byla pak hustota stanovena pomoci hodnot d;, = 6mm a m; = 152¢g jako

Obrazek 22: Spojeni ¢ésti heterogenni tyce a jeji ulozeni pii experimentu
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prn = 2684kg/m?. Dals{ dva typy méieni byly jiz provedeny na heterogennich ty¢ich.
V obou piipadech se jednalo o kombinaci dvou ocelovych tyci délek 2m, mezi které
byla vlozena hlinikova ¢ast délky® I = 0,1m nebo Iy = 0,2m. Jednotlivé ¢4sti
heterogenni tyce byly navzajem slepeny vterinovym lepidlem a opét podlozeny mo-
litanovymi pruhy, jak je patrné z obr. 22. Lze predpokladat, ze spojeni ¢asti tyce
timto zpusobem vnasi do vysledku urcité nepresnosti a je jednim ze slabych mist
realizace experimentu.

5.2 Odezva homogenni tyce - porovnani s analytickym
reSenim

Vysledky métfeni na homogennich tycich byly v prvni fadé pouzity pro odhad Youn-

govych modulu pouzitych materidlu, které jsou dale potfeba pro vycisleni analy-

tického feseni. Tento parametr lze jednoduse vypocitat ze zmérené doby At pruchodu

pulsu tyc¢i znamé délky [ jako

1\ 2
E=pci=p (Kt) . (5.1)

Pomoci vztahu (5.1) byly vypoéteny hodnoty modulu pruznosti E;, = 65 GPa pro
hlinik a £, = 207 GPa pro ocel. Je nutné vsak zduraznit, ze se jedné pouze o odhady,
nebot stanoveni At je zatizeno jistou chybou.

Na obr. 23 je zobrazeno porovnani zméreného zrychleni vybuzeného na konci oce-
lové tyce velkym kladivkem s plastovym hrotem a analyticky vypoctené odezvy tyce
na zméreny puls. Z tohoto porovnani je ziejmé, ze analytické vysledky velice presné
popisuji skutec¢nou odezvu tycée zmérenou pomoci akcelerometru. V delsich ¢asech
meéreni zacinaji byt analytické vysledky mirné zpozdéné, coz je nejspise zpusobeno
nepiesnym odhadem Youngova modulu FE,, tedy i rychlosti §iteni vin ¢qg. Z téchto
vysledku je déle patrné, ze béhem doby trvani tohoto pulsu tg = 1,2 ms projde celo
viny tyci o délce I = 2m na jeji konec a zpét k mistu buzeni, takze v méreném
bodé neni zrychleni v zddném casovém intervalu trvale nulové. Pii pohledu na po-
rovnani zrychleni na stejné ty¢i buzené malym kladivkem bez ptidané hmoty (viz
obr. 24), tedy nejkratsim pulsem délky t, = 0,1 ms, je situace jind. Tento puls je
vyrazné kratsi a vyvolava nenulové zrychleni na konci tyce po T = 21/¢q = 0.78 ms,
tedy vzdy, kdyz projde odrazeny puls tycéi k buzenému konci a zpét k akcelero-
metru. Tento cas je také periodou oscilaci na obr. 23 vyvolanych tderem velkého
kladivka s plastovym hrotem. Jak bylo predpoklddano, mira shody analytickych
vysledkt s provedenym mérenim je v pripadé malého kladivka nizsi, nez u kladivka
velkého. Amplitudy analyticky vypocteného zrychleni jsou vyrazné nizsi nez ty expe-
rimentalné zmérené. Tato nepresnost je pravdépodobné zpusobena Spatné popsanou
amplitudou budiciho pulsu z rdazového kladivka, ktery je pouzit jako vstup do algo-
ritmu pro vycisleni analytického feseni. V tomto pripadé je puls velmi kratky, takze
pii jeho navzorkovani frekvenci f. = 102,4 kHz dochazi ke zkresleni jeho amplitudy.
Toto zkresleni je patrné i z obr. 20a, na kterém maji pulsy odpovidajici malému

5Pouzité oznaceni délky tyce lo odpovida indexovani zavedenému v kapitole 4
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Obrazek 23: Porovnani experimentalné zmérené a analyticky vypoctené odezvy oce-
lové tyce buzené velkym kladivkem s plastovym hrotem

kladivku nehladky prubéh v okoli svych maxim. K dalsi vyrazné neshodé mezi ana-
lytickymi a experimentalnimi vysledky dochazi v casovych intervalech mezi ptichody
jednotlivych pulsu. V nich by zrychleni konce ty¢e mélo byt teoreticky nulové, jak
potvrzuje analytické feSeni na obr. 24. Zaznam zrychleni ziskany z experimentu vSak
v téchto usecich zna¢né osciluje. Tento jev je pravdépodobné dusledkem piitomnosti
vysokych frekvenci ve spektru budiciho pulsu, viz obr. 20b. Pro takto vysoké frek-
vence jiz nelze ty¢ o pruméru d, = 6 mm povazovat za zcela tenkou, coz se muze ne-
gativné projevit vyse uvedenym zpusobem. Dalsim faktorem, ktery zifejmé ovliviiuje
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Obrazek 24: Porovnani experimentalné zmérené a analyticky vypoctené odezvy oce-
lové tyce buzené malym kladivkem bez pfidané hmoty
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tyto oscilace, je vlastni hmotnost snimace a jeho kabelu. Setrvacné tcinky pusobici
na takto pfidanou hmotu se projevi vyraznéji pravé v pripadé uzkého pulsu nez u
pulzu z velkého kladivka.

5.3 Odezva heterogenni tyce - porovnani s analytickym
reSenim

Prvni porovnani experimentalnich a analytickych vysledkt pro heterogenni ty¢ bude
provedeno pro buzeni malym kladivkem bez pridané hmoty, tedy pro puls, pro ktery
byla na homogenni tyc¢i dosazena nejhorsi shoda. Toto porovnani je zobrazeno na
obr. 25. Z tohoto obrazku je ziejmé, ze vysledky v kratsich casech se velice dobie
shoduji. Pro delsi ¢asy jiz odchylka analytickych vysledku od zméreného zrychleni
roste. Na rozdil od porovnani na homogenni ty¢i provedeném na obr. 24 pro stejny
budici puls se zde nevyskytuji tak vyrazné oscilace mezi prichody pulsu. Je ziejmé,
ze amplitudy zrychleni jsou v tomto pfipadé vyrazné nizsi, vliv vlastni hmoty ak-
celerometru na vysledky je tedy znatelné mensi. Nepfesnosti v delsich ¢asech jsou
pravdépodobné zpusobeny disperzi v jednotlivych castech tyce a pruchody pulsu
pres jejich neidealni spoje. Lepidlo na rozhranich materialit muze negativné ovlivnit
presnost vysledku, zejména pak u pulst z malého kladivka, z duvodu jejich ¢etnych
odrazu a interakci s témito lepenymi spoji.

Pii porovnani vysledku pro stejnou ty¢ buzenou velkym kladivkem s plastovym
hrotem je jiz téchto nepresnosti znatelné méné, viz obr. 26. Z téchto vysledku je
ziejmé, ze charakter vin je popsan velice dobre. Neptesnosti zde nastavaji prevazné
z duvodu zpozdéni analytickych vysledku, které je zpusobeno nepresnym odhadem
modulu pruznosti. V1iv disperze na pulsy sitici se v tyci je v tomto pripadé mensi
diky tomu, ze obsahuji nizsi frekvence. Stejné tak nepfesnosti vyvolané interakcemi
s rozhranimi prostiedi nejsou diky vétsi délce pulsu na tomto porovnani tak velké
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Obrazek 25: Porovnani experimentalné zmérené a analyticky vypoctené odezvy sou-
stavy tyc¢i s s = 0,1 m buzené malym kladivkem bez pfidané hmoty
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Obrazek 26: Porovnani experimentalné zméfené a analyticky vypoctené odezvy sou-
stavy tyc¢i s s = 0,1 m buzené velkym kladivkem s plastovym hrotem

jako v pripadé kratsitho pulsu. Velice podobnou miru shody vykazuji analyticky
ziskané a zmérené vysledky pro ty¢ s hlinikovou ¢ésti [y = 0,2m a buzenou velkym
kladivkem s plastovym hrotem. Toto porovnani je provedeno na obr. 27. Hlavnim
duvodem nepfesnosti v tomto piipadé je opét nepresny odhad modulu pruznosti,
ktery zpusobuje podobné zpozdéni analytickych vysledku oproti tém zmétenym ak-
celerometrem jako v predchozich piipadech. Na téchto vysledcich je také mozné
pozorovat maly negativni vliv disperze, opét ale v nizsi mife nez u vysledku z tyce
buzené malym kladivkem (viz obr. 25).
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Obrazek 27: Porovnani experimentalné zmérené a analyticky vypoctené odezvy sou-
stavy tyci s [ = 0,2m buzené velkym kladivkem s plastovym hrotem
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7 porovnani analyticky ziskanych zrychleni a experimentalné zmétrenych vysledku
prezentovanych v této podkapitole a podkapitole 5.2 je zfejmé, ze pro zrychleni
zméfené na tyci buzené velkym kladivkem ziskdvame obecné lepsi shodu s analy-
tickymi vysledky pro delsi cas t nez v pripadé tyce buzené malym kladivkem. Pro
feSeni inverznich tloh v nasledujici ¢asti prace budou tedy pouzity vysledky mérent
provedenych pomoci velkého kladivka, at uz s hlinikovym nebo plastovym hrotem.
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6 ResSeni inverznich uloh

Pro demonstrovani mozného vyuziti ziskanych analytickych vysledku pfi feseni in-
verznich tloh byly vybrany dva konkrétni ptipady. Nejprve bude feSena inverzni
uloha identifikace materidlovych vlastnosti, kterd muze byt vyuzita jako alternativa
k jinym metodam hledani materidlovych parametru. Druhd prezentovana inverzni
uloha je identifikace buzeni tyce. Modifikaci této tlohy je mozné napt. stanovit
prubéh kontaktni sily v tlohach razu dvou tenkych tyci apod.

6.1 Popis optimalizac¢ni tlohy

Obé inverzni tlohy byly feseny programem vytvorenym v softwaru Matlab. Zakladem
algoritmu pro parametrickou optimalizaci je standardni matlabovska funkce fmin-
con, kterd variaci zvolenych vstupnich parametru hledd minimum cilové funkce.
V obou pripadech byla provadéna optimalizace podle experimentalné zméteného
zrychleni na konci tyce. Cilova funkce tedy vyjadrovala odchylku mezi zmérenym a
analyticky vypocitanym zrychlenim a byla definovana jako

(ag —as) W (ag — aA)T
apWal, ’

fe= (6.1)
kde ag je tadkovy vektor obsahujici zmétené hodnoty zrychleni v danych bodech
casového intervalu t € (0, t,42), aa je Fadkovy vektor hodnot zrychleni ziskanych
z analytickych vztahu ve stejnych bodech intervalu ¢ a W je vahova matice, kterd
urcuje dulezitost (vdhu) hodnot zrychleni v jednotlivych ¢asovych okamzicich. Pro
obé prezentované ulohy byla vdhova matice volena jako jednotkova, tedy vSechny
hodnoty zrychleni urcéené pro t € (0, t,,4,) mély stejnou vahu.

Proces optimalizace zac¢ina nejprve vyhodnocenim odezvy tyce pro pocatecni
hodnoty parametru zadané uzivatelem a vypocitanim hodnoty cilové funkce dle
(6.1), tedy porovnanim analytické odezvy tyce se zméfenymi daty. Program poté
pomoci odhadu gradientu cilové funkce na okoli pocatec¢niho bodu vypocte nové
hodnoty optimalizovanych parametru tak, aby pro né v idealnim piipadé hodnota
cilové funkce klesala. Tyto kroky se opakuji, dokud neni nalezena takova kombinace
optimalizovanych parametru, pro které ma cilova funkce podle uzivatelem zadanych
numerickych kritérii minimum. Pro pfipad optimalizace modult pruznosti byly hod-
noty parametru funkce fmincon, které ovliviiuji presnost vypoctu, ponechany stan-
dardni prednastavené. Pro ptipad optimalizace buzeni byl zménén parametr Opti-
mality Tolerance na hodnotu 107! a parametr StepTolerace na 1071, Cilova funkce
muze mit pro nékteré volby optimalizovanych parametru slozity tvar s mnoha lokal-
nimi minimy. V téchto piipadech pak nemusi proces optimalizace vést k jedno-
znacnému Teseni a znacné zavisi na volbé pocate¢nich parametru.

6.2 Reseni tlohy identifikace materidlovych vlastnosti

V tomto pripadé byla tloha optimalizace feSena za tucelem identifikace modula
pruznosti obou materidli pouzitych pri experimentu, tj. hliniku a oceli. Jejich hus-
toty byly jiz diive vypocitany ze znamé hmotnosti a rozméru tyci, viz podkapitola
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N | E}, [GPa] | 0E), [GPa] | E, [GPa] | 6E, [GPa]
lo = 0,1m, hlinikovy hrot | 11 62,9 0,1 209,65 0,01
lo = 0,1m, plastovy hrot | 11 63,7 0,1 209,636 0,006
lo = 0,2m, hlinikovy hrot | 10 67,9 0,1 209,58 0,02
lo = 0,2m, plastovy hrot | 12 68,2 0,1 209,513 0,007

Tabulka 1: Pruméry optimalizovanych hodnot a jejich smérodatné odchylky

5.1. V podkapitole 5.2 byly pak hledané hodnoty modulu pruznosti odhadnuty, a
to jako Ej, = 65GPa a E, = 207 GPa. Nyni tedy budou hodnoty téchto modulu
nalezeny fesenim optimaliza¢ni ulohy.

Oblast, ve které budou hledany optimalni hodnoty E} a FE, tak, aby cilova
funkce (6.1) nabyvala své minimalni hodnoty, bude definovéna pomoci intervalu
E, € (45;90) GPa a E, € (190;250) GPa. Optimalizacni tloha byla feSena pro
v8echna povedend méreni s heterogennimi tycemis ly = 0,1 misly = 0,2m buzenymi
velkym kladivkem. Pti vyéislovani cilové funkce bylo uvazovano t,,,, = 20ms. Pro
kazdy typ buzeni a danou heterogenni ty¢ byl z nalezenych optimélnich hodnot
vypoéitany aritmeticky prumér E; a smérodatna odchylka 0F;. Tyto vysledky a
pocet provedenych optimalizaci N, ktery odpovida poctu provedenych métfeni pro
dany typ ulohy, jsou uvedeny v tabulce 1. Z tabulky je patrné, ze nalezené hodnoty
modulu pruznosti Ej, se pro piipad kratsi a delsi hlinfkové tyce znacéné lisi, i pfes
jejich nizké smérodatné odchylky. Tento rozdil je pravdépodobné zpusoben rozdily
ve slepeni tyci, které je popsano v podkapitole 5.1. Z téchto ¢ty hodnot byl pro
kazdy modul vypocten vazeny prumér s vahou rovnajici se prevracené hodnoté od-
povidajici smérodatné odchylky. Prumérné hodnoty takto stanovenych modult jsou
E;, = 65,68 GPa a E, = 209,59 GPa. Pro tyto hodnoty bylo nasledné provedeno po-
rovnani analytickych vysledki se zmérenymi daty jak na heterogenni ty¢isl, = 0,1 m
buzené velkym kladivkem postupné s obéma hroty, tak na tyci s [ = 0,2m buzené
stejnym zpusobem. Pro prvni zminény piipad a kladivko s plastovym hrotem je
porovnani az do ¢asu 50ms zobrazeno na obr. 28. Je zfejmé, ze i pro mnohem
delsi cas, nez pro ktery byla provadéna optimalizace, nejsou analytické vysledky za
experimentalné urcenou odezvou vyrazné zpozdéné, jak tomu bylo na obr. 26 pfi
pouziti odhadnutych hodnot E} = 65 GPa a E, = 207 GPa. Lze tedy konstatovat,
ze hodnoty modulu E;, a FE, urcené feSenim optimaliza¢ni ulohy pravdépodobné
lépe odpovidaji skutecnosti. Z obr. 28 je dale patrné, ze amplitudy oscilaci zrych-
leni uréeného experimentalné s rostoucim casem klesaji, na rozdil od analytického
feseni. Tento jev odpovida disipaci energie pri Sifeni vin ve skutecnych tycich,
kterd nebyla do analytického modelu zahrnuta. Podobné dobrou shodu lze kon-
statovat i v ostatnich porovnavanych piipadech. Na obr. 29 je zobrazeno porovnani
analyticky ziskanych vysledku pro nalezené optimalni hodnoty E) = 65,68 GPa a
E, = 209,59 GPa s experimentalné zmérenou odezvou tyce s hlinikovou c¢asti délky
[y = 0,2m, pro buzeni velkym kladivkem s plastovym hrotem. Na tomto obrazku
jsou vykresleny stejné experimentalni vysledky jako na obr. 27, kde vSak bylo prove-
deno porovnani s analytickou odezvou vypocitanou na zékladé odhadnutych hodnot
modulu pruznosti E, a E,. Je ziejmé, ze na obr. 29 je shoda zna¢né lepsi, nez
v pfedchozim piipadé.
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Obrazek 28: Porovnani experimentalné zméfené a analyticky vypoctené odezvy hete-
rogenni tyce s lo, = 0,1 m buzené velkym kladivkem s plastovym hrotem pro nalezené
optimélni hodnoty Fj a F,

Optimalni hodnoty modult pruznosti byly pro vSechny typy experimentu a
kazdou realizaci vzdy nalezeny nejdéle po 20 iteracich. Reseni jedné optimalizacéni
ulohy tak na ¢tytjadrovém procesoru s frekvenci 3,6 GHz trvalo 45 — 90s. Cely
vypocet vyslednych prumérnych hodnot E, a FE, zalozeny na feSeni 44 optima-
lizacnich tloh tak trval priblizné 60 minut. Pokud by bylo cilem stanovit pouze
jeden modul, napt. Ej, pii znalosti druhého modulu (analogie s SHPB testem), lze
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Obrazek 29: Porovnani experimentalné zmérené a analyticky vypoctené odezvy hete-
rogenni tyce s [, = 0,2 m buzené velkym kladivkem s plastovym hrotem pro nalezené
optimélni hodnoty Fj a F,
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predpokladat, ze by se cely proces identifikace jesté vyrazné urychlil. Pro testované
pripady optimalizace pouze hodnoty Ej, se stejnou volbou pocéateénich hodnot para-
metru byla tloha feSena za dvakrat az tiikrat kratsi ¢as, nez v pitipadé optimalizace
obou modult pruznosti.

6.3 Reseni tlohy identifikace buzeni

Druhou zvolenou optimalizacni tlohou je identifikace buzeni, které mé razovy cha-
rakter (viz obr. 20a). V tomto piipadé je cilem optimalizac¢ni tlohy najit prubéh
budiciho napéti oy(t) pusobiciho na pravém konci heterogenni tyce, ktery v tyci vy-
volal naméfeny prubéh zrychleni na levém konci tyce, tj. V bodé = = 0. Hledané
buzeni bylo predpokladano ve tvaru

oo(t) = (g (sk sin (%t) + ¢4 cos (%))) (H(t) — H(t—t)),  (6.2)

tj. jedna se o puls délky ty s amplitudou, jejiz casova zména je popsana Fourierovou
fadou o péti ¢lenech. Parametry s; a ¢ predstavujici koeficienty Fourierovy rady
jsou spolecné s casem ty nezndmymi konstantami. V této tloze jsou tedy hledany
optimalni hodnoty celkem 11 parametru.

Identifikace buzeni byla provedena pro nékolik vybranych realizaci méteni, pii
kterych mél budici puls ruznou amplitudu a délku trvani v zavislosti na sile ideru.
V této kapitole budou tedy prezentovany vysledky dvou feseni optimaliza¢ni tlohy, a
to pro heterogenni tyc¢ s [, = 0,1 m buzenou velkym kladivkem s plastovym hrotem
a pro ty¢ s Iy = 0,2m buzenou velkym kladivkem s hlintkovym hrotem. Moduly
pruznosti jednotlivych ¢asti tyce byly nyni povazovany za znamé a byly voleny tak,
jak byly urc¢eny v podkapitole 6.2, tj. E, = 65,68 GPa a E, = 209,59 GPa. Vétsi
mnozstvi optimalizovanych parametri v téchto tlohéch jiz vyzadovalo pro nalezeni
minima cilové funkce vice nez 100 iteraci v obou piipadech, coz na c¢tyrjadrovém
procesoru s frekvenci 3,6 GHz zabralo pét a vice minut.

V obou ptipadech byl proces optimalizace nastartovan z nulovych hodnot nezna-
mych parametri, kromé to a s;. Poc¢atecni hodnoty téchto dvou parametri byly
v obou pifpadech voleny jako ¢y = 1,4ms a s; = —10° Pa. V prvnim piipadé byla
optimalizaci stanovena délka pulsu ¢y = 1,5ms a nalezeny néasledujici hodnoty koe-
ficientu Fourierovy rady

{s} _ [—3,54 -0,62 1,16 045 —0,04

. 5
c] ~ |-0,79 —0,50 0,61 0,51 0,17] 10" Pa. (6.3)

Porovnani identifikované a zméfené funkce buzeni je zobrazeno na obr. 30. Ve

druhém pripadé bylo minimum cilové funkce nalezeno pro hodnoty parametru

~368 —1,11 248 125 —0,58

— S| = . 10°
to = 1,17 ms, M = [—1,45 261 0,55 2,62 0,85} 10°Pa. (6.4)

Porovnani kiivek pro tento piipad je zobrazeno na obr. 31. Z téchto dvou obrazku je
ziejmé, ze v obou piipadech identifikované kiivky pomeérné dobie popisuji skutecny
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Obréazek 30: Porovnani identifikované a zmétené funkce buzeni pro heterogenni ty¢
s [y = 0,1 m buzenou velkym kladivkem s plastovym hrotem

budici puls zméreny pii experimentu, obzvlasté v pripadé prvnim. Z obr. 31 je
ziejmé, ze predpokladany tvar funkce popisujici budici puls (6.2) muze nabyvat
kladnych hodnot, coz v tomto pripadé neodpovidé skutecénosti (pii uderu kladivkem
vznikd pouze tlakové napéti). Na druhou stranu je ale pomérné obecnd, takze lze
pouzit i pro identifikaci buzeni, jehoz charakter je zcela neznamy.

Na presnost procesu identifikace buzeni ma vliv volba materidlovych parametru
pri vycisleni analytickych vztahtu. V podkapitole 6.2 byla zminéna rozdilnost nale-
zenych modulu pruznosti pro heterogenni ty¢ s Iy = 0,1m a I, = 0,2m. Pouzité
prumérné hodnoty Ej, a FE, z téchto dvou heterogennich ty¢i nejsou ziejmé op-

x10°

—ldentifikovany puls
—Zméfeny puls

o) [Pl

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t[s] %107

Obrazek 31: Porovnani identifikované a zmétené funkce buzeni pro heterogenni ty¢
s [ = 0,2m buzenou velkym kladivkem s hlinikovym hrotem
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timélni volbou ani pro ty¢ s kratsi, ani s delsi prostiedni ¢dsti. Tyto prumeéry byly
pouzity, protoze byly zvolenou statistickou metodou urceny jako nejblizsi skutecnym
modulum pruznosti pouzitych materialu. Lze tedy predpokladat, ze pti vyuziti op-
timalnich hodnot Ej, a E, nalezenych pro konkrétni heterogenni ty¢ a pouzité razové
kladivko by mira shody identifikovaného buzeni a zméteného pulsu mohla byt vyssi.
K lepsi shodé téchto dvou krivek by mohlo pomoci i zvySeni poctu ¢lenu Fourie-
rovy fady v definicnim vztahu hledaného pulsu (6.2). S touto zménou by vztah

vvvvvv

vvvvvv

v prezentovaném pripadé. Pro nésledné zmenseni zavislosti funkce programu na
volbé pocatecnich hodnot optimalizovanych parametru a vyvarovani se ukonceni
optimalizace v lokalnim minimu by bylo mozné pouzit sofistikovanéjsi optimalizacni
metodu, jako napi. geneticky algoritmus, popiipadé tento algoritmus vyuzit pro na-
lezeni oblasti globalniho minima a nasledné prejit zpét k nékteré méné vypoctove
narocné gradientni metodeé.
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7 Zavér

Tato prace se zabyvala TeSenim odezvy tenké tyc¢e na buzeni razového charak-
teru ruznymi metodami, porovnanim vysledkiu téchto metod a nésledné vyuzitim
ziskanych znalosti k feSeni inverznich 1loh.

Pomoci Laplaceovy transformace, reziduové véty a véty o konvoluci bylo ve tieti
kapitole provedeno odvozeni analytickych vztahu popisujicich siteni vin vybuzenych
v homogenni tenké tyci razovou silou. Ve ¢tvrté kapitole bylo toto feseni vyuzito
k odvozeni vztahu pro odezvu tenké heterogenni tyce. Pro snadné vycisleni téchto
feSeni pro homogenni i heterogenni ty¢ a naslednou vizualizaci a praci s vysledky
byl vytvofen program s uzivatelskym rozhranim v softwaru Matlab. Diky pouziti
numerické zpétné Laplaceovy transformace tak vznikl nastroj pro velmi efektivni
vy¢isleni odvozenych feseni.

Ve vyse zminénych kapitolach jsou také popsany konecnoprvkové modely sesta-
vené v softwaru Mentat 2016. Je provedena diskuze vlivu zvolené integracni me-
tody v case a velikosti integra¢niho kroku na pfesnost numerického teseni. Dale
je zde zkouman vliv velikosti koneénych prvku v souvislosti s charakterem budici
sily na disperzni chovani modelu. Z provedenych numerickych simulaci vyplyva, ze
pii modelovani heterogennich tyci se skokovou zménou materidlovych vlastnosti je
pro dosazeni stejné presnosti vhodné volit mensi koneéné prvky nez v pripadé tyce
homogenni.

V paté kapitole je predstaven provedeny experiment pro homogenni a heterogenni
tyce. Jsou porovnany namérené a analyticky vypoctené vysledky a diskutovana mira
jejich shody v souvislosti se zpusobem provedeni experimentu, charakterem razové
sily a meérici aparaturou. Bylo zjisténo, ze zejména pii buzeni tyc¢e vysokymi frek-
vencemi jsou zmeérené vysledky negativné ovlivnény i nepatrnou ptridanou hmotou
na konci tyce ve formé akcelerometru a lepidlem pouzitym pro spojeni jednotlivych
casti heterogenni tyce.

V posledni ¢asti prace je vyuzito efektivniho vyéisleni analytickych vztahu a
vytvoreného programu pro parametrickou optimalizaci k feseni tlohy identifikace
modulu pruznosti materidlu pouzitych pti experimentu a k rekonstrukei razové sily.
Prvni dloha se ukéazala jako efektivni a presnd metoda urceni parametru materialu.
Algoritmus dokazal pro jednotlivd méfeni nalézt hodnoty hledanych parametru
priblizné za jednu minutu. Uloha identifikace rézové sily je jiz vypocCtové narocnéjsi
a znacné zavisi na dobré volbé pocateénich hodnot, definici predpokladané funkce
buzeni a kvalité zaznamu odezvy tyce. K efektivnéjsimu feseni této tlohy by prispéla
napi. implementace sofistikovanéjsitho algoritmu pro parametrickou optimalizaci.

Pouzity postup odvozeni odezvy heterogenni tyce by bylo mozné v budoucnu
déle zobecnit na libovolny pocet vrstev, piripadné jim aproximovat tyce se spo-
jité se ménicimi materidlovymi vlastnostmi. Do analytického modelu by také bylo
mozné zahrnout viskozitu a nasledné jej vyuzit k identifikaci materidlovych vlast-
nosti zavislych na frekvenci. Prezentované optimaliza¢ni tlohy by mohly byt dale
pouzity napf. pro navrh tlumice razu nebo k identifikaci kontaktni sily pti buzeni
raznikem v podobé tenké tyce.
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Priloha D

Parametry razového kladivka Briiel & Kjser Miniature Impact Hammer

- Type 8204 [19]

116

@11.1

2 6.35

|

20.2

All dimensions in mm

10-32 UNF

Units [ 8204
Dynamic Characteristics
Voltage Sensitivity (typical) mV/N (mV/Ibf) 22.7 (100)
Full Scale Force Range Compression N (Ibf) 220 (50)
Linear Error at Full Scale % full scale <t2
Electrical Characteristics
Full Scale Output Voltage \ +5
DC Output Bias Voltage \ +7 to +12
Qutput Impedance Q <100
Power Supply mA 2 to 20
Voltage Range VvV DC +18 to +30
Environmental Characteristics
Temperature Range °C (°F) —73 to +60 (-100 to +140)
Max. Force Compression N (Ibf) 890 (200)
Physical Characteristics
Dimensions See outline drawing
Overall Length mm (in.) 122 (4.8)
Effective Seismic Mass without Head Extender gram (0z.) 2 (0.07)
Effective Seismic Mass with Head Extender gram (0z.) 5.5 (0.2)
Impact Tip Material 17-4 PH stainless steel
Connector 10-32UNF

49



Priloha

Priloha E

Parametry razového kladivka Endevco Modal hammer - Model 2302 [20]

— (62) |-

/—1&32 UNF-2B THD HAMMER HANDLE

RUBBERIZED GRIP

AN

0'5%( FIBERGLASS HANDLE BNC CONNECTOR

i

=d

=0

£
—

(253 E“d ENDEVEE 2

[e]

S

SN XXXX

B MARK INFORMATION

APPROX AS SHOWN

(.25)—‘1 - (75)

- (8.76) -
Units -5 -10 -50 -100
Range (full scale] lbf [N) 1000 (4448) 500 (2200) 100 (445) 50 (220)
Sensitivity (typicall mV/Lbf [mV/N) 5(1.14) 10(2.27) 50(11.4) 100 (22.7)
Maximum force [typical) Ibf [N] 1000 (4448)
Resonance frequency kHz 50
Frequency range, [max] kHz 8
Head mass grams 100
Head diameter inches (mm) 0.75 [19)
Impact tip diameter inches (mm) 0.25 [6.4)
DC output bias Vdc 910 10
Output impedance Ohms <100 >
Full scale output vV +5
Suppy voltage Vdc 1810 24
Suppy current mA 2to 10
Temperature range ‘Fl°C) -67 to 257 [-55 tp 125)
Overall length in (mm) 8.76 (223]
Sensor material 17-4 PH stainless steel
Handle material Fiberglass with rubber grip ——
Connector BNC
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Parametry akcelerometru Briiel & Kjser Miniature DeltaTron® Accele-

rometer - Type 4519 [21]
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All dimensions in mm
| Units | 4519 | 4519001 | 4519-002 | 4519-003
Dynamic Characteristics
Voltage Sensitivity (@ 160Hz) mvig 10 £+10% | 100 £10% | 10 £10% | 100 +10%
Measuring Range g + 500 +50 +500 +50
Frequency Response See typical amplitude response
Mounted Resonance Frequency kHz 45
Amplitude Response +10% (typical)® Hz 0.5 to 20000
Residual Noise mg 20 09 20 09
Transverse Sensitivity % <5
Electrical Characteristics
Output Impedance Q <100
DC Output At room temperature \ 12 +1
Bias Voltage  In specified temp. range ' 81o 16
Power Supply mA 21to 20
Start-up Time s <1
Grounding Case grounded
Environmental Characteristics
°C —-51to+121|-51 to+100(-51 to+121|-51 to+100
Temperature Range
F —60to+250|—60to+212 |[-60to+250|-60to+212
Humidity Hermetically sealed
Max. Operational Shock (peak) g pk 5000
. e Equiv.
Base Strain Sensitivity glu strain 0.007
- Equiv.
Thermal Sensitivity %°C (%/°F) 0.2 (0.1)
Physical Characteristics
Dimensions See outline drawing
Weight gram (oz.) 1.6 (0.08) | 1.5 (0.05)
Case Material Titanium
Connector M3
Mounting M3 Stud Adhesive
Max. Mounting Torque Nm (Ib. in.) 1.7 (15) -
Individual Frequency Response
Sensitivity  [%] Phase [Degrees]
T 1 T 1 T
—— Amplitude
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