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Abstrakt

Cilem této bakalaiské préace je proniknout do problematiky modelovani proudéni
nestlacitelnych vazkych kapalin pomoci lattice Boltzmannovy metody a osvojit si
jeji zakladni principy. V této préci je popsan zpisob algoritmizace metody s ohledem
na teseny fyzikalni problém, zpisob implementace okrajovych podminek a nalezeni
potfebnych relaxac¢nich parametri. Nasledné je vyvinuty algoritmus metody pouzit
pro numerické feseni testovacich tloh ve 2D, jako je proudéni nestlacitelné vazké
kapaliny v kavité a horizontalnim kanalu.

klic¢ova slova: nestlacitelnd vazka kapalina, lattice Boltzmannova metoda, proudéni
v horizontalnim kanalu, proudéni v kavité, numerické simulace.

Abstract

The aim of this bachelor thesis is to understand the issue of a flow of an incom-
pressible viscous fluid using the lattice Boltzmann method and to acquire its basic
principles. This work describes the algorithmization of the lattice Boltzmann me-
thod with taking to account the examined physical problem, the implementation
of its boundary conditions and finding of necessary relaxation parameters. Then,
the developed algorithm is used for numerical solutions of 2D test problems such
as incompressible viscous fluid flow in a 2D cavity and a 2D channel.

key words: incompressible viscous fluid, lattice Boltzmann method, flow in hori-
zontal channel, flow in cavity, numerical simulations.
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1 Uvod

S rostouci mirou industrializace se vypoctova dynamika tekutin stala jednou z klico-
vych odvétvi mechaniky. V soucasnosti vypoctové metody dynamiky tekutin nacha-
zeji Siroké vyuziti v leteckém prumyslu, mediciné, meteorologii, hydrodynamickém
primyslu a ve spousté dalsich odvétvi prumyslu. Od Sedesatych let dvacatého stoleti
bylo vynalozeno mnoho tsili v oblasti vyzkumu modelovani tekutin se zvysujici se
popularizaci aeronautiky a kosmonautiky. Vznikly prvni metody, ze kterych ovSem
vétSina prestavala byt spolehliva z duvodu vyssich naroki a pocatku éry vykonnych
pocitaci.

7 klasickych numerickych metod, které se hojné vyuzivaji dodnes pro feSeni pro-
blému proudéni tekutin, 1ze zminit metodu kone¢nych prvkia (FEM), nebo metodu
kone¢nych objemtu(FVM). Jedna se o zékladni diskretizaéni metody nelinearniho
systému Navierovych - Stokesovych rovnic popisujicich proudéni vazkych tekutin.
V pripadé laminarniho proudéni nestlacitelné, vazké newtonské kapaliny se neline-
arni systém Navierovych - Stokesovych rovnic vyjadii ve tvaru [1]

ov

E—}—(V-V)V: —%Vp—l—l/VQ-V, (1.0.1)

V-v=0, (1.0.2)

kde v je vektor rychlosti kapaliny, p je hustota, p je staticky tlak a v je kinematicka
vizkozita kapaliny.

Paralelné s klasickymi numerickymi metodami, jez se pouzivaji pro modelovani
tekutiny chapané jako kontinuum (FEM,FVM) se také vyvinuly metody zalozené
na modelovini dynamiky jednotlivych c¢astic tekutiny. Ty narozdil od metod za-
lozenych na diskretizaci kontinua, nepocitaji s makroskopickymi veli¢inami vystu-
pujicimi v systému Navierovych - Stokesovych rovnic, ale cili na jednotlivé ¢és-
tice tekutiny. Takovou metodou je napiiklad lattice Boltzmannova metoda (LBM),
které je vénovana tato prace. Vyhodou lattice Boltzmannovy metody je zejména
jeji snadnéjsi zpusob implementace v porovnani s klasickymi numerickymi meto-
dami. Protoze lattice Boltzmannova metoda pracuje s pravdépodobnosti pohybu
dostatecné velkého shluku d¢astic, je jakymsi kompromisem mezi mikroskopickym
a makroskopickym ptistupem. Lze ji tedy za urcitych predpokladii aplikovat jak pro
feSeni tloh v mikromeéritku, tak v makromeéritku. Namisto numerického feseni neli-
nearnich parcialnich diferencialnich rovnic je jeji princip charakterizovan pohybem
shluki v omezenych smérech konstantni rychlosti a pouze po vytvorené ekvidistantni
miizce. Zakony zachovani hmoty, hybnosti a celkové energie jsou zajistény vzajem-
nymi interakcemi v uzlech m#izky prostfednictvim kolizi distribu¢nich (pravdépo-
dobnostnich) funkei. Jedna z hlavnich vyhod metody je implementace okrajovych
podminek na pevné nepropustné sténé. Touto metodou lze také numericky simulovat
proudéni tekutiny v poréznim materialu [14], turbulentni proudéni [15] nebo prou-
déni, ve kterém se uvazuje vliv objemovych sil [16]. Lattice Boltzmannovu metodu



lze dobie paralelizovat a tim zlepgit ¢asovou slozitost vypoctu [3], [15]. Je az pie-
kvapivé, ze pomoci této metody lze ziskat numerické hodnoty, které jsou v dobré
shodé s readlnymi hodnotami. Tato metoda ma vSak i svoje nevyhody. Mezi hlavni
nevyhody metody patii nestabilita pro vysoka Reynoldsova ¢isla [8], implementace
okrajovych podminek na zakfivené sténé nebo vySsi narocnost na vypodcetni pamét.

Cil a struktura prace

Cilem této bakalaiské prace je seznamit se se zdkladnimi principy lattice Boltzman-
novy metody pro modelovini proudéni nestlacitelnych vazkych kapalin a imple-
mentovat vlastni navrzeny algoritmus metody ve vypoctovém prostifedi MATLAB.
Néasledné pak vyvinuty software zalozeny na lattice Boltzmannové metodé pouzit
pro numerické feSeni dvou zvolenych testovacich tloh ve 2D.

V prvni ¢asti této prace jsou obecné popsany zékladni principy lattice Bolt-
zmannovy metody, je vysvétlena faze kolize a propagace a je popsana implemen-
tace okrajovych podminek a rekonstrukce makroskopickych veli¢in. Ve druhé c¢asti
této prace je provedena numerickd simulace proudéni nestlacitelné vazké newtonské
kapaliny ve 2D kavité a v horizontdlnim 2D kanalu pomoci vlastniho vyvinutého
softwaru zalozeného na lattice Boltzmannové metodé. Dosazené numerické vysledky
jsou v piipadé proudéni kapaliny v kavité porovnany s numerickymi vysledky pu-
blikovanymi v literatuie [3| a v piipadé proudéni v horizontalnim 2D kanalu jsou
porovnany s analytickym feSenim.

seznam zkratek

CFD - Computational fluid dynamics
FEM - Finite element method

FVM - Finite volume method

LBM - Lattice Boltzmann method
SRT - Single relaxation time

MRT - Multiple relaxation time



2 Princip lattice Boltzmannovy metody

2.1 Boltzmannova rovnice

Tekutiny jsou tvofeny atomy nebo molekulami. Tyto mikroskopické Castice si lze
predstavit jako hmotné body, které se ndhodné pohybuji prostorem. Jejich pohyb
vychazi ze zdkladnich zakoni zachovani hmotnosti, hybnosti a energie. Jednotlivé
¢astice pri pohybu rovnéz interaguji s okolnimi ¢asticemi. Pfi srazce ¢astice s jinou
¢astici se ucinkem vnéjsi sily F sledovana castice vychyli ze své trajektorie. Pohyb
jedné c¢astice lze definovat jejim polohovym vektorem r(t) v soufadnicovém systému

Oxyz, jeho prvni derivaci podle ¢asu ¢ili rychlosti dg—gf) a jeho druhou derivaci podle
o1 , 2 .
¢asu ¢li zrychlenfm ¢ d‘;gt), viz obr. 1.
trajektorie
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Obr. 1: Pohyb ¢astice v soufadnicovém systému Oxyz

Ackoli se zd4 tento popis jednoduchy, je v praktickych piipadech feSeni proudéni te-
kutin vzhledem k velikému poctu castic obtizné realizovatelny. Vychodiskem mitze
byt popis tekutiny na jakési stfedni tirovni tzv. mezoskily. Zde jsou tekutiny re-
prezentovany pomoci distribu¢nich funkei f(r,v,t) vyjadiujicich pravdépodobnost
vyskytu shluku ¢astic v dané pozici r o rychlosti v a v ¢ase ¢ [2].
Predstavme si shluk ¢astic, jejichz pocet je vyjadien distribu¢ni funkei f(r,v,t)
v misté r o rychlosti v v ¢ase t. Pusobi-li na tento shluk ¢astic néjaka vnéjsi sila F
vztazend na jednotku hmotnosti, zméni se tim jeji rychlost z v na v + Fdt, tudiz
i pozice z r na r + vdt, viz obr. 2. V idedlnim prostiedi se béhem srazky ze shluku
zadné castice neod$tépi nebo naopak nepfibyde. Shluk po srazce je stejny, jako
ten samy shluk pted srazkou. Tudiz pro odvozeni Boltzmannovy rovnice podle [3]
plati
f(r +vdt,v+ Fdt, t + dt)drdv — f(r,v,t)drdv = 0. (2.1.1)

Avsak v pripadé, ktery se blizi realité neni srazka dvou shluku idealni, tudiz dochazi
k odstépeni nebo narustu pocétu castic.



shluk castic

f(r + vdt, v + Fdt, t + di)

v + Fdt

z X

Obr. 2: Pohyb shluku ¢astic v soufadnicovém systému Ozxyz

Takovouto zménu definuje kolizn{ operator (f). Rovnice (2.1.1) se tedy zméni na
f(r+vdt,v+ Fdt, t + dt)dedv — f(r,v,t)dedv = Q(f)drdvdt. (2.1.2)
Upravou rovnice (2.1.2) ziskime

f(r+ vdt,v + Fdt, t +dt) — f(r,v,t)
dt

= Q(f). (2.1.3)

Vyraz na levé strané rovnosti (2.1.3) je vlastné elementarni zména distribu¢ni funkce
v Case (dale psano bez zavislych proménnych), a proto ji mizeme piepsat do tvaru

df
i Q(f). (2.1.4)
Méjme na mysli, ze funkce f je stale funkci polohy, rychlosti a ¢asu. Ze znalosti
derivace slozené funkce podle ¢asu vime, Ze vyraz na levé strané rovnice (2.1.4) lze
vyjadrit jako
df ofdr 9dfdv Of
dt  ordt ovdt ot

Ze zlatych rovnic kinematiky vime, ze i—‘; se rovné rychlosti v a C(li—;’ se rovna zrychleni

a. Pak lze derivaci slozené funkce (2.1.5) jesté upravit na

df of of  Of

(2.1.5)

Vyraz (2.1.6) zjednoduSime uplatnénim druhého Newtonova pohybového zakona
a= %, kde F je naptiklad objemova sila a m je hmotnost. Pravé tuto silu F uva-
zujme nulovou. Takto upraveny vyraz dosadime zpét do rovnice (2.1.4). Ziskame tak
spojitou Boltzmannovu rovnici popisujici pouze prenos tekutiny bez vlivu vnéjsich
sil ve spojitém kontinuu. Boltzmannova transportni rovnice se nejcastéji zapisuje

pomoci operatoru V = % a ma tvar
0
a—J;—i—va:Q(f). (2.1.7)



Boltzmannova rovnice je parcidlni diferencidlni rovnice se zdrojovym ¢lenem, kte-
rou je tfeba feSit numericky. K obtiZznosti pfispiva nejvétsi mirou fakt, Ze operator
Q je funkei f. Spojitd Boltzmannova rovnice vyhovuje konzervativnim zikonim.
Vztahy mezi distribu¢nimi funkcemi a makroskopickymi veli¢inami charakterizujici
proudové pole jsou nésledujici

p(r,t) = /mf(r,v, t)dv, (2.1.8)
p(r, t)u(r,t) = /mvf(r,v,t)dv, (2.1.9)
o(r, De(r, 1) = % / mu2f(r,v, t)dv, (2.1.10)

kde m je molarni hmotnost, p je hustota, e je vnitini energie a u, je relativni
rychlost Castice vii¢i rychlosti tekutiny u. Tyto rovnice vyjadiuji zakon zachovani
hmotnosti (2.1.8), hybnosti (2.1.9) a celkové energie (2.1.10). Boltzmannovu rovnici
(2.1.7) je potieba fesit numericky. Obdobné jako u FEM a FVM se proto vyu-
ziva diskrétni formulace. Leva strana rovnice (2.1.7) reprezentuje pfenos tekutiny
v prostoru. Provedeme dale diskretizaci Boltzmannovy rovnice do zvolenych sméri
oznacenych indexy i, jez budou dale podrobné popsany v odstavci 2.2. Diskrétni
tvar Boltzmannovy rovnice je potom

afi
ot

Prava strana rovnice (2.1.11) reprezentuje proces kolize. ProtozZe je operator €2 za-
visly na f, je tfeba jej také diskretizovat. S nejvice pouzivanou diskrétni formulaci
operatoru {2, pfisli panové Bhatnagar, Gross a Krook [3], kdy operator 2 aproximo-
vali vyrazem

Q=w(f— f)= ~(f"~ ), (2.1.12)

kde w = % je kolizni frekvence, f distribuéni funkce, kterou si je mozno piedsta-
vit jako odchylku od rovnovazné distribu¢ni funkce f°? a 7 je relaxacni cas, ktery
charakterizuje prechod distribu¢ni funkce f do rovnovazné distribu¢ni funkce f€9.
Existuje vztah mezi kinematickou vizkozitou a relaxa¢nim parametrem 7, ktery ma
z Navierovych - Stokesovych rovnic tvar [7]

2 — 1
V= T6 c2dt, (2.1.13)

kde vyznam c a dt je popsan v nasledujicim odstavci. Takové aproximaci se v termi-
nologii lattice Boltzmannovy metody #ika SRT - single relaxation time. Podrobnosti



a alternativni moznosti aproximace {2 jsou popsany v dalsich odstavcich. Dosazenim
vyrazu (2.1.12) do rovnice (2.1.11) ziskdme diskrétni tvar Boltzmannovy rovnice

8fz o 1 eq ]
BN +viVfi = ;(fz — fi)- (2.1.14)

Tato rovnice je pateii lattice Boltzmannovy metody.

2.2 Lattice Boltzmannova metoda

Ptedpis pro lattice Boltzmannovu metodu se ziska z rovnice (2.1.14) ¢asovou dis-
kretizaci parcialni derivace f; a rozgifenim v Taylorovu fadu obdobné jako v [4].
Boltzmannova rovnice nabyva pro lattice Boltzmannovu metodu tvaru [5]

o dt
Filr + Ceydl, t + dI) = fi(r,t) — —(fi(r, t) — f(r, 1)), (2.2.1)
~ TV - N 7— )

propagace kc:lirze

kde f;(r 4 ce;dt,t + dt) je distribu¢ni funkce posunuta o dt m¥izkovy ¢asovy krok
vpred, fi(r,t) je distribuéni funkce v aktudlnim ¢asovém kroku, f{/(r,t) je rovno-
vazna distribu¢ni funkce v aktualnim ¢asovém kroku, ¢ je miizkova rychlost a 7 je
relaxa¢ni ¢as. Poznamenejme na tomto misté, Ze parametry oznacené ~ jsou pa-
rametry v lattice Boltzmannovo jednotkach, nikoli ve fyzikadlnich jednotkach, viz
odstavec 2.5. Dilezitou roli reprezentuji smérové vektory e;, které charakterizuji po-
¢et a sméry, ve kterych se distribu¢ni funkce mohou po vypoctové miizce pohybovat
k sousednim uzlim. Pro prostorovy problém se napiiklad vyuziva rychlostniho mo-
delu D3Q7, viz obr.3(a) nebo slozitéjsiho D3Q19 modelu, viz obr. 3(b). Cislo za D
znadi jestli se jedna o rovinny nebo prostorovy model a ¢islo za () pocet smért.

€15

es (=) ey
Aez €16
es
€s eae12 "
es e < =
- e
< ‘({7 > €13 €c 2 €14
€6
€9 VWV e
V (=2 €10
€4 €17
(a) D3Q7 (b) D3Q19

Obr.3 : Rychlostni modely ve 3D

Tato prace je vénovana feSeni rovinnych problémt, a proto budou podrobnéji po-
psany D2 rychlostni modely. Mezi nejjednodussi rovinné problémy se fadi proudéni



tekutiny mezi dvéma deskami, na niz se lattice Boltzmannova metoda pro pochopeni
snadno demonstruje. Vlevo na obr. 4 je miizka, ktera diskretizuje vypoctovou oblast.
V kazdé buiice miizky je uzel, jehoz detail je znazornén v pravé ¢asti obr. 4. Tento
rychlostni model se oznacuje D2Q9 a pro rovinné problémy je hojné vyuzivany.
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Obr. 4 : D2Q9Y

V piipadé modelu D2Q9 nabyvaji smérové vektory hodnot |6]
e; =(0,0), proi=29,

e: = &(cos((i — 1)%), sin((i — 1)%)), proi=1,2,34,  (2.2.2)

~ . m . . ™ .
e; = V2¢(cos((i — 1)1), sin((i — 1)1)), proi=>5,6,7,8,
kde ¢ = dz/ d¢ je miizkova rychlost, d¥ znaéi konstantni mifzkovou vzdéalenost a dt
konstantni miizkovy ¢asovy krok. Lze si povSimnout, Ze fo nalezici vektoru eg vzdy
setrvava ve stiedu uzlu. Kazda distribu¢ni funkce prispiva k celkové hustoté v uzlu
svoji urc¢itou vahou, viz obr. 4. Soucet téchto vah musi byt roven celku, ¢ili jedné.
Jednotka v tomto piipadé znamend 100% mérné hmoty (hustoty). Hodnota vah je
nésledujici [5]
, proi —9,
. prod = 1,234, (2.2.3)
3, proi =56,78.

w; =

Ol Ok

Pro rovnovazné distribuéni funkce figurujici v rovnici (2.2.1) pro model D2Q9 plati
vztah [4]

361'% X 9(616)2 362
c? 2ct 2¢?

£ = wip |1+ ., pro i — 1,2,3,....9, (2.2.4)

kde p je hustota v uzlu a v je vektor rychlosti tekutiny.



2.3 Kolizni a propagacni faze

Algoritmus lattice Boltzmannovy metody probiha v cyklech. V kazdém cyklu se usku-
tec¢nuji dvé faze a to propagace a kolize. Na jejich potadi nezalezi, ale v této praci
se provede nejprve kolizni faze a poté propagacni faze.

2.3.1 Kolize

Béhem kolizni faze, dochazi ve v8ech uzlech vypoctové miize k pomyslné srazce dis-
tribu¢nich funkci. Pomoci modelu SRT - single relaxation time realizujeme kolizni
fazi uzitim vhodného relaxac¢niho ¢asu 7, ktery musi byt vétsi nez % k zajisténi nume-
rické stability. Platnost vztahu (2.3.1) vyjadiuje vztah mezi kinematickou vizkozitou

v a relaxa¢nim ¢asem
- 2T1—=1, ~
V= codt.

(2.3.1)

Jestlize se 7 blizi limitné k %, pak se kinematicka vizkozita podle tohoto vztahu blizi
nule. Pro bezrozmérné Reynoldsovo ¢islo plati

R, = dawll (2.3.2)
v
kde %,,4 je charakteristickd rychlost a H je charakteristicky rozmér. Pokud se z pred-
choziho blizi kinematicka vizkozita nule, pak se Reynoldsovo ¢islo blizi nekoneénu
a vypocet ztraci fyzikalni smysl a stabilitu. Z toho plyne dusledek, ze lattice Bolt-
zmannova metoda v kombinaci s SRT modelem je stabilni pouze pro 7 > %
Relaxac¢ni ¢as také nepiiznivé ovliviiuje vypocet hustoty p. Cim vetst je hodnota
7, tim je kapalina stlacitelnéjsi a to je u modelovani nestlacitelné kapaliny nepfi-
jatelné. Pii implementaci je tedy nutné najit takovou hodnotu 7, ktera neni piilis
velkd a zaroven se neblizi % Kolize tizena SRT modelem je

fikolize(r’ t) = fi(r> t)

— %(fi(r,t) — f(r,t), i=1,2,3,...,9, (2.3.3)

kde dochaz{ k vypoctu koliznich funkei fF°!*¢ pomoci distribuénich funkei f;, které
se do uzlu presunuly ze sousednich uzlii a pomoci rovnovaznych distribu¢nich funkei
{9 které je nutné pred kazdou kolizi piepocitat. Ve fazi inicializace algoritmu
se pred kolizi zadné distribu¢ni funkce neptesouvaji a tekutina je v klidu tzn.
filr,t) = (e t), i=1,2,3,...,9. (2.3.4)

)

Dosazenim této rovnosti, se rovnice (2.3.3) zméni na

FrE ety = f(e,t),  i=1,2,3,...,9. (2.35)

K3 K3

Po f4zi inicializace to ale uz neplati, distribu¢ni funkce se presouvaji a kolize se ¥idi
standardné vztahem (2.3.3). Alternativou k SRT modelu je model MRT - multiple



relaxation time. Tato modifikace lattice Boltzmannovy metody byla vyvinuta proto,
aby vyfesila nedostatek SRT modelu tykajici se nestability algoritmu, kdyz se 7
blizi k % Myslenkou MRT modelu je provést kolizi v momentovém prostoru namisto
v prostoru distribu¢nich funkci a pro kazdy moment pouzit jiny relaxacni ¢as, ktery
je pro dany moment nejvhodnéjsi. Poznamenejme, ze u SRT modelu se pouzivé jeden
relaxacni ¢as pro vSechny distribuc¢ni funkce.

Pro pievod distribuc¢nich funkci f do svého momentového prostoru m se vyuziva
transformace pomoci transformacni matice. Prevod pro model D2Q9 je nasledujici
18]

f=M 'm, (2.3.6)

kde m = (67 eajxa Qx7jya Qys Pxay Pyy» p)T je vektor momentfl,
£ = (f1, fo, f3, fas fos fo, fr, f3, fo),L je vektor distribu¢nich funkci a M je transfor-
macni matice, kterd je v neinverznim a inverznim tvaru pro model D2Q)9 tvotena

1 1 1 1 1 1 1 1 1 4 -1 -2 6 -6 0 0 9 0
-1 -1 -1 -1 2 2 2 2 —4 4 -1 -2 0 0 6 -6 -9 0
-2 -2 -2 -2 1 1 1 1 4 4 -1 -2 -6 6 0 0 9 0
1 0 -1 0 1 -1 -1 1 0 1 1 4 -1 -2 0 0 -6 6 -9 0
M= |-2 o 2 0 1 -1 -1 1 0| ™M = — |4 2 1 6 3 6 3 0 9
0 1 0 -1 1 1 -1 -1 0 36 |4 2 1 -6 -3 6 3 0 -9
0 -2 0 2 1 1 -1 -1 0 4 2 1 -6 -3 -6 -3 0 9
1 -1 1 -1 0 o0 0 0 0 4 2 1 6 3 -6 -3 0 -9
0 0 0 0 1 -1 1 -1 0 4 -4 4 0 0 0 0 0 0

Rovnost (2.3.6) plati i pro rovnovazné distribu¢ni funkce, které je také nutné pie-
transformovat. Misto jednoho relaxac¢niho ¢asu, jako v pripadé SRT modelu, se za-
vadi diagonélni matice S = diag(Se, Se, S}, S, S}, Sapsr Spass Spyys Op) 8 Vice relaxac-
nimi ¢asy odpovidajicimi vektoru momenti m. Obdobné jako u SRT modelu i tyto
relaxacni ¢asy se voli, ale protoze se voli pro kazdy moment co nejvhodnéji, docili se
tim mnohem vétsi stability nez u SRT modelu. Relaxa¢ni ¢asy Sj,, S;,, S, jsou casy
pro komponenty hybnosti tekutiny a jejich hodnota se voli stejna. Relaxacéni Casy
Spew @ Sp,, se voli jako u SRT modelu rovny %. Zbylé relaxacni ¢asy jsou pro hyd-
rodynamické komponenty tekutiny, jejichz hodnota se vétsinou voli vétsi nez jedna.
Kombinace téchto relaxac¢nich ¢asu ovlivni naptiklad pfesnost okrajovych podminek
nebo stlacitelnost tekutiny.

Ridici rovnice MRT modelu m4 v prostoru momentu tvar
M 'm*"=(r 1) = M 'm(r,t) — M~ 'S(m(r,t) — m®(r, t)). (2.3.8)

Tato rovnice vyjadiuje kolizi v momentovém prostoru, kterou je nutné prevézt zpét
do prostoru distribu¢nich funkci. Ze znalosti platnosti (2.3.6) vime, ze m = MHF.
Dosadime-li tento vztah do rovnice (2.3.8), ziskime tim vztah pro prevod do mo-
mentového prostoru a zaroven zpét do prostoru distribu¢nich funkci v podobé

frolize(p ¢y = f(r,t) — M ISM(f(r, ) — £(r, 1)). (2.3.9)

Inicializace algoritmu probih4 stejné jako SRT modelu, viz rovnice (2.3.4) a (2.3.5).
Pro lepsi predstavu je proces kolize znazornén na obr. 5.
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Obr. 5 : Kolizni faze

2.3.2 Propagace

P1i propagaé¢ni fazi dochazi k pfesunu distribucnich funkci ve smyslu smérovych
vektorti do sousednich uzli. Proces je fizen vztahem
fi(r + Ce;dt, t + dt) = fFol=e(r t) pro i = 1,2,3,...,9. (2.3.10)

(2

Propagace pro rychlostni model D2Q)9 je zobrazena na obr. 6.

f;h,f

el I / oo
L ® Py N
fkr\vk o
2 fSD\Ze
olize kolize flt ze
¢ > e R . o>
f7 fﬁohzc fg'™

e L e ) / I \
£ flotie
fﬁohzc 8

Obr. 6 : Propagacni faze

Po propagaci je mozné urcit makroskopické veliciny pro jednotlivé uzly vypoctové
miize. Pro jejich vypocet plati

9
p=>_ filr+Ce;dt,t +di), (2.3.11)
i=1
kde p je makroskopicka hustota tekutiny v uzlech vypocétové mrize. Dale

: (2.3.12)

9 —~ —~ ~ ~
~ i dt,t 4 dt)e;
vzch(r+ce~ + dt)e

: p

=1
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kde v je makroskopicka rychlost tekutiny v uzlech vypoc¢tové miize. Problém na-
stava v krajnich uzlech, ve kterych nejsou znadmy vSechny distribu¢ni funkce. Tyto
problémy osetiuji okrajové podminky, jez jsou detailné popsany v nasledujicim od-
stavci.

2.4 Okrajové podminky

Utelem numerickych simulaci je predikovat chovani pozadované tekutiny [9]. Pii
numerickych simulacich se obvykle vyskytuji problémy na hranici vypoctové ob-
lasti. U lattice Boltzmannovy metody jsou to mista, jako napiiklad vstup nebo
vystup z vypoctové oblasti, interakce tekutiny se sténou a jiné. Nejjednodussim zpi-
sobem by bylo spocitat makroskopické veli¢iny pomoci distribuc¢nich funkei v uzlech
miizky, které se nachéazeji na hranici vypoc¢tové oblasti. AvSak vlivem propagace
nejsou v téchto uzlech vsechny distribuc¢ni funkce zndmé, a proto nemohou byt po-
uzity vztahy (2.3.11) a (2.3.12). Principem okrajovych podminek v piipadé lattice
Boltzmannovy metody je vypocitat chybéjici distribu¢ni funkce. Spravnost vyjad-
feni a implementace okrajovych podminek ma dopad na presnost a stabilitu celého
algoritmu. Vyzkum okrajovych podminek vSak neni tiplné uzavien a stile dochazi
k postupnému zdokonalovani i za cenu vétsi komplexnosti. V nasledujicich podod-
stavcich jsou priblizeny okrajové podminky, které se vyskytuji v nejjednodussich
rovinnych problémech jako je proudéni nestlacitelné vazké kapaliny ve 2D kanélu,
nebo ve 2D kavité. Okrajové podminky lze klasifikovat na podminky pro pevnou
nepropustnou sténu a podminky pro vstup a vystup vypoctové oblasti, jako je tomu
v nasledujicich pododstavcich.

2.4.1 Okrajové podminky pro proudéni v kanalu
Pro ptedstavu definujme problém. Uvazujme dvé rovnobhézné desky vzdalené od sebe

o charakteristicky rozmér H a mezi nimi proudici tekutinu.

sténa
VI PP SIS IS ITI P Isiddidd

—> - tekutina- |, -
vineboP —s . - 7 |
>
[ A7 /7777777 7 77/
sténa

Obr. 7 : Schéma uvazované vypoctové oblasti

U kazdého takového problému musi byt zndmy nékteré veli¢iny jako naptiklad rych-
lost, tlak ale i charakteristicky rozmér.
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Okrajové podminky na pevné nepropustné sténé

Tyto okrajové podminky zajistuji interakci tekutiny s pevnym rovnym nepropust-
nym povrchem. Jejich princip tkvi v odrazeni piichozich distribu¢nich funkei do opac-
ného sméru, odkud pfitekly. Timto se dodefinuji neznamé distribucni funkce, které
jsou znazornény Cervené na obr. 8.

f, oblast okrajovych podminek na pevné
f fs sténé
f f
0—0—3%1—»—0
g s
fo B fs
f f
. 3 1 .
7 H fg oblast okrajovych
4

podminek na pevné sténé

Obr. 8 : Schéma realizace okrajovych podminek na pevné sténé

Tomuto zptusobu implementace okrajovych podminek se tikd z anglického jazyka
bounceback. Jeho matematickd formulace napiiklad pro distribu¢ni funkci fg, spo-
¢iva v rovnosti

fs = fs" = fo — 5", (24.1)
kde rovnovazné distribu¢ni funkce lze rozepsat podle rovnice (2.2.4). Jestlize tak
provedeme, okrajova podminka typu bounceback se pozméni na

fi-ap (1 L 3ev) | 9 §E> ~ f—p (1 pale¥) | 9 §E> .

36 c? 2 A 2¢2 36 c? 2 & 2¢?

Jestlize vazka tekutina interaguje se sténou, pak se jeji rychlost na sténé uvazuje
nulova v = 0. Z rovince (2.4.2) ziistanou pouze ¢leny

(2.4.3)

Analogicky postup lze provést pro vSechny zbylé distribu¢ni funkce fy, f7 a fo, f5, fs,
které se nachazeji v oblasti okrajovych podminek na pevné sténé, viz obr. 8.

Okrajové podminky na vstupu a vystupu

Béhem numerické simulace proudéni ve 2D kandle nastava problém v uzlech na vtoku
a vytoku ¢ili vstupu a vystupu. Na obr. 9 je znazornéna situace, ktera nastava bez-
prostiedné po propagaci. Modie znazornéné distribu¢ni funkce jsou znamé a ¢ervené
neznameé.

12
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vhitfni oblast == f%%fl e ® f3%f1<= vhitini oblast
f7 R g f, > fs
fe f2 fs fo f s

rohovy uzel =>f;%h—0—0—f§%h <= rohovy uzel
4 Wi, Ve SN

4

Obr. 9 : Schéma realizace okrajovych podminek na vstupu a vystupu

Pro urceni okrajovych podminek na vstupu a vystupu se nejcastéji pouziva okra-
jova podminka typu bounceback pro nerovnovazné distribuc¢ni funkce. Vyuziva se
také znalosti predepsanych rychlosti, tlakii nebo principu extrapolace tzn. znalosti
makroskopickych veli¢in sousednich uzli vypoctové miize. Tomuto zpisobu se rika
rychlostni nebo také tlakova okrajovd podminka podle toho, jakd veli¢ina je na
vstupu nebo vystupu predepséna. Jako piiklad vezméme vystup z kanalu, ktery lze
podle obr. 9 rozdélit na dvé entity a to vnitini oblast okrajovych podminek a dva
rohové uzly. Podle Zou a He [10] lze tyto okrajové podminky odvodit ze vztahu
pro makroskopické veli¢iny a z principu okrajové podminky typu bounceback. Nej-
prve odvodme okrajové podminky pro vnitini oblast vystupu. Jedna z neznamych
distribu¢nich funkci je f3, ktera se nejsnaze odvodi nésledovné

fs—f3t=hH— % (2.4.4)

Rovnovéazné funkce f3?, fi9 rozepiseme podle vztahu (2.2.4)

1 (esv) 9(esv)? 3% 1. (e1v) 9(ev)? 3%
——75(1 - =) =f-—=7(1 - - ).
5

c? 2 & 2¢?

Dale rozepisme smérové vektory a vektory rychlosti

A\ A

1| (~1,0)(a,5,)  9[(~1,0)(d, 5))? 1|, (1L,0)(0,5,)  9((1,0)(0, )]
7513 - a =fi—=p |3 5 =
Js=gp 2 *3 A h=gp 2 *3 A
(2.4.6)

2 . . v
kde se odecte ¢len %Z—i Tim se rovnice zjednodusi na

1 pus
3

1 pvs
3¢’

(2.4.7)

f3+ = h
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ze které vyjadiime hledanou funkci f3

fs=Ff— vax. (2.4.8)

Nyni vyjadieme distribucni funkce f7; a fg. Tyto distribu¢ni funkce se odvozuji od-
lisSnym zpusobem nez f3. K odvozeni pouzijeme vztah pro makroskopickou rychlost

9
Zcfzez = pv = fie1 + faes + fies + fies + fze5 + foes + frer + fses + foeg =

=1

pV

(2.4.9)
Pamatujme, Ze smérové vektory e; a vektor rychlosti v maji z-ovou a y-ovou slozku.
Jestlize uvazujeme laminarni proudéni, pak je y-ova slozka vektoru rychlosti nulova.
Vztah (2.4.9) se ve smyslu z-ové slozky zméni

Uy
Fiek + ok + o + ik o + ok + frek 4 Sk + focg =2 (2410)

Tato rovnost lze jesté zjednodusit dosazenim za slozky smérovych vektori nasledu-
jicim zpisobem

1 0 -1 0 1 ~1 ~1 1 0
i€l +fr €5 +fs €5 +fi e +fs e5 +fe €5 +fr 7 +fs e +fo eg = =
(2.4.11)
Z rovnice tedy zustanou jen nékteré ¢leny
pU,
fi—fstfs—fo—frt+ fs= (2.4.12)

Ucelné presuneme hledané distribu¢ni funkce f; a fg na levou stranu rovnice a zis-
kédme jednu z klicovych rovnic pro jejich odvozeni

ot frm fit fot fom fu— D (2.4.13)

Distribu¢ni funkce f3 je jiz znama, a proto ji dosadime do rovnice (2.4.13)

fe+rfi=h+tfs+fos—fi+ p% @% (2.4.14)

ktera se jesté zjednodusi na

wz

Je+ fr=[s+ fs —

(2.4.15)
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Ziskali jsme jednu rovnici pro dvé neznamé fg a f7. Druha rovnice také vychazi z rov-
nosti (2.4.10), ale ve smyslu sméru y. Jestlize ji dikladné rozepiseme a uvazujeme
laminarni proudéni v, = 0, rovnice se zjednodusi

0 1 0 —1 1 1 -1 -1 0 A
Yy Y Y Y Yy /y\ /?J\ /y\ /y\ ﬁ 17;!
fiel +f2 e +fs e5 +fa ey +fs e5 +fo e +fr ez +fs es +fo eg = =
=foet+tfotfs=fit+fitfs (2.4.16)
V této rovnici se vyskytuji hledané distribuc¢ni funkce, a proto jednu z nich vyjadiime
fo=fi+fatfs—fo—fs, (2.4.17)
dosadime do vyrazu (2.4.15)
Pz
fix it fs—fo—fitfr=Fftfi—5 (2.4.18)

a naslednymi algebraickymi tipravami ziskdme vztah pro hledanou distribu¢ni funkci

f7

(o= fa) _ PVa

2 6¢
Ze znalosti distribu¢ni funkce f7 jiz neni obtizné odvodit vztah pro posledni hledanou
distribu¢ni funkei fs, dosazenim (2.4.19) do vztahu (2.4.15)

fr=1s+ (2.4.19)

; = = - —, 2.4.20
fo+ 5+ 5 % s+ /s 3z ( )
a naslednymi algebraickymi tpravami ji vyjadfiit
<f2 — f4> ﬁ?}x
s = fog— ———F — —. 2.4.21
fo=fo— 2 - B (2.4.21)

Hledané distribu¢ni funkce pro vnitini oblast vystupu jsou znamé, zbyva urcit ne-
znamé distribuéni funkce pro rohové uzly vystupu. Urceme je nejprve pro dolni
rohovy uzel vystupu. Opét uvazujme okrajovou podminku typu bounceback pro dis-
tribuc¢nich funkce f3 a f;

fs—f3t=H— % (2.4.22)

Jestlize ji dikladné rozepiSeme

fi-<p (1 LaleV) | O(eV) §§> — fi-sp (1 pale¥) | O(ev) §£> :
2¢ 9

9 c? 2 & c? 2 2 ¢?
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a uvazujeme nulovy vektor makroskopické rychlosti na sténé v = 0. Ziskame jedno-

duchy vztah
(2.4.24)

Totozny postup provedeme v piipadé distribu¢nich funkci f5 a f4, pro které ziskdme

(2.4.25)

Stejné jako pro vnitini oblast i pro rohové uzly plati vztah pro makroskopickou
rychlost ve sméru osy z (2.4.12)

fo=fot fs— fo— fr+ fs = 22 (2.4.26)

c

Ze znalosti rovnosti f3 = f; a nulového vektoru makroskopické rychlosti na sténé
v = 0 se tato rovnice zjednodusi

fs=fo = fat+ fs =0, (2.4.27)
kde ucelné vyjadiime fq
fe=1rfs+fs— J. (2.4.28)
I zde plati vztah pro makroskopickou rychlost ve sméru y (2.4.16)
fet ot fo=fr+ fat[s (2.4.29)
Dosadime-li do této rovnosti vztah (2.4.28)
fs+fs—fitfotfo=fit fatfs (2.4.30)

kde fo = fy, ziskdme dalsi jednoduchou rovnost

(2.4.31)

Vratime-li se jesté k rovnosti (2.4.27) a vyuZzijeme-li vztah f; = f5, ziskAme tim
jednoduchou rovnost

Tyto jednoduché rovnosti jsou v podstaté okrajové podminky typu bounceback v ob-
lasti stén. Jak lze na obr. 9 vidét, problém nastava u distribuc¢nich funkei f5 a f7.
Tyto funkce nemaji nékteré sousedni uzly vypoctové miize, na které by se mohly
presunout, nebo naopak, ze kterych by se mohly distribu¢ni funkce presouvat. Proto
se jedna z nich musi urcit na zakladé jiz odvozenych vztaht pro okrajové podminky
a makroskopické veli¢iny. K tomuto odvozeni je uzite¢ny vztah pro makroskopickou
hustotu (2.3.11). Pro ni plati

9
Y fi=p=htht+fthitfstfotfitfitfo=p (2.4.33)
=1
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Ze znalosti odvozenych vztahu pro dolni rohovy uzel vystupu f3 = fi, fo = fa,
fr = f5 a f¢ = fs se vztah pro hustotu zjednodusi

Ja J1 fs fs -
fit fo + fs Fhatfit fo + fr +fs+fo=0. (2.4.34)

Algebraickymi apravami vyjadiime hledanou distribu¢ni funkci fs5

1

fs =5

(P —fo—2fs—2fi —2fs). (2.4.35)

Nyni jsou zndmy vSechny distribu¢ni funkce k definovani dolniho rohového uzlu
vystupu. Pro uréeni nezndmych distribu¢nich funkei horniho rohového uzlu vystupu
plati totozné vztahy tykajici se okrajové podminky typu bounceback

fs =1, (2.4.36)
J2 = Jas (2.4.37)
fr=f5) (2.4.38)
Jo = Js (2.4.39)

Zména nastane u distribu¢nich funkeci, které nemaji nékteré ze sousednich uzla vypo-
¢tové miize. Jsou to funkce fs a fg. Stejné jako v dolnim rohovém uzlu i zde musime
jednu z nich urcit. Protoze mezi obéma rohovymi uzly plati pfima analogie, vyuzi-
jeme k tomu jiz odvozeny vztah pro funkci f5 (2.4.35)

1

fs =5

(P —fo—2fs—2f1 —2fs), (2.4.40)

kde jednodusSe vyjadiime pozadovanou funkci fg

1

fs=35

(P —fo—2fs—2fi —2f5). (2.4.41)

Definovanim horniho rohového uzlu jsou zndmy vSechny distribu¢ni funkce k tpl-
nému definovani okrajovych podminek pro vystup.

K urceni okrajovych podminek vstupu plati naprosto totozny sled odvozeni s roz-
dilem v hledanych distribu¢nich funkci. Vstup si Ize piedstavit jako zrcadlovy obraz
vystupu, a proto mezi nimi plati analogie. Vstup lze stejné jako vystup rozdélit
na dvé entity a to vnitini oblast okrajovych podminek a dva rohové uzly, viz obr. 9.
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Analogie pro vnitfni oblast okrajovych podminek ma tvar

vystup vstup

R R L (2.4.42)
f7:f5+(f2+f4)—%: f5:f7—@+%, (2.4.43)
fﬁzfg—@—%%;»fg:fﬁ@Jr%. (2.4.44)

Pro dolni rohovy uzel
vstup  vstup
fs=fi= (2.4.45)
fo=fi= (2.4.46)
fo=fs = (2.4.47)
fr=fs= (2.4.48)
fo= 5 (5 fo=2fs=2h = 2f) = | fs =5 (5~ fo— 2fs— 2~ 2f).| (2499
Pro horni rohovy uzel
vstup  vstup
fa=fi=[f=fs (2.4.50)
fi=fo= (2.4.51)
fo=fs=[fs = fe, (2.4.52)
fr=fs = (2.4.53)
1 1

8 (0= fo—2fs =2/ =2fs) = | f (0= fo—2fs—2f1 —2fs).| (2.4.54)

Dosud byly odvozeny vztahy pouze pro distribuc¢ni funkce. V nich ovSem figuruji
neznamé veli¢iny jako je makroskopicka rychlost v, a hustota p. Tyto makroskopické
veli¢iny musi byt pro vypocet okrajovych podminek znamy, ale pro jejich zjisténi
nemohou byt pouZity standardni vztahy (2.3.11) a (2.3.12), protoZe nejsou znamy
vSechny distribu¢ni funkce v uzlech na vstupu a vystupu vypoctové miize. Pouze

18



pro vnitini oblast vstupu a vystupu lze odvodit vztah mezi makroskopickou rychlosti
a hustotou pomoci vztahi (2.3.11) a (2.3.12). Ze vztahu (2.4.33) plati

ht+fet s+ fatfs+fot frtfs+fo=0 (2.4.55)
a ze vztahu (2.4.12)

/U$
fl—f3+f5—f6—f7+f8:p5 : (2.4.56)
Sectenim téchto rovnic
~ Uy
2f1+f2+f4+2f5+2f8+f9Zp(l—l—?> , (2.4.57)

a néaslednymi algebraickymi apravami ziskdme rovnici

ﬁ+ﬁ+ﬁ+%ﬁ+ﬁ+@=ﬁ@+%). (2.4.58)

Tato rovnice je klicova k urc¢eni makroskopickych veli¢in potfebnych k definovani
okrajovych podminek na vnitini oblasti vstupu a vystupu. Uréeni makroskopickych
veli¢in vS§ak pracuje s odlisnou myslenkou na vstupu a vystupu.

Zaméime se na vnitini oblast vstupu, kde se predpoklada znalost makroskopické
rychlosti tekutiny nebo hustoty vyjadfené z predepsaného tlaku. Jestlize je na vnitini
oblasti vstupu predepsana rychlost, rovnice (2.4.58) ma tvar

~  fotfat fot2(fi+ fs+ fr)
a 1+ %

. (2.4.59)

Jestlize je na vnitini oblasti vstupu znama makroskopické hustota, rovnice (2.4.58)

se zméni na
5= et it fot2Ahtfstfy)
p

Pro urceni okrajovych podminek obou rohovych uzli vstupu je potifeba pouze makro-
skopicka hustota. Pro jeji algebraické urceni neexistuje zadny vztah. Vyuziva se ne-
ménnosti hodnoty makroskopické hustoty podél pti¢ného tezu kanalem. Muzeme
ji proto extrapolovat ze sousedniho uzlu vypoc¢tové mtize, viz obr. 9.

(2.4.60)
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Obr. 11 : Extrapolace
makroskopické hustoty nebo
rychlosti pro vnitin{ oblast vystupu

p=p<:

Obr. 10 : Extrapolace
makroskopické hustoty pro uzly v
rozich

Odlisna myslenka je pouzivana k urceni hledanych makroskopickych veli¢in vnitini
oblasti vystupu, kde musi byt zachovidna navaznost na dé€je, které se béehem proudéni
ve 2D kanalu udaly. Navaznost spolehlivé zajistuje extrapolace ze sousedniho uzlu
vypoctové miize, viz obr. 11. Extrapolaci lze realizovat dvéma zpisoby. Extrapoluje-
li se makroskopické rychlost, rovnice (2.4.58) ma tvar

~_ fot fat fo+2(fi+ fs+ f3)

~ ) 2.4.61
p o ( )
Extrapoluje-li se makroskopicka hustota, tvar rovnice (2.4.58) se zméni na
2
5x:_5+5(f2+f4+f9 +N(f1+f5+f8)). (2.4.62)

P
K urcéeni makroskopické hustoty v rohovych uzlech vystupu se opét vyuzivd nemén-
nosti hustoty podél piicného fezu kanalem, viz obr. 10.

2.4.2 Okrajové podminky pro proudéni v kavité

Uvazujme tekutinu uzavienou v oteviené ctvercové nadobé naplnéné po okraj, viz
obr. 12.

—_— — —> — —> —> —

N

SESTERN SN SR |

“tekutina © -

sténa
.
sténa

SUR AN IANR TR TR TN N

) A
L1 LTI T LTI/ I] 72/ 1771177077777 7 /)
sténa

Obr. 12 : Schéma uvaZzované vypoctové oblasti
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Hladiné tekutiny je udélena pocatecni rychlost, tudiz se uvniti kavity utvofi recir-
kula¢ni zona se sekundarnim proudénim. Je pfedpoklddana znalost hustoty tekutiny
a charakteristicky rozmér.

Okrajové podminky na pevné nepropustné sténé

Obdobné jako v pripadé proudéni ve 2D kanalu zde dochazi k interakci tekutiny
s pevnym povrchem. Pro urceni ¢ervené vyznacenych neznamych distribu¢nich funkci
se také vyuziva okrajové podminky typu bounceback, viz obr. 13. Pro vnitini oblast
okrajovych podminek plati jednoduché rovnosti, jako je tomu v piipadé proudéni

ve 2D kanalu.
oblast okrajovych podminek
na pevné sténé
fo ! [f2 Ifs fo 1f 'fs

vnitini

f3 f1 <=3 gplast == T3 f1

f7 f8 f7

fa fa

Obr. 13 : Schéma realizace okrajovych podminek na pevné sténé

Pro vnitini oblast okrajovych podminek na levé sténé jsou to rovnosti

(2.4.63)

(2.4.64)

fs = Je (2.4.65)
Pro vnitini oblast okrajovych podminek na pravé sténé

(2.4.66)

(2.4.67)

fi= s (2.4.68)
A pro vnitini oblast okrajovych podminek na dolni sténé

J2 = J1, (2.4.69)

fs =1, (2.4.70)

[\
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Jo=Js (2.4.71)

Problémové mize byt definovani okrajovych podminek v rohovych uzlech vypocetni
miize. Jedné se o mista, kde se stykaji pevné stény, tudiz plati okrajové podminky
typu bounceback pro vSechny distribu¢ni funkce. Pro levy rohovy uzel plati

fi = fi, (2.4.72)
(2.4.73)
fs = fr, (2.4.74)

(2.4.75)

A pro pravy rohovy uzel plati

ol I et =
AR
=] |

(2.4.76)
(2.4.77)
Jo = Js; (2.4.78)
s =1 (2.4.79)

Okrajové podminky na vstupu

Tyto okrajové podminky se odvozuji podle stejného principu jako okrajové pod-
minky v ptipadé proudéni ve 2D kanélu. Rozdilny je smér vektoru pocatecni makro-
skopické rychlosti. Okrajové podminky lze rozdélit na dvé entity a to vnitini oblast
okrajovych podminek a dva rohové uzly. Neznamé distribu¢ni funkce jsou vyznaceny
¢ervené, viz obr. 14.

fs f2 fs fs f2 fs fe f2 fs
rohovy uzel =t> fg%ﬂ.ﬁ%ﬁ.fa%fl¢ rohovy uzel
Al 4
AN 7SR A T A
vnitfni oblast

7 f

Obr. 14 : Schéma realizace okrajovych podminek na vstupu

Jednou z nezndmych distribu¢nich funkei vnitini oblasti okrajovych podminek je f.
Urcime ji z principu okrajové podminky typu bounceback

fo—fit = fo— 15, (2.4.80)
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kde opét podrobné rozepiSeme rovnovazné distribu¢ni funkce f;? a f5? a ziskame

fi-sp (1 p3e¥) OV §§> — fo-ip (1 pgle¥) Olev) §£> .

9 c? 2 ¢ 2¢? 9 c? 2 A 2¢2

Dale rozepisme smérové vektory a vektory makroskopické rychlosti

L (00 | SO NEOR) _ L (01E0 , (01O,

c? 2 A
(2.4.82)

kde v, je rovno nule, protoze hladina kapaliny proudi pouze v horizontalnim sméru.
Po roznasobeni se tato rovnice zjednodusi na

Ji=f2 (2.4.83)

f4—§ﬂ 2 5 = = f2—§P

K urceni neznamé distribu¢ni funkce f; vyuzijeme vztah pro makroskopickou rych-
lost ve sméru osy x (2.4.12)

hi=ft+f—fe—frt+fs= p—?”, (2.4.84)

a také ve sméru osy y (2.4.16), ve které je zahrnuta rovnost f; = f, a nulova
makroskopicka rychlost v, =0

fs+fe—fr—fs=0. (2.4.85)

Sec¢tenim téchto dvou rovnic ziskime

Pz

fi—fs+2f5=2fr = = (2.4.86)

Algebraickymi tpravami ziskdme tvar pro hledanou distribuc¢ni funkci

fi—fs P
2 2

Jr=Js+

(2.4.87)

Ze znalosti distribuc¢ni funkce f; 1ze vyjadrit zbyvajici nezndmou distribuéni funkci
dosazenim (2.4.87) do (2.4.85)

—fs P
f5+f6_f5_M+p~—f8:O, (2.4.88)
2 2c
odkud vyjadiime fg a ziskdme vztah
Ji—fs | pue
= - = 2.4.89
Js=Je 5 + % ( )
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Timto jsou znamy vSechny hledané distribu¢ni funkce pro vnitini oblast okrajovych
podminek na vstupu.
K urceni levého rohového uzlu vyuZijeme jiz odvozeny vztah pro distribuéni

funkei fy (2.4.83)
fim = - f'= (2.4.90)
Stejnym zpusobem bychom postupovali i v pfipadé fi, f5 a fs, pro které by platilo

h=-f'=h-f"= (2.4.91)

fs=f"=fH-f"= (2.4.92)
fs= K" =fe— fs" = (2.4.93)

Stejné jako u okrajovych podminek pro vstup a vystup v piipadé proudéni ve 2D
kanalu zde nastavi problém u distribuénich funkei f5 a f;. Jednu z nich vyjadiime
na zakladé vztahu pro makroskopickou hustotu

it ot fatfutfst+fot+fitfat+fo=p, (2.4.94)

kde ze znalosti rovnosti f; = f3, fa = fo, f5 = fr a fs = f¢ ziskdme
2f2+2f5+2f6 +2f7 + fo = p, (2.4.95)

kterou algebraicky upravime na hledanou distribuc¢ni funkci

(2.4.96)

[

Timto jsou definovany neznamé distribu¢ni funkce pro levy rohovy uzel. Opét plati
pfima analogie mezi levym a pravym rohovym uzlem. Pro pravy rohovy uzel plati

Ja

Ja; (2.4.97)

o
Il

f
5, (2.4.99)

(2.4.98)

—_

=
I
S~

fe

Distribu¢ni funkce fs nebo fg, ve kterych nastava problém z duvodu chybéjiciho
sousedniho uzlu vypoc¢tové miize vyjadiime ze vztahu (2.4.96)

I
E

(2.4.100)

fo P
27

f7:—f2—f3—f6—5+ (2.4.101)
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kde lze vyjadrit funkci fg

kz—ﬁ—ﬁ—ﬁ—%+g (2.4.102)

Nyni jsou definovany v8echny nezndmé distribuc¢ni funkce v oblasti okrajovych pod-
minek na vstupu v piipadé proudéni ve 2D kavité. Ve vztazich opét figuruje makro-
skopicka rychlost v, a hustota p. Pro tyto makroskopické veli¢iny existuje algebraické
vyjadieni, které plati pouze pro vnitini oblast okrajovych podminek. Pro odvozeni
se vyuziva vztah pro makroskopickou hustotu

ht+fotfatfutfst+fot+fitfat+fo=p, (2.4.103)

a vztah pro makroskopickou rychlost (2.4.16) ve sméru osy y, ve kterém je navic
zahrnuta rovnost f; = fo

fs+fe—Jr—fs =0. (2.4.104)

Seétenim téchto dvou vztaht ziskdme

fit fot fot fat2fs+2fc+ fo=p. (2.4.105)

Zavedeme-li do tohoto vztahu rovnost f, = fy; a algebraicky upravime, ziskdme
hledany vyraz pro makroskopickou hustotu

p=f+fs+fot2(fat fs+ fo) (2.4.106)

Pro makroskopickou hustotu v rohovych uzlech plati obdobny princip extrapolace,
jako je tomu je v piipadé proudéni tekutiny ve 2D kanélu. Makroskopickd hustota v
rohovém uzlu je rovna makroskopické hustoté sousedniho uzlu vypoctové mftize, viz
obr. 15.

vstup

©
1
©

P=pP
Y\ /N
® 6 6 6 & 0 O

Obr. 15 : Extrapolace pro uzly v rozich

Timto je zcela definovana oblast okrajovych podminek na vstupu v piipadé proudéni
tekutiny ve 2D kaviteé.
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2.5 Podobnostni modelovani

Lattice Boltzmannovu metodu lze aplikovat na realné problémy, avsak musi byt
presné zachovano propojeni mezi redlnym problémem a modelovanym problémem.
Jelikoz simulace néjakého redlného problému ve fyzikalnich jednotkach miize vyza-
dovat obrovské mnozstvi vypocetni paméti a je tak ¢asové narocna, pracuje lattice
Boltzmannova metoda s vlastnimi jednotkami. V této praci jsou fyzikalni jednotky
znaceny jako obvykle, naptiklad rychlost v, kdezto lattice Boltzmanovy jednotky
jsou znaceny pomoci tildy napfiiklad hustota p. Aby model v lattice Boltzmanno-
vych jednotkich odpovidal modelu ve fyzikalnich jednotkach, vyuziva se tzv. podob-
nostntho modelovani. Jeho princip spoc¢iva v definovani bezrozmérnych konverznich
faktori, které si lze predstavit jako prevody udavajici konstantni pomeér mezi fyzikal-
nimi a lattice Boltzmannovymi jednotkami. Tyto poméry maji pro obecnou veli¢inu
tvar [11]

Q = Q . (g
~~ ~~

fyzikalni veli¢ina LB veli¢ina konverzni faktor

, (2.5.1)

kde @, Q) muze zastupovat napi. charakteristicky rozmér, hustotu nebo rychlost
v odpovidajicich jednotkach.

K urcéeni téchto vztahu se vyuziva znalosti predepsanych fyzikalnich veli¢in vy-
poc¢tového modelu, ale i volby nékterych veli¢in. Existuje vice zptisobt jak plné defi-
novat vztahy mezi lattice Boltzmannovymi a fyzikidlnimi jednotkami, avsak nékteré
vedou ke zbytecnym komplikacim. V této praci je podrobné piedstaven zpisob, ktery
je z hlediska volitelnych veli¢in a vyvarovani se komplikaci nejptijatelnéjsi. Piedpo-
kladejme znalost charakteristického rozméru vypoctového modelu, napt. vyska H
kandlu nebo kavity. Vypoctova oblast je diskretizovana mrizi a pocet uzli podél
charakteristického rozméru je roven charakteristickému rozméru H. Pro rozmér plati

vztah o
H=HCy= Cy = = (2.5.2)

kde Cy je hledany konverzni faktor pro rozmér. Nadale predpokladejme znalost
hustoty tekutiny p ve fyzikalnich jednotkéich, pti¢emz je zndma i hustota v lattice
Boltzmannovych jednotkach p, ktera se voli rovna jedné. Pro konverzni faktor hus-
toty plati
p=pC,=C,= %. (2.5.3)
Nyni zvolme hodnotu relaxa¢niho ¢asu 7, ktera se nesmi blizit % V této praci je
nejcastéji volen z intervalu
7€ (0,5;0,6). (2.5.4)
Ve vztazich v odstavcich 2.2 az 2.4 se vyskytuje miizova rychlost ¢ = i—%, ktera
komplikuje jejich vypocet. Vhodnou volbou délkového kroku dz = 1 a casového
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kroku dt = 1 se vztahy vyrazné zjednodusi. Pro piislusné konverzni faktory pak ale

plati
1

N
dz = dz Cy = doz = Chy, (2.5.5)
~~

kde konverzni faktor pro rozmér Cy je znamy, ale konverzni faktor pro ¢as C; neni.
K jeho urceni se vyuziva vztah (2.1.13) s piedpokladem znamé kinematické vizkozity

21 — 1
v= T6 cdt, (2.5.7)
ktery ma po rozepsani tvar
27 — 1da?
= —_—. 2.5.8
6 dt ( )
Zavedenim vztahu pro dz a dt se zméni na
21 —1C%
= - 2.5.9
v 6 Ct Y ( )
odkud jiz 1ze vyjadrit hledany konverzni faktor pro ¢as
27 — 1 C?
C, = - 2.5.10
! 6 v ( )

Nyni vyjadifeme konverzni faktor pro rychlost pomoci konverznich faktoru, které
jsou jiz znamé. Vyjdeme z jednoduché myslenky
rozmeér Cy

=0, = 2.5.11
¢as C ( )

rychlost =

kde C, je hledany konverzni faktor pro rychlost. Pomoci néj lze urcit rychlost v lattice
Boltzmannovych jednotkach tak, aby odpovidala pfedepsané rychlosti na vstupu.

Plati pro ni vztah

v
30, =T = —. 9.5.12
V=" v c ( )

kde v je ptredepsané rychlost ve fyzikalnich jednotkach a v je rychlost v lattice
Boltzmannovych jednotkach. Zde je nutno poznamenat, ze v by méla byt pro simulaci
nestlacitelné vazké kapaliny < 0.3 [11].

Zbyva urcit konverzni faktor pro kinematickou vizkozitu a pomoci néj urcit kine-
matickou vizkozitu v lattice Boltzmannovych jednotkach. K urceni tohoto konverz-
niho faktoru se pouziva Reynoldsovo podobnostni ¢islo, jehoz hodnota je stejné jak
ve fyzikalnich jednotkach, tak i v lattice Boltzmannovych jednotkéch. Tedy plati

~ uH ©H

v 1%
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Tento vztah algebraicky upravime, aby sobé odpovidajici veli¢iny byly ve zlomku
vzdy nad sebou

c, c, CH
v v H
= = = = = C,/ = CUCH, (2514)
v v H

kde C, je hledany konverzni faktor pro kinematickou vizkozitu. Pro neznamou ki-
nematickou vizkozitu v lattice Boltzmannovych jednotkach plati
v
v=—. 2.5.15
& (2:5.15)
Timto jsme definovali vSechny potiebné konverzni faktory. Pro prehlednost je jesté
jednou schématicky naznacen algoritmus predeslého postupu.

dano: v
dano: v
dano: H, H
dano:p, p
volba: T

dx = Cq

AP G - o v IRe = Re!
—Ci=?

C

Obr. 16 : Schéma uvedeného podobnostniho modelovani

3 Implementace lattice Boltzmannovy metody a numerické
vysledky

V odstavci 2. je popsan princip lattice Boltzmannovy metody. V tomto odstavci
je ve vyvojovém diagramu schématicky naznacen algoritmus lattice Boltzmannovy
metody. Dale jsou vlastni dosazené numerické vysledky v piipadé proudéni kapaliny
ve 2D kavité porovnany s numerickymi vysledky publikovanymi v literatute a v pii-
padé proudéni v horizontalnim 2D kandalu jsou porovnany s analytickym feSenim.
Jako vyvojové prostiedi je v této praci pouzito vypoctové prostiedi MATLAB.

3.1 Algoritmus

Predpokladejme znalost fyzikalniho problému napiiklad rychlost tekutiny, rozmér
vypoctové oblasti a hustotu tekutiny. Velic¢iny ve fyzikalnich jednotkach je potfeba
prevést do lattice Boltzmannovych jednotek a zvolit relaxa¢éni ¢as (plati pro SRT
i MRT modely). Vzhledem k uspofe ¢asu je vhodné zvolit zastavovaci podminku,
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kterd zastavi reziduum sledujici proménlivost rychlostniho pole vypoctové oblasti.
P1i inicializaci se distribuc¢ni funkce rovnaji rovnovaznym distribu¢nim funkcim, pro-
toze je tekutina v klidu. Po inicializaci se uskutecni kolizni faze v kazdém uzlu vy-
pocetni miize. Néasledné se v kazdém uzlu realizuje propagace. K uréeni neznamych
distribu¢nich funkei na okrajich vypoctové oblasti se pouziji okrajové podminky
a nasledné se spocitd reziduum rychlostniho pole. Jestlize je rychlostni pole usta-
lené, prerusi se algoritmus a ulozi se makroskopické hodnoty rychlostniho pole a pole

hustoty. Pro piehlednost je cely proces schématicky zndzornén ve vyvojovém dia-
gramu na obr. 17.

olba relaxacniho prevod z fyzikalnich
Casu a zastavovaci jednotek do lattice

pndmmkjr Bnltzmannwg}u:h jednotek

f
I

il

v

kolize

v

propagace

v

okrajove
podminky
¥
wypodet
makroskopickych
velicin

je reziduum
rychlostnino pole
mensi nez
zastavovaci
podminka?

MNE uloZit
makroskopické
veliciny

Obr. 17 : Vyvojovy diagram algoritmu lattice Boltzmannovy metody
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3.2 Proudéni nestlacitelné vazké tekutiny ve 2D kavité

NONNNNNN NN
T
UM N NN NN

SSLSISS TS

Obr. 18 : Schéma vypoctové oblasti pro 2D kavitu

V tomto odstavci je provedena numerickd simulace proudéni kapaliny uvniti ¢tver-
cové nadoby, takzvané kavity. Sitka a vyska kavity je H = 20.1073 m a je naplnéna
kapalinou o hustoté p = 871 kg/m? a kinematickeé vizkozité v = 1,2.1073 m?/s. Hla-
dina kapaliny je uvedena do pohybu pocéte¢ni rychlosti v, = 6 m/s, viz obr. 18.
K vytvofeni vypocetni miize byla vyska kavity diskretizovana H = 100 uzly, viz
odstavec 2.5. Protoze je kavita ¢tvercova tak i jeji §itka byla diskretizovana 100 uzly.
Namisto SRT modelu byl zvolen MRT model, protoze pti danych fyzikalnich veli¢i-
nach je Reynoldsovo ¢islo rovno Re = v, H/v = 1000 a s takto vysokou hodnotou je
SRT model na vypocetni miizi 100 x 100 na hrané stability. Diivodem této nestability
je vysoka hodnota rychlosti v lattice Boltzmannovych jednotkéich, viz odstavec 2.5.
Jako relaxacni ¢asy byly zvoleny hodnoty podle [12], kde pomoci nich autor dosahl
dobré stability. Cili pro S, = S, = Sy = 1, pro Sec = S = 1,4, pro Sy = Sy = 1,2
a pro Spzx = Spyy = 1/7, kde 7 bylo zvoleno jakoby se jednalo o SRT model ¢ili
7 = 0,52. Konverzni faktor pro délku ma hodnotu Cy = 0,002 a konverzni faktor
pro ¢as Cy = 2,22.107°. Z té&chto znalosti byl ziskan konverzni faktor pro rychlost
C, = 90 pomoci néhoz byla spocitana rychlost v lattice Boltzmannovych jednotkach
Uy = v,/C, = 0,066667. Z platnosti Re = Re byl ziskan konverzni faktor pro kine-
matickou vizkozitu, podle kterého je kinematické vizkozita v lattice Boltzmannovych
jednotkach rovna C), = 0, 18. K ovéfeni spravnosti numerickych vysledki ziskanych
pomoci vlastniho softwaru lattice Boltzmannovy metody (na obr. 20) byly pouzity
numerické vysledky publikované v praci [3]| (na obr. 19).
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Obr. 19 : Proudnice podle autori [3] Obr. QQ : Proudnice stan9vené na zakladé
vlastni implementace lattice Boltzmannovy
metody

Néasledné byly porovnany vlastni numerické vysledky rychlostnich profila v pric-
ném (obr. 22) a podélném (obr. 23) fezu vedenym stfedem kavity s numerickymi
vysledky publikovanymi v praci [3], které autor ziskal pomoci metody FVM, viz
obr. 21. Poznamenejme, Ze na obr. 22 je rychlostni profil diagonalné pievracen oproti
odpovidajicimu rychlostnimu profilu na obr. 21.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

osk Re=1000

0.6

0.4

Obr. 21 : Rychlostni profily podle autort [3]

31



1

0.9
0.8
0.7 F
0.6 -
05
0.4+

Uos3r
0.2F
01r

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5

-

N\
I \/
0.‘ 2 0 .‘3

I
0 0.1

I I
0.4 0.5
Y

I
0.6

I I
0.7 0.8

I
0.9

1

0.6

05
0.4
03
0.2
0.1 f‘;“

011
021
031
-04
051

ol

V-

I I I I I I I I
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
X

Obr. 22 : Rychlostni profil v pfi¢ném
fezu ziskany vlastnim softwarem

Obr. 23 : Rychlostni profil v podélném
fezu ziskany vlastnim softwarem

Z uvedeného porovnani je ziejma velmi dobra shoda dosazenych numerickych vy-
sledkii vyvinutého softwaru s vysledky publikovanymi v [3].

V tomto odstavci je porovnan vliv Reynoldsova ¢isla na rychlostnich profilech zis-
kanych pomoci SRT modelu a MRT modelu. Fyzikdlni problém je stejny jako v pied-
chozim pfipadé s rozdilem pocéate¢nich rychlosti udélenych hladiné kapaliny. Poca-
aby se Reynoldsova ¢isla postupné rovnala Re = 100, 200, 400, 800, 1000, 1200, 1400,
1800. Obr. 24 znézorhuje rychlostni profily podélného fezu stfedem kavity a obr.
25 detailnéji jeho pravou polovinu. Rychlostni profily pfi¢ného fezu stiedem kavity
jsou znézornény na obr. 26 a na obr. 27 je detailnéji zndzornéna jeho leva polovina.
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Obr. 24 : Rychlostni profily podélného fezu kavity pro rizna Reynoldsova ¢isla
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Obr. 25 : Prava polovina podélného fezu kavity pro rtiznd Reynoldsova ¢isla
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Obr. 26 : Rychlostni profily pfFi¢ného fezu kavity pro rizna Reynoldsova ¢isla
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Obr. 27 : Leva polovina pfi¢ného fezu kavity pro rtiznd Reynoldsova €isla

Se zvySujicim se Reynoldsovym ¢&islem dochézi k ost¥ejsim pribéhim rychlostnich
profilii. Z obr. 25 a 27 je patrné, Ze pfesnost numerického vypoc¢tu pouzitim SRT
modelu a MRT modelu je témér totozna pro Reynoldsova ¢isla 100,200 a 400. Pro
Reynoldsova, ¢isla 800 a 1000 se ale presnost SRT a MRT modeltu zménila. Pfi¢inou
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zmény presnosti je zvySujici se pocatecni rychlost, zvySujici se stlacitelnost tekutiny
a tim snizujici se stabilita SRT modelu vlivem jediného spole¢ného relaxa¢niho ¢asu
7, viz odstavec 2.3. MRT model je pfi takovychto Reynoldsovych ¢islech numericky
stabilnéjsi a jeho vysledky lze povazovat za presnéjsi. Pro jakdkoliv Reynoldsova ¢isla
vétsi nez 1000 dochézi k naprosté ztraté stability numerického vypoctu pii pouziti
SRT modelu, proto jsou nadale na obr. 24 az 27 kiivky rychlostnich profili pouze pro
MRT model. Nutno poznamenat, ze pti Reynoldsovych ¢islech 1800 a vyssich dochazi
ke zvysSujici se stlacitelnosti tekutiny i pro vypocet pomoci MRT modelu. Dochazi
tak ke ztraté presnosti a stability. K absolutni ztraté stability dochézi priblizné pii
Reynoldsovo ¢isle 2000. Problém ztraty stability fesi zhuSténi vypoctové sité, avsak
za cenu vyssiho vypocetniho ¢asu.

3.3 Ustalené proudéni nestlacitelné vazké tekutiny ve 2D kanéalu
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Obr. 28 : Schéma vypoctové oblasti pro 2D kanal

V tomto odstavci byla provedena numerickd simulace proudéni nestlacitelné vazké
tekutiny ve 2D kanalu, ktery ma vysku H = 1.1073m a délku L = 15.1073 m.
Kanal musi byt dostatecné dlouhy, aby se rychlostni profil mohl plné vyvinout,
nebot je predepsana konstantni rychlostni podminka na vstupu v, = 0,1m/s,
viz obr. 28. Kanélem proudi tekutina o hustoté p = 1000 kg/m? a kinematické
vizkozité v = 1.107°> m?/s. Pro vytvoieni vypocetni mtize kandlu bylo pouZito
H = 100 uzlt na vySku kandlu, tudiz pro diskretizaci délky kanalu muselo byt
pouzito 15.1072.100/1.1073 = 1500 uzli. Relaxa¢ni ¢as pro SRT model byl zvo-
len tak, aby byl algoritmus stabilni a nedochazelo k prilisnému stlacovani tekutiny
7 = 0,57. Konverzni faktor pro délku méa hodnotu Cy = 1.107° a konverzni faktoru
pro ¢as C; = 2,333.1075. Pomoci konverzniho faktoru pro rychlost C, = Cg/Cy
a pocatecni rychlosti v, byla spoc¢itana rychlost v lattice Boltzmannovych jednot-
kach @A/: 0,023333. Pii takovychto fyzikalnich veli¢inéch je Reynoldsovo ¢islo rovno
Re = Re = v, H/v = 100 a tedy konverzni faktor pro kinematickou vizkozitu je ro-
ven C, = 4,2857.107°. Podle tohoto konverzniho faktoru byla vyjadiena neznaméa
kinematicka vizkozita v lattice Boltzmannovych jednotkach v = v/C,,.
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Obr. 29 znazoriuje rozvoj rychlostnich profilia tekutiny podél 2D kanélu. Ze zadané
pocateéni podminky na vstupu se postupné utvareji parabolické profily. V ur¢itém
misté dochazi ke zhusténi profili, coz symbolizuje ustalenost proudového pole. Je
znadmo, ze plné vyvinuty rychlostni profil proudéni tekutiny ve 2D kanéilu méa para-
bolicky tvar s maximalni rychlosti uprostied kanalu. K ovéreni spravnosti vysledki
dosazenych pomoci vlastniho vyvinutého softwaru bylo pouzito znamého analytic-
kého vztahu. Ustaleny rychlostni profil je dan pouze zménou z-ové slozky vektoru
rychlosti v zavislosti na aktualni vzdalenosti od dolni stény kanalu y a je vyjadien
vztahem u(y) = (P, — P2)(—y*+Hy)/2lv, kde Py a P jsou hodnoty statického tlaku,
[ je délka na niz plati zminény analyticky vztah a H je vyska kanalu. Na obr. 29
je tuéné zvyraznén analyticky vztah rychlostniho profilu. Usek kanalu [ byl ziskan
ode¢tenim rozbéhové drahy rychlostniho profilu podle Schillera [13] od celkove délky
kanalu [ = L — (0.025 x Re x H). Pro uzly A a B vypoc¢tové mfize byly spoc¢itany
tlaky P1 a P2 pomoci vztahu P = pC,/3, viz obr. 28. Z uvedeného porovnani je
vidét velmi dobré shoda s analytickym tesenim.

0.16

v, [m/s]

rozvinuty rychlostni profil - Schiller

0 I I I I I I I I I A
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

vyska

Obr. 29 : Rychlostni profily podél kanédlu a porovnéani s analytickym FeSenim
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Na obr. 30 je provedena vizualizace rychlostniho pole v kanalu pomoci izoploch.
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Obr. 30 : Rozlozen{ velikosti vysledné rychlosti v kanalu

4 ZAavér

Cilem této bakalarské prace bylo seznamit se s matematickym popisem proudéni
nestlacitelné vazké tekutiny pomoci Boltzmannovy rovnice, ze které vychazi lattice
Boltzmannova metoda a nasledné navrhnout vlastni algoritmus lattice Boltzman-
novy metody. Ve vyvojovém prostiedi MATLAB vytvofit vlastni softwarovy nastroj
pro numerickou simulaci proudéni nestlacitelnych vazkych tekutin zalozeny na lat-
tice Boltzmannové metodé. Pomoci vyvinutého softwarového nastroje byly feSeny
dva vybrané testovaci problémy, a to proudéni ve 2D kavité a ve 2D kanalu. K ové-
feni spravnosti vysledku ziskanych pomoci vlastniho softwarového néstroje byla v
piipadé 2D kavity pouzita dostupn literatura |3|, ve které autor porovnal vlastni
numerické vysledky s numerickymi vysledky ziskanymi metodou konec¢nych objemu
pro proudéni motorového oleje ve 2D kavité. Vlastni a numerické vysledky z dostupné
literatury byly ve velmi dobré shodé. Vlastni softwarovy nastroj byl jesté rozsiten o
MRT model a ziskané numerické vysledky byly nasledné porovnany s numerickymi
vysledky ziskanymi SRT modelem. Do Reynoldsova ¢isla 800 se rychlostni profily
SRT a MRT modelu vyznamné neliily. Pii vys$ich Reynoldsovych ¢islech v§ak do-
chazelo k diferencim z divodu nizsi stability SRT modelu a pii Reynoldosovo ¢isle
1000 k uplné ztraté stability SRT modelu. K ovéfeni spravnosti vyvinutého softwa-
rového nastroje byl v pfipadé proudéni ve 2D kanalu pouzit znamy analyticky vztah
pro ustilené proudéni. Ustalené rychlostni profily ziskané vyvinutym softwarovym
nastrojem byly v dobré shodé s jejich analytickym vyjadienim.

piipady, které maji napiiklad zaktivené stény nebo se jedna o prostorové problémy.
Dale by bylo mozné zvysit jeho efektivitu pfepsanim algoritmu tak, aby vypocet pro-
bihal na grafickych kartach, které jsou v piipadech siti s mnoha uzly mnohonasobné
rychlejsi.

Na zavér lze konstatovat, ze moderni lattice Boltzmannova metoda muze efek-
tivné konkurovat tradi¢cnim metodam FVM nebo FEM pouzivanym pro numerické
feSeni problému proudéni tekutin. Lattice Boltzmannova metoda neni implemento-
vana v dostupnych licencovanych CEFD vypoctovych systémech.
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