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Abstrakt

Cílem této bakalá°ské práce je proniknout do problematiky modelování proud¥ní
nestla£itelných vazkých kapalin pomocí lattice Boltzmannovy metody a osvojit si
její základní principy. V této práci je popsán zp·sob algoritmizace metody s ohledem
na °e²ený fyzikální problém, zp·sob implementace okrajových podmínek a nalezení
pot°ebných relaxa£ních parametr·. Následn¥ je vyvinutý algoritmus metody pouºit
pro numerické °e²ení testovacích úloh ve 2D, jako je proud¥ní nestla£itelné vazké
kapaliny v kavit¥ a horizontálním kanálu.

klí£ová slova: nestla£itelná vazká kapalina, lattice Boltzmannova metoda, proud¥ní
v horizontálním kanálu, proud¥ní v kavit¥, numerické simulace.

Abstract

The aim of this bachelor thesis is to understand the issue of a �ow of an incom-
pressible viscous �uid using the lattice Boltzmann method and to acquire its basic
principles. This work describes the algorithmization of the lattice Boltzmann me-
thod with taking to account the examined physical problem, the implementation
of its boundary conditions and �nding of necessary relaxation parameters. Then,
the developed algorithm is used for numerical solutions of 2D test problems such
as incompressible viscous �uid �ow in a 2D cavity and a 2D channel.

key words: incompressible viscous �uid, lattice Boltzmann method, �ow in hori-
zontal channel, �ow in cavity, numerical simulations.
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1 Úvod

S rostoucí mírou industrializace se výpo£tová dynamika tekutin stala jednou z klí£o-
vých odv¥tví mechaniky. V sou£asnosti výpo£tové metody dynamiky tekutin nachá-
zejí ²iroké vyuºití v leteckém pr·myslu, medicín¥, meteorologii, hydrodynamickém
pr·myslu a ve spoust¥ dal²ích odv¥tví pr·myslu. Od ²edesátých let dvacátého století
bylo vynaloºeno mnoho úsilí v oblasti výzkumu modelování tekutin se zvy²ující se
popularizací aeronautiky a kosmonautiky. Vznikly první metody, ze kterých ov²em
v¥t²ina p°estávala být spolehlivá z d·vodu vy²²ích nárok· a po£átku éry výkonných
po£íta£·.

Z klasických numerických metod, které se hojn¥ vyuºívají dodnes pro °e²ení pro-
blém· proud¥ní tekutin, lze zmínit metodu kone£ných prvk· (FEM), nebo metodu
kone£ných objem·(FVM). Jedná se o základní diskretiza£ní metody nelineárního
systému Navierových - Stokesových rovnic popisujících proud¥ní vazkých tekutin.
V p°ípad¥ laminárního proud¥ní nestla£itelné, vazké newtonské kapaliny se neline-
ární systém Navierových - Stokesových rovnic vyjád°í ve tvaru [1]

∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −1

ρ
∇p+ ν∇2 · v, (1.0.1)

∇ · v = 0, (1.0.2)

kde v je vektor rychlosti kapaliny, ρ je hustota, p je statický tlak a ν je kinematická
vizkozita kapaliny.

Paraleln¥ s klasickými numerickými metodami, jeº se pouºívají pro modelování
tekutiny chápané jako kontinuum (FEM,FVM) se také vyvinuly metody zaloºené
na modelování dynamiky jednotlivých £ástic tekutiny. Ty narozdíl od metod za-
loºených na diskretizaci kontinua, nepo£ítají s makroskopickými veli£inami vystu-
pujícími v systému Navierových - Stokesových rovnic, ale cílí na jednotlivé £ás-
tice tekutiny. Takovou metodou je nap°íklad lattice Boltzmannova metoda (LBM),
které je v¥nována tato práce. Výhodou lattice Boltzmannovy metody je zejména
její snadn¥j²í zp·sob implementace v porovnání s klasickými numerickými meto-
dami. Protoºe lattice Boltzmannova metoda pracuje s pravd¥podobností pohybu
dostate£n¥ velkého shluku £ástic, je jakýmsi kompromisem mezi mikroskopickým
a makroskopickým p°ístupem. Lze ji tedy za ur£itých p°edpoklad· aplikovat jak pro
°e²ení úloh v mikrom¥°ítku, tak v makrom¥°ítku. Namísto numerického °e²ení neli-
neárních parciálních diferenciálních rovnic je její princip charakterizován pohybem
shluk· v omezených sm¥rech konstantní rychlostí a pouze po vytvo°ené ekvidistantní
m°íºce. Zákony zachování hmoty, hybnosti a celkové energie jsou zaji²t¥ny vzájem-
nými interakcemi v uzlech m°íºky prost°ednictvím kolizí distribu£ních (pravd¥po-
dobnostních) funkcí. Jedna z hlavních výhod metody je implementace okrajových
podmínek na pevné nepropustné st¥n¥. Touto metodou lze také numericky simulovat
proud¥ní tekutiny v porézním materiálu [14], turbulentní proud¥ní [15] nebo prou-
d¥ní, ve kterém se uvaºuje vliv objemových sil [16]. Lattice Boltzmannovu metodu
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lze dob°e paralelizovat a tím zlep²it £asovou sloºitost výpo£tu [3], [15]. Je aº p°e-
kvapivé, ºe pomocí této metody lze získat numerické hodnoty, které jsou v dobré
shod¥ s reálnými hodnotami. Tato metoda má v²ak i svoje nevýhody. Mezi hlavní
nevýhody metody pat°í nestabilita pro vysoká Reynoldsova £ísla [8], implementace
okrajových podmínek na zak°ivené st¥n¥ nebo vy²²í náro£nost na výpo£etní pam¥´.

Cíl a struktura práce

Cílem této bakalá°ské práce je seznámit se se základními principy lattice Boltzman-
novy metody pro modelování proud¥ní nestla£itelných vazkých kapalin a imple-
mentovat vlastní navrºený algoritmus metody ve výpo£tovém prost°edí MATLAB.
Následn¥ pak vyvinutý software zaloºený na lattice Boltzmannov¥ metod¥ pouºít
pro numerické °e²ení dvou zvolených testovacích úloh ve 2D.

V první £ásti této práce jsou obecn¥ popsány základní principy lattice Bolt-
zmannovy metody, je vysv¥tlena fáze kolize a propagace a je popsána implemen-
tace okrajových podmínek a rekonstrukce makroskopických veli£in. Ve druhé £ásti
této práce je provedena numerická simulace proud¥ní nestla£itelné vazké newtonské
kapaliny ve 2D kavit¥ a v horizontálním 2D kanálu pomocí vlastního vyvinutého
softwaru zaloºeného na lattice Boltzmannov¥ metod¥. Dosaºené numerické výsledky
jsou v p°ípad¥ proud¥ní kapaliny v kavit¥ porovnány s numerickými výsledky pu-
blikovanými v literatu°e [3] a v p°ípad¥ proud¥ní v horizontálním 2D kanálu jsou
porovnány s analytickým °e²ením.

seznam zkratek

CFD - Computational �uid dynamics
FEM - Finite element method
FVM - Finite volume method
LBM - Lattice Boltzmann method
SRT - Single relaxation time
MRT - Multiple relaxation time
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2 Princip lattice Boltzmannovy metody

2.1 Boltzmannova rovnice

Tekutiny jsou tvo°eny atomy nebo molekulami. Tyto mikroskopické £ástice si lze
p°edstavit jako hmotné body, které se náhodn¥ pohybují prostorem. Jejich pohyb
vychází ze základních zákon· zachování hmotnosti, hybnosti a energie. Jednotlivé
£ástice p°i pohybu rovn¥º interagují s okolními £ásticemi. P°i sráºce £ástice s jinou
£ásticí se ú£inkem vn¥j²í síly F sledovaná £ástice vychýlí ze své trajektorie. Pohyb
jedné £ástice lze de�novat jejím polohovým vektorem r(t) v sou°adnicovém systému
Oxyz, jeho první derivací podle £asu £ili rychlostí dr(t)

dt
a jeho druhou derivací podle

£asu £ili zrychlením d2r(t)
dt2

, viz obr. 1.

Obr. 1: Pohyb £ástice v sou°adnicovém systému Oxyz

A£koli se zdá tento popis jednoduchý, je v praktických p°ípadech °e²ení proud¥ní te-
kutin vzhledem k velikému po£tu £ástic obtíºn¥ realizovatelný. Východiskem m·ºe
být popis tekutiny na jakési st°ední úrovni tzv. mezo²kály. Zde jsou tekutiny re-
prezentovány pomocí distribu£ních funkcí f(r,v, t) vyjad°ujících pravd¥podobnost
výskytu shluku £ástic v dané pozici r o rychlosti v a v £ase t [2].

P°edstavme si shluk £ástic, jejichº po£et je vyjád°en distribu£ní funkcí f(r,v, t)
v míst¥ r o rychlosti v v £ase t. P·sobí-li na tento shluk £ástic n¥jaká vn¥j²í síla F
vztaºená na jednotku hmotnosti, zm¥ní se tím její rychlost z v na v + Fdt, tudíº
i pozice z r na r + vdt, viz obr. 2. V ideálním prost°edí se b¥hem sráºky ze shluku
ºádná £ástice neod²t¥pí nebo naopak nep°ibyde. Shluk po sráºce je stejný, jako
ten samý shluk p°ed sráºkou. Tudíº pro odvození Boltzmannovy rovnice podle [3]
platí

f(r + vdt,v + Fdt, t+ dt)drdv− f(r,v, t)drdv = 0. (2.1.1)

Av²ak v p°ípad¥, který se blíºí realit¥ není sráºka dvou shluk· ideální, tudíº dochází
k od²t¥pení nebo nár·stu po£tu £ástic.
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Obr. 2: Pohyb shluku £ástic v sou°adnicovém systému Oxyz

Takovouto zm¥nu de�nuje kolizní operátor Ω(f). Rovnice (2.1.1) se tedy zm¥ní na

f(r + vdt,v + Fdt, t+ dt)drdv− f(r,v, t)drdv = Ω(f)drdvdt. (2.1.2)

Úpravou rovnice (2.1.2) získáme

f(r + vdt,v + Fdt, t+ dt)− f(r,v, t)

dt
= Ω(f). (2.1.3)

Výraz na levé stran¥ rovnosti (2.1.3) je vlastn¥ elementární zm¥na distribu£ní funkce
v £ase (dále psáno bez závislých prom¥nných), a proto ji m·ºeme p°epsat do tvaru

df

dt
= Ω(f). (2.1.4)

M¥jme na mysli, ºe funkce f je stále funkcí polohy, rychlosti a £asu. Ze znalosti
derivace sloºené funkce podle £asu víme, ºe výraz na levé stran¥ rovnice (2.1.4) lze
vyjád°it jako

df

dt
=
∂f

∂r

dr

dt
+
∂f

∂v

dv

dt
+
∂f

∂t
. (2.1.5)

Ze zlatých rovnic kinematiky víme, ºe dr
dt
se rovná rychlosti v a dv

dt
se rovná zrychlení

a. Pak lze derivaci sloºené funkce (2.1.5) je²t¥ upravit na

df

dt
=
∂f

∂r
v +

∂f

∂v
a +

∂f

∂t
. (2.1.6)

Výraz (2.1.6) zjednodu²íme uplatn¥ním druhého Newtonova pohybového zákona
a = F

m
, kde F je nap°íklad objemová síla a m je hmotnost. Práv¥ tuto sílu F uva-

ºujme nulovou. Takto upravený výraz dosadíme zp¥t do rovnice (2.1.4). Získáme tak
spojitou Boltzmannovu rovnici popisující pouze p°enos tekutiny bez vlivu vn¥j²ích
sil ve spojitém kontinuu. Boltzmannova transportní rovnice se nej£ast¥ji zapisuje
pomocí operátoru ∇ = ∂

∂r
a má tvar

∂f

∂t
+ v∇f = Ω(f). (2.1.7)
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Boltzmannova rovnice je parciální diferenciální rovnice se zdrojovým £lenem, kte-
rou je t°eba °e²it numericky. K obtíºnosti p°ispívá nejv¥t²í mírou fakt, ºe operátor
Ω je funkcí f . Spojitá Boltzmannova rovnice vyhovuje konzervativním zákon·m.
Vztahy mezi distribu£ními funkcemi a makroskopickými veli£inami charakterizující
proudové pole jsou následující

ρ(r, t) =

∫
mf(r,v, t)dv, (2.1.8)

ρ(r, t)u(r, t) =

∫
mvf(r,v, t)dv, (2.1.9)

ρ(r, t)e(r, t) =
1

2

∫
mu2

af(r,v, t)dv, (2.1.10)

kde m je molární hmotnost, ρ je hustota, e je vnit°ní energie a ua je relativní
rychlost £ástice v·£i rychlosti tekutiny u. Tyto rovnice vyjad°ují zákon zachování
hmotnosti (2.1.8), hybnosti (2.1.9) a celkové energie (2.1.10). Boltzmannovu rovnici
(2.1.7) je pot°eba °e²it numericky. Obdobn¥ jako u FEM a FVM se proto vyu-
ºívá diskrétní formulace. Levá strana rovnice (2.1.7) reprezentuje p°enos tekutiny
v prostoru. Provedeme dále diskretizaci Boltzmannovy rovnice do zvolených sm¥r·
ozna£ených indexy i, jeº budou dále podrobn¥ popsány v odstavci 2.2. Diskrétní
tvar Boltzmannovy rovnice je potom

∂fi
∂t

+ vi∇fi = Ω(f). (2.1.11)

Pravá strana rovnice (2.1.11) reprezentuje proces kolize. Protoºe je operátor Ω zá-
vislý na f , je t°eba jej také diskretizovat. S nejvíce pouºívanou diskrétní formulací
operátoru Ω, p°i²li pánové Bhatnagar, Gross a Krook [3], kdy operátor Ω aproximo-
vali výrazem

Ω = ω(f eq − f) =
1

τ
(f eq − f), (2.1.12)

kde ω = 1
τ
je kolizní frekvence, f distribu£ní funkce, kterou si je moºno p°edsta-

vit jako odchylku od rovnováºné distribu£ní funkce f eq a τ je relaxa£ní £as, který
charakterizuje p°echod distribu£ní funkce f do rovnováºné distribu£ní funkce f eq.
Existuje vztah mezi kinematickou vizkozitou a relaxa£ním parametrem τ , který má
z Navierových - Stokesových rovnic tvar [7]

ν =
2τ − 1

6
c2dt, (2.1.13)

kde význam c a dt je popsán v následujícím odstavci. Takové aproximaci se v termi-
nologii lattice Boltzmannovy metody °íká SRT - single relaxation time. Podrobnosti
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a alternativní moºnosti aproximace Ω jsou popsány v dal²ích odstavcích. Dosazením
výrazu (2.1.12) do rovnice (2.1.11) získáme diskrétní tvar Boltzmannovy rovnice

∂fi
∂t

+ vi∇fi =
1

τ
(f eqi − fi). (2.1.14)

Tato rovnice je páte°í lattice Boltzmannovy metody.

2.2 Lattice Boltzmannova metoda

P°edpis pro lattice Boltzmannovu metodu se získá z rovnice (2.1.14) £asovou dis-
kretizací parciální derivace fi a roz²í°ením v Taylorovu °adu obdobn¥ jako v [4].
Boltzmannova rovnice nabývá pro lattice Boltzmannovu metodu tvaru [5]

fi(r + c̃eidt̃, t+ dt̃)︸ ︷︷ ︸
propagace

= fi(r, t)−
dt̃

τ
(fi(r, t)− f eqi (r, t)),︸ ︷︷ ︸

kolize

(2.2.1)

kde fi(r + c̃eidt̃, t + dt̃) je distribu£ní funkce posunutá o dt̃ m°íºkový £asový krok
vp°ed, fi(r, t) je distribu£ní funkce v aktuálním £asovém kroku, f eqi (r, t) je rovno-
váºná distribu£ní funkce v aktuálním £asovém kroku, c̃ je m°íºková rychlost a τ je
relaxa£ní £as. Poznamenejme na tomto míst¥, ºe parametry ozna£ené ∼ jsou pa-
rametry v lattice Boltzmannovo jednotkách, nikoli ve fyzikálních jednotkách, viz
odstavec 2.5. D·leºitou roli reprezentují sm¥rové vektory ei, které charakterizují po-
£et a sm¥ry, ve kterých se distribu£ní funkce mohou po výpo£tové m°íºce pohybovat
k sousedním uzl·m. Pro prostorový problém se nap°íklad vyuºívá rychlostního mo-
delu D3Q7, viz obr.3(a) nebo sloºit¥j²ího D3Q19 modelu, viz obr. 3(b). �íslo za D
zna£í jestli se jedná o rovinný nebo prostorový model a £íslo za Q po£et sm¥r·.

(a) D3Q7 (b) D3Q19

Obr.3 : Rychlostní modely ve 3D

Tato práce je v¥nována °e²ení rovinných problém·, a proto budou podrobn¥ji po-
psány D2 rychlostní modely. Mezi nejjednodu²²í rovinné problémy se °adí proud¥ní
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tekutiny mezi dv¥ma deskami, na níº se lattice Boltzmannova metoda pro pochopení
snadno demonstruje. Vlevo na obr. 4 je m°íºka, která diskretizuje výpo£tovou oblast.
V kaºdé bu¬ce m°íºky je uzel, jehoº detail je znázorn¥n v pravé £ásti obr. 4. Tento
rychlostní model se ozna£uje D2Q9 a pro rovinné problémy je hojn¥ vyuºívaný.

Obr. 4 : D2Q9

V p°ípad¥ modelu D2Q9 nabývají sm¥rové vektory hodnot [6]

ei = (0, 0), pro i = 9,

ei = c̃(cos((i− 1)
π

4
), sin((i− 1)

π

4
)), pro i = 1, 2, 3, 4, (2.2.2)

ei =
√

2c̃(cos((i− 1)
π

4
), sin((i− 1)

π

4
)), pro i = 5, 6, 7, 8,

kde c̃ = dx̃/dt̃ je m°íºková rychlost, dx̃ zna£í konstantní m°íºkovou vzdálenost a dt̃
konstantní m°íºkový £asový krok. Lze si pov²imnout, ºe f9 náleºící vektoru e9 vºdy
setrvává ve st°edu uzlu. Kaºdá distribu£ní funkce p°ispívá k celkové hustot¥ v uzlu
svoji ur£itou váhou, viz obr. 4. Sou£et t¥chto vah musí být roven celku, £ili jedné.
Jednotka v tomto p°ípad¥ znamená 100% m¥rné hmoty (hustoty). Hodnota vah je
následující [5]

wi =


4
9
, pro i = 9,

1
9
, pro i = 1,2,3,4,
1
36
, pro i = 5,6,7,8.

(2.2.3)

Pro rovnováºné distribu£ní funkce �gurující v rovnici (2.2.1) pro model D2Q9 platí
vztah [4]

f eqi = wiρ̃

[
1 +

3eiṽ

c̃2
+

9(eiṽ)2

2c̃4
− 3ṽ2

2c̃2

]
, pro i = 1,2,3,...,9, (2.2.4)

kde ρ̃ je hustota v uzlu a ṽ je vektor rychlosti tekutiny.
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2.3 Kolizní a propaga£ní fáze

Algoritmus lattice Boltzmannovy metody probíhá v cyklech. V kaºdém cyklu se usku-
te£¬ují dv¥ fáze a to propagace a kolize. Na jejich po°adí nezáleºí, ale v této práci
se provede nejprve kolizní fáze a poté propaga£ní fáze.

2.3.1 Kolize

B¥hem kolizní fáze, dochází ve v²ech uzlech výpo£tové m°íºe k pomyslné sráºce dis-
tribu£ních funkcí. Pomocí modelu SRT - single relaxation time realizujeme kolizní
fázi uºitím vhodného relaxa£ního £asu τ , který musí být v¥t²í neº 1

2
k zaji²t¥ní nume-

rické stability. Platnost vztahu (2.3.1) vyjad°uje vztah mezi kinematickou vizkozitou
ν̃ a relaxa£ním £asem

ν̃ =
2τ − 1

6
c̃2dt̃. (2.3.1)

Jestliºe se τ blíºí limitn¥ k 1
2
, pak se kinematická vizkozita podle tohoto vztahu blíºí

nule. Pro bezrozm¥rné Reynoldsovo £íslo platí

R̃e =
ũavgH̃

ν̃
, (2.3.2)

kde ũavg je charakteristická rychlost a H̃ je charakteristický rozm¥r. Pokud se z p°ed-
chozího blíºí kinematická vizkozita nule, pak se Reynoldsovo £íslo blíºí nekone£nu
a výpo£et ztrácí fyzikální smysl a stabilitu. Z toho plyne d·sledek, ºe lattice Bolt-
zmannova metoda v kombinaci s SRT modelem je stabilní pouze pro τ > 1

2
.

Relaxa£ní £as také nep°ízniv¥ ovliv¬uje výpo£et hustoty ρ̃. �ím v¥t²í je hodnota
τ , tím je kapalina stla£iteln¥j²í a to je u modelování nestla£itelné kapaliny nep°i-
jatelné. P°i implementaci je tedy nutné najít takovou hodnotu τ , která není p°íli²
velká a zárove¬ se neblíºí 1

2
. Kolize °ízená SRT modelem je

fkolizei (r, t) = fi(r, t)−
dt̃

τ
(fi(r, t)− f eqi (r, t)), i = 1, 2, 3, ..., 9, (2.3.3)

kde dochází k výpo£tu kolizních funkcí fkolizei pomocí distribu£ních funkcí fi, které
se do uzlu p°esunuly ze sousedních uzl· a pomocí rovnováºných distribu£ních funkcí
f eqi , které je nutné p°ed kaºdou kolizí p°epo£ítat. Ve fázi inicializace algoritmu
se p°ed kolizí ºádné distribu£ní funkce nep°esouvají a tekutina je v klidu tzn.

fi(r, t) = f eqi (r, t), i = 1, 2, 3, ..., 9. (2.3.4)

Dosazením této rovnosti, se rovnice (2.3.3) zm¥ní na

fkolizei (r, t) = f eqi (r, t), i = 1, 2, 3, ..., 9. (2.3.5)

Po fázi inicializace to ale uº neplatí, distribu£ní funkce se p°esouvají a kolize se °ídí
standardn¥ vztahem (2.3.3). Alternativou k SRT modelu je model MRT - multiple
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relaxation time. Tato modi�kace lattice Boltzmannovy metody byla vyvinuta proto,
aby vy°e²ila nedostatek SRT modelu týkající se nestability algoritmu, kdyº se τ
blíºí k 1

2
. My²lenkou MRT modelu je provést kolizi v momentovém prostoru namísto

v prostoru distribu£ních funkcí a pro kaºdý moment pouºít jiný relaxa£ní £as, který
je pro daný moment nejvhodn¥j²í. Poznamenejme, ºe u SRT modelu se pouºívá jeden
relaxa£ní £as pro v²echny distribu£ní funkce.

Pro p°evod distribu£ních funkcí f do svého momentového prostoru m se vyuºívá
transformace pomocí transforma£ní matice. P°evod pro model D2Q9 je následující
[8]

f = M−1m, (2.3.6)

kde m = (e, ε, jx, qx, jy, qy, pxx, pyy, ρ)T je vektor moment·,
f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7, f8, f9),

T je vektor distribu£ních funkcí a M je transfor-
ma£ní matice, která je v neinverzním a inverzním tvaru pro model D2Q9 tvo°ena

M =


1 1 1 1 1 1 1 1 1
−1 −1 −1 −1 2 2 2 2 −4
−2 −2 −2 −2 1 1 1 1 4
1 0 −1 0 1 −1 −1 1 0
−2 0 2 0 1 −1 −1 1 0
0 1 0 −1 1 1 −1 −1 0
0 −2 0 2 1 1 −1 −1 0
1 −1 1 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 −1 1 −1 0

, M−1 =
1

36


4 −1 −2 6 −6 0 0 9 0
4 −1 −2 0 0 6 −6 −9 0
4 −1 −2 −6 6 0 0 9 0
4 −1 −2 0 0 −6 6 −9 0
4 2 1 6 3 6 3 0 9
4 2 1 −6 −3 6 3 0 −9
4 2 1 −6 −3 −6 −3 0 9
4 2 1 6 3 −6 −3 0 −9
4 −4 4 0 0 0 0 0 0

.
(2.3.7)

Rovnost (2.3.6) platí i pro rovnováºné distribu£ní funkce, které je také nutné p°e-
transformovat. Místo jednoho relaxa£ního £asu, jako v p°ípad¥ SRT modelu, se za-
vádí diagonální matice S = diag(Se, Sε, Sjx , Sqx , Sjy , Sqy , Spxx , Spyy , Sρ) s více relaxa£-
ními £asy odpovídajícími vektoru moment· m. Obdobn¥ jako u SRT modelu i tyto
relaxa£ní £asy se volí, ale protoºe se volí pro kaºdý moment co nejvhodn¥ji, docílí se
tím mnohem v¥t²í stability neº u SRT modelu. Relaxa£ní £asy Sjx , Sjy , Sρ jsou £asy
pro komponenty hybnosti tekutiny a jejich hodnota se volí stejná. Relaxa£ní £asy
Spxx a Spyy se volí jako u SRT modelu rovny dt̃

τ
. Zbylé relaxa£ní £asy jsou pro hyd-

rodynamické komponenty tekutiny, jejichº hodnota se v¥t²inou volí v¥t²í neº jedna.
Kombinace t¥chto relaxa£ních £as· ovlivní nap°íklad p°esnost okrajových podmínek
nebo stla£itelnost tekutiny.

�ídicí rovnice MRT modelu má v prostoru moment· tvar

M−1mkolize(r, t) = M−1m(r, t)−M−1S(m(r, t)−meq(r, t)). (2.3.8)

Tato rovnice vyjad°uje kolizi v momentovém prostoru, kterou je nutné p°evézt zp¥t
do prostoru distribu£ních funkcí. Ze znalosti platnosti (2.3.6) víme, ºe m = Mf.
Dosadíme-li tento vztah do rovnice (2.3.8), získáme tím vztah pro p°evod do mo-
mentového prostoru a zárove¬ zp¥t do prostoru distribu£ních funkcí v podob¥

fkolize(r, t) = f(r, t)−M−1SM(f(r, t)− feq(r, t)). (2.3.9)

Inicializace algoritmu probíhá stejn¥ jako SRT modelu, viz rovnice (2.3.4) a (2.3.5).
Pro lep²í p°edstavu je proces kolize znázorn¥n na obr. 5.
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Obr. 5 : Kolizní fáze

2.3.2 Propagace

P°i propaga£ní fázi dochází k p°esunu distribu£ních funkcí ve smyslu sm¥rových
vektor· do sousedních uzl·. Proces je °ízen vztahem

fi(r + c̃eidt̃, t+ dt̃) = fkolizei (r, t) pro i = 1,2,3,...,9. (2.3.10)

Propagace pro rychlostní model D2Q9 je zobrazena na obr. 6.

Obr. 6 : Propaga£ní fáze

Po propagaci je moºné ur£it makroskopické veli£iny pro jednotlivé uzly výpo£tové
m°íºe. Pro jejich výpo£et platí

ρ̃ =
9∑
i=1

fi(r + c̃eidt̃, t+ dt̃), (2.3.11)

kde ρ̃ je makroskopická hustota tekutiny v uzlech výpo£tové m°íºe. Dále

ṽ =
9∑
i=1

c̃fi(r + c̃eidt̃, t+ dt̃)ei
ρ̃

, (2.3.12)
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kde ṽ je makroskopická rychlost tekutiny v uzlech výpo£tové m°íºe. Problém na-
stává v krajních uzlech, ve kterých nejsou známy v²echny distribu£ní funkce. Tyto
problémy o²et°ují okrajové podmínky, jeº jsou detailn¥ popsány v následujícím od-
stavci.

2.4 Okrajové podmínky

Ú£elem numerických simulací je predikovat chování poºadované tekutiny [9]. P°i
numerických simulacích se obvykle vyskytují problémy na hranici výpo£tové ob-
lasti. U lattice Boltzmannovy metody jsou to místa, jako nap°íklad vstup nebo
výstup z výpo£tové oblasti, interakce tekutiny se st¥nou a jiné. Nejjednodu²²ím zp·-
sobem by bylo spo£ítat makroskopické veli£iny pomocí distribu£ních funkcí v uzlech
m°íºky, které se nacházejí na hranici výpo£tové oblasti. Av²ak vlivem propagace
nejsou v t¥chto uzlech v²echny distribu£ní funkce známé, a proto nemohou být po-
uºity vztahy (2.3.11) a (2.3.12). Principem okrajových podmínek v p°ípad¥ lattice
Boltzmannovy metody je vypo£ítat chyb¥jící distribu£ní funkce. Správnost vyjád-
°ení a implementace okrajových podmínek má dopad na p°esnost a stabilitu celého
algoritmu. Výzkum okrajových podmínek v²ak není úpln¥ uzav°en a stále dochází
k postupnému zdokonalování i za cenu v¥t²í komplexnosti. V následujících podod-
stavcích jsou p°iblíºeny okrajové podmínky, které se vyskytují v nejjednodu²²ích
rovinných problémech jako je proud¥ní nestla£itelné vazké kapaliny ve 2D kanálu,
nebo ve 2D kavit¥. Okrajové podmínky lze klasi�kovat na podmínky pro pevnou
nepropustnou st¥nu a podmínky pro vstup a výstup výpo£tové oblasti, jako je tomu
v následujících pododstavcích.

2.4.1 Okrajové podmínky pro proud¥ní v kanálu

Pro p°edstavu de�nujme problém. Uvaºujme dv¥ rovnob¥ºné desky vzdálené od sebe
o charakteristický rozm¥r H a mezi nimi proudící tekutinu.

Obr. 7 : Schéma uvaºované výpo£tové oblasti

U kaºdého takového problému musí být známy n¥které veli£iny jako nap°íklad rych-
lost, tlak ale i charakteristický rozm¥r.
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Okrajové podmínky na pevné nepropustné st¥n¥

Tyto okrajové podmínky zaji²´ují interakci tekutiny s pevným rovným nepropust-
ným povrchem. Jejich princip tkví v odraºení p°íchozích distribu£ních funkcí do opa£-
ného sm¥ru, odkud p°itekly. Tímto se dode�nují neznámé distribu£ní funkce, které
jsou znázorn¥ny £erven¥ na obr. 8.

Obr. 8 : Schéma realizace okrajových podmínek na pevné st¥n¥

Tomuto zp·sobu implementace okrajových podmínek se °íká z anglického jazyka
bounceback. Jeho matematická formulace nap°íklad pro distribu£ní funkci f8, spo-
£ívá v rovnosti

f8 − f eq8 = f6 − f eq6 , (2.4.1)

kde rovnováºné distribu£ní funkce lze rozepsat podle rovnice (2.2.4). Jestliºe tak
provedeme, okrajová podmínka typu bounceback se pozm¥ní na

f8−
1

36
ρ̃

(
1 +

3(e8ṽ)

c̃2
+

9

2

(e8ṽ)2

c̃4
− 3

2

ṽ2

c̃2

)
= f6−

1

36
ρ̃

(
1 + 3

(e6ṽ)

c̃2
+

9

2

(e6ṽ)2

c̃4
− 3

2

ṽ2

c̃2

)
.

(2.4.2)
Jestliºe vazká tekutina interaguje se st¥nou, pak se její rychlost na st¥n¥ uvaºuje
nulová ṽ = 0. Z rovince (2.4.2) z·stanou pouze £leny

f8 = f6. (2.4.3)

Analogický postup lze provést pro v²echny zbylé distribu£ní funkce f4, f7 a f2, f5, f6,
které se nacházejí v oblasti okrajových podmínek na pevné st¥n¥, viz obr. 8.

Okrajové podmínky na vstupu a výstupu

B¥hem numerické simulace proud¥ní ve 2D kanále nastává problém v uzlech na vtoku
a výtoku £ili vstupu a výstupu. Na obr. 9 je znázorn¥na situace, která nastává bez-
prost°edn¥ po propagaci. Mod°e znázorn¥né distribu£ní funkce jsou známé a £erven¥
neznámé.
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Obr. 9 : Schéma realizace okrajových podmínek na vstupu a výstupu

Pro ur£ení okrajových podmínek na vstupu a výstupu se nej£ast¥ji pouºívá okra-
jová podmínka typu bounceback pro nerovnováºné distribu£ní funkce. Vyuºívá se
také znalosti p°edepsaných rychlostí, tlak· nebo principu extrapolace tzn. znalosti
makroskopických veli£in sousedních uzl· výpo£tové m°íºe. Tomuto zp·sobu se °íká
rychlostní nebo také tlaková okrajová podmínka podle toho, jaká veli£ina je na
vstupu nebo výstupu p°edepsána. Jako p°íklad vezm¥me výstup z kanálu, který lze
podle obr. 9 rozd¥lit na dv¥ entity a to vnit°ní oblast okrajových podmínek a dva
rohové uzly. Podle Zou a He [10] lze tyto okrajové podmínky odvodit ze vztah·
pro makroskopické veli£iny a z principu okrajové podmínky typu bounceback. Nej-
prve odvo¤me okrajové podmínky pro vnit°ní oblast výstupu. Jedna z neznámých
distribu£ních funkcí je f3, která se nejsnáze odvodí následovn¥

f3 − f eq3 = f1 − f eq1 . (2.4.4)

Rovnováºné funkce f eq3 , f
eq
1 rozepí²eme podle vztahu (2.2.4)

f3−
1

9
ρ̃

(
1 + 3

(e3ṽ)

c̃2
+

9

2

(e3ṽ)2

c̃4
− 3

2

ṽ2

c̃2

)
= f1−

1

9
ρ̃

(
1 + 3

(e1ṽ)

c̃2
+

9

2

(e1ṽ)2

c̃4
− 3

2

ṽ2

c̃2

)
.

(2.4.5)
Dále rozepi²me sm¥rové vektory a vektory rychlosti

f3−
1

9
ρ̃

3

−ṽx︷ ︸︸ ︷
(−1, 0)(ṽx, ṽy)

c̃2
+

9

2

−ṽx︷ ︸︸ ︷
[(−1, 0)(ṽx, ṽy)]

2

c̃4

 = f1−
1

9
ρ̃

3

ṽx︷ ︸︸ ︷
(1, 0)(ṽx, ṽy)

c̃2
+

9

2

ṽx︷ ︸︸ ︷
[(1, 0)(ṽx, ṽy)]

2

c̃4

 ,

(2.4.6)
kde se ode£te £len 9

2
ṽ2x
c̃4
. Tím se rovnice zjednodu²í na

f3 +
1

3

ρ̃ṽx
c̃2

= f1 −
1

3

ρ̃ṽx
c̃2
, (2.4.7)
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ze které vyjád°íme hledanou funkci f3

f3 = f1 −
2ρ̃ṽx
3c̃2

. (2.4.8)

Nyní vyjád°eme distribu£ní funkce f7 a f6. Tyto distribu£ní funkce se odvozují od-
li²ným zp·sobem neº f3. K odvození pouºijeme vztah pro makroskopickou rychlost

9∑
i=1

c̃fiei = ρ̃ṽ⇒ f1e1 + f2e2 + f3e3 + f4e4 + f5e5 + f6e6 + f7e7 + f8e8 + f9e9 =
ρ̃ṽ

c̃
.

(2.4.9)
Pamatujme, ºe sm¥rové vektory ei a vektor rychlosti ṽ mají x-ovou a y-ovou sloºku.
Jestliºe uvaºujeme laminární proud¥ní, pak je y-ová sloºka vektoru rychlosti nulová.
Vztah (2.4.9) se ve smyslu x-ové sloºky zm¥ní

f1e
x
1 + f2e

x
2 + f3e

x
3 + f4e

x
4 + f5e

x
5 + f6e

x
6 + f7e

x
7 + f8e

x
8 + f9e

x
9 =

ρ̃ṽx
c̃
. (2.4.10)

Tato rovnost lze je²t¥ zjednodu²it dosazením za sloºky sm¥rových vektor· následu-
jícím zp·sobem

f1

1︷︸︸︷
ex1 +f2

0︷︸︸︷
ex2 +f3

−1︷︸︸︷
ex3 +f4

0︷︸︸︷
ex4 +f5

1︷︸︸︷
ex5 +f6

−1︷︸︸︷
ex6 +f7

−1︷︸︸︷
ex7 +f8

1︷︸︸︷
ex8 +f9

0︷︸︸︷
ex9 =

ρ̃ṽx
c̃
.

(2.4.11)
Z rovnice tedy z·stanou jen n¥které £leny

f1 − f3 + f5 − f6 − f7 + f8 =
ρ̃ṽx
c̃
. (2.4.12)

Ú£eln¥ p°esuneme hledané distribu£ní funkce f7 a f6 na levou stranu rovnice a zís-
káme jednu z klí£ových rovnic pro jejich odvození

f6 + f7 = f1 + f5 + f8 − f3 −
ρ̃ṽx
c̃
. (2.4.13)

Distribu£ní funkce f3 je jiº známa, a proto ji dosadíme do rovnice (2.4.13)

f6 + f7 = f1 + f5 + f8 − f1 +
2ρ̃ṽx
3c̃2
− ρ̃ṽx

c̃
, (2.4.14)

která se je²t¥ zjednodu²í na

f6 + f7 = f5 + f8 −
ρ̃ṽx
3c̃
. (2.4.15)
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Získali jsme jednu rovnici pro dv¥ neznámé f6 a f7. Druhá rovnice také vychází z rov-
nosti (2.4.10), ale ve smyslu sm¥ru y. Jestliºe ji d·kladn¥ rozepí²eme a uvaºujeme
laminární proud¥ní ṽy = 0, rovnice se zjednodu²í

f1

0︷︸︸︷
ey1 +f2

1︷︸︸︷
ey2 +f3

0︷︸︸︷
ey3 +f4

−1︷︸︸︷
ey4 +f5

1︷︸︸︷
ey5 +f6

1︷︸︸︷
ey6 +f7

−1︷︸︸︷
ey7 +f8

−1︷︸︸︷
ey8 +f9

0︷︸︸︷
ey9 =

ρ̃

0︷︸︸︷
ṽy
c̃

,

⇒ f6 + f2 + f5 = f7 + f4 + f8. (2.4.16)

V této rovnici se vyskytují hledané distribu£ní funkce, a proto jednu z nich vyjád°íme

f6 = f7 + f4 + f8 − f2 − f5, (2.4.17)

dosadíme do výrazu (2.4.15)

f7 + f4 + f8 − f2 − f5 + f7 = f5 + f8 −
ρ̃ṽx
3c̃
, (2.4.18)

a následnými algebraickými úpravami získáme vztah pro hledanou distribu£ní funkci
f7

f7 = f5 +
(f2 − f4)

2
− ρ̃ṽx

6c̃
. (2.4.19)

Ze znalosti distribu£ní funkce f7 jiº není obtíºné odvodit vztah pro poslední hledanou
distribu£ní funkci f6, dosazením (2.4.19) do vztahu (2.4.15)

f6 + f5 +
(f2 − f4)

2
− ρ̃ṽx

6c̃
= f5 + f8 −

ρ̃ṽx
3c̃
, (2.4.20)

a následnými algebraickými úpravami ji vyjád°it

f6 = f8 −
(f2 − f4)

2
− ρ̃ṽx

6c̃
. (2.4.21)

Hledané distribu£ní funkce pro vnit°ní oblast výstupu jsou známé, zbývá ur£it ne-
známé distribu£ní funkce pro rohové uzly výstupu. Ur£eme je nejprve pro dolní
rohový uzel výstupu. Op¥t uvaºujme okrajovou podmínku typu bounceback pro dis-
tribu£ních funkce f3 a f1

f3 − f eq3 = f1 − f eq1 . (2.4.22)

Jestliºe ji d·kladn¥ rozepí²eme

f3−
1

9
ρ̃

(
1 + 3

(e3ṽ)

c̃2
+

9

2

(e3ṽ)2

c̃4
− 3

2

ṽ2

c̃2

)
= f1−

1

9
ρ̃

(
1 + 3

(e1ṽ)

c̃2
+

9

2

(e1ṽ)2

c̃4
− 3

2

ṽ2

c̃2

)
,

(2.4.23)
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a uvaºujeme nulový vektor makroskopické rychlosti na st¥n¥ ṽ = 0. Získáme jedno-
duchý vztah

f3 = f1. (2.4.24)

Totoºný postup provedeme v p°ípad¥ distribu£ních funkcí f2 a f4, pro které získáme

f2 = f4. (2.4.25)

Stejn¥ jako pro vnit°ní oblast i pro rohové uzly platí vztah pro makroskopickou
rychlost ve sm¥ru osy x (2.4.12)

f1 − f3 + f5 − f6 − f7 + f8 =
ρ̃ṽx
c̃
. (2.4.26)

Ze znalosti rovnosti f3 = f1 a nulového vektoru makroskopické rychlosti na st¥n¥
ṽ = 0 se tato rovnice zjednodu²í

f5 − f6 − f7 + f8 = 0, (2.4.27)

kde ú£eln¥ vyjád°íme f6
f6 = f5 + f8 − f7. (2.4.28)

I zde platí vztah pro makroskopickou rychlost ve sm¥ru y (2.4.16)

f6 + f2 + f5 = f7 + f4 + f8. (2.4.29)

Dosadíme-li do této rovnosti vztah (2.4.28)

f5 + f8 − f7 + f2 + f5 = f7 + f4 + f8, (2.4.30)

kde f2 = f4, získáme dal²í jednoduchou rovnost

f7 = f5. (2.4.31)

Vrátíme-li se je²t¥ k rovnosti (2.4.27) a vyuºijeme-li vztah f7 = f5, získáme tím
jednoduchou rovnost

f6 = f8. (2.4.32)

Tyto jednoduché rovnosti jsou v podstat¥ okrajové podmínky typu bounceback v ob-
lasti st¥n. Jak lze na obr. 9 vid¥t, problém nastává u distribu£ních funkcí f5 a f7.
Tyto funkce nemají n¥které sousední uzly výpo£tové m°íºe, na které by se mohly
p°esunout, nebo naopak, ze kterých by se mohly distribu£ní funkce p°esouvat. Proto
se jedna z nich musí ur£it na základ¥ jiº odvozených vztah· pro okrajové podmínky
a makroskopické veli£iny. K tomuto odvození je uºite£ný vztah pro makroskopickou
hustotu (2.3.11). Pro ni platí

9∑
i=1

fi = ρ̃⇒ f1 + f2 + f3 + f4 + f5 + f6 + f7 + f8 + f9 = ρ̃. (2.4.33)
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Ze znalosti odvozených vztah· pro dolní rohový uzel výstupu f3 = f1, f2 = f4,
f7 = f5 a f6 = f8 se vztah pro hustotu zjednodu²í

f1 +

f4︷︸︸︷
f2 +

f1︷︸︸︷
f3 +f4 + f5 +

f8︷︸︸︷
f6 +

f5︷︸︸︷
f7 +f8 + f9 = ρ̃. (2.4.34)

Algebraickými úpravami vyjád°íme hledanou distribu£ní funkci f5

f5 =
1

2
(ρ̃− f9 − 2f4 − 2f1 − 2f8) . (2.4.35)

Nyní jsou známy v²echny distribu£ní funkce k de�nování dolního rohového uzlu
výstupu. Pro ur£ení neznámých distribu£ních funkcí horního rohového uzlu výstupu
platí totoºné vztahy týkající se okrajové podmínky typu bounceback

f3 = f1, (2.4.36)

f2 = f4, (2.4.37)

f7 = f5, (2.4.38)

f6 = f8. (2.4.39)

Zm¥na nastane u distribu£ních funkcí, které nemají n¥které ze sousedních uzl· výpo-
£tové m°íºe. Jsou to funkce f6 a f8. Stejn¥ jako v dolním rohovém uzlu i zde musíme
jednu z nich ur£it. Protoºe mezi ob¥ma rohovými uzly platí p°ímá analogie, vyuºi-
jeme k tomu jiº odvozený vztah pro funkci f5 (2.4.35)

f5 =
1

2
(ρ̃− f9 − 2f4 − 2f1 − 2f8) , (2.4.40)

kde jednodu²e vyjád°íme poºadovanou funkci f8

f8 =
1

2
(ρ̃− f9 − 2f4 − 2f1 − 2f5) . (2.4.41)

De�nováním horního rohového uzlu jsou známy v²echny distribu£ní funkce k úpl-
nému de�nování okrajových podmínek pro výstup.

K ur£ení okrajových podmínek vstupu platí naprosto totoºný sled odvození s roz-
dílem v hledaných distribu£ních funkcí. Vstup si lze p°edstavit jako zrcadlový obraz
výstupu, a proto mezi nimi platí analogie. Vstup lze stejn¥ jako výstup rozd¥lit
na dv¥ entity a to vnit°ní oblast okrajových podmínek a dva rohové uzly, viz obr. 9.
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Analogie pro vnit°ní oblast okrajových podmínek má tvar

výstup vstup

f3 = f1 −
2ρ̃ṽx
3c̃
⇒ f1 = f3 +

2ρ̃ṽx
3c̃

, (2.4.42)

f7 = f5 +
(f2 − f4)

2
− ρ̃ṽx

6c̃
⇒ f5 = f7 −

(f2 − f4)
2

+
ρ̃ṽx
6c̃
, (2.4.43)

f6 = f8 −
(f2 − f4)

2
− ρ̃ṽx

6c̃
⇒ f8 = f6 +

(f2 − f4)
2

+
ρ̃ṽx
6c̃
. (2.4.44)

Pro dolní rohový uzel

výstup vstup

f3 = f1 ⇒ f1 = f3, (2.4.45)

f2 = f4 ⇒ f2 = f4, (2.4.46)

f6 = f8 ⇒ f8 = f6, (2.4.47)

f7 = f5 ⇒ f7 = f5, (2.4.48)

f5 =
1

2
(ρ̃− f9 − 2f4 − 2f1 − 2f8)⇒ f8 =

1

2
(ρ̃− f9 − 2f4 − 2f1 − 2f5) . (2.4.49)

Pro horní rohový uzel

výstup vstup

f3 = f1 ⇒ f1 = f3, (2.4.50)

f4 = f2 ⇒ f4 = f2, (2.4.51)

f6 = f8 ⇒ f8 = f6, (2.4.52)

f7 = f5 ⇒ f7 = f5, (2.4.53)

f8 =
1

2
(ρ̃− f9 − 2f4 − 2f1 − 2f5)⇒ f5 =

1

2
(ρ̃− f9 − 2f4 − 2f1 − 2f8) . (2.4.54)

Dosud byly odvozeny vztahy pouze pro distribu£ní funkce. V nich ov²em �gurují
neznámé veli£iny jako je makroskopická rychlost ṽx a hustota ρ̃. Tyto makroskopické
veli£iny musí být pro výpo£et okrajových podmínek známy, ale pro jejich zji²t¥ní
nemohou být pouºity standardní vztahy (2.3.11) a (2.3.12), protoºe nejsou známy
v²echny distribu£ní funkce v uzlech na vstupu a výstupu výpo£tové m°íºe. Pouze
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pro vnit°ní oblast vstupu a výstupu lze odvodit vztah mezi makroskopickou rychlostí
a hustotou pomocí vztah· (2.3.11) a (2.3.12). Ze vztahu (2.4.33) platí

f1 + f2 + f3 + f4 + f5 + f6 + f7 + f8 + f9 = ρ̃, (2.4.55)

a ze vztahu (2.4.12)

f1 − f3 + f5 − f6 − f7 + f8 =
ρ̃ṽx
c̃
. (2.4.56)

Se£tením t¥chto rovnic

2f1 + f2 + f4 + 2f5 + 2f8 + f9 = ρ̃

(
1 +

ṽx
c̃

)
, (2.4.57)

a následnými algebraickými úpravami získáme rovnici

f2 + f4 + f9 + 2(f1 + f5 + f8) = ρ̃

(
1 +

ṽx
c̃

)
. (2.4.58)

Tato rovnice je klí£ová k ur£ení makroskopických veli£in pot°ebných k de�nování
okrajových podmínek na vnit°ní oblasti vstupu a výstupu. Ur£ení makroskopických
veli£in v²ak pracuje s odli²nou my²lenkou na vstupu a výstupu.

Zam¥°me se na vnit°ní oblast vstupu, kde se p°edpokládá znalost makroskopické
rychlosti tekutiny nebo hustoty vyjád°ené z p°edepsaného tlaku. Jestliºe je na vnit°ní
oblasti vstupu p°edepsána rychlost, rovnice (2.4.58) má tvar

ρ̃ =
f2 + f4 + f9 + 2(f1 + f5 + f8)

1 + ṽx
c̃

. (2.4.59)

Jestliºe je na vnit°ní oblasti vstupu známa makroskopické hustota, rovnice (2.4.58)
se zm¥ní na

ṽx = −c̃+ c̃
(f2 + f4 + f9 + 2(f1 + f5 + f8))

ρ̃
. (2.4.60)

Pro ur£ení okrajových podmínek obou rohových uzl· vstupu je pot°eba pouze makro-
skopická hustota. Pro její algebraické ur£ení neexistuje ºádný vztah. Vyuºívá se ne-
m¥nnosti hodnoty makroskopické hustoty podél p°í£ného °ezu kanálem. M·ºeme
ji proto extrapolovat ze sousedního uzlu výpo£tové m°íºe, viz obr. 9.
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Obr. 10 : Extrapolace
makroskopické hustoty pro uzly v

rozích

Obr. 11 : Extrapolace
makroskopické hustoty nebo

rychlosti pro vnit°ní oblast výstupu

Odli²ná my²lenka je pouºívána k ur£ení hledaných makroskopických veli£in vnit°ní
oblasti výstupu, kde musí být zachována návaznost na d¥je, které se b¥hem proud¥ní
ve 2D kanálu udály. Návaznost spolehliv¥ zaji²´uje extrapolace ze sousedního uzlu
výpo£tové m°íºe, viz obr. 11. Extrapolaci lze realizovat dv¥ma zp·soby. Extrapoluje-
li se makroskopická rychlost, rovnice (2.4.58) má tvar

ρ̃ =
f2 + f4 + f9 + 2(f1 + f5 + f8)

1 + ṽx
c̃

. (2.4.61)

Extrapoluje-li se makroskopická hustota, tvar rovnice (2.4.58) se zm¥ní na

ṽx = −c̃+ c̃
(f2 + f4 + f9 + 2(f1 + f5 + f8))

ρ̃
. (2.4.62)

K ur£ení makroskopické hustoty v rohových uzlech výstupu se op¥t vyuºívá nem¥n-
nosti hustoty podél p°í£ného °ezu kanálem, viz obr. 10.

2.4.2 Okrajové podmínky pro proud¥ní v kavit¥

Uvaºujme tekutinu uzav°enou v otev°ené £tvercové nádob¥ napln¥né po okraj, viz
obr. 12.

Obr. 12 : Schéma uvaºované výpo£tové oblasti
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Hladin¥ tekutiny je ud¥lena po£áte£ní rychlost, tudíº se uvnit° kavity utvo°í recir-
kula£ní zóna se sekundárním proud¥ním. Je p°edpokládána znalost hustoty tekutiny
a charakteristický rozm¥r.

Okrajové podmínky na pevné nepropustné st¥n¥

Obdobn¥ jako v p°ípad¥ proud¥ní ve 2D kanálu zde dochází k interakci tekutiny
s pevným povrchem. Pro ur£ení £erven¥ vyzna£ených neznámých distribu£ních funkcí
se také vyuºívá okrajové podmínky typu bounceback, viz obr. 13. Pro vnit°ní oblast
okrajových podmínek platí jednoduché rovnosti, jako je tomu v p°ípad¥ proud¥ní
ve 2D kanálu.

Obr. 13 : Schéma realizace okrajových podmínek na pevné st¥n¥

Pro vnit°ní oblast okrajových podmínek na levé st¥n¥ jsou to rovnosti

f1 = f3, (2.4.63)

f5 = f7, (2.4.64)

f8 = f6. (2.4.65)

Pro vnit°ní oblast okrajových podmínek na pravé st¥n¥

f3 = f1, (2.4.66)

f6 = f8, (2.4.67)

f7 = f5. (2.4.68)

A pro vnit°ní oblast okrajových podmínek na dolní st¥n¥

f2 = f4, (2.4.69)

f5 = f7, (2.4.70)
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f6 = f8. (2.4.71)

Problémové m·ºe být de�nování okrajových podmínek v rohových uzlech výpo£etní
m°íºe. Jedná se o místa, kde se stýkají pevné st¥ny, tudíº platí okrajové podmínky
typu bounceback pro v²echny distribu£ní funkce. Pro levý rohový uzel platí

f1 = f3, (2.4.72)

f2 = f4, (2.4.73)

f5 = f7, (2.4.74)

f6 = f8. (2.4.75)

A pro pravý rohový uzel platí
f3 = f1, (2.4.76)

f2 = f4, (2.4.77)

f6 = f8, (2.4.78)

f5 = f7. (2.4.79)

Okrajové podmínky na vstupu

Tyto okrajové podmínky se odvozují podle stejného principu jako okrajové pod-
mínky v p°ípad¥ proud¥ní ve 2D kanálu. Rozdílný je sm¥r vektoru po£áte£ní makro-
skopické rychlosti. Okrajové podmínky lze rozd¥lit na dv¥ entity a to vnit°ní oblast
okrajových podmínek a dva rohové uzly. Neznámé distribu£ní funkce jsou vyzna£eny
£erven¥, viz obr. 14.

Obr. 14 : Schéma realizace okrajových podmínek na vstupu

Jednou z neznámých distribu£ních funkcí vnit°ní oblasti okrajových podmínek je f4.
Ur£íme ji z principu okrajové podmínky typu bounceback

f4 − f eq4 = f2 − f eq2 , (2.4.80)
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kde op¥t podrobn¥ rozepí²eme rovnováºné distribu£ní funkce f eq4 a f eq2 a získáme

f4−
1

9
ρ̃

(
1 + 3

(e4ṽ)

c̃2
+

9

2

(e4ṽ)2

c̃4
− 3

2

ṽ2

c̃2

)
= f2−

1

9
ρ̃

(
1 + 3

(e2ṽ)

c̃2
+

9

2

(e2ṽ)2

c̃4
− 3

2

ṽ2

c̃2

)
.

(2.4.81)
Dále rozepi²me sm¥rové vektory a vektory makroskopické rychlosti

f4−
1

9
ρ̃

(
3

(0,−1)(ṽx, 0)

c̃2
+

9

2

[(0,−1)(ṽx, 0)]2

c̃4

)
= f2−

1

9
ρ̃

(
3

(0, 1)(ṽx, 0)

c̃2
+

9

2

[(0, 1)(ṽx, 0)]2

c̃4

)
,

(2.4.82)
kde ṽy je rovno nule, protoºe hladina kapaliny proudí pouze v horizontálním sm¥ru.
Po roznásobení se tato rovnice zjednodu²í na

f4 = f2. (2.4.83)

K ur£ení neznámé distribu£ní funkce f7 vyuºijeme vztah pro makroskopickou rych-
lost ve sm¥ru osy x (2.4.12)

f1 − f3 + f5 − f6 − f7 + f8 =
ρ̃ṽx
c̃
, (2.4.84)

a také ve sm¥ru osy y (2.4.16), ve které je zahrnuta rovnost f4 = f2 a nulová
makroskopická rychlost ṽy = 0

f5 + f6 − f7 − f8 = 0. (2.4.85)

Se£tením t¥chto dvou rovnic získáme

f1 − f3 + 2f5 − 2f7 =
ρ̃ṽx
c̃
. (2.4.86)

Algebraickými úpravami získáme tvar pro hledanou distribu£ní funkci

f7 = f5 +
f1 − f3

2
− ρ̃ṽx

2c̃
. (2.4.87)

Ze znalosti distribu£ní funkce f7 lze vyjád°it zbývající neznámou distribu£ní funkci
dosazením (2.4.87) do (2.4.85)

f5 + f6 − f5 −
f1 − f3

2
+
ρ̃ṽx
2c̃
− f8 = 0, (2.4.88)

odkud vyjád°íme f8 a získáme vztah

f8 = f6 −
f1 − f3

2
+
ρ̃ṽx
2c̃
. (2.4.89)
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Tímto jsou známy v²echny hledané distribu£ní funkce pro vnit°ní oblast okrajových
podmínek na vstupu.

K ur£ení levého rohového uzlu vyuºijeme jiº odvozený vztah pro distribu£ní
funkci f4 (2.4.83)

f4 − f eq4 = f2 − f eq2 ⇒ f4 = f2. (2.4.90)

Stejným zp·sobem bychom postupovali i v p°ípad¥ f1, f5 a f8, pro které by platilo

f1 − f eq1 = f3 − f eq3 ⇒ f1 = f3, (2.4.91)

f5 − f eq5 = f7 − f eq7 ⇒ f5 = f7, (2.4.92)

f8 − f eq8 = f6 − f eq6 ⇒ f8 = f6. (2.4.93)

Stejn¥ jako u okrajových podmínek pro vstup a výstup v p°ípad¥ proud¥ní ve 2D
kanálu zde nastává problém u distribu£ních funkcí f5 a f7. Jednu z nich vyjád°íme
na základ¥ vztahu pro makroskopickou hustotu

f1 + f2 + f3 + f4 + f5 + f6 + f7 + f8 + f9 = ρ̃, (2.4.94)

kde ze znalosti rovností f1 = f3, f4 = f2, f5 = f7 a f8 = f6 získáme

2f2 + 2f3 + 2f6 + 2f7 + f9 = ρ̃, (2.4.95)

kterou algebraicky upravíme na hledanou distribu£ní funkci

f7 = −f2 − f3 − f6 −
f9
2

+
ρ̃

2
. (2.4.96)

Tímto jsou de�novány neznámé distribu£ní funkce pro levý rohový uzel. Op¥t platí
p°ímá analogie mezi levým a pravým rohovým uzlem. Pro pravý rohový uzel platí

f4 = f2, (2.4.97)

f3 = f1, (2.4.98)

f7 = f5, (2.4.99)

f8 = f6. (2.4.100)

Distribu£ní funkce f8 nebo f6, ve kterých nastává problém z d·vodu chyb¥jícího
sousedního uzlu výpo£tové m°íºe vyjád°íme ze vztahu (2.4.96)

f7 = −f2 − f3 − f6 −
f9
2

+
ρ̃

2
, (2.4.101)
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kde lze vyjád°it funkci f6

f6 = −f2 − f3 − f7 −
f9
2

+
ρ̃

2
. (2.4.102)

Nyní jsou de�novány v²echny neznámé distribu£ní funkce v oblasti okrajových pod-
mínek na vstupu v p°ípad¥ proud¥ní ve 2D kavit¥. Ve vztazích op¥t �guruje makro-
skopická rychlost ṽx a hustota ρ̃. Pro tyto makroskopické veli£iny existuje algebraické
vyjád°ení, které platí pouze pro vnit°ní oblast okrajových podmínek. Pro odvození
se vyuºívá vztah pro makroskopickou hustotu

f1 + f2 + f3 + f4 + f5 + f6 + f7 + f8 + f9 = ρ̃, (2.4.103)

a vztah pro makroskopickou rychlost (2.4.16) ve sm¥ru osy y, ve kterém je navíc
zahrnuta rovnost f4 = f2

f5 + f6 − f7 − f8 = 0. (2.4.104)

Se£tením t¥chto dvou vztah· získáme

f1 + f2 + f3 + f4 + 2f5 + 2f6 + f9 = ρ̃. (2.4.105)

Zavedeme-li do tohoto vztahu rovnost f4 = f2 a algebraicky upravíme, získáme
hledaný výraz pro makroskopickou hustotu

ρ̃ = f1 + f3 + f9 + 2(f2 + f5 + f6). (2.4.106)

Pro makroskopickou hustotu v rohových uzlech platí obdobný princip extrapolace,
jako je tomu je v p°ípad¥ proud¥ní tekutiny ve 2D kanálu. Makroskopická hustota v
rohovém uzlu je rovna makroskopické hustot¥ sousedního uzlu výpo£tové m°íºe, viz
obr. 15.

Obr. 15 : Extrapolace pro uzly v rozích

Tímto je zcela de�nována oblast okrajových podmínek na vstupu v p°ípad¥ proud¥ní
tekutiny ve 2D kavit¥.
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2.5 Podobnostní modelování

Lattice Boltzmannovu metodu lze aplikovat na reálné problémy, av²ak musí být
p°esn¥ zachováno propojení mezi reálným problémem a modelovaným problémem.
Jelikoº simulace n¥jakého reálného problému ve fyzikálních jednotkách m·ºe vyºa-
dovat obrovské mnoºství výpo£etní pam¥ti a je tak £asov¥ náro£ná, pracuje lattice
Boltzmannova metoda s vlastními jednotkami. V této práci jsou fyzikální jednotky
zna£eny jako obvykle, nap°íklad rychlost v, kdeºto lattice Boltzmanovy jednotky
jsou zna£eny pomocí tildy nap°íklad hustota ρ̃. Aby model v lattice Boltzmanno-
vých jednotkách odpovídal modelu ve fyzikálních jednotkách, vyuºívá se tzv. podob-
nostního modelování. Jeho princip spo£ívá v de�nování bezrozm¥rných konverzních
faktor·, které si lze p°edstavit jako p°evody udávající konstantní pom¥r mezi fyzikál-
ními a lattice Boltzmannovými jednotkami. Tyto pom¥ry mají pro obecnou veli£inu
tvar [11]

Q︸︷︷︸
fyzikální veli£ina

= Q̃︸︷︷︸
LB veli£ina

. CQ︸︷︷︸
konverzní faktor

, (2.5.1)

kde Q, Q̃ m·ºe zastupovat nap°. charakteristický rozm¥r, hustotu nebo rychlost
v odpovídajících jednotkách.

K ur£ení t¥chto vztah· se vyuºívá znalosti p°edepsaných fyzikálních veli£in vý-
po£tového modelu, ale i volby n¥kterých veli£in. Existuje více zp·sob· jak pln¥ de�-
novat vztahy mezi lattice Boltzmannovými a fyzikálními jednotkami, av²ak n¥které
vedou ke zbyte£ným komplikacím. V této práci je podrobn¥ p°edstaven zp·sob, který
je z hlediska volitelných veli£in a vyvarování se komplikací nejp°ijateln¥j²í. P°edpo-
kládejme znalost charakteristického rozm¥ru výpo£tového modelu, nap°. vý²ka H
kanálu nebo kavity. Výpo£tová oblast je diskretizována m°íºí a po£et uzl· podél
charakteristického rozm¥ru je roven charakteristickému rozm¥ru H̃. Pro rozm¥r platí
vztah

H = H̃CH ⇒ CH =
H

H̃
, (2.5.2)

kde CH je hledaný konverzní faktor pro rozm¥r. Nadále p°edpokládejme znalost
hustoty tekutiny ρ ve fyzikálních jednotkách, p°i£emº je známa i hustota v lattice
Boltzmannových jednotkách ρ̃, která se volí rovna jedné. Pro konverzní faktor hus-
toty platí

ρ = ρ̃Cρ ⇒ Cρ =
ρ

ρ̃
. (2.5.3)

Nyní zvolme hodnotu relaxa£ního £asu τ , která se nesmí blíºit 1
2
. V této práci je

nej£ast¥ji volen z intervalu
τ ∈ (0, 5; 0, 6) . (2.5.4)

Ve vztazích v odstavcích 2.2 aº 2.4 se vyskytuje m°íºová rychlost c̃ = dx̃
dt̃
, která

komplikuje jejich výpo£et. Vhodnou volbou délkového kroku dx̃ = 1 a £asového
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kroku dt̃ = 1 se vztahy výrazn¥ zjednodu²í. Pro p°íslu²né konverzní faktory pak ale
platí

dx =

1︷︸︸︷
dx̃ CH ⇒ dx = CH , (2.5.5)

dt =

1︷︸︸︷
dt̃ Ct ⇒ dt = Ct, (2.5.6)

kde konverzní faktor pro rozm¥r CH je známý, ale konverzní faktor pro £as Ct není.
K jeho ur£ení se vyuºívá vztah (2.1.13) s p°edpokladem známé kinematické vizkozity

ν =
2τ − 1

6
c2dt, (2.5.7)

který má po rozepsání tvar

ν =
2τ − 1

6

dx2

dt
. (2.5.8)

Zavedením vztah· pro dx a dt se zm¥ní na

ν =
2τ − 1

6

C2
H

Ct
, (2.5.9)

odkud jiº lze vyjád°it hledaný konverzní faktor pro £as

Ct =
2τ − 1

6

C2
H

ν
. (2.5.10)

Nyní vyjád°eme konverzní faktor pro rychlost pomocí konverzních faktor·, které
jsou jiº známé. Vyjdeme z jednoduché my²lenky

rychlost =
rozm¥r
£as

⇒ Cv =
CH
Ct

, (2.5.11)

kde Cv je hledaný konverzní faktor pro rychlost. Pomocí n¥j lze ur£it rychlost v lattice
Boltzmannových jednotkách tak, aby odpovídala p°edepsané rychlosti na vstupu.
Platí pro ni vztah

v = ṽCv ⇒ ṽ =
v

Cv
, (2.5.12)

kde v je p°edepsaná rychlost ve fyzikálních jednotkách a ṽ je rychlost v lattice
Boltzmannových jednotkách. Zde je nutno poznamenat, ºe ṽ by m¥la být pro simulaci
nestla£itelné vazké kapaliny < 0.3 [11].

Zbývá ur£it konverzní faktor pro kinematickou vizkozitu a pomocí n¥j ur£it kine-
matickou vizkozitu v lattice Boltzmannových jednotkách. K ur£ení tohoto konverz-
ního faktoru se pouºívá Reynoldsovo podobnostní £íslo, jehoº hodnota je stejná jak
ve fyzikálních jednotkách, tak i v lattice Boltzmannových jednotkách. Tedy platí

Re = R̃e⇒ uH

ν
=
ṽH̃

ν̃
. (2.5.13)
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Tento vztah algebraicky upravíme, aby sob¥ odpovídající veli£iny byly ve zlomku
vºdy nad sebou

Cν︷︸︸︷
ν

ν̃
=

Cv︷︸︸︷
v

ṽ

CH︷︸︸︷
H

H̃
⇒ Cν = CvCH , (2.5.14)

kde Cν je hledaný konverzní faktor pro kinematickou vizkozitu. Pro neznámou ki-
nematickou vizkozitu v lattice Boltzmannových jednotkách platí

ν̃ =
ν

Cν
. (2.5.15)

Tímto jsme de�novali v²echny pot°ebné konverzní faktory. Pro p°ehlednost je je²t¥
jednou schématicky nazna£en algoritmus p°ede²lého postupu.

Obr. 16 : Schéma uvedeného podobnostního modelování

3 Implementace lattice Boltzmannovy metody a numerické
výsledky

V odstavci 2. je popsán princip lattice Boltzmannovy metody. V tomto odstavci
je ve vývojovém diagramu schématicky nazna£en algoritmus lattice Boltzmannovy
metody. Dále jsou vlastní dosaºené numerické výsledky v p°ípad¥ proud¥ní kapaliny
ve 2D kavit¥ porovnány s numerickými výsledky publikovanými v literatu°e a v p°í-
pad¥ proud¥ní v horizontálním 2D kanálu jsou porovnány s analytickým °e²ením.
Jako vývojové prost°edí je v této práci pouºito výpo£tové prost°edí MATLAB.

3.1 Algoritmus

P°edpokládejme znalost fyzikálního problému nap°íklad rychlost tekutiny, rozm¥r
výpo£tové oblasti a hustotu tekutiny. Veli£iny ve fyzikálních jednotkách je pot°eba
p°evést do lattice Boltzmannových jednotek a zvolit relaxa£ní £as (platí pro SRT
i MRT modely). Vzhledem k úspo°e £asu je vhodné zvolit zastavovací podmínku,
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která zastaví reziduum sledující prom¥nlivost rychlostního pole výpo£tové oblasti.
P°i inicializaci se distribu£ní funkce rovnají rovnováºným distribu£ním funkcím, pro-
toºe je tekutina v klidu. Po inicializaci se uskute£ní kolizní fáze v kaºdém uzlu vý-
po£etní m°íºe. Následn¥ se v kaºdém uzlu realizuje propagace. K ur£ení neznámých
distribu£ních funkcí na okrajích výpo£tové oblasti se pouºijí okrajové podmínky
a následn¥ se spo£ítá reziduum rychlostního pole. Jestliºe je rychlostní pole ustá-
lené, p°eru²í se algoritmus a uloºí se makroskopické hodnoty rychlostního pole a pole
hustoty. Pro p°ehlednost je celý proces schématicky znázorn¥n ve vývojovém dia-
gramu na obr. 17.

Obr. 17 : Vývojový diagram algoritmu lattice Boltzmannovy metody
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3.2 Proud¥ní nestla£itelné vazké tekutiny ve 2D kavit¥

Obr. 18 : Schéma výpo£tové oblasti pro 2D kavitu

V tomto odstavci je provedena numerická simulace proud¥ní kapaliny uvnit° £tver-
cové nádoby, takzvané kavity. �í°ka a vý²ka kavity je H = 20.10−3 m a je napln¥na
kapalinou o hustot¥ ρ = 871 kg/m3 a kinematické vizkozit¥ ν = 1, 2.10−3 m2/s. Hla-
dina kapaliny je uvedena do pohybu po£áte£ní rychlostí vx = 6 m/s, viz obr. 18.
K vytvo°ení výpo£etní m°íºe byla vý²ka kavity diskretizována H̃ = 100 uzly, viz
odstavec 2.5. Protoºe je kavita £tvercová tak i její ²í°ka byla diskretizována 100 uzly.
Namísto SRT modelu byl zvolen MRT model, protoºe p°i daných fyzikálních veli£i-
nách je Reynoldsovo £íslo rovno Re = vxH/ν = 1000 a s takto vysokou hodnotou je
SRT model na výpo£etní m°íºi 100×100 na hran¥ stability. D·vodem této nestability
je vysoká hodnota rychlosti v lattice Boltzmannových jednotkách, viz odstavec 2.5.
Jako relaxa£ní £asy byly zvoleny hodnoty podle [12], kde pomocí nich autor dosáhl
dobré stability. �ili pro Sρ = Sjx = Sjy = 1, pro Se = Sε = 1, 4, pro Sqx = Sqy = 1, 2
a pro Spxx = Spyy = 1/τ , kde τ bylo zvoleno jakoby se jednalo o SRT model £ili
τ = 0, 52. Konverzní faktor pro délku má hodnotu CH = 0, 002 a konverzní faktor
pro £as Ct = 2, 22.10−5. Z t¥chto znalostí byl získán konverzní faktor pro rychlost
Cv = 90 pomocí n¥hoº byla spo£ítána rychlost v lattice Boltzmannových jednotkách
ṽx = vx/Cv = 0, 066667. Z platnosti Re = R̃e byl získán konverzní faktor pro kine-
matickou vizkozitu, podle kterého je kinematická vizkozita v lattice Boltzmannových
jednotkách rovna Cν = 0, 18. K ov¥°ení správnosti numerických výsledk· získaných
pomocí vlastního softwaru lattice Boltzmannovy metody (na obr. 20) byly pouºity
numerické výsledky publikované v práci [3] (na obr. 19).
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Obr. 19 : Proudnice podle autor· [3]
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Obr. 20 : Proudnice stanovené na základ¥
vlastní implementace lattice Boltzmannovy

metody

Následn¥ byly porovnány vlastní numerické výsledky rychlostních pro�l· v p°í£-
ném (obr. 22) a podélném (obr. 23) °ezu vedeným st°edem kavity s numerickými
výsledky publikovanými v práci [3], které autor získal pomocí metody FVM, viz
obr. 21. Poznamenejme, ºe na obr. 22 je rychlostní pro�l diagonáln¥ p°evrácen oproti
odpovídajícímu rychlostnímu pro�lu na obr. 21.

Obr. 21 : Rychlostní pro�ly podle autor· [3]
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Obr. 22 : Rychlostní pro�l v p°í£ném
°ezu získaný vlastním softwarem
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Obr. 23 : Rychlostní pro�l v podélném
°ezu získaný vlastním softwarem

Z uvedeného porovnání je z°ejmá velmi dobrá shoda dosaºených numerických vý-
sledk· vyvinutého softwaru s výsledky publikovanými v [3].

V tomto odstavci je porovnán vliv Reynoldsova £ísla na rychlostních pro�lech zís-
kaných pomocí SRT modelu a MRT modelu. Fyzikální problém je stejný jako v p°ed-
chozím p°ípad¥ s rozdílem po£áte£ních rychlostí ud¥lených hladin¥ kapaliny. Po£á-
te£ní rychlosti vx jsou voleny pomocí vztahu (2.5.13) od nejniº²ích po nejvy²²í tak,
aby se Reynoldsova £ísla postupn¥ rovnala Re = 100, 200, 400, 800, 1000, 1200, 1400,
1800. Obr. 24 znázor¬uje rychlostní pro�ly podélného °ezu st°edem kavity a obr.
25 detailn¥ji jeho pravou polovinu. Rychlostní pro�ly p°í£ného °ezu st°edem kavity
jsou znázorn¥ny na obr. 26 a na obr. 27 je detailn¥ji znázorn¥na jeho levá polovina.

32



10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Y

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

V
y
[m/s] MRT,Re=100

MRT,Re=200
MRT,Re=400
MRT,Re=800
MRT,Re=1000
SRT,Re=100
SRT,Re=200
SRT,Re=400
SRT,Re=800
SRT,Re=1000
MRT,Re=1200
MRT,Re=1400
MRT,Re=1800

Obr. 24 : Rychlostní pro�ly podélného °ezu kavity pro r·zná Reynoldsova £ísla
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Obr. 25 : Pravá polovina podélného °ezu kavity pro r·zná Reynoldsova £ísla
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Obr. 26 : Rychlostní pro�ly p°í£ného °ezu kavity pro r·zná Reynoldsova £ísla
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Obr. 27 : Levá polovina p°í£ného °ezu kavity pro r·zná Reynoldsova £ísla

Se zvy²ujícím se Reynoldsovým £íslem dochází k ost°ej²ím pr·b¥h·m rychlostních
pro�l·. Z obr. 25 a 27 je patrné, ºe p°esnost numerického výpo£tu pouºitím SRT
modelu a MRT modelu je tém¥° totoºná pro Reynoldsova £ísla 100, 200 a 400. Pro
Reynoldsova £ísla 800 a 1000 se ale p°esnost SRT a MRT model· zm¥nila. P°í£inou
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zm¥ny p°esnosti je zvy²ující se po£áte£ní rychlost, zvy²ující se stla£itelnost tekutiny
a tím sniºující se stabilita SRT modelu vlivem jediného spole£ného relaxa£ního £asu
τ , viz odstavec 2.3. MRT model je p°i takovýchto Reynoldsových £íslech numericky
stabiln¥j²í a jeho výsledky lze povaºovat za p°esn¥j²í. Pro jakákoliv Reynoldsova £ísla
v¥t²í neº 1000 dochází k naprosté ztrát¥ stability numerického výpo£tu p°i pouºití
SRT modelu, proto jsou nadále na obr. 24 aº 27 k°ivky rychlostních pro�l· pouze pro
MRTmodel. Nutno poznamenat, ºe p°i Reynoldsových £íslech 1800 a vy²²ích dochází
ke zvy²ující se stla£itelnosti tekutiny i pro výpo£et pomocí MRT modelu. Dochází
tak ke ztrát¥ p°esnosti a stability. K absolutní ztrát¥ stability dochází p°ibliºn¥ p°i
Reynoldsovo £ísle 2000. Problém ztráty stability °e²í zhu²t¥ní výpo£tové sít¥, av²ak
za cenu vy²²ího výpo£etního £asu.

3.3 Ustálené proud¥ní nestla£itelné vazké tekutiny ve 2D kanálu

Obr. 28 : Schéma výpo£tové oblasti pro 2D kanál

V tomto odstavci byla provedena numerická simulace proud¥ní nestla£itelné vazké
tekutiny ve 2D kanálu, který má vý²ku H = 1.10−3 m a délku L = 15.10−3 m.
Kanál musí být dostate£n¥ dlouhý, aby se rychlostní pro�l mohl pln¥ vyvinout,
nebo´ je p°edepsána konstantní rychlostní podmínka na vstupu vx = 0, 1 m/s,
viz obr. 28. Kanálem proudí tekutina o hustot¥ ρ = 1000 kg/m3 a kinematické
vizkozit¥ ν = 1.10−5 m2/s. Pro vytvo°ení výpo£etní m°íºe kanálu bylo pouºito
H̃ = 100 uzl· na vý²ku kanálu, tudíº pro diskretizaci délky kanálu muselo být
pouºito 15.10−3.100/1.10−3 = 1500 uzl·. Relaxa£ní £as pro SRT model byl zvo-
len tak, aby byl algoritmus stabilní a nedocházelo k p°íli²nému stla£ování tekutiny
τ = 0, 57. Konverzní faktor pro délku má hodnotu CH = 1.10−5 a konverzní faktoru
pro £as Ct = 2, 333.10−6. Pomocí konverzního faktoru pro rychlost Cv = CH/Ct
a po£áte£ní rychlosti vx byla spo£ítána rychlost v lattice Boltzmannových jednot-
kách ṽx = 0, 023333. P°i takovýchto fyzikálních veli£inách je Reynoldsovo £íslo rovno
Re = R̃e = vxH/ν = 100 a tedy konverzní faktor pro kinematickou vizkozitu je ro-
ven Cν = 4, 2857.10−5. Podle tohoto konverzního faktoru byla vyjád°ena neznámá
kinematická vizkozita v lattice Boltzmannových jednotkách ν̃ = ν/Cν .
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Obr. 29 znázor¬uje rozvoj rychlostních pro�l· tekutiny podél 2D kanálu. Ze zadané
po£áte£ní podmínky na vstupu se postupn¥ utvá°ejí parabolické pro�ly. V ur£itém
míst¥ dochází ke zhu²t¥ní pro�l·, coº symbolizuje ustálenost proudového pole. Je
známo, ºe pln¥ vyvinutý rychlostní pro�l proud¥ní tekutiny ve 2D kanálu má para-
bolický tvar s maximální rychlostí uprost°ed kanálu. K ov¥°ení správnosti výsledk·
dosaºených pomocí vlastního vyvinutého softwaru bylo pouºito známého analytic-
kého vztahu. Ustálený rychlostní pro�l je dán pouze zm¥nou x-ové sloºky vektoru
rychlosti v závislosti na aktuální vzdálenosti od dolní st¥ny kanálu y a je vyjád°en
vztahem u(y) = (P1−P2)(−y2+Hy)/2lν, kde P1 a P2 jsou hodnoty statického tlaku,
l je délka na níº platí zmín¥ný analytický vztah a H je vý²ka kanálu. Na obr. 29
je tu£n¥ zvýrazn¥n analytický vztah rychlostního pro�lu. Úsek kanálu l byl získán
ode£tením rozb¥hové dráhy rychlostního pro�lu podle Schillera [13] od celkové délky
kanálu l = L − (0.025 ∗ Re ∗ H). Pro uzly A a B výpo£tové m°íºe byly spo£ítány
tlaky P1 a P2 pomocí vztahu P = ρCv/3, viz obr. 28. Z uvedeného porovnání je
vid¥t velmi dobrá shoda s analytickým °e²ením.
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Obr. 29 : Rychlostní pro�ly podél kanálu a porovnání s analytickým °e²ením
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Na obr. 30 je provedena vizualizace rychlostního pole v kanálu pomocí izoploch.

Obr. 30 : Rozloºení velikosti výsledné rychlosti v kanálu

4 Záv¥r

Cílem této bakalá°ské práce bylo seznámit se s matematickým popisem proud¥ní
nestla£itelné vazké tekutiny pomocí Boltzmannovy rovnice, ze které vychází lattice
Boltzmannova metoda a následn¥ navrhnout vlastní algoritmus lattice Boltzman-
novy metody. Ve vývojovém prost°edí MATLAB vytvo°it vlastní softwarový nástroj
pro numerickou simulaci proud¥ní nestla£itelných vazkých tekutin zaloºený na lat-
tice Boltzmannov¥ metod¥. Pomocí vyvinutého softwarového nástroje byly °e²eny
dva vybrané testovací problémy, a to proud¥ní ve 2D kavit¥ a ve 2D kanálu. K ov¥-
°ení správnosti výsledk· získaných pomocí vlastního softwarového nástroje byla v
p°ípad¥ 2D kavity pouºita dostupná literatura [3], ve které autor porovnal vlastní
numerické výsledky s numerickými výsledky získanými metodou kone£ných objem·
pro proud¥ní motorového oleje ve 2D kavit¥. Vlastní a numerické výsledky z dostupné
literatury byly ve velmi dobré shod¥. Vlastní softwarový nástroj byl je²t¥ roz²í°en o
MRT model a získané numerické výsledky byly následn¥ porovnány s numerickými
výsledky získanými SRT modelem. Do Reynoldsova £ísla 800 se rychlostní pro�ly
SRT a MRT modelu významn¥ neli²ily. P°i vy²²ích Reynoldsových £íslech v²ak do-
cházelo k diferencím z d·vodu niº²í stability SRT modelu a p°i Reynoldosovo £ísle
1000 k úplné ztrát¥ stability SRT modelu. K ov¥°ení správnosti vyvinutého softwa-
rového nástroje byl v p°ípad¥ proud¥ní ve 2D kanálu pouºit známý analytický vztah
pro ustálené proud¥ní. Ustálené rychlostní pro�ly získané vyvinutým softwarovým
nástrojem byly v dobré shod¥ s jejich analytickým vyjád°ením.

Do budoucna by bylo moºné vlastní softwarový nástroj modi�kovat pro sloºit¥j²í
p°ípady, které mají nap°íklad zak°ivené st¥ny nebo se jedná o prostorové problémy.
Dále by bylo moºné zvý²it jeho efektivitu p°epsáním algoritmu tak, aby výpo£et pro-
bíhal na gra�ckých kartách, které jsou v p°ípadech sítí s mnoha uzly mnohonásobn¥
rychlej²í.

Na záv¥r lze konstatovat, ºe moderní lattice Boltzmannova metoda m·ºe efek-
tivn¥ konkurovat tradi£ním metodám FVM nebo FEM pouºívaným pro numerické
°e²ení problém· proud¥ní tekutin. Lattice Boltzmannova metoda není implemento-
vána v dostupných licencovaných CFD výpo£tových systémech.
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