Inovace a technologie ve vzdélavani
1/2019

CHYBNE PREDPOKLADY V GEOMETRICKYCH DUKAZECH
INCORRECT PREMISES IN GEOMETRIC PROOFS

Lukas Honzik, Jan Frank

Abstrakt

Dukazy nejraznéjSich matematickych tvrzeni jsou nedilnou soucasti matematiky.
S nékterymi jednodusSimi z nich pfijdou do kontaktu jiz Zaci na zakladnich Skolach.
Pfikladem takového tvrzeni je napfiklad geometricky (obrazkovy) dukaz Pythagorovy
véty. Pfi provadéni geometrickych dikazu, resp. provadéni dikazi matematickych
dikazli geometrickou cestou, je v8ak nutné davat pozor na néktera nepresna
zjednodusSeni a chybné predpoklady, které se pfi tomto postupu mohou obijevit.
Casteéné Ize néktera z té&chto nedopatieni eliminovat vhodnym vyuzitim softwaru
dynamické geometrie, ktery nabizi interaktivitu a praci s dynamickymi figurami namisto
statickych nacrtkd. V tomto pfispévku predstavujeme konkrétni chybné tvrzeni a jeho
ddkaz doplnény o vysvétleni, kde se v posloupnosti logickych uvah objevila chyba.
Priklad je pak uveden na pravou miru provedenim pfislusné konstrukce v programu
GeoGebra.
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Abstract

Various mathematical statements and their proofs are an integral part of mathematics.
Even at elementary schools, pupils get acquainted with simpler ones. An example of
such a statement is, for example, the geometric (image) proof of the Pythagorean
theorem. However, when performing a geometric proof, respectively. performing a
mathematical proof in a geometric way, it is necessary to pay attention to some
inaccurate simplifications or erroneous assumptions that may arise in this procedure.
Some of these inconveniences can be in part eliminated by appropriate use of dynamic
geometry software that offers interactivity and work with dynamic figures instead of
static sketches. In this paper, we present one such erroneous statement and its proof,
supplemented by an explanation where an error occurred in the sequence of logical
considerations. The examples is then made correct by performing the appropriate
construction in GeoGebra.
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1 UVOD

Matematické dukazy byvaji v nékterych pfipadech, zvlasté pak na zakladnich Skolach,
vcelku ¢asto opomijeny. Pfiznejme vSak, Ze jejich role je nezastupitelna — mimo jiné
pomahaji tfibit logické mysleni a spravné podany pfispivaji k lepSimu pochopeni
problematiky. NizSi vék zakd pfitom vabec nemusi byt na zavadu, fada dikazu
matematickych tvrzeni je pfistupna jiz zakim zakladnich Skol a nizSich rocniku
viceletych gymnazii. Pfikladem muaze byt znama demonstrace platnosti Pythagorovy
véty, s niz se béhem svych studii setkal snad kazdy.

Pfipomenme, ze dikaz (na tomto misté popravdé pfiznejme, Ze nejde o dlikaz obecné
platného tvrzeni Obsah étverce sestrojeného nad preponou pravouhlého trojuhelniku
Jje roven souctu obsahu Ctvercu sestrojenych nad jeho odvésnami, ale spiSe o
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nazornou demonstraci na jednom konkrétné zvoleném pravouhlém trojuhelniku, coz
ale vniz8im véku Zakd neni problematické) tohoto tvrzeni se opira o obrazek
obsahujici dvojici shodnych ¢tvercl s délkou strany a + b.

b ) a _ a ) b
a
c
b - b b c
y b
a c a a <
b ‘ a b ) a

Obr. 1. Graficky dilkaz Pythagorovy véty

V jednom ctverci jsou vepsany dva mensi Ctverce, jeden o délce strany a, druhy
s délkou strany b, zbyla plocha je vyplnéna &tvefici shodnych pravouhlych trojuhelnikd.
Ve druhém c&tverci jsou zminéné trojuhelniky pfeusporadany, zbytek velkého Ctverce
vyplfiuje mensi Ctverec o délce strany c.

Nakonec jiz staci jen ze stejného obsahu velkych ¢tvercl a stejného obsahu Ctvefice
pravouhlych trojuhelnik( odvodit, Ze sou€et obsahu Ctvercu se stranami délek aa b je
roven obsahu Ctverce s délkou stany c. Tim se dostavame k vSeobecné znamému
vzorci reprezentujicimu Pythagorovu vétu ve tvaru

c?=a? + b2.

Jak jiz bylo fe€eno, nejedna se v tomto pfipadé o dukaz jako takovy, ale o grafickou
interpretaci jedné konkrétni situace. Pokud bychom se chtéli zminéného nedostatku
zbavit a alespon o krok se pfiblizit obecnéjsi verzi dikazu, muzeme vyuzit néktery
z programu dynamické geometrie, napfiklad programu GeoGebra. V téchto
programech je mozné uzitim posuvnikl prejit od statického obrazku k dynamické
figufe, na niz pak lze experimentalné ovéfit platnost tvrzeni v podstaté pro libovolné
hodnoty a, b a c, jak je ukazano na obrazku 2.
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Obr. 2. Dynamicka figura diikazu Pythagorovy véty

Je zfejmé, Ze uziti softwaru dynamické geometrie pfinasejici prvek interakce a
dynamiky posouva geometrické dukazy (Ci obecnéji matematické dukazy provadéné
geometrickou cestou) na jinou uroven. Zaroven lze doufat, Ze geometrické programy
v nékterych pfipadech mohou eliminovat jistda nedopatfeni, jichz se v usudku muaze
fesSitel dopustit, ma-li provadét dikaz pouze pomoci Uvahy a statického nacrtku.
Samoziejmé& musime zaroven na tomto misté podoktnout, Ze pfi konstrukci figury
v programech dynamické geometrie je nutné oproti statickému nacrtku na papire
uvazovat chovani jednotlivych objektl a vztahy mezi nimi, abychom se vyvarovali
pfipadnych chyb vyplyvajicich z dynamiky celé konstrukce.

V nasledujicich odstavcich uvedme konkrétni pfiklad chybného pfedpokladu v
geometrickém dikazu. Dukaz jsou doplnény o komentare objasriujici, kde se v dukazu
nachazi chyba, a téZ o nahled na dany problém prostfednictvim dynamické geometrie.

2 KRUZNICE SE STEJNOU DELKOU

Tvrzeni: VSechny kruznice maji stejnou délku. [1]

Dukaz: K dUkazu tvrzeni pouzijme jeden z Castych zplsob zjisténi délky kruznice,
resp. uréeni obvodu kola, ktery je uzivan z divodu své prakti¢nosti. Je jim totiz mozné
zméfit napfriklad obvod kola bicyklu, jenZz je pak zadan do cyklopocitaCe. Postup
spociva ve zvoleni jednoho konkrétniho bodu na obvodu kola, napfiklad ventilku,
zakresleni znaCky na silnici, po niz se kolo pohybuje, v misté, kdy se ventilek nachazi
dole a tedy nejbliZe silnici, a jeho nasledného odvalovani. Tam, kde se ventilek pfi
odvalovani opét nejvice pfiblizi k silnici, udélame druhou znacku. Zméfenim
vzdalenosti mezi znackami obdrzime obvod kola.
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Takovyto experiment je znazornén na obrazku 3. Zaroven je zde zvyraznéna i draha
vybraného bodu B na obvodu kola. Kfivka, kterou bod pfi odvalovani opiSe, je cykloida
popsana parametrickymi rovnicemi

Obr. 3. Odvalovani kola

X=r(t—sint)
y =r(1 - cost),
kde r je polomér kola a t je realny parametr.

Vzdalenost mezi dvéma misty, kde se bod B dotkl vodorovné pfimky, urCuje obvod
kola (neboli délku kruznice, ktera je pro kolo hranicni kfivkou).

Uvazujme situaci, kdy na jedné hfideli jsou umisténa dvé kola rizného poloméru, jak
je znazornéno na obrazku 4. Kola jsou na hfideli umisténa napevno, tzn. obé kola si
pfi otaceni hfidele zachovavaji svou vzajemnou polohu.

Obr 4. Dvé kola na stejné hfideli

Misto silnice z pfedchoziho popisu pouzijme nyni jako podklad dvojici rovnobé&znych
kolejnic. Kazdé z kol se bude odvalovat po jedné z nich. Tento pohyb je rozfazovan na
obrazku 5, z néjz Ize jasné vycist drahu bodu A na vétSim kole i obvod tohoto kola. Za
povSimnuti pak ale stoji hlavné jednotlivé pozice bodu A’. Jak je vidét, vzdalenost mezi
dvéma misty, v nichZ se bod A’ dotkne pfislusné kolejnice, je shodna se vzdalenosti
mezi dvéma dotyky bodu A. Z toho vyplyva, Ze obé kola musi mit stejny obvod.

Obr. 5. Odvalovani kol po kolejnicich

Na konec mUzeme pfedchozi tvrzeni zobecnit a prevést zpét do geometrické roviny.
Lze tedy tvrdit, Ze délka kruznice je dana bez ohledu na polomér kruznice. Nebo jinymi
slovy, dvé libovolné zvolené kruznice o ruznych polomérech maji vzdy stejnou délku.

[1]
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Uvedené tvrzeni je samoziejmé chybné, coz kazdy pozorovatel vi jiz ze zkuSenosti.
K vyvraceni tvrzeni staCi nalézt problematickou pasaz v fetézci provedenych uvah.
Pfitom poznamenejme, Ze cely problém je spiSe kinematickou zalezitosti a nikoliv
geometrickou. | pfesto je mozné provést geometrickou konstrukci dynamické figury
v programu GeoGebra a jejim prostfednictvim onu chybu odhalit.

Pro tento zamér sestrojime dvojici rovnobéznych pfimek znazornujicich obé kolejnice,
dvé soustfedné kruznice (v naSem pfipadé ma vétsi kruznice dvojnasobny polomér,
Z nichz na kazdou umistime po jednom bodu A a A’, a zaroven uzijeme posuvnik. Jeho
pomoci fidime jednak pohyb kruznic ve sméru pfimek, za druhé jej pouzivame
k pohybu bodu. Ten sestava z posunu ve sméru pfimek a sou€asné z rotace kolem
stfedu obou kruznic. Takto zkonstruovana situace pak odpovida vySe popsanym
uvaham, z nichz jsme vyvodili tvrzeni o stejné délce obou kruznic.

Nyni vyuzijme funkci dovolujici zobrazit stopu pohybujiciho se objektu. Bude nas
zajimat stopa po pohybu obou bodl A a A’. Jiz pfi letmém pohledu na obrazek 6 je
vidét, Ze zatimco bod A pfi pohybu zanechava stopu odpovidajici cykloidé, bod A’
vykresluje stopu odliSnou.
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Obr. 6. Stopy bod pfi odvalovani

Jedna se o tak zvanou zkracenou cykloidu, jejiz parametrické vyjadreni je dano dvojici
rovnic

Xx=rt—asint
y=rl-a-cost,

kde r =|SA| (tj. polomér vétsi kruznice) a a =|SA’| (tj. polomér mensi kruznice), plati
tedy nerovnosta <r.

Vzhledem k tomu, Zze bod A’ pfi svém pohybu neopsal ofekavanou cykloidu, ale
zkracenou cykloidu, muzeme si dovolit domnénku, Ze pravé zde nastava hledany
problém. Pohyb bodu A’ tak, jak je modelovan v dynamické figufe, neodpovida tomu,
jak by mél ve skuteCnosti vypadat.

Kdyz nyni pfedpokladame, Ze jsme nalezli chybu, a zarover vime, jaky vystup (stopu
cykloidy) hledame, byli bychom pfi troSe dalSi prace schopni doplnit figuru o bod B.
Ten jiz pfi zapnuti stopy vykresli opét cykloidu, ovSem s poloviéni periodou oproti
cykloidé dané bodem A. Vysledkem je tedy uspéSné vyvraceni chybného dikazu,
nebot délka jedné kruznice s polovi¢nim polomérem vici poloméru druhé kruznice, je
takeé poloviéni.
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Obr. 7. Stopy bodt pfi odvalovani s korekci

Na konec se jesté vratme od geometrie ke kinematice a upfesnéme, v Cem spocivala
chyba z fyzikalniho hlediska. Tu je potfeba hledat v pevném umisténi obou kol na téze
hfideli, kdy vu&i sobé obé kola pfi otaCeni zachovavaji vzajemnou polohu. PFi
odvalovani po kolejnicich potom u jednoho z kol dochazi k prokluzu. Konkrétné
v pfipadé odvalovani vétSiho kola bez prokluzovani jde o zaporny prokluz mensiho
kola, ¢imz se prodluZuje vzdalenost mezi dvéma znackami na pfislusné kolejnici.
V opacném pfipadé odvalovani mensiho kola bez prokluzovani by se jednalo o kladny
prokluz vétsiho kola, kterym by byla naopak vzdalenost mezi znackami zkracovana.

3 ZAVER

V tomto ¢lanku jsme se pokusili pfedstavit jeden geometricky dukaz, které se na prvni
pohled mize snad i zdat korektni, avSak vede k naprosto mylnym zavérim. Ve
vyvraceni chybné vyvozenych zavérl jsme se kromé svych logickych uvah spolehli
prfedevsim na software dynamické geometrie GeoGebra, ktery se ukazal byt zdatnym
pomochikem. A to i pfesto, Ze neni primarné urCen pro dokazovani geometrickych vét.
| pfesto jej Ize, jak ukazuje pfedchozi pfiklad, zdarné vyuzit i v této oblasti, kdy diky
interaktivité a moznostem dynamické manipulace s geometrickymi objekty dovoluje
uZivateli provadét nazorné demonstrace a experimenty, které jdou Casto nad ramec
Cisté matematiky a presahuji do jinych védnich oborli. Takovéto demonstrace a

experimenty pak mohou dostate¢né jasné pomoci vyvarovat se unahlenych a
chybnych zavérl, k nimz Z4ci a studenti mohou dospét.
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