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Zobecněné Voroneho diagramy 

Anotace 

Tato diplomová práce se zabývá teorií potřebnou pro studium zobecněných Voroneho 

diagramů. Nejprve se zaměřuje na Obecný Voroneho diagram, pro který stručně uvede 

jeho definice a vlastnosti. Dále pro tento diagram popíše tři různé algoritmy, konkrétně 

Inkrementální algoritmus, "Plane sweep" algoritmus a Metodu rostoucích regionů. Posléze 

se zaměří na zobecněné Voroneho diagramy, a to na Voroneho diagram v L1 metrice, 

Voroneho diagram kružnic a Laguerre Voroneho diagram. Pro každý z těchto diagramů 

zpracuje teorii a minimálně jeden ze zmíněných algoritmů. Součástí práce je implementace 

Inkrementálního algoritmu pro Laguerre Voroneho diagram v programu Mathematica 7. 
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Generalized Voronoi diagrams 

Annotation 

The thesis deals with the theory needed for studying generalized Voronoi diagrams.  

At the beginning it focuses on the Ordinary Voronoi diagram and briefly introduces its 

definition and characteristics. After that three different algorithms for this diagram are 

described, specifically Incremental algorithm, “Plane sweep“ algorithm and the Method of 

growing regions. Then it concentrates on generalized Voronoi diagrams, which are 

Voronoi diaram in L1 distance, Voronoi diagram of circle and Laguerre Voronoi diagram. 

For each of these diagrams a theory and at least one of the algorithms are processed. One 

part of the thesis is the implementation of Incremental algorithm for Laguerre Voronoi 

diagram in software Mathematica 7. 
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1 Úvod

Tato diplomová práce se zabývá teoríı potřebnou pro studium zobecněných Voroneho
diagramů. Dále se věnuje vybraným typ̊um zobecněných Voroneho diagramů a uvád́ı
pro ně vhodné algoritmy, popř. modifikaci známých algoritmů.

Pro tuto práci byla vybrána tři r̊uzná zobecněńı Voroneho diagramů a to Voroneho
diagram v L1 metrice, Voroneho diagram kružnic a Laguerre Voroneho diagram.

Diplomová práce navazuje na bakalářskou práci [4], která se zabývala Voroneho
diagramy, definićı základńıch pojmů a vlastnost́ı. Dále v ńı byly uvedeny některé typy
algoritmů pro konstrukci Voroneho diagramů a některé typy zobecněńı.

Kapitoly diplomové práce se postupně věnuj́ı jednotlivým Voroneho diagramům.
Stručně je uveden Obecný Voroneho diagram, který byl podrobněji řešen v ba-

kalářské práci [4], jeho základńı terminologie a tři r̊uzné algoritmy pro jeho konstrukci.
V daľśı kapitole je rozepsán Voroneho diagram v L1 metrice a Metoda rostoućıch

regin̊u pro tento typ diagramu. Je popsána modifikace metody a jej́ı znázorněńı v pro-
gramu Geogebra.

Následně je popsán Voroneho diagramem kružnic, hojně se, v této kapitole, využ́ıvá
článek [1]. Pro tento diagram je uvedena modifikace všech tř́ı algoritmů, které jsou
v této práci řešeny a metoda rostoućıch region̊u je opět znázorněna v programu Geo-
gebra.

Posledńı zobecněńı, kterému je věnována pozornost je Laguerre Voroneho diagram.
Je pro něj popsán Inkrementálńı algoritmus, jehož implementace v programu Mathe-
matica 7, je součást́ı práce. Uvád́ı se podrobný popis algoritmu a řešeńı problémů,
které se při jeho implementaci vyskytly.

V závěrečné kapitole je uveden souhrn algoritmů, jejich výhod a nevýhod. Současně
jsou zmı́něna možná využit́ı Voroneho diagramů.

Hlavńımi zdroji jsou [1] od autor̊u Li Jin, Domguk Kim, Lisen Mu, Deok-Soo
Kim, Shi-Min Hu, [9], jehož autorem je K. Sugihara, [5] od autor̊u F. Aurenhammer
a R. Klein, [10], jehož autory jsou Hiroshi Imai, Masao Iri a Kazuo Murota.
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2 Obecný Voroneho diagram

Necht’ S = {P1, P2, . . . , Pn} je množina generuj́ıćıch bod̊u v rovině, kde n ≥ 2. Eu-
kleidovská vzdálenost dvou bod̊u P = (p1, p2) a Q = (q1, q2) je definována vztahem

de(P,Q) =
√

(p1 − q1)2 + (p2 − q2)2.

Definice 2.1 Mějme dva generuj́ıćı body P1, P2 ∈ S a libovolný bod X v rovině.
Otevřenou polorovinu bodu P1 definujeme

h(P1, P2) = {X|de(P1, X) < de(P2, X)}. (1)

Uzavřenou polorovinu bodu P1 definujeme

h′(P1, P2) = {X|de(P1, X) ≤ de(P2, X)}. (2)

Př́ımka jež odděluje polorovinu h(P1, P2) obsahuj́ıćı bod P1 od poloroviny h(P2, P1)
obsahuj́ıćı bod P2, je osa úsečky bod̊u P1, P2. Osu úsečky bod̊u P1, P2 definujeme

B(P1, P2) = {X | de(P1, X) = de(P2, X)}. (3)

•

Definice 2.2 Voroneho buňka ν(Pi) bodu Pi vzhledem k množině
S = {P1, P2, . . . , Pn} je definována

ν(Pi) =
⋂

Pj∈S,Pj 6=Pi

h(Pi, Pj). (4)

•

Z definice 2.2 plyne, že Voroneho buňka ν(Pi), kde Pi ∈ S, je pr̊unikem n − 1
otevřených polorovin h(Pi, Pj), i 6= j, obsahuj́ıćıch generuj́ıćı bod Pi. Lze ukázat, že
Voroneho buňka ν(Pi) je otevřená a konvexńı [5], [4].

Definice 2.3 Hranice mezi Voroneho buňkami se nazývaj́ı Voroneho hrany
a v následuj́ıćım textu je budeme značit e.

•

Voroneho hrany jsou úsečky, polopř́ımky a ve speciálńım př́ıpadě př́ımky. Voroneho
hrana je př́ımkou v př́ıpadě, kdy všechny generuj́ıćı body Pi ∈ S jsou kolineárńı.

Definice 2.4 Voroneho diagram množiny S generuj́ıćıch bod̊u Pi je sjednoceńım
Voroneho buněk ν(Pi) a Voroneho hran.

•
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Poznámka 1 Jestlǐze Voroneho hrana e je hranićı mezi ν(Pi) a ν(Pj), kde i 6= j, pak
plat́ı e ⊂ B(Pi, Pj).

•

Definice 2.5 Pr̊useč́ık Voroneho hran nazýváme Voroneho vrchol a v následuj́ıćım
textu jej budeme značit V .

•

2.1 Algoritmy pro konstrukci Obecných Voroneho
diagramů

Existuje několik druh̊u algoritmů, pomoćı kterých lze zkonstruovat Voroneho dia-
gram zadané množiny S generuj́ıćıch bod̊u. Jednotlivé algoritmy se mouhou lǐsit svou
složitost́ı.

Pro daľśı úvahy budeme předpokládat splněńı následuj́ıćı podmı́nky

• Voroneho diagram neńı degenerovaný (tzn. žádné čtyři generuj́ıćı body nelež́ı na
společné kružnici) [4].

2.1.1 Inkrementálńı algoritmus pro Obecný Voroneho diagram

Jedná se o algoritmus, který vzhledem ke své jednoduchosti patř́ı mezi nejpouž́ıvaněǰśı
algoritmy pro konstrukci Voroneho diagramů.

Necht’ máme množinu generuj́ıćıch bod̊u S = {P1, P2, . . . , Pn}, pro kterou hledáme
př́ıslušný Voroneho diagram. Nejprve nalezneme Voroneho diagram pro dva generuj́ıćı
body. Tento zjednodušený diagram pak postupně modifikujeme přidáváńım daľśıch
generuj́ıćıch bod̊u z množiny S.

Hlavńı část tedy spoč́ıvá v transformaci diagramu z i na i + 1 generuj́ıćıch bod̊u,
pro i = 2, . . . , n, viz obr. 1.

Obrázek 1: Inkrementálńı algoritmus
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Algoritmus (Inkrementálńı pro Obecný Voroneho diagram)
Vstup: Množina generuj́ıćıch bod̊u S = {P1, P2, . . . , Pn}.
Výstup: Voroneho diagram množiny S.

1. Inicializace

(a) vytvořeńı fronty F a vložeńı generuj́ıćıch bod̊u P1, P2, . . . , Pn do fronty

2. Postup algoritmu

(a) výběr dvou generuj́ıćıch bod̊u P1, P2 z fronty F a vytvořeńı Voroneho dia-
gramu pro tyto generuj́ıćı body

(b) výběr bodu Pi+1 z fronty F , kde i udává počet generuj́ıćıch bod̊u stávaj́ıćıho
Voroneho diagramu

(c) určeńı umı́stěńı bodu Pi+1 ve stávaj́ıćım Voroneho diagramu, označeńı gene-
ruj́ıćıho bodu Voroneho buňky, ve které se bod Pi+1 nacháźı, bude Pij, kde
j = 1, 2, . . . a udává počet Voroneho buňek, které budou ovlivněny bodem
Pi+1

i. jestliže bod Pi+1 lež́ı na Voroneho hraně: zvoleńı libovolné z Voroneho
buněk, které nálěž́ı daná hrana

ii. jestliže bod Pi+1 nelež́ı na Voroneho hraně: určeńı v jaké Voroneho
buňce, stávaj́ıćıho Voroneho diagramu, se bod Pi+1 nacháźı

(d) nalezeńı osy úsečky B(Pi+1, Pij)

(e) nalezeńı pr̊useč́ık̊u osy úsečky B(Pi+1, Pij) s hranićı Voroneho buňky ν(Pij)

(f) rozhodnut́ı o počtu pr̊useč́ık̊u osy úsečky B(Pi+1, Pij) s hranićı Voroneho
buňky ν(Pij)

i. neexistuje žádný pr̊useč́ık

A. pokračováńı bodem (2b)

ii. existuje pouze jeden pr̊useč́ık

A. tento pr̊useč́ık urč́ı následuj́ıćı Voroneho buňku, která bude ovlivně-
na bodem Pi+1, označeńı generuj́ıćıho bodu této buňky bude Pi(j+1)

B. nalezeńı osy úsečky B(Pi+1, Pi(j+1)) a jej́ıch pr̊useč́ık̊u s hranićı
Voroneho buňky ν(Pi(j+1))

C. rozhodnut́ı o počtu pr̊useč́ık̊u

• existuje jeden pr̊useč́ık: pokračováńı bodem (2g)

• existuj́ı dva pr̊useč́ıky: pokračováńı následuj́ıćım bodem

D. zvoleńı pr̊useč́ıku, který nelež́ı na společné hraně Voroneho buněk
ν(Pij), ν(Pi(j+1)), pokračováńı bodem (2(f)iiA)

iii. existuj́ı dva pr̊useč́ıky
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A. výběr jednoho libovolného pr̊useč́ıku, č́ımž je určena Voroneho buňka,
která jako daľśı bude ovlivněna generuj́ıćım bodem Pi+1, označeńı
generuj́ıćıho bodu této buňky bude Pi(j+1)

B. nalezeńı osy úsečky B(Pi+1, Pi(j+1)) a jej́ıch pr̊useč́ık̊u s hranićı Vo-
roneho buňky ν(Pi(j+1))

C. rozhodnut́ı o počtu pr̊useč́ık̊u

• existuje jeden pr̊useč́ık: zvoleńı druhého z p̊uvodně nalezených
pr̊useč́ık̊u př́ıslušných Voroneho buňce ν(Pi1) a pokračováńı
předcházej́ıćım bodem

• existuj́ı dva pr̊useč́ıky: pokračováńı následuj́ıćım bodem

D. zvoleńı pr̊useč́ıku, který nelež́ı na společné hraně dvou Voroneho
buněk ν(Pij), ν(Pi(j+1))

E. ověřeńı zda zvolený pr̊useč́ık nálež́ı hraně Voroneho buňky ν(Pi1)

• if YES: přej́ıt na bod (2g)

• if NO: pokračováńı bodem (2(f)iiiB)

(g) vyrušeńı hran uvnitř nově vzniklé Voroneho buňky ν(Pi+1)

(h) ověřeńı zda i+ 1 = n

i. if Yes: konec algoritmu

ii. if No: pokračováńı bodem (2b)

Složitost tohoto algoritmu je obecně O(n2), ve speciálńıch př́ıpadech může být
i O(n).

2.1.2 ”Plane sweep”algoritmus pro Obecný Voroneho diagram

Tento algoritmus známe také pod názvem Fortuneho nebo Sweepline algoritmus.
Algoritmus je založen na využit́ı takzvané zametaćı př́ımky. Zametaćı př́ımka je

př́ımka, jež může být v rovině umı́stěna libovolně, nicméně pro jednoduchost se umist’uje
horizontálně (popř. vertikálně). Zametaćı př́ımka se pohybuje v rovině shora dol̊u (popř.
zprava doleva) [2], [4]. Základńı př́ıstup algoritmu se zabývá pr̊useč́ıky zametaćı př́ımky
s Voroneho diagramem.

Necht’ máme množinu generuj́ıćıch bod̊u S = {P1, P2, . . . , Pn} v rovině. Zametaćı
př́ımka l je umı́stěna horizontálně a pohybuje se shora dol̊u. Zde nastává problém, Vo-
roneho diagram V or(S) nacházej́ıćı se nad zametaćı př́ımkou l záviśı na generuj́ıćıch
bodech nacházej́ıćıch se pod l. Jinak řečeno, zametaćı př́ımka dosáhne vrcholu V Voro-
neho buňky ν(Pi) dř́ıve, než dosáhne generuj́ıćıho bodu Pi odpov́ıdaj́ıćıho buňce ν(Pi),
viz obr. 2. Nemáme tedy potřebné informace k určeńı Voroneho vrcholu V [2].

Z tohoto d̊uvodu nepatrně pozměńıme základńı př́ıstup algoritmu. Namı́sto uchová-
váńı informaćı o pr̊useč́ıćıch Voroneho diagramu V or(S) se zametaćı př́ımkou l, budeme
uchovávat informace o té části V or(S), která neńı závislá na generuj́ıćıch bodech pod
zametaćı př́ımkou l [2], [4].
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Obrázek 2: Základńı př́ıstup algoritmu
Plane sweep

Označme l+ uzavřenou polorovinu nad zametaćı př́ımkou l a l− otevřenou polo-
rovinu pod l. Ptáme se, která část Voroneho diagramu V or(S) neńı ovlivněna gene-
ruj́ıćımi body pod zametaćı př́ımkou l? Jinými slovy, pro které body Q ∈ l+ známe
jejich nejbližš́ı generuj́ıćı bod [2]?

Obrázek 3: Vzdálenost bodu Q ∈ l+

od zametaćı př́ımky a od generuj́ıćıho
bodu P ∈ l−

Lemma 2.1 Necht’ máme libovolný bod Q ∈ l+ a generuj́ıćı bod Pi ∈ l−. Pak vzdálenost
de(Q,Pi) > de(Q, l).

•

Důkaz Mějme libovolný bod Q ∈ l+ a generuj́ıćı bod Pi ∈ l−. Je zřejmé, že

de(Q,Pi) ≥ de(Q, l) + de(Pi, l),
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viz obr. 2, 3. Protože Eukleidovská vzdálenost nemůže být záporná a protože bod
Pi ∈ l−, pak plat́ı de(Pi, l) > 0. Na základě toho můžeme psát

de(Q,Pi) ≥ de(Q, l) + de(Pi, l) > de(Q, l)

a tedy plat́ı
de(Q,Pi) > de(Q, l),

č́ımž je lemma dokázáno.

◦

Věta 2.1 Bod Q lež́ı nad zametaćı př́ımkou l, jestlǐze existuje generuj́ıćı bod Pi ∈ l+,
pro který plat́ı, že de(Q,Pi) < de(Q, l).

•

Důkaz Z lemmatu 2.1 plyne, že pokud by bod Q ležel pod zametaćı př́ımkou l, pak
vzdálenost de(Q,Pi) > de(Q, l).

◦

Poznámka 2 Pokud plat́ı, že generuj́ıćı bod Pj ∈ l−, Pi ∈ l+, libovolný bod roviny
Q ∈ l+ a pokud plat́ı

de(Q,Pj) ≥ de(Q, l) ≥ de(Q,Pi), (5)

pak bod Q nem̊uže být ovlivněn generuj́ıćım bodem Pj a tedy Q ∈ ν(Pi), viz obr. 4.

•

Obrázek 4: Vzdálenost bodu Q ∈ l+ od ge-
neruj́ıćıch bod̊u Pi, Pj

Na základě těchto informaćı můžeme zadefinovat tzv. beach line.
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Definice 2.6 Beach line b je křivka ohraničuj́ıćı body Q ∈ l+, které nemohou být
ovlivněny generuj́ıćımi body Pj ∈ l−.

•

Poznámka 3 Beach line pro Voroneho diagram bod̊u je křivka skládaj́ıćı se z parabo-
lických oblouk̊u βi, viz obr. 5.

•

Vı́me, že množina všech bod̊u, které maj́ı stejnou vzdálenost od jednoho pevného
bodu roviny a jedné pevně zvolené př́ımky v rovině, je parabola. Tato skutečnost plat́ı
pro libovolný generuj́ıćı bod Pi ∈ l+.

Obrázek 5: Beach line pro Voroneho diagram
bod̊u

Věta 2.2 Pr̊useč́ıky parabolických oblouk̊u, které jsou součást́ı beach line zároveň lež́ı
na hranách Voroneho diagramu. Při pohybu zametaćı př́ımky tvoř́ı tyto pr̊useč́ıky Vo-
roneho diagram, viz obr. 5.

•

Důkaz Mějme beach line b pro dva generuj́ıćı body Pi, Pj a odpov́ıdaj́ıćı zametaćı
př́ımku l. Parabolické oblouky βi, βj nálež́ı beach line a jsou př́ıslušné generuj́ıćım
bod̊um Pi, Pj. Pr̊useč́ık dvou parabolických oblouk̊u označ́ıme Vp.

Pro libovolný bod Yi ∈ βi plat́ı

de(Yi, l) = de(Yi, Pi).

Obdobně, pro libovolný bod Yj ∈ βj plat́ı

de(Yj, l) = de(Yj, Pj).
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Protože bod Vp lež́ı na parabolickém oblouku βi plat́ı pro něj

de(Vp, l) = de(Vp, Pi),

současně bod Vp lež́ı na parabolickém oblouku βj a tedy pro něj plat́ı

de(Vp, l) = de(Vp, Pj).

Po úpravě źıstáváme rovnost

de(Vp, Pi) = de(Vp, Pj).

Z rovnosti je vidět, že pr̊useč́ık Vp, dvou beach line oblouk̊u βi, βj, má stejnou
vzdálenost od dvou generuj́ıćıch bod̊u Pi, Pj. To znamená, že bod Vp lež́ı na Voroneho
hraně mezi dvěmi buňkami ν(Pi), ν(Pj)

◦

Při pohybu zametaćı př́ımky l se odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem měńı struktura beach
line b. Pro strukturu b jsou d̊uležité dvě základńı operace a to ”site event”(tj. objeveńı
nového generuj́ıćıho bodu Pi na zametaćı př́ımce l) a ”circle event”(tj. zánik parabo-
lického oblouku).

Obrázek 6: Operace ”site event”

Při operaci ”site event”vzniká nový parabolický oblouk, který se stává součást́ı
beach line, viz obr. 6 . Naopak při operaci ”circle event”parabolický oblouk zaniká.
To se děje ve chv́ıli, kdy tři parabolické oblouky β1, β2, β3, př́ıslušné ke třem generuj́ıćım
bod̊um P1, P2, P3, procházej́ı společným bodem Q. Bod Q má stejnou vzdálenost od
daných generuj́ıćıch bod̊u a jedná se tedy o Voroneho vrchol, viz obr. 7.

Poznámka 4 Blǐzš́ı popis algoritmu pro Obecný Voroneho diagram je možné nalézt
v [4], [2].
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Obrázek 7: Operace ”cross event”

Algoritmus (”Plane sweep”pro Obecný Voroneho diagram)
Vstup: Množina generuj́ıćıch bod̊u S = {P1, P2, . . . , Pn}.
Výstup: Voroneho diagram množiny S.

1. Inicializace

(a) vytvořeńı zametaćı př́ımky l a beach line b, která je v počátku nevlastńı

(b) vložeńı generuj́ıćıch bod̊u Pi do fronty F

2. Zpracováńı událost́ı

(a) výběr bodu Pi z fronty F

(b) Switch(Pi)

(c) CASE: Site event

i. naj́ıt odpov́ıdaj́ıćı beach line oblouk β

ii. rozdělit β do dvou beach line oblouk̊u βl, βr a vložit mezi ně nový
beach line oblouk

iii. vytvořit Voroneho hranu e

iv. spojit Voroneho hranu e s beach line b

(d) CASE: Circle event

i. načteńı odpov́ıdaj́ıćı beach line trojice (βl, β, βr)

ii. ověřeńı, zda aktuálńı beach line trojice je platná

A. if YES

• načteńı dvou Voroneho hran ei, ej, i 6= j spojených s β
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• vytvořeńı Voroneho vrcholu V

• spojeńı hran ei, ej ve vrcholu V

• vytvořeńı nové Voroneho hrany z Voroneho vrcholu V , kde
V je koncovým vrcholem nově vzniklé Voroneho hrany

• připojeńı dvou beach line oblouk̊u βl, βr k sousedńımu oblouku
β

• vyjmut́ı beach line oblouku β z fronty F

B. if NO

• pokračováńı v algoritmu

Ukončeńı algoritmu

1. Voroneho vrcholy spojeny s beach line necht’ odpov́ıdaj́ı nekonečnu

2. vymazáńı beach line b a zametaćı př́ımky l

Složitost tohoto algoritmu je O(nlogn).

V následuj́ıćı kapitole se budeme věnovat Metodě rostoućıch region̊u. Metoda je
zde zařazena předevš́ım pro svoji názornost. V praxi se př́ılǐs nepouž́ıvá, nebot’ je jej́ı
náročnost velká. V této práci je modifikována a znázorněna v programu Geogebra
pro dva typy zobecněných Voroneho diagramů. V následuj́ıćı kapitole, pro ukázku,
poṕı̌seme tuto metodu podrobněji a navrhneme možný př́ıstup k jej́ı př́ıpadné imple-
mentaci. Při jej́ım využit́ı pro zobecněné Voroneho diagramy se o ni již bĺıže zmiňovat
nebudeme.

2.1.3 Metoda rostoućıch region̊u

Mějme množinu generuj́ıćıch bod̊u S = {P1, P2, . . . , Pn}. Hlavńı myšlenka metody ros-
toućıch region̊u spoč́ıvá ve vytvořeńı kružnic ki, i = 1, 2, . . . , n, v každém generuj́ıćım
bodě Pi ∈ S. Kružnice ki maj́ı v počátku nulový poloměr, který se postupně zvětšuje.
V bodech, ve kterých se kružnice pro dva generuj́ıćı body Pi, Pj, i 6= j, protnou, se tvoř́ı
Voroneho hrany [11].

Poznámka 5 Uvědomme si, že kružnice ki se středy v generuj́ıćıch bodech Pi ∈ S
maj́ı stejné poloměry. Pro každé dvě kružnice ki, kj, i 6= j, se středy v bodech Pi, Pj,
plat́ı ri = rj, kde ri, rj jsou poloměry těchto kružnic.

•

Ještě než budeme pokračovat v popisu metody zavedeme množinu N , jež obsahuje
kružnice ki, které dosud nemaj́ı žádný společný bod s jinou kružnićı a současně obsahuje
oblouky kružnic kij, které již maj́ı společný pr̊unik s jinou kružnićı. Oblouky, které
množina N obsahuje, jsou pouze ty, které lež́ı vně prot́ınaj́ıćıch se kružnic, viz obr. 8.
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Obrázek 8: Pr̊unik dvou kružnic ki, kj

Obrázek 9: Rozděleńı kružnice kk na
v́ıce oblouk̊u

V množině N uchováváme pouze vněǰśı oblouky prot́ınaj́ıćıch se kružnic. Vnitřńı
oblouky zanedbáváme, nebot’ zasahuj́ı do Voroneho buňky pro jiný generuj́ıćı bod, d́ıky
tomu jsou pro účely metody nepodstatné, viz obr. 8.

Poznámka 6 Uvědomme si, že jedna kružnice kk m̊uže být rozdělena na v́ıce oblouk̊u,
jak je vidět na obrázku 9.

•

Věta 2.3 Mějme dva generuj́ıćı body Pi, Pj ∈ S, i 6= j a dvě kružnice ki, kj jejichž
středy jsou generuj́ıćı body Pi, Pj a jejich pr̊unik je neprázdný. Pak pr̊useč́ık K1

i,j (resp.
pr̊useč́ıky K1

i,j, K
2
i,j) kružnic ki, kj lež́ı na ose úsečky B(Pi, Pj).

•

Důkaz Mějme dvě kružnice ki, kj jejichž středy jsou generuj́ıćı body Pi, Pj a jejich
pr̊unik je neprázdný. Pak pro pr̊useč́ık K1

i,j (resp. pr̊useč́ıky K1
i,j, K

2
i,j) kružnic ki, kj

plat́ı
de(K

m
i,j, Pi) = ri,

17



de(K
m
i,j, Pj) = rj,

kde ri, rj jsou poloměry kružnic ki, kj a m = 1 (resp. m = 1, 2).

Obrázek 10: Dotyk dvou kružnic ki, kj

Poloměry ri, rj kružnic ki, kj se rovnaj́ı, ri = rj, viz poznamka 5. Na základě toho
můžeme psát

de(K
m
i,j, Pi) = de(K

m
i,j, Pj), (6)

kde m = 1 (resp. m = 1, 2).
Pr̊useč́ık Km

i,j kde m = 1 (resp. m=1,2 ) má stejnou vzdálenost od dvou generuj́ıćıch
bod̊u Pi, Pj.

Plat́ı tedy, že pr̊useč́ıky Km
i,j, kde m = 1 (resp. m = 1, 2), dvou kružnic ki, kj lež́ı

na Voroneho hraně, viz obr. 10 (resp. obr. 11).

◦

Obrázek 11: Pr̊unik dvou kružnic ki, kj

Pr̊useč́ıky K1
i,j, K

2
i,j dvou kružnic ki, kj, při zvětšováńı poloměru kružnic, vykresluj́ı

osu úsečky B(Pi, Pj). Naš́ım ćılem neńı vykreslit celou osu úsečky, ale pouze jej́ı část
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a to právě tu část, která je Voroneho hranou mezi generuj́ıćımi body Pi, Pj. Potřebujeme
tedy definovat podmı́nku, která v určité chv́ıli zastav́ı vykreslováńı Voroneho hrany.
Pro tento účel uvedeme následuj́ıćı větu.

Věta 2.4 Mějme tři generuj́ıćı body Pi, Pj, Pk ∈ S. Vytvoř́ıme kružnice ki, kj, kk se
středy v generuj́ıćıch bodech Pi, Pj, Pk, s poloměry ri, rj, rk, které jsou v počátku al-
goritmu rovny nule a postupně se zvěťsuj́ı. Jestlǐze bod V je společným pr̊unikem tř́ı
kružnic ki, kj, kk, pak V je Voroneho vrchol, viz obr. 12.

•

Obrázek 12: Společný pr̊unik
tř́ı kružnic ki, kj, kk

Důkaz Voroneho vrchol je bod, pro který plat́ı, že má stejnou vzdálenost od tř́ı
generuj́ıćıch bod̊u. Pro Voroneho vrchol A a tři generuj́ıćı body Pi, Pj, Pk ∈ S tedy
plat́ı

de(A,Pi) = de(A,Pj) = de(A,Pk).

V našem př́ıpadě bod V lež́ı na kružnićıch ki, kj, kk, které maj́ı středy v generuj́ıćıch
bodech Pi, Pj, Pk. Pro bod V plat́ı

de(V, Pi) = ri,

de(V, Pj) = rj,

de(V, Pk) = rk.

Protože poloměry ri, rj, rk kružnic ki, kj, kk jsou stejné, plat́ı pro bod V následuj́ıćı
rovnost

de(V, Pi) = de(V, Pj) = de(V, Pk)

a tedy bod V je Voroneho vrcholem, viz obr. 12.
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Obrázek 13: Vykreslováńı Voro-
neho hran před vznikem Voroneho
vrcholu

◦

Nyńı již máme potřebné informace, abychom mohli definovat podmı́nku, která za-
stav́ı vykreslováńı Voroneho hrany. Mějme tři generuj́ıćı body Pi, Pj, Pk ∈ S
a kružnice ki, kj, kk se středy v generuj́ıćıch bodech Pi, Pj, Pk. Pro poloměry ri, rj, rk
těchto kružnic plat́ı, že se rovnaj́ı ri = rj = rk. Necht’ K1

i,j je jeden z pr̊useč́ık̊u kružnic
ki, kj, K

1
i,k je jeden z pr̊useč́ık̊u kružnic ki, kk, K1

k,j je jeden z pr̊useč́ık̊u kružnic kk, kj,
viz obr. 13. Pr̊useč́ıky K1

i,j, K
1
i,k, K

1
k,j vykresluj́ı Voroneho hranu, dokud se kružnice

ki, kj, kk neprotnou v jednom bodě, tzn. dokud pro pr̊useč́ıky plat́ı K1
i,j 6= K1

i,k 6= K1
k,j.

V bodě ve kterém se kružnice protnou, vznikne nový Voroneho vrchol V a plat́ı pro něj
V = K1

i,j = K1
i,k = K1

k,j, viz obr. 13.
Na základě těchto informaćı můžeme ř́ıci, že metoda rostoućıch region̊u má dvě

hlavńı operace a to pr̊unik kružnic a zánik oblouku.

Pr̊unik kružnic Tato operace nastane ve chv́ıli, kdy pr̊unik dvou kružnic se stane
neprázdným. Namı́sto kružnice budeme pracovat s obloukem. Pr̊useč́ıky, které vykres-
luj́ı Voroneho hranu, mohou být dva,viz obr. 9 na straně 17, nebo pouze jeden,
viz obr. 14.

Zánik oblouku Tato operace nastává ve chv́ıli, kdy zaniká jeden oblouk, viz obr. 9
na straně 17, nebo i v́ıce oblouk̊u najednou, viz obr. 13. Kružnice se protnou v jednom
bodě, v tomto bodě se vytvoř́ı nový Voroneho vrchol.

Nyńı uvedeme bližš́ı popis algoritmu.

Inicializace Nejprve vytvoř́ıme dvě fronty N,M , kružnice ki se středy v generuj́ıćıch
bodech Pi ∈ S a poloměrem ri = 0 a zvoĺıme konstantu t. O tuto konstantu t zvětšujeme,
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Obrázek 14: Vykreslováńı Voroneho
hrany pouze jedńım pr̊useč́ıkem

v každém kroku metody, poloměr kružnic. Do fronty N vlož́ıme kružnice ki, fronta M
z̊ustane prozat́ım prázdná, budeme ji využ́ıvat později. Konstantu t voĺıme dostatečně
malou.

Postup algoritmu Algoritmus je založen na hledáńı pr̊useč́ık̊u kružnic. Pokud maj́ı
kružnice nulový poloměr nemaj́ı žádné pr̊useč́ıky. Z toho d̊uvodu nejprve zvětš́ıme
poloměr kružnic ki o konstantu t, plat́ı tedy ri = ri + t. Následně hledáme, zda existuje
pr̊unik dvou kružnic ki, kj, i 6= j. Pokud existuje pr̊unik dvou kružnic ki, kj, i 6= j
vlož́ıme jejich pr̊useč́ıky do fronty M , pokud neexistuje, zvětš́ıme poloměr kružnic ki
o konstantu t a znovu prohledáváme.

Kružnice ki, v pr̊uběhu algoritmu, budou nahrazeny oblouky ki,s, kde s udává počet
oblouk̊u, na které je daná kružnice ki rozdělena. Může se tedy stát, že pr̊unik dvou
oblouk̊u ki,s, kj,s může mı́t pouze jeden společný bod a tento bod nemuśı být nutně
bod dotykový.

Po naplněńı fronty M nastává druhá část algoritmu, která vezme prvńı pr̊useč́ık
z fronty M a rozhoduje o tom, zda se jedná o operaci pr̊unik kružnic nebo zánik
oblouku. Po proběhnut́ı jedné ze dvou operaćı je vždy daný pr̊useč́ık vymazán z fronty
M . Tento postup opakujeme dokud neńı fronta M prázdná, následně opět zvětš́ıme
poloměr kružnic ki o konstantu t.

Ukončeńı algoritmu Ve chv́ıli, kdy jsou ve frontě N pouze oblouky se středy v ge-
neruj́ıćıch bodech lež́ıćıch na hranách konvexńıho obalu, nemůže již nastat operace
zánik oblouku. Pr̊useč́ıky těchto oblouk̊u nadále vykresluj́ı Voroneho hranu. A Voro-
neho buňka odpov́ıdaj́ıćı generuj́ıćımu bodu, jež je součást́ı hranice konvexńıho obalu
množiny S, je neomezená. Proto, bude algoritmus dokončen vymazáńım zbylých obouk̊u
z fronty N .
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Algoritmus (rostoućıch region̊u pro Obecný Voroneho diagram)
Vstup: Množina generuj́ıćıch bod̊u S = {P1, P2, . . . , Pn}.
Výstup: Voroneho diagram množiny S.

1. Inicializace

(a) vytvořeńı fronty N a fronty M

(b) vytvořeńı kružnic ki se středy v generuj́ıćıch bodech Pi ∈ S, i = 1, 2, . . . , n
a poloměry ri = 0

(c) vložeńı kružnic do fronty N a volba konstanty t

2. Postup algoritmu

(a) zvětšeńı poloměru ri kružnice ki o konstantu t, tedy ri = ri + t

(b) existuje neprázdný pr̊unik libovolných dvou kružnic (resp. oblouk̊u) ki, kj
z fronty N

i. if YES: označ pr̊useč́ıky Ka,s
i,j , kde s udává počet krok̊u algoritmu,

a kde a = 1 pro jeden společný pr̊useč́ık dvou kružnic (resp. oblouk̊u)
a a = 1, 2 pro dva společné pr̊useč́ıky dvou kružnic (resp. oblouk̊u), vlož
tyto pr̊useč́ıky do fronty M

A. výběr pr̊useč́ıku Ka,s
i,j z fronty M

B. Switch(Ka,s
i,j )

• CASE: Pr̊unik kružnic

– rozhodni, zda pr̊useč́ıkKa,s
i,j je dotykový bod dvou kružnic (resp.

oblouk̊u) ki, kj

∗ if YES: nedělej nic

∗ if NO: spoj Ka,s
i,j s K

a,(s−1)
i,j

– nahrazeńı kružnic (resp. oblouk̊u) ki, kj ve forně N novými ob-
louky ki, kj

– vymazáńı pr̊useč́ıku Ka,s
i,j z fronty M

• CASE: Zánik oblouku

– pr̊useč́ık Ka,s
i,j je nový Voroneho vrchol

– vymazáńı zaniklých oblouk̊u z fronty N

– vymazáńı pr̊useč́ıku Ka,s
i,j z fronty M

C. rozhodnut́ı zda je fronta M prázdná

• if YES: pokračováńı bodem 2a

• if NO: pokračováńı bodem 2(b)iA

ii. if NO: pokračováńı bodem 2a
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3. Ukončeńı algoritmu

(a) pr̊useč́ıky oblouk̊u z fronty N necht’ jsou nevlastńı

(b) vymazáńı oblouk̊u

Metoda rostoućıch region̊u, tak jak je zde prezentována, má několik nedořešených
problémů. V následuj́ıćı části některé z těchto problémů uvedeme a současně navrhneme
jejich možná řešeńı.

Problémy metody rostoućıch region̊u a jejich možná řešeńı Hlavńı část me-
tody spoč́ıvá v tom, že hledáme pr̊useč́ıky kružnic (resp. oblouk̊u). V popisu metody
je psáno, že hledáme pr̊useč́ıky libovolných dvou kružnic (resp. oblouk̊u). Podle toho
bychom museli hledat pr̊useč́ıky každých dvou kružnic v množině N . To by pro větš́ı
množstv́ı generuj́ıćıch bod̊u bylo časově velmi náročné, proto by bylo vhodné omezit
se na hledáńı pr̊useč́ık̊u pouze těch kružnic, které se mohou vzájemně ovlivnit.

Jedno z možných řešeńı, jak omezit počet kružnic, pro které hledáme pr̊unik, je
jejich seřazeńı. Jednalo by se vlastně o dvě r̊uzná seřazeńı. Nejprve bychom seřadili
všechny kružnice podle x-ové suřadnice a uložili je do množiny X. Následně seřadily
kružnice podle y-ové souřadnice a uložili je do množiny Y . Předpokládejme, že kružnice
k, pro kterou hledáme kružnice, se kterými kružnice k soused́ı, je v množině X na pozici
i (resp. v množině Y na pozici j). Pak bychom mohli hledat pr̊unik kružnice ki (resp.
kj), kde i, j označuj́ı pozici kružnice k v množinách X, Y , s kružnicemi v jej́ım okoĺı,
tedy s kružnicemy ki±1, kj±1. S těmito vybranými kružnicemi budeme testovat, zda má
kružnice k společný pr̊unik.

V některých specialńıch př́ıpadech, př́ıpadně pro hustě rozmı́stěné generuj́ıćı body,
by nemuselo stačit testovat společný pr̊unik kružnice k pouze s jej́ımi sousedńımi
kružnicemi ki±1, kj±1 v množinách X a Y , ale bylo by vhodné testovat pr̊unik kružnice
k i s daľśımi kružnicemi v jej́ım okoĺı, v množinách X, Y . Kružnice se, kterými bychom
testovaly by mohly být, např. ki±2, kj±2, ki±1, kj±1. Uvědomme si, že i přes to, neńı tato
myšlenka zcela stoprocentńı.

Daľśı z možných problémů je, jak rozhodnout, která operace, zda pr̊unik kružnic
nebo zánik oblouku, se pro pr̊useč́ık Ka,s

i,j vykoná. Při vyhledáváńı pr̊useč́ıku kružnic,
hledáme vždy pr̊useč́ıky dvou kr̊užnic. Operace zánik oblouku nastává ve chv́ıly, kdy se
v jednom bodě prot́ınaj́ı tři kružnice. Toho můžeme využ́ıt, nebot’ to znamená, že po-
kud pro pr̊useč́ık Ka,s

i,j nastává operace zánik oblouku, pak v množine M je jiný pr̊useč́ık
Ka,s

i,k , pro který plat́ı Ka,s
i,j = Ka,s

i,k . Můžeme tedy prohledat množinu M a zeptat se, zda
jsou v ńı pr̊useč́ıky, které se rovnaj́ı, pokud ano jedná se o operaci zánik oblouku, pokud
ne jedná se o operaci pr̊unik kružnic.

To nás, ale přivád́ı k daľśımu z možných problémů. Pr̊useč́ıky kružnic, které maj́ı
být novým Voroneho vrcholem se nemusej́ı rovnat. Mohou se lǐsit v setinách či méně,
podle toho, jak malá je zvolena konstanta t. Tento problém můžeme vyřešit tak, že
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budeme brát přesnost např. na dvě desetiná mı́sta.

V této části jistě nebyly uvedeny všechny možné problémy, které při metodě ros-
toućıch region̊u mohou nastan. Nicméně snaha byla uvést ty nejhlavněǰśı z problémů.
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3 Voroneho diagram v L1 metrice

Metriku L1 můžeme také naj́ıt pod názvem Manhattanská metrika (”Manhattan distan-
ce”). Jedná se o jednu z Lp metrik, kde p = 1 [12], [5].

Definice 3.1 Mějme dva body P = (p1, p2), Q = (q1, q2), pak L1 vzdálenost bod̊u P,Q
definujeme vztahem

d1(P,Q) = |p1 − q1|+ |p2 − q2|.

•

Mějme S = {P1, P2, . . . , Pn} množinu generuj́ıćıch bod̊u. Pak Voroneho diagram
v L1 metrice je definován obdobně, jako Obecný Voroneho diagram s t́ım rozd́ılem, že
namı́sto Eukleidovské metriky využ́ıvá metriku L1. Osou úsečky B1(Pi, Pj) již nejsou
obecně př́ımky, ale lomené čáry, viz obr. 15, [5],[12].

Obrázek 15: Osa úsečky dvou bod̊u Pi, Pj v L1 metrice

Ve specialńıch př́ıpadech je osa úsečky B1(Pi, Pj) pro dva generuj́ıćı body Pi, Pj

př́ımka, viz obr. 16

Poznámka 7 Všimněme si, že osa úsečky B1(Pi, Pj), dvou generuj́ıćıch bod̊u
Pi = (pix , piy), Pj = (pjx , pjy), bude př́ımkou pokud pix = pjx, viz obr. 16b), nebo pokud
piy = pjy , viz obr. 16a).

•

V př́ıpadě, kdy generuj́ıćı body Pi, Pj jsou vrcholy čtverce lež́ıćı na úhlopř́ıčce, osa
úsečky mezi nimi neńı lomenou čarou, viz obr. 15c). Součást́ı osy úsečky je i část roviny.
Takovýto př́ıpad rozmı́stěńı generuj́ıćıch bod̊u ztěžuje vykresleńı Voroneho diagramu
v L1 metrice. Z toho d̊uvodu množinu S generuj́ıćıch bod̊u omeźıme [12].

Pro generuj́ıćı body množiny S budeme předpokládat, že
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Obrázek 16: Osa úsečky dvou bod̊u Pi, Pj v L1 metrice

• žádné dva a v́ıce generuj́ıćıch bod̊u nelež́ı na př́ımce, která se souřadnicovými
osami sv́ırá úhel ±45◦.

Jak již bylo řečeno, osa úsečky B1(Pi, Pj) dvou generuj́ıćıch bod̊u, s r̊uznými
x-ovými a y-ovými souřadnicemi, je lomená čára. Tato lomená čára se skládá z hori-
zontálńıch, vertikálńıch a diagonálńıch část́ı př́ımek, viz obr. 15. Diagonálńı část sv́ırá
se souřadnicovými osami úhel ±45◦.

Obrázek 17: Voroneho diagram: a) pro tři generuj́ıćı body Pi, Pj, Pk v L1 me-
trice; b) v L1 metrice

Poznámka 8 Pro Voroneho vrchol V v metrice L1 plat́ı

d1(V, Pi) = d1(V, Pj) = d1(V, Pk)
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a př́ıklad je znázorněn na obrázku 17a).

•

Na obrázku 17b) je př́ıklad Voroneho digramu v L1 metrice.

3.1 Metoda rostoućıch region̊u pro Voroneho diagram v L1

metrice

Metoda rostoućıch region̊u pro Voroneho diagram v L1 metrice je obdobná, jako pro
Obecný Voroneho diagram. Metoda rostoućıch region̊u vytvář́ı v každém generuj́ıćım
bodě množiny S kružnici s nulovým poloměrem, který se postupně zvětšuje. Pr̊useč́ıky
kružnic, popř. jejich oblouk̊u, vykresluj́ı Voroneho hrany, dokud nevznikne nový Voro-
neho vrchol, ten vzniká ve společném pr̊uniku tř́ı kružnic, popř. jejich oblouk̊u.

Poznámka 9 Uvědomme si, jak vypadá kružnice v L1 metrice. Kružnice v L1 metrice
je čtverec, jehož úhlopř́ıčky jsou rovnoběžné se souřadnicovými osami, viz obr. 18.

•

Obrázek 18: Kružnice v L1 metrice

Součást́ı práce je znázorněńı této metody v programu Geogebra. Protože Geoge-
bra neńı program uzp̊usobený k programováńı, bylo nutno metodu rostoućıch region̊u
přizp̊usobit pro jej́ı znázorněńı, následuj́ıćım z̊usobem.

3.1.1 Popis metody rostoućıch region̊u pro program Geogebra

Hlavńı myšlenka metody rostoućıch region̊u, při konstrukci Voroneho diagramu v pro-
gramu Geogebra, je zachována. Pr̊useč́ıky dvou kružnic nálež́ı Voroneho hraně a součas-
ně pr̊unik tř́ı kružnic tvoř́ı Voroneho vrchol.
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Nicméně v programu nevykreslujeme Voroneho hrany, ale Voroneho buňky.
To umožňuje funkce stopa. Jej́ı vlastnost́ı je, že při pohybu objektu, u něhož je funkce
stopa zapnuta, se vykresluje stopa tohoto objektu.

Metoda rostoućıch region̊u, při pr̊uniku kružnic, pracuje pouze s vněǰśımi oblouky
těchto kružnic. Tuto myšlenku nemůžeme využ́ıt, nebot’ Geogebra nám neumožňuje,
v pr̊uběhu procesu, zanedbat část kružnice a pracovat pouze s oblouky. Z toho d̊uvodu
nebudeme v počátku volit poloměr kružnic nulový, ale naopak nastav́ıme poloměr na
konkrétńı hodnotu, ideálně tak aby se kružnice s poloměrem a prot́ınaly, tato hodnota
je zvolena a = 20, viz obr. 19. Poloměr pak necháme zmenšovat do a = 0.

Obrázek 19: Nastaveńı poloměru na
konkrétńı hodnotu v progranu Geoge-
bra

Pr̊unik kružnic je neprázdný. Při zmenšováńı poloměru nám vnitřńı oblouk také
zanechává stopu. Dı́ky tomu, že namı́sto zvětšováńı poloměru, poloměr snižujeme bude
stopa, jež zanechávaj́ı vnitřńı oblouky překreslena, viz obr. 20.

Výsledný Voroneho diagram v L1 metrice pro dva generuj́ıćı body je znázorněn na
obrázku 21a). Na obrázku 21b) je př́ıklad Voroneho diagramu v L1 metrice.
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Obrázek 20: Překreleńı stopy vnitřńıch oblouk̊u, kde: a) a = 13, 67;
b) a = 6, 93

Obrázek 21: Voroneho diagram v L1 metrice: a) pro dva generuj́ıćı
body; b) pro šest generuj́ıćıch bod̊u
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4 Voroneho diagram kružnic

Mějme S = {k1, k2, . . . , kn} množinu generuj́ıćıch kružnic ki = (Ci, ri), kde Ci = (xi, yi)
jsou středy kružnic a ri jejich poloměry.

Necht’ S je množina generuj́ıćıch kružnic s r̊uznými poloměry v rovině. Pro každý
bod Z roviny definujeme de(Z, ki), jako Eukleidovskou vzdálenost bodu Z od nejbližš́ıho
bodu kružnice ki.

Obrázek 22: Vzdálenost bodu Z od kružnice
ki

Definice 4.1 Mějme libovolný bod Z roviny a generuj́ıćı kružnici ki ∈ S. Pak vzdálenost
bodu Z a generuj́ıćı kružnice ki definujeme, jako nejkraťśı Eukleidovskou vzdálenost
bodu Z od kružnice ki. Tuto vzdálenost budeme značit de(Z, ki) a plat́ı

de(Z, ki) = |de(Z,Ci)− ri| (7)

kde Ci je střed generuj́ıćı kružnice ki a ri je jej́ı poloměr, viz obr. 22.

•

Poznámka 10 Vzdálenost libovolného bodu Z roviny od generuj́ıćı kružnice ki ∈ S se
středem v bodě Ci, z definice 4.1, lze rozdělit na tři př́ıpady.
Bod Z lež́ı vně generuj́ıćı kružnice ki, pak plat́ı

de(Z, ki) = de(Z,Ci)− ri,

bod Z lež́ı uvnitř generuj́ıćı kružnice ki, pak plat́ı

de(Z, ki) = ri − de(Z,Ci),

bod Z lež́ı na generuj́ıćı kružnici ki, pak plat́ı

de(Z, ki) = de(Z,Ci)− ri = ri − de(Z,Ci) = 0.
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V následuj́ıćım textu budeme předpokládat, že množina S generuj́ıćıch kružnic má
následuj́ıćı vlastnosti.
Generuj́ıćı kružice ki ∈ S

• jsou disjunktńı, tj. ki ∩ kj = ∅, pro každé i 6= j

• jejich poloměry jsou nenulové, tedy ri 6= 0

• žádná generuj́ıćı kružnice nelež́ı uvnitř jiné generuj́ıćı kružnice.

Hrany Voroneho diagramu pro množinu generuj́ıćıch bod̊u, jsou částmi př́ımek.
Pokud budeme konstruovat Voroneho diagram pro množinu generuj́ıćıch kružnic pak
Voroneho hrana již nebude část́ı př́ımky, ale bude se jednat o část hyperboly,
viz obr. 23.

Obrázek 23: Voroneho hrana mezi dvěmi
generuj́ıćımi kružnicemi

Lemma 4.1 Množina bod̊u, které maj́ı stejnou vzdálenost od dvou neprot́ınaj́ıćıch se
kružnic k1, k2 se středy v bodech C1, C2 a s r̊uznými poloměry r1, r2, tvoř́ı část hyperboly
s ohnisky v bodech C1, C2, viz obr. 23.

•

Důkaz Mějme dvě kružnice k1, k2 se středy v bodech C1, C2 a poloměry r1, r2,
kde r1 6= r2.
Hledáme množinu bod̊u Xi, které maj́ı stejnou vzdálenost od kružnic k1, k2.

Z definice hyperboly, jestliže bod Xi lež́ı na hyperbole, pak plat́ı

|de(C1, Xi)− de(C2, Xi)| = a, (8)
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kde a je konstanta a C1, C2 jsou ohniska hyperboly. Vzdálenost de(C1, Xi) je součet
poloměru kružnice k1 se vzdálenost́ı wi bodu Xi od kružnice k1, tedy wi = de(Xi, k1).
Obdobně, de(C2, Xi) je součet poloměru kružnice k2 se vzdálenost́ı vi bodu Xi od
kružnice k2, tedy vi = de(Xi, k2). Na základě toho, že hledáme množinu bod̊u, která
má stejnou vzdálenost od dvou kružnic k1, k2, plat́ı

wi = vi.

Rovnost (8) lze upravit následuj́ıćım zp̊usobem

|(r1 + wi)− (r2 + wi)| = |r1 − r2| = a.

T́ım źıskáváme konstatńı rozd́ıl vzdálenost́ı pro každý bod Xi hledané množiny
a tedy výsledná množina je hyperbola, viz obr. 24.

Záj́ımá nás pouze jedna větev této hyperboly, která má ohniska ve středech C1, C2

kružnic k1, k2. Střed hyperboly je středem úsečky C1C2 a vrchol dané větve hyperboly
je střed úsečky K1K2, kde body K1, K2 jsou pr̊useč́ıky úsečky C1C2 s kružnicemi k1, k2,
viz obr. 24.

◦

Obrázek 24: Vzdálenost bodu Xi od dvou
kružnic

Poznámka 11 Pokud se poloměry obou kružnic ki, kj rovnaj́ı, tedy ri = rj, pak množi-
na bod̊u, které maj́ı stejnou vzdálenost od kružnic ki, kj je př́ımka. Tato př́ımka B(Ci, Cj)
je osou úsečky Ci, Cj, kde body Ci, Cj jsou středy kružnic ki, kj.

•
Věta 4.1 Necht’ generuj́ıćı kružnice ki ∈ S jsou disjunktńı, jejich poloměry ri 6= 0
a žádná z generuj́ıćıch kružnic nelež́ı uvnitř jiné generuj́ıćı kružnice. Pak hrany Voro-
neho diagramu kružnic jsou tvořeny částmi hyperbol, popř. př́ımek.

•
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Důkaz Vyplývá z lemmatu 4.1.

◦

Poznámka 12 Voroneho diagram kružnic v rovině je speciálńım př́ıpadem Aditivńıho
Voroneho diagramu, kde každému generuj́ıćımu bodu je přiřazena váha. Váha gene-
ruj́ıćıho bodu odpov́ıdá poloměru kružnice. Blǐzš́ı informace o Aditivńım Voroneho dia-
gramu je možné si přeč́ıst v [4].

•

4.1 Algoritmy pro Voroneho diagram kružnic

Mějme S = {k1, k2, . . . , kn} množinu generuj́ıćıch kružnic ki = (Ci, ri), kde Ci = (xi, yi)
jsou středy kružnic a ri jejich poloměry, n je počet generuj́ıćıch kružnic. Pro jednodu-
chost budeme předpokládat, že generuj́ıćı kružnice jsou disjunktńı, jejich poloměry jsou
nenulové, tedy ri 6= 0 a žádná generuj́ıćı kružnice nelež́ı uvnitř jiné.

Poznámka 13 Bod Z nálež́ı Voroneho buňce ν(ki), pro generuj́ıćı kružnici ki, pouze
tehdy, plat́ı-li, že de(Z, ki) < de(Z, kj). V př́ıpadě rovnosti bude bod Z ležet na Voroneho
hraně dvou Voroneho buněk odpov́ıdaj́ıćıch generuj́ıćım kružnićım ki, kj.

•

V následuj́ıćıch dvou podkapitolách uvedeme dva algoritmy pro konstrukci Voro-
neho diagramu kružnic a to Inkrementálńı algoritmus, viz kapitola 2.1.1 a algoritmus
Plane sweep, viz kapitola 2.1.2. V obou př́ıpadech algoritmy poṕı̌seme pro výše zave-
denou množinu generuj́ıćıch kružnic S, tedy pro generuj́ıćı kružnice, které nelež́ı uvnitř
jiných generuj́ıćıch kružnic, jsou disjunktńı a jejich poloměry jsou nenulové. Následně,
pro algoritmus Plane sweep shrneme rozd́ıly a postup pro modifikovanou množinu S,
kde připust́ıme nulové poloměry, pr̊uniky kružnic a př́ıpady, kdy jedna kružnice obsa-
huje jinou.

4.1.1 Inkrementálńı algoritmus pro Voroneho diagram kružnic

Inkrementálńı algoritmus pro Voroneho diagram množiny S = {k1, k2, . . . , kn} gene-
ruj́ıćıch kružnic je obdobný, jako algoritmus pro Voroneho diagram množiny bod̊u,
viz kapitola 2.1.1. Hlavńı rozd́ıl spoč́ıvá v tom, že hrany Voroneho diagramu kružnic
již nejsou částmi př́ımek, lež́ıćıch na ose úsečky B(Pi, Pj), kde i 6= j, nýbrž částmi
hyperbol, viz lemma 4.1.

Poznámka 14 Všimněme si, že množina bod̊u, která má stejnou vzdálenost od dvou
kružnic s r̊uzným poloměrem je hyperbola, lépe řečeno jedna jej́ı větev. Současně, ale
tato hyperbola pro dvě generuj́ıćı kružnice nahrazuje funkci osy úsečky B(Pi, Pj) pro
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dva body Pi, Pj, kde i 6= j. Proto ji označ́ıme Bh(ki, kj), kde ki, kj ∈ S jsou generuj́ıćı
kružnice pro i 6= j a plat́ı

Bh(ki, kj) = {X|de(X, k1) = de(X, k2)},

kde bod X je bod hyperboly. Potom hrany Voroneho diagramu kružnic jsou částmi těchto
hyperbol Bh(ki, kj).

•

Obrázek 25: Př́ıslušnost nově vložené gene-
ruj́ıćı kružnice ki+1 Voroneho buňce

Algoritmus pro množinu S = {k1, k2, . . . , kn} generuj́ıćıch kružnic se ovšem nelǐśı
od algoritmu pro S = {P1, P2, . . . , Pn} generuj́ıćıch bod̊u.

Inkrementálńı algoritmus pro množinu S = {k1, k2, . . . , kn} generuj́ıćıch kružnic
spoč́ıvá v nalezeńı Voroneho diagramu pro dvě generuj́ıćı kružnice a jeho následné
modifikaci z i na i+ 1 generuj́ıćıch kružnic, pro každé i = 2, 3, . . . , n.

Při přidáńı nové generuj́ıćı kružnice ki+1 do stávaj́ıćıho Voroneho diagramu bude
nutné provést jej́ı lokalizaci, tzn. nalézt Voroneho buňku ν(ki), ve které se nově přidaná
generuj́ıćı kružnice ki+1 nacháźı. Na obrázku 25 je vidět, že nově přidaná generuj́ıćı
kružnice ki+1 může ležet zcela uvnitř Voroneho buňky ν(ki), nebo může prot́ınat hranici
Voroneho diagramu mezi dvěmi, popř́ıpadě třemi Voroneho buňkami, za předpokladu,
že Voroneho diagram je nedegenerovaný.

O př́ıslušnosti nově přidané generuj́ıćı kružnice ki+1 můžeme rozhodnout na základě
jej́ı vzdálenosti od generuj́ıćıch kružnic ki, stávaj́ıćıho Voroneho diagramu, popř́ıpadě
na základě vzdálenosti středu Ci+1, nově přidané generuj́ıćı kružnice ki+1 od stávaj́ıćıch
generuj́ıćıch kružnic ki.

Proto, abychom mohli rozhodnout o př́ıslušnosti generuj́ıćı kružnice ki+1 k dané
Voroneho buňce, potřebujeme definovat vzdálenost dvou kružnic.
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Definice 4.2 Mějme dvě neprot́ınaj́ıćı se generuj́ıćı kružnice ki, kj ∈ S se středy v bo-
dech Ci, Cj a poloměry ri, rj. Pak vzdálenost dvou kružnic označme de(ki, kj) a plat́ı

de(ki, kj) = de(Ci, Cj)− ri − rj. (9)

•

Lemma 4.2 Nově přidaná generuj́ıćı kružnice ki+1 nálež́ı Voroneho buňce ν(ki),
stávaj́ıćıho Voroneho diagramu, pokud plat́ı

de(ki+1, ki) < de(ki+1, kj), (10)

popř́ıpadě
de(Ci+1, ki) < de(Ci+1, kj), (11)

kde i 6= j, jak je vidět na obrázku 25.

•

Důkaz Vycháźıme z definice Voroneho buňky, viz definice 2.2. Voroneho buňka ν(ki)
obsahuje právě ty body X roviny, které maj́ı od ki menš́ı vzdálenost, než od libovolné
jiné kružnice množiny S. Plat́ı tedy, že X ∈ ν(ki), pokud

de(X, ki) < de(X, kj). (12)

Jestliže bod X, v nerovnici (12) nahrad́ıme středem Ci+1 př́ıslušné generuj́ıćı kružni-
ce ki+1, pak můžeme ř́ıct, že Ci+1 ∈ ν(ki), pokud plat́ı de(Ci+1, ki) < de(Ci+1, kj), kde
i 6= j. Což je nerovnice (11).

Současně si uvědomme, že vzdálenost dvou kružnic ki, kj je
de(ki, kj) = |de(Ci, Cj)− ri− rj|, kde Ci, Cj jsou středy kružnic ki, kj a ri, rj jsou jejich
poloměry.

Jestliže bod X, v nerovnici (12), nahrad́ıme př́ıslušnou generuj́ıćı kružnićı ki+1, pak
můžeme ř́ıci, že ki+1 ∈ ν(ki), pokud plat́ı de(ki+1, ki) < de(ki+1, kj), kde i 6= j. Což je
nerovnice (10).

◦

Algoritmus (Inkrementálńı pro Voroneho diagram kružnic)
Vstup: Množina generuj́ıćıch kružnic S = {k1, k2, . . . , kn}.
Výstup: Voroneho diagram množiny S.

1. Inicializace

(a) vytvořeńı fronty F a vložeńı generuj́ıćıch kružnic k1, k2, . . . , kn do fronty
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2. Postup algoritmu

(a) výběr dvou generuj́ıćıch kružnic k1, k2 z fronty F a vytvořeńı Voroneho
diagramu pro tyto generuj́ıćı kružnice

(b) výběr kružnice ki+1 z fronty F , kde i udává počet generuj́ıćıch kružnic
stávaj́ıćıho Voroneho diagramu

(c) určeńı lokalizace kružnice ki+1 ve stávaj́ıćım Voroneho diagramu, označeńı
generuj́ıćı kružnice Voroneho buňky, ve které se kružnice ki+1 nacháźı, bude
kij, kde j = 1, 2, . . . a udává počet Voroneho buňek, které budou ovlivněny
kružnićı ki+1

i. jestliže střed Ci+1 generuj́ıćı kružnice ki+1 lež́ı na Voroneho hraně:
zvoleńı libovolné z Voroneho buněk, které nálěž́ı daná hrana

ii. jestliže střed Ci+1 generuj́ıćı kružnice ki+1 nelež́ı na Voroneho hraně:
určeńı v jaké Voroneho buňce, stávaj́ıćıho Voroneho diagramu, se kruž-
nice ki+1 nacháźı

(d) nalezeńı osy mezi dvěmi kružnicemi Bh(ki+1, kij)

(e) nalezeńı pr̊useč́ık̊u osy Bh(ki+1, kij) s hranićı
Voroneho buňky ν(kij)

(f) rozhodnut́ı o počtu pr̊useč́ık̊u osy Bh(ki+1, kij) s hranićı Voroneho buňky
ν(kij)

i. neexistuje žádný pr̊useč́ık

A. pokračováńı bodem (2b)

ii. existuje pouze jeden pr̊useč́ık

A. tento pr̊useč́ık urč́ı následuj́ıćı Voroneho buňku, která bude ovliv-
něna kružnićı ki+1, označeńı generuj́ıćı kružnice této buňky bude
ki(j+1)

B. nalezeńı osy Bh(ki+1, ki(j+1)) a jej́ıch pr̊useč́ık̊u s hranićı Voroneho
buňky ν(ki(j+1))

C. rozhodnut́ı o počtu pr̊useč́ık̊u

• existuje jeden pr̊useč́ık: pokračováńı bodem (2g)

• existuj́ı dva pr̊useč́ıky: pokračováńı následuj́ıćım bodem

D. zvoleńı pr̊useč́ıku, který nelež́ı na společné hraně Voroneho buněk
ν(kij), ν(ki(j+1)), pokračováńı bodem (2(f)iiA)

iii. existuj́ı dva pr̊useč́ıky

A. výběr jednoho libovolného pr̊useč́ıku, č́ımž je určena Voroneho
buňka, která jako daľśı bude ovlivněna generuj́ıćı kružnićı ki+1,
označeńı generuj́ıćı kružnice této buňky bude ki(j+1)
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B. nalezeńı osy Bh(ki+1, hi(j+1)) a jej́ıch pr̊useč́ık̊u
s hranićı Voroneho buňky ν(ki(j+1))

C. rozhodnut́ı o počtu pr̊useč́ık̊u

• existuje jeden pr̊useč́ık: zvoleńı druhého z p̊uvodně nalezených
pr̊useč́ık̊u př́ıslušných Voroneho buňce ν(ki1) a pokračováńı
předcházej́ıćım bodem

• existuj́ı dva pr̊useč́ıky: pokračováńı následuj́ıćım bodem

D. zvoleńı pr̊useč́ıku, který nelež́ı na společné hraně dvou Voroneho
buněk ν(kij), ν(ki(j+1))

E. ověřeńı zda zvolený pr̊useč́ık nálež́ı hraně Voroneho buňky ν(ki1)

• if YES: přej́ıt na bod (2g)

• if NO: pokračováńı bodem (2(f)iiiB)

(g) vyrušeńı hran uvnitř nově vzniklé Voroneho buňky ν(ki+1) a pokračováńı
bodem (2b)

(h) rozhodnut́ı zda i+ 1 = n

i. if Yes: konec algoritmu

ii. if No: pokračováńı bodem (2b)

Obrázek 26: Inkrementálńı algoritmus pro Voroneho diagram kružnic

Poznámka 15 Všimněme si, že při hledáńı pr̊useč́ık̊u osy dvou generuj́ıćıch kružnic
Bh(ki+1, ki1) s hranićı Voroneho buňky ν(ki1) mohou nastat tři př́ıpady. Pr̊useč́ık osy
Bh(ki+1, ki1) s Voroneho buňkou ν(ki1) neexistuje, viz obr. 27, je pouze jeden, viz obr.
26b), nebo jsou právě dva, viz obr. 26a).

•
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Obrázek 27: Inkrementálńı algoritmus pro
Voroneho diagram kružnic

4.1.2 Algoritmus ”Plane sweep”pro Voroneho diagram kružnic

Algoritmus Plane sweep pro Voroneho diagram kružnic využ́ıvá stejného př́ıstupu jako
algoritmus pro Obecný Voroneho diagram, viz kapitola 2.1.2.

Hlavńı část algoritmu spoč́ıvá ve využit́ı tzv. zametaćı př́ımky l jež se pohybuje
shora dol̊u a tzv. beach line b, jež se skládá z parabolických oblouk̊u βi, kde každý
oblouk odpov́ıdá jiné generuj́ıćı kružnici ki. Může se stát, že některý z parabolických
oblouk̊u βi bude rozdělen jiným parabolickým obloukem βj na dvě části, viz obr. 28.

Hlavńı rozd́ıl mezi algoritmem Plane sweep pro Obecný Voroneho diagram a al-
goritmem pro Voroneho diagram kružnic spoč́ıvá ve vytvořeńı beach line b. Nav́ıc ke
dvěma základńım operaćım ”site event”(tj. objeveńı nového generuj́ıćıho bodu na za-
metaćı př́ımce l) a ”circle event”(tj. zánik parabolického oblouku βi) přibude operace
”merge event”. Tato operace nastává ve chv́ıli, kdy zametaćı př́ımka opoušt́ı generuj́ıćı
kružnici. O jednotlivých operaćıch budeme hovořit později.

Obrázek 28: Rozděleńı parabolického ob-
louku βi jiným obloukem βj na beach line
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Lemma 4.3 Množina bod̊u Xi ∈ l+, která má stejnou vzdálenost od kružnice
ki ∈ S a př́ımky l je parabola. Ohniskem této paraboly je střed Ci ∈ l+ kružnice ki
a ř́ıd́ıćı př́ımka p je rovnoběžná s př́ımkou l ve vzdálenosti ri, kde ri je poloměr kružnice
ki,viz obr. 29.

•
Ještě než provedeme d̊ukaz lemmatu 4.3, ukážeme si možné polohy vzniklé paraboly

vzhledem k jej́ı ř́ıd́ıćı př́ımce.
Všimněme si, že ř́ıd́ıćı př́ımka, z lemmatu 4.3, může ležet nad zametaćı př́ımou l,

tedy p′ ∈ l+, nebo může ležet pod l, tedy p ∈ l−. Sestroj́ıme paraboly q, q′ pro obě
ř́ıd́ıćı př́ımky p, p′, pro př́ıpad, kdy generuj́ıćı kružnice ki neprot́ıná zametaćı př́ımku l
a pro př́ıpad, kdy ki prot́ıná zametaćı př́ımku l. Oba tyto př́ıpady jsou znázorněny na
obrázćıch 29, 30.

Obrázek 29: Paraboly q, q′ s ř́ıd́ıćımi
př́ımkami p, p′ v př́ıpadě, že zametaćı
př́ımka neprot́ıná generuj́ıćı kružnici

Obrázek 30: Paraboly q, q′ s ř́ıd́ıćımi
př́ımkami p, p′ v př́ıpadě, že zametaćı
př́ımka prot́ıná generuj́ıćı kružnici

Jak je vidět na obrázku 29, pokud zametaćı př́ımka l neprot́ıná generuj́ıćı kružnici
ki, pak obě paraboly q, q′ s ohniskem ve středu Ci kružnice ki a ř́ıd́ıćımi př́ımkami p, p′,
jsou konvexńı (tzn. že vrchol paraboly má nejnǐzš́ı y-ovou souřadnici, oproti ostatńım
bod̊u lež́ıćım na danné parabole) a parabola q′ lež́ı celá uvnitř paraboly q. Z toho d̊uvodu
parabola q′ neńı pro naše účely využitelná, mimo jiné proto, že nesplňuje požadavek
na stejnou vzdálenost od kružnice ki jako od zametaćı př́ımky l.

Na obrázku 30 je druhý př́ıpad, kdy zametaćı př́ımka l prot́ıná generuj́ıćı kružnici
ki. V tomto př́ıpadě je parabola q konvexńı a parabola q′ je konkávńı (tzn. že vrchol pa-
raboly má nejvyšš́ı y-ovou souřadnici, oproti ostatńım bod̊u lež́ıćım na danné parabole).
Obě tyto paraboly splňuj́ı požadavek na stejnou vzdálenost od generuj́ıćı kružnice ki
jako od zametaćı př́ımky l. Vzhledem k tomu, že algoritmus Plane sweep neuchovává
informace pod l a beach line b je sestavena pouze z parabolických oblouk̊u nacházej́ıćıch
se nad zametaćı př́ımkou l, pak konkávńı parabola q′ nám doplńı chyběj́ıćı část beach
line uvnitř generuj́ıćı kružnice ki.

Nyńı již máme potřebné informace a můžeme provést d̊ukaz lemmatu 4.3.
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Důkaz Necht’ máme kružnici ki se středem v bodě Ci, poloměrem ri 6= 0 a necht’

máme zametaćı př́ımku l a př́ımky p, p′, kde p, p′ ‖ l a vzdálenost pl, resp. p′l je rovna
ri, současně plat́ı p ∈ l− a p′ ∈ l+.

Z definice paraboly, jestliže bod Xi lež́ı na parabole s ohniskem Ci a ř́ıd́ıćı př́ımkou
p, plat́ı

de(Xi, Ci) = de(Xi, p). (13)

Z definice 4.1 v́ıme, že vzdálenost vněǰśıho bodu Xi od kružnice ki je

de(Xi, ki) = de(Xi, Ci)− ri (14)

a vzdálenost vnitřńıho bodu Xi od kružnice ki je

de(Xi, ki) = ri − de(Xi, Ci). (15)

Důkaz rozděĺıme na dvě části. Na část, kdy nás zaj́ımaj́ı pouze vněǰśı body kružnice
ki a na část, kdy nás budou zaj́ımat pouze vnitřńı body Xi kružnice ki.

Nyńı nás budou zaj́ımat pouze body, které lež́ı vně kružnce ki a tedy pro vzdálenost
vněǰśıho bodu Xi od kružnice ki plat́ı rovnost (14).

Po úpravě dostáváme

de(Xi, Ci) = de(Xi, ki) + ri. (16)

Obrázek 31: Vzdálenost bodu Xi od ř́ıd́ıćı
př́ımky p

Př́ımky p, l jsou od sebe vzdáleny o poloměr ri, viz obr. 31, a lze tedy psát

de(Xi, p) = de(Xi, l) + ri. (17)

Po dosazeńı vztah̊u (16) a (17) do rovnice (13) dostaneme

de(Xi, ki) + ri = de(Xi, l) + ri
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a tedy plat́ı
de(Xi, ki) = de(Xi, l). (18)

Z rovnice (18) vid́ıme, že vzdálenost vněǰśıch bod̊u Xi od kružnice je stejná, jako
vzdálenost vněǰśıch bod̊u Xi od př́ımky l. T́ım jsme dokázali, že množina vněǰśıch bod̊u
Xi, která má stejnou vzdálenost od kružnice ki a od př́ımky l tvoř́ı parabolu.

Nyńı se zaměř́ıme na body, které lež́ı uvnitř kružnce ki a tedy pro vzdálenost
vnitřńıho bodu Xi od kružnice ki plat́ı rovnost (15).

Po úpravě dostáváme

de(Xi, Ci) = ri − de(Xi, ki). (19)

Př́ımky p′, l jsou od sebe vzdáleny o poloměr ri, viz obr. 32, a lze tedy psát

de(Xi, p
′) = ri − de(Xi, l). (20)

Obrázek 32: Vzdálenost bodu Xi od ř́ıd́ıćı
př́ımky p′

Po dosazeńı vztah̊u (19) a (20) do rovnice (13) dostaneme

ri − de(Xi, ki) = ri − de(Xi, l)

a tedy plat́ı
de(Xi, ki) = de(Xi, l). (21)

Z rovnice (21) vid́ıme, že vzdálenost vnitřńıch bod̊u Xi od kružnice je stejná, jako
vzdálenost vnitřńıch bod̊u Xi od př́ımky l. T́ım jsme dokázali, že množina vnitřńıch
bod̊u Xi, která má stejnou vzdálenost od kružnice ki a od př́ımky l tvoř́ı parabolu.

◦

Poznámka 16 Všimněme si, že pokud je zametaćı př́ımka l tečnou kružnice ki v jej́ım
horńım extrému Eh, pak ohnisko Ci paraboly lež́ı na své ř́ıd́ıćı př́ımce p a vzniklá para-
bola je degenerovaná (tzn. jedná se o polopř́ımku, která je kolmá na l má počátečńı bod
na př́ımce l a na kružnici ki v jejich dotykovém bodě, tedy v horńım extrému kružnice
ki), viz obr. 33a).
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Obrázek 33: Parabola pro zametaćı př́ımku l v: a) hodńım extrému Eh; b) dolńım
extrému Ed

Zametaćı př́ımka l má v̊uči generuj́ıćı kružnici k tři r̊uzné polohy

1. zametaćı př́ımka l neprot́ıná kružnici k, tedy nemaj́ı žádný společný bod

2. zametaćı př́ımka l je tečnou kružnice k, tedy maj́ı jeden společný bod a to horńı
nebo dolńı extrém

3. zametaćı př́ımka l prot́ıná kružnici k, tedy maj́ı dva společné pr̊useč́ıky.

V prvńım př́ıpadě vykreslujeme parabolu, jej́ı část se stavá součást́ı beach line.
Druhý př́ıpad se dá rozdělit na dvě části, kdy zametaćı př́ımka má bod dotyku s gene-
ruj́ıćı kružnićı k v horńım nebo dolńım extrému, viz obr. 33a), 33b). Pokud má zametaćı
př́ımka l bod dotyku s generuj́ıćı kružnićı k v horńım extrému, pak vzniklá parabola
je degenerovaná, viz obr. 33a. Pokud se zametaćı př́ımka l dotýká generuj́ıćı kružnice
k v dolńım extrému, pak vrchol vzniklé paraboly lež́ı na zametaćı př́ımce a je j́ım právě
dolńı extrém generuj́ıćı kružnice k, viz obr. 33b). V př́ıpadě třet́ım se vrchol paraboly
a jej́ı část nacháźı pod zametaćı př́ımkou l, což je pro účel algoritmu nepodstatná část.
Dı́ky tomu, že se část paraboly nacháźı pod zametaćı př́ımkou l, je beach line b neúplná.
Nicméně uvnitř generuj́ıćı kružnice k lze také naj́ıt množinu bod̊u, která má stejnou
vzdálenost od generuj́ıćı kružnice k a od zametaćı př́ımky l, tedy parabolu. Parabola
vzniklá uvnitř generuj́ıćı kružnice je konkávńı a jej́ı část nacházej́ıćı se nad zametaćı
př́ımkou l je součást́ı beach line b, viz obr. 34.

Věta 4.2 Pr̊useč́ık Q0 dvou sousedńıch parabolických oblouk̊u βi, βj lež́ı na Voroneho
hraně,tj. Q0 má stejnou vzdálenost od dvou nejblǐzš́ıch generuj́ıćıch kružnic ki, kj,
viz obr. 35.

•
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Obrázek 34: Beach line b

Obrázek 35: Voroneho hrana pro Voroneho diagram
kružnic

Důkaz Mějme beach line b pro dvě generuj́ıćı kružnice ki, kj a odpov́ıdaj́ıćı zametaćı
př́ımku l. Parabolické oblouky βi, βj nálež́ı beach line a jsou př́ıslušné generuj́ıćım
kružnićım ki, kj. Pr̊useč́ık dvou parabolických oblouk̊u označ́ıme Q0.

Pro libovolný bod Xi ∈ βi plat́ı

de(Xi, l) = de(Xi, ki).

Obdobně, pro libovolný bod Xj ∈ βj plat́ı

de(Xj, l) = de(Xj, kj).

Protože bod Q0 lež́ı na parabolickém oblouku βi plat́ı pro něj

de(Q0, l) = de(Q0, ki),

současně bod Q0 lež́ı na parabolickém oblouku βj a tedy pro něj plat́ı

de(Q0, l) = de(Q0, kj).
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Po úpravě źıstáváme rovnost

de(Q0, ki) = de(Q0, kj).

Z rovnosti je vidět, že pr̊useč́ık Q0, dvou beach line oblouk̊u βi, βj má stejnou
vzdálenost od dvou generuj́ıćıch kružnic ki, kj. To znamená, že bod Q0 lež́ı na Voroneho
hraně mezi dvěmi Voroneho buňkami ν(ki), ν(kj).

◦

Jak jsme již zmı́nili dř́ıve, algoritmus Plane sweep pro Voroneho diagram kružnic má
tři typy operaćı. Ještě než poṕı̌seme dané tři typy operaćı uvedeme si význam pojmu
Apolloniova kružnice, jež budeme v následuj́ıćım textu potřebovat.

Apolloniovou úlohou rozumı́me úlohu zabývaj́ıćı se sestrojeńım kružnice, která se
dotýká tř́ı zadaných kružnic, bod̊u nebo př́ımek. V této práci využijeme pouze úlohu
o sestrojeńı kružnice, která se dotýká tř́ı zadaných kružnic, jež jsou v tomto př́ıpadě
kružnice generuj́ıćı. Pak kružnici, která se dotýká tř́ı zadaných generuj́ıćıck kružnic
ki ∈ S nazveme Apolloniova kružnice.

Obrázek 36: Apolloniova kružnice vně
všech tř́ı generuj́ıćıch kružnic

Obrázek 37: Apolloniova
kružnice vně dvou gene-
ruj́ıćıch kružnic a uvnitř
jedné

Apolloniova kružnice může být umı́stěna vně všech tř́ı generuj́ıćıch kružnic, viz obr.
36, uvnitř všech tř́ı generuj́ıćıch kružnic, viz obr. 38, a vně nebo uvnitř pouze některých,
viz obr. 37. Pro naše účely, kdy se generuj́ıćı kružnice neprot́ınaj́ı, budeme použ́ıvat
Apolloniovu kružnici, která je vně všech tř́ı generuj́ıćıch kružnic.
Bližš́ı informace lze nalézt v [7], [6].

Nyńı již můžeme zavést a popsat tři typy operaćı jež jsou charakteristické pro
algoritmus Plane sweep

Site event tato operace nastane ve chv́ıli, kdy zametaćı př́ımka l poprvé protne ge-
neruj́ıćı kružnici, bod ve kterém se tak stane nazýváme horńı extrém Eh
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Obrázek 38: Apolloniova kružnice
uvnitř všech tř́ı generuj́ıćıch kružni

Merge event operace nastává ve chv́ıli, kdy zametaćı př́ımka l opoušt́ı generuj́ıćı
kružnici, vzniká dotyk v dolńım bodě generuj́ıćı kružnice, tento dolńı bod gene-
ruj́ıćı kružnice je brán ve směru pohybu zametaćı př́ımky a nazýváme ho dolńı
extrém Ed

Circle event zametaćı př́ımka opoušt́ı Apolloniovu kružnici tř́ı generuj́ıćıch kružnic,
významným bodem je zde dolńı bod Ea Apolloniovy kružnice, viz obr. 39.

Obrázek 39: Operace ”circle event”

Poznámka 17 Všimněme si, že zametaćı př́ımka l v horńım (resp. dolńım) extrému
je v tomto bodě tečnou dané generuj́ıćı kružnice.

•
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Zat́ımco prvńı dva typy operaćı jsou na výpočet poměrně jednoduché, u operace
”circle event”to neplat́ı. Pro výpočet je nutné nejprve vypoč́ıst Apolloniovu kružnici
ke třem generuj́ıćım kružnićım z množiny S [1].

V našem př́ıpadě máme tři generuj́ıćı kružnice, které se neprot́ınaj́ı v žádném bodě
a současně žádná z kružnic nelež́ı unvitř jiné generuj́ıćı kružnice. Počet Apolloniových
kružnic sestrojených k takto zadaným generuj́ıćım kružnićım je právě osm. Nicméně
neńı nutné pracovat se všemi osmi Apolloniovými kružnicemi pro tři generuj́ıćı kružnice,
nebot’ orientace beach line oblouk̊u nám poskytuje informace o požadované Apolloniově
kružnici.

Lemma 4.4 Pokud parabola βi ∈ b je konvexńı, pak hledaná Apolloniova kružnice je
vně všech odpov́ıdaj́ıćıch generuj́ıćıch kružnic a zároveň žádná z generuj́ıćıch kružnic
nelež́ı uvnitř Apolloniovy kružnice. Pokud je parabola βi ∈ b konkávńı, pak se Apollo-
niova kružnice nacháźı uvnitř generuj́ıćı kružnice ki odpov́ıdaj́ıćı βi [1].

•
V našem př́ıpadě nás bude zaj́ımat pouze Apolloniova kružnice, která se bude

nacházet vně všech tř́ı generuj́ıćıch kružnic. Druhý př́ıpad nastává pro generuj́ıćı kružni-
ce, které se prot́ınaj́ı. Bude řešeno později.

Při inicializaci bude nutno seřadit body podle určitého pravidla, toto pravidlo za-
vedeme následovně.

Definice 4.3 Bod P = [xp, yp] zařad́ıme před bod Q = [xq, yq], pokud plat́ı yp ≤ yq
a xp < xq.

•

Inicializace Nejprve muśıme zjistit a zapsat do fronty F horńı, resp. dolńı extrémy
a seřadit je podle pravidla uvedeného v definici 4.3. Nakonec vytvoř́ıme zametaćı
př́ımku l a beach line b.

Zpracováńı jednotlivých operaćı Jakmile je fronta F vytvořena, algoritmus začne
se zpracováváńım jednotlivých operaćı postupně tak, jak jsou seřazeny ve frontě F .
Každá operace je spojena se svou vlastńı akćı, ta se skládá ze tř́ı hlavńıch prvk̊u

• modifikace beach line b, bud’ přidáńım nebo odebráńım některého parabolického
oblouku βi

• modifikace fronty F , odstraněńım nežádoućı Apolloniovy kružnice
a přidáńım nové, vhodněǰśı Apolloniovy kružnice

• modifikace Voroneho diagramu t́ım, že přidáme nebo slouč́ıme některé Voroneho
hrany.

Vyj́ımku, pro námi zadanou množinu S, tvoř́ı operace ”merge event”u které se
vyskytuje pouze prvńı akce, tedy přidáńı nebo odebráńı parabolického oblouku. Pro
zadanou množinu S, kde budeme připouštět prot́ınáńı kružnic atd., bude řešeno později,
plat́ı všechny tři typy akćı.
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Site event Nastává ve chv́ıli, kdy zametaćı př́ımka l protne novou generuj́ıćı
kružnici v horńım etrému Eh, viz obr. 40. V tuto chv́ıli vznikne nová parabola, která
je degenerovaná. Následně, při této operaci, vznikaj́ı tři parabolické oblouky β4, β5, β6,
odpov́ıdaj́ıćı generuj́ıćı kružnici k4, jež rozděluj́ı beach line oblouk β2 na dvě části β

′
2

a β
′′
2 , viz obr. 40b). Oblouky β4, β6 jsou částmi, levé a pravé větve, téže paraboly,

viz lemma 4.3.
To, který beach line oblouk bude rozdělen nově přidanými parabolickými oblouky,

lze rozhodnout např. na základě neprázdného pr̊uniku beach line oblouku βi s degene-
rovanou parabolou.

Obrázek 40: Operace ”site event”pro Voroneho diagram kružnic: a) před operaćı;
b) po operaci

Sousedńımi oblouky beach line oblouku β2 jsou oblouky β1 a β3. Beach line oblouky
β1, β2, β3 odpov́ıdaj́ı po řadě generuj́ıćım kružnićım k1, k2, k3. Sousedńıch oblouk̊u ob-
louku β2 využijeme pro vytvořeńı nových Apolloniových kružnic. Dvě nové Apolloniovy
kružnice vytvoř́ıme pro generátory k1, k2, k4 a k3, k2, k4 odpov́ıdaj́ıćı po řadě beach line
oblouk̊um β1, β

′
2, β4 a β3, β

′′
2 , β6, čehož se v daľśıch kroćıch využ́ıvá v operaci ”circle

event”. Pro prvńı trojici oblouk̊u označ́ıme významný bod Apolloniovy kružnice Eh1,
pro druhou trojici významný bod Apolloniovy kružnice označ́ıme Eh2. Oba tyto body
zařad́ıme do fronty F .

Frontu F modifikujeme pokaždé, kdy je definována nová Apolloniova kružnice,
popř́ıpadě pokud zaniká Apolloniova kružnice nebo kdykoli je změněna beach line od-
straněńım nebo vložeńım nových oblouk̊u.

Operace ”site event”odstraňuje jednu Apolloniovu kružnici z fronty F a vytvář́ı
až dvě nové Apolloniovy kružnice. Množstv́ı přidávaných Apolloniových kružnic záviśı
na tom, v jaké fázy algoritmu se nacháźıme a také na tom, kolik máme objevených
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generuj́ıćıch kružnic [1].

Merge event Pro operaci ”merge event”, znázorněné na obrázćıch 41, 42, je
podstatný dolńı extrém Ed, generuj́ıćı kružnice k2. Operaci děĺıme na dva př́ıpady, kdy
uvnitř generuj́ıćı kružnice lež́ı pouze jeden beach line oblouk nebo v́ıce oblouk̊u beach
line. Druhý př́ıpad nastává ve chv́ıli, kdy se dvě a v́ıce generuj́ıćıch kružnic prot́ıná,
bude řešeno později.

Obrázek 41: Operace ”merge event”pro Voroneho di-
agram kružnic, před zpracováńım operace

Obrázek 42: Operace ”merge event”pro Voroneho dia-
gram kružnic, po zpracováńım operace

Při operaci ”merge event”docháźı k zániku beach line oblouku β3. Po zániku beach
line oblouku β3, který se nacházel uvnitř kružnice k2 dojde ke spojeńı sousedńıch beach
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line oblouk̊u β2 a β4, které lež́ı vně generuj́ıćı kružnice k2. T́ım je vytvořen nový beach
line oblouk β24.

V tomto kroku může doj́ıt k zániku některých Apolloniových kružnic, a to právě
těch, které souvisely s odstraněným beach line obloukem β3, proto musej́ı být od-
straněny z fronty F . To nastává pouze v př́ıpadě, kdy se generuj́ıćı kružnice prot́ınaj́ı,
bude řešeno později. Nicméně ve frontě F muśıme nahradit beach line oblouky β2, β4
sloučeným beach line obloukem β24 [1].

Circle event Necht’ ka je Apolloniova kružnice s odpov́ıdaj́ıćım významným bo-
dem Ea.

Obrázek 43: Operace ”circle event”pro Voroneho diagram
kružnic před operaćı

Obrázek 44: Operace ”circle event”pro Voroneho diagram
kružnic po operaci

Jak je vidět na obrázćıch 43, 44, Apolloniova kružnice ka se dotýká tř́ı generuj́ıch
kružnic k2, k3, k4 a odpov́ıdá tedy beach line oblouk̊um β2, β3, β4. Při této operaci zaniká
beach line oblouk β3 a ve středu Apolloniovy kružnice ka vznikne nový Voroneho vrchol
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V . Ten je ukončeńım stávaj́ıćıch hran e1, e2 a současně je počátkem nové Voroneho
hrany e3.

Apolloniova kružnice ka zaniká, je tedy vyjmuta z fronty F a současně jsou defi-
novány nejvýše dvě nové Apolloniovy kružnice. Počet nových Apolloniových kružnic
záviśı na tom kolik generuj́ıćıch kružnic je již prohledaných. Pokud např́ıklad v počátku
algoritmu pracujeme pouze se třemi generuj́ıćımi kružnicemi nevzniká mi žádná nová
Apolloniova kružnice.

Nově vzniklé Apolloniovy kružnice jsou definovány pomoćı beach line oblouk̊u, které
zbyly po zániku oblouku β3. Nalevo od oblouku β3 to jsou oblouky β1, β2 a napravo
jsou to oblouky β4, β5. Prvńı z Apolloniových kružnic ka1 je tvořena pro β1, β2, β5,
s významným bodem Ea1 a druhá ka2 je tvořena pro β2, β4, β5, s významným bodem
Ea2 . Oba tyto body přidáme do fronty F .

Ukončeńı algoritmu Posledńı operaćı algoritmu je vždy ”merge event”nebo
”circle event”. Po zpracováńı posledńı události ve frontě F by měl být Voroneho dia-
gram hotov. Nicméně stále máme zametaćı př́ımku l a beach line b, která i nadále tvoř́ı
Voroneho hrany, tedy prostor pod beach line je stále nedokončen.

Voroneho buňka odpov́ıdaj́ıćı generuj́ıćı kružnici, jež je součást́ı hranice konvexńıho
obalu celé množiny generátor̊u S, je neomezená. Z toho d̊uvodu bude algoritmus do-
končen odstraněńım beach line b a zametaćı př́ımky l.

Algoritmus (”Plane sweep”pro Voroneho diagram kružnic 1)
Vstup: Množina generuj́ıćıch kružnic S = {k1, k2, . . . , kn}.
Výstup: Voroneho diagram množiny S.

1. Inicializace

(a) vytvořeńı zametaćı př́ımky l a beach line b, která je v počátku nevlastńı

(b) vložeńı horńıch Eh a dolńıch Ed extrémů, pro operace site event a merge
event, do fronty F

2. Zpracováńı událost́ı

(a) výběr události E z fronty F

(b) Switch(E)

• CASE: Site event

i. naj́ıt odpov́ıdaj́ıćı beach line oblouk β

ii. rozdělit β do dvou beach line oblouk̊u βl, βr a vložit mezi ně nový
beach line oblouk

iii. vytvořit Voroneho hranu e

iv. spojit Voroneho hranu e s beach line b
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v. vytvořit nové Apolloniovy kružnice, jejich množstv́ı záviśı na počtu
již projetých generuj́ıćıch kružnic,
a vložit je do fronty F

• CASE: Merge event

i. naj́ıt odpov́ıdaj́ıćı bech line oblouk βc a dva oblouky βl, βr spo-
jených s βc

ii. βl, βr jsou vně odpov́ıdaj́ıćı kružnice

A. vyjmout βc

B. sloučit oblouky βl, βr a vytvořit jediný oblouk βlr

iii. vytvořeńı jedné Apolloniovy kružnice, pro circle event, defino-
vané trojićı beach line oblouk̊u (left(βlr), βlr, right(βlr))

1 a jejich
vložeńı do fronty F

• CASE: Circle event

i. načteńı odpov́ıdaj́ıćı beach line trojice (βl, β, βr)

ii. ověřeńı, zda aktuálńı beach line trojice je platná 2

A. if YES

– načteńı dvou Voroneho hran ei, ej, i 6= j spojených s β

– vytvořeńı Voroneho vrcholu v

– spojeńı hran ei, ej ve vrcholu v

– vytvořeńı nové Voroneho hrany z Voroneho vrcholu v, kde
v je koncovým vrcholem nově vzniklé Voroneho hrany

– připojeńı dvou beach line oblouk̊u βl, βr k sousedńımu ob-
louku β

– vytvořeńı dvou Apolloniových kružnic definovaných troji-
cemi (left(βl), βl, βr) a (βl, βr, right(βr)) a jejich vložeńı do
fronty F

– vyjmut́ı beach line oblouku β z fronty F

B. if NO

– pokračováńı v algoritmu

3. Ukončeńı algoritmu

(a) Voroneho vrcholy spojeny s beach line necht’ odpov́ıdaj́ı nekonečnu

(b) vymazáńı beach line b a zametaćı př́ımky l

1left(βlr), rigrt(βlr) označuj́ı levý a pravý sousedńı oblouk βlr.
2tzn. zda Apolloniova kružnice odpov́ıdá dané trojici.
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4.1.3 Algoritmus ”Plane sveep”pro Voroneho diagram kružnic se změnou
základńıch vlastnośı množiny S

V předchoźı kapitole 4.1.2 jsme popsali algoritmus Plane sweep pro množinu
S = {k1, k2, . . . , kn} generuj́ıćıch kružnic, které měly tu vlastnost, že se neprot́ınaly,
jejich poloměry byly nenulové a žádná z generuj́ıćıch kružnic neobsahovala jinou gene-
ruj́ıćı kružnici.

Nyńı si uvedeme změny, které v algoritmu nastanou, pokud předchoźı vlastnosti
množiny S generuj́ıćıch kružnic změńıme. Tedy pro generuj́ıćı kružnice ki ∈ S bude
nadále platit, že

• mohou mı́t neprázdný pr̊unik (tzn. dva body, kružnice se prot́ınaj́ı; jeden bod,
kružnice se dotýkaj́ı), pouze za předpokladu, že žádné tři a v́ıce generuj́ıćıch
kružnic nemaj́ı společný bod

• poloměry generuj́ıćıch kružnic mohou být nulové, tedy ri = 0 (tzn. množina
S m̊uže obsahovat body)

• generuj́ıćı kružnice ki může ležet uvnitř jiné generuj́ıćı kružnice kj, kde i 6= j

• žádné čtyři generuj́ıćı kružnice nemaj́ı společnou Apolloniovu kružnici.

Mějme množinu S = {k1, k2, . . . , kn} generuj́ıćıch kružnic ki = (Ci, ri), kde
Ci = (xi, yi) je střed kružnice a ri je jej́ı poloměr. Z celkového počtu n generuj́ıćıch
kružnic ki množiny S existuje g kružnic, které nemaj́ı žádný společný bod s jinou
generuj́ıćı kružnićı kj z množiny S. Počet generuj́ıćıch kružnic, které maj́ı společný
bod s jinou generuj́ıćı kružnićı z množiny S je l = n − g a současně m je počet
společných bod̊u těchto kružnic. Každé dvě kružnice s neprázdným pr̊unikem maj́ı dva
(resp. jeden) společný bod. Tyto body rozděluj́ı každou kružnici na dva (resp. jeden)
oblouk.

Věta 4.3 Mějme množinu S = {k1, k2, . . . , kn} generuj́ıćıch kružnic, kde n je počet
těchto kružnic. Necht’ g je počet generuj́ıćıch kružnic, které nemaj́ı žádný společný bod
s jinou generuj́ıćı kružnićı z množiny S. Počet kružnic s neprázdným pr̊unikem je
l = n− g a m je počet společných bod̊u všech těchto kružnic. Pak celkový počet oblouk̊u
pro l = n− g kružnic je 2m [1].

•

Důkaz Každé dvě kružnice s neprázdným pr̊unikem maj́ı dva (resp. jeden) společný
bod, tyto body rozděluj́ı každou kružnici na dva (resp. jeden) oblouk. Proto pro
m pr̊useč́ık̊u źıskáváme 2m oblouk̊u. Toto plat́ı pouze v př́ıpadě, že žádné tři nebo
v́ıce generuj́ıćıch kružnic se neprot́ınaj́ı v jednom bodě, což je předpoklad množiny S.

◦
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V následuj́ıćım textu budeme použ́ıvat označeńı generuj́ıćı mı́sto. T́ımto pojmem se
rozumı́ bud’ kružnice, která nemá žádný spoječný bod s jinou generuj́ıćı kružnićı nebo
oblouk na generuj́ıćı kružnici rozdělené pr̊useč́ıkem, popř. dotykovým bodem.

Množina S ′ = {s1, s2, . . . , sg+2m} je množina všech generuj́ıćıch mı́st definovaných
v množině S.

Nejkratš́ı Eukleidovskou vzdálenost mezi libovolným bodem Z roviny a generuj́ıćım
mı́stem si ∈ S ′ označme de(Z, si), viz obr. 45.

Obrázek 45: Vzdálenost bodu Z od generuj́ıćıho
mı́sta s22

Věta 4.4 Bod Z bude náležet Voroneho buňce ν(si), pro generuj́ıćı mı́sto si, pouze
tehdy, bude-li platit, že de(Z, si) < de(Z, sj), kde i 6= j. V př́ıpadě rovnosti bude bod
Z ležet na Voroneho hraně.

•

Zat́ımco hrany Obecného Voroneho diagramu jsou částmi př́ımek, hrany Voroneho
diagramu kružnic jsou částmi kuželoseček. V úvodu kapitoly 4 jsme uvedli lemma 4.1,
to pojednávalo o tom, že množina bod̊u, která má stejnou vzdálenost od dvou ne-
prot́ınaj́ıćıch se kružnic s r̊uznými poloměry je hyperbola. V př́ıpadě, kdy hledáme
množinu bod̊u, která má stejnou vzdálenost od dvou prot́ınaj́ıćıch se kružnic, tato
skutečnost zcela neplat́ı. Pro dvě prot́ınaj́ıćı se kružnice nastanou současně dvě možnosti,
viz následuj́ıćı lemma 4.5.

Lemma 4.5 Množiny bod̊u které máj́ı stejnou vzdálenost od dvou prot́ınaj́ıćıch se
kružnic s r̊uznými poloměry jsou

hyperbola v př́ıpadě, že se hledaná množina nacháźı uvnitř nebo vně obou kružnic,
viz obr. 46a)

elipsa v př́ıpadě, že se hledaná množina nacháźı uvnitř jedné kružnice a vně druhé
nebo naopak, viz obr. 46b).

•
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Obrázek 46: Množina bod̊u se stejnou vzdálenost́ı od dvou prot́ınaj́ıćıch
se kružic: a) hyperbola; b) elypsa

Důkaz Mějme dvě prot́ınaj́ıćı se kružnice k1, k2 se středy v bodech C1, C2 a poloměry
r1, r2, kde r1 6= r2. Hledáme množiny bod̊u Xi, které máj́ı stejnou vzdálenost od kružnic
k1, k2.

Prvńı př́ıpad, kdy je hledaná množina hyperbolou, je dokázán v lemmatu 4.1. Druhý
př́ıpad, kdy je hledaná množina elipsou, dokážeme následuj́ıćım zp̊usobem.

Z definice elipsy, bod Xi je bodem elipsy, kde C1, C2 jsou ohniska elipsy, pokud plat́ı

de(Xi, C1) + de(Xi, C2) = konst. (22)

Obrázek 47: Vzdálenost bodu Xi od
střed̊u C1, C2 generuj́ıćıch ružnic k1, k2

Pokud budeme předpokládat, že bod Xi se nacháźı vně kružnice k1 a současně lež́ı
uvnitř kružnice k2, viz obr. 47, pak plat́ı, že de(Xi, C1) je součet poloměru r1 kružnice
k1 se vzdálenost́ı vi bodu Xi od kružnice k1, tedy vi = de(Xi, k1). Ovšem, pokud bod
Xi se nacháźı uvnitř kružnice k2, pak de(Xi, C2) je rozd́ıl poloměru r2 kružnice k2
a vzdálenost́ı wi bodu Xi od kružnice k2, tedy wi = de(Xi, k2).
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Z předchoźıch informaćı můžeme psát, že

de(Xi, C1) = de(Xi, k1) + r1 (= vi + r1)

a zároveň
de(Xi, C2) = r2 − de(Xi, k2) (= r2 − wi).

Po úpravě źıskáváme
vi = de(Xi, C1)− r1

a zároveň
wi = r2 − de(Xi, C2).

Na základě toho, že hledáme množinu bod̊u, která má stejou vzdálenost od dvou
kružnic k1, k2, plat́ı

wi = vi.

Po dosazeńı źıskáváme rovnost

de(Xi, C1)− r1 = r2 − de(Xi, C2)

a po úpravě dostaneme rovnost

de(Xi, C1) + de(Xi, C2) = r2 + r1.

Tato rovnost odpov́ıdá rovnosti (22), kde konstanta je r2 + r1.
Postup d̊ukazu plat́ı i pro př́ıpad, kdy se bod Xi nacháźı uvnitř kružnice k1 a součas-

ně lež́ı vně kružnice k2. Rozd́ıl pak bude v tom, že de(Xi, C1) je rozd́ıl poloměru r1
kružnice k1 a vzdálenosti wi bodu Xi od kružnice k1 a de(Xi, C2) je součet poloměru
r2 kružnice k2 a vzdálenosti vi bodu Xi od kružnice k2. Po vyjádřeńı a úpravách opět
dostaneme rovnost (22).

T́ım źıskáváme konstatńı součet vzdálenost́ı pro každý bod Xi hledané množiny,
výsledná množina je tedy elipsou.

◦

Následuj́ıćı věta nám ukazuje vlastnosti bod̊u lež́ıćıch na Voroneho hraně dvou
prot́ınaj́ıćıch se kružnic, vzhledem k tomu na jaké části hrany lež́ı.

Algoritmus Plane sweep pro Voroneho diagram kružnic, obdobně jako v předchoźıch
př́ıpadech, využ́ıvá zametaćı př́ımky l, pomoćı ńıž vytvář́ı beach line b, jej́ıž jednotlivé
parabolické oblouky označujeme βi.

Algoritmus Plane sweep pro Obecný Voroneho diagram má pouze dva typy operaćı
a to ”site event”a ”circle event”. Algoritmus Plane sweep pro Voroneho diagram kružnic
s omezenými vlastnostmi množiny S generuj́ıćıch kružic, jak byl definován v kapitole
4.1.2, má operace tři, a to ”site event”, ”circle event”a ”merge event”. Algoritmus Plane
sweep pro Voroneho diagram kružnic s vlastnostmi, jež byly definovány v této kapitole
má operace čtyři, má nav́ıc operaci ”cross event”.

Jak jsme již zmı́nili, algoritmus využ́ıvá čtyři typy operaćı
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Cross event operace nastane ve chv́ıli, kdy se zametaćı př́ımka l bude nacházet
v pr̊useč́ıku dvou generuj́ıćıch kružnic, viz obr. 48

Site event tato operace nastane ve chv́ıli, kdy zametaćı př́ımka l poprvé protne ge-
neruj́ıćı kružnici, bod ve kterém se tak stane nazýváme horńı extrém Eh

Merge event operace nastává ve chv́ıli, kdy zametaćı př́ımka l opoušt́ı generuj́ıćı
kružnici, vzniká dotyk v dolńım bodě generuj́ıćı kružnice, tento dolńı bod gene-
ruj́ıćı kružnice je brán ve směru pohybu zametaćı př́ımky a nazýváme ho dolńı
extrém Ed

Circle event zametaćı př́ımka opoušt́ı Apolloniovu kružnici, významným bodem je
zde dolńı bod Apolloniovy kružnice Ea.

Obrázek 48: Operace ”cross event”

Inicializace Nejprve muśıme zjistit a zapsat do fronty F horńı a dolńı extrémńı body,
dále všechny pr̊useč́ıky a vše seřadit sestupně, viz definice 4.3. Nakonec vytvoř́ıme
zametaćı př́ımku l a beach line b.

Zpracováńı jednotlivých operaćı Jakmile je fronta F hotova, algoritmus začne se
zpracováváńım jednotlivých operaćı postupně tak jak jsou seřazeny ve frontě F . Každá
operace je spojena se svou vlastńı akćı, ty se skládaj́ı ze tř́ı hlavńıch část́ı

• modifikace beach line b, bud’ přidáńım nebo odebráńım některého oblouku βi

• modifikace fronty F , odstraněńım nežádoućı Apolloniovy kružnice a přidáńım
nové, vhodněǰśı Apolloniovy kružnice

• modifikace Voroneho diagramu přidáńım nebo sloučeńım některé Voroneho hrany
[1].

Operace ”site event”, ”merge event”a ”circle event”jsou diskutovány v předchoźı
podkapitole 4.1.2 a zde je tedy nebudeme uvádět.
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Cross event Na obrázku 49 je operace ”cross event”definována dvěmi gene-
ruj́ıćımi kružnicemi k2 = (C2, r2) a k3 = (C3, r3). Těsně před t́ım než nastane ope-
race ”cross event”se k bodu Ek,tj. pr̊useč́ık dvou generuj́ıćıch kružnic, přibližuj́ı dva
pr̊useč́ıky beach line oblouk̊u β2, β3 a β4, β5. Tyto pr̊useč́ıky současně lež́ı na gene-
ruj́ıćıch kružnićıch k2, k3. Jakmile se zametaćı př́ımka l, současně s pr̊useč́ıky beach
line oblouk̊u β2, β3 a β4, β5, dostane do bodu Ek, parabolické oblouky β3, β4 zanik-
nou a vytvoř́ı se nové parabolické oblouky β7, β8, β9, β10, pr̊useč́ık Ek se stane novým
Voroneho vrcholem.

Obrázek 49: Operace ”cross event”pro Voroneho diagram, před
zpracováńım operace

Obrázek 50: Operace ”cross event”pro Voroneho diagram, po zpra-
cováńı operace

Při operaci ”cross event”nezanikaj́ı žádné Apolloniovy kružnice současně po přidáńı
čtyř nových parabolických oblouk̊u do beach line, mohou vzniknout nové Apolloniovy
kružnice. Na obrázku 50 jsou nové Apolloniovy kružnice definovány pomoćı beach line
oblouk̊u β1, β2, β7 a β10, β5, β6.
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Pr̊useč́ık dvou kružnic Ek je novým Voroneho vrcholem a je ukončeńım stávaj́ıćı
hrany e1. Z nového Voroneho vrcholu Ek povedou tři nové Voroneho hrany e2, e3 a e4,
kde hrany e2, e3 jsou částmi téže elipsy mezi generujćımi kružnicemi k2, k3 a hrana e4 je
pokračováńı hyperboly mezi generujćımi kružnicemi k2, k3. Koncový Voroneho vrchol
nových Voroneho hran zat́ım neńı znám. Stupeň Voroneho vrcholu Ek je čtyři [1].

Ukončeńı algoritmu Posledńı operaćı algoritmu je vždy ”merge event”nebo
”circle event”. Po zpracováńı posledńı události ve frontě F by měl být Voroneho dia-
gram hotov. Nicméně stále máme zametaćı př́ımku l a beach line b, která i nadále tvoř́ı
Voroneho hrany, tedy prostor pod beach line je stále nedokončen.

Voroneho buňka odpov́ıdaj́ıćı generuj́ıćı kružnici, jež je součást́ı hranice konvexńıho
obalu celé množiny generátor̊u S, je neomezená. Z toho d̊uvodu bude algoritmus do-
končen odstraněńım beach line b a zametaćı př́ımky l.

V následuj́ıćı části uvedeme popis algoritmu Plane sweep rozš́ı̌rený o operaci ”cross
event”. Postup algoritmu z kapitoly 4.1.2 je nezměněn až na vložeńı operace ”cross
event”mezi operace ”merge event”a ”circle event”. Nebudeme tu tedy algoritmus uvádět
celý, nýbrž pouze jeho část zabývaj́ıćı se operaćı ”cross event”.

Algoritmus (”Plane sweep”pro Voroneho diagram kružnic 2)
Vstup: Množina generuj́ıćıch kružnic S = {k1, k2, . . . , kn}.
Výstup: Voroneho diagram množiny S.

1. Inicializace
...

2. Zpracováńı operaćı

(a) výběr události E z fronty F

(b) Switch(E)
...

• CASE: Cross event

i. nalezeńı dvou odpov́ıdaj́ıćıch beach line oblouk̊u βl, βr

ii. vytvořeńı čtyř beach line oblouk̊u a jejich vhodného napojeńı

iii. vytvořeńı tř́ı Voroneho hran a jejich správné napojeńı

iv. vytvořeńı dvou Apolloniových kružnic a jejich vložeńı
do fronty F

v. odebráńı dvou beach line oblouk̊u βl, βr z fronty F

...

58



4.1.4 Metoda rostoućıch region̊u pro Voroneho diagram kružnic

Metoda rostoućıch region̊u pro Voroneho diagram kružnic je obdobná, jako metoda pro
Obecný Voroneho diagram. Vytvoř́ıme kružnice s nulovými poloměry a se středy v ge-
neruj́ıćıch bodech, poloměr kružnic postupně zvětšujeme. Pr̊useč́ıky kružnic (popř. ob-
louk̊u), vykresluj́ı Voroneho hrany, dokud nevznikne nový Voroneho vrchol. Ten vzniká
ve společném pr̊uniku tř́ı kružnic (popř. oblouk̊u).

Množina S pro Voroneho diagram kružnic obsahuje, na rozd́ıl od Obecného Voro-
neho diagramu, generuj́ıćı kružnice. Kružnice li, které vytvář́ıme muśıme tedy vytvořit
pro generuj́ıćı kružnice ki. Mějme generuj́ıćı kružnici ki = (Ci, ri) ∈ S, kde Ci = (xi, yi)
je střed generuj́ıćı kružnice a ri je jej́ı poloměr, i = 1, 2, . . . , n. Pak kružnice li má střed
v bodě Ci a počátečńı poloměr rl,i kružnice li neńı roven nule, ale rovná se poloměru
kružnice ki, plat́ı tedy rl,i = ri.

Poloměry vytvořených kružnic li se zvětšuj́ı stejnou rychlost́ı, ale maj́ı rozd́ılnou
hodnotu v počátku algoritmu. Pro poloměry rl,i, rl,j dvou vytvořených kružnic li, lj
v generuj́ıćıch kružnićıch ki, kj s poloměry ri, rj plat́ı

rl,i − ri = rl,j − rj.

Pro množinu S generuj́ıćıch kružnic ki zavedeme několik omezeńı

• pr̊unik dvou libovolných kružnic ki, kj ∈ S je prázdná množina

• žádná generuj́ıćı kružnice nelež́ı uvnitř jiné.

Součást́ı této práce je znázorněńı metody rostoućıch region̊u, pro Voroneho diagram
kružnic, v programu Geogebra. V následuj́ıćı části uvedeme stručný popis metody
rostoućıch region̊u pro Voroneho diagram kružnic v programu Geogebra.

Popis metody rostoućıch region̊u pro program Geogebra Jak je uvedeno v ka-
pitole 3.1.1, hlavńı myšlenka metody rostoućıch region̊u, při konstukci Voroneho dia-
gramu v programu Geogebra, je zachována. Rozd́ıl je v tom, že v počátku algoritmu,
neńı poloměr kružnic li roven nule, ale poloměr kružnice li bude roven konstantě a. Po-
loměr kružnic následně zmenšujeme. Konstanta, které se poloměr v počátku algoritmu
rovná, je v tomto př́ıpadě volena a = 20 a zmenšujeme ji do a = 0. Kružnice li při
změnšováńı poloměru, vykresluj́ı svoji stopu, t́ımto zp̊usobem je pro každou generuj́ıćı
kružnici vykreslena Voroneho buňka.

Poznámka 18 Uvědomme si, že poloměr rl,i vytvořené kružnice li pro generuj́ıćı kruž-
nici ki je rl,i = ri + a.

•

Pokud by se změnšováńı poloměru zastavilo na hodnotě a = 0, pak vytvořené
kružnice li by nevykreslily Voroneho buňku uvnitř generuj́ıćı kružnice ki, viz obr. 51.

Tento problém můžeme vyřešit několika zp̊usoby.
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Obrázek 51: Voroneho diagram pro
dvě generuj́ıćı kružnice s nevy-
kresleným vnitřkem generuj́ıćıch
kružnic

Prvńım z možných řešeńı je zmenšit dolńı hranici a a to minimálně o poloměr
největš́ı generuj́ıćı kružnice. Pokud by byl poloměr ri největš́ı generuj́ıćı kružnice ki ro-
ven např. pěti, pak bychom a snižovali až do hodnoty a = −5.

Daľśım možným řešeńım je zvolit si konstantu v, pro ńıž plat́ı v ≥ ri, i = 1, 2, . . . , n.
Potom pro poloměr rl,i vytvořené kružnice li plat́ı

rl,i = a− (v − ri).

Při znázorněńı metody rostoućıch region̊u je použito druhé řešeńı. Na obrázku
52a)-c) je ukázán postup vykreslováńı Voroneho diagramu kružnic pro dvě generuj́ıćı
kružnice. Na obrázku 52d) je př́ıklad Voroneho diagramu pro šest generuj́ıćıch kružnic.

60



Obrázek 52: Voroneho diagram pro dvě generuj́ıćı
kružnice kde: a) a=20; b) a=13,67; c) a=0; d) Vo-
roneho diagram pro šest generuj́ıćıch kružnnic
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5 Laguerre Voroneho diagram

Laguerre Voroneho diagram můžeme naj́ıt také pod názvem Silový (”Power”) Voroneho
diagram.

Mějme S = {P1, P2, . . . , Pn} množinu generuj́ıćıch bod̊u Pi = (xi, yi,
√
wi), kde

(xi, yi) jsou souřadnice generuj́ıćıho bodu Pi a wi je váha přǐrazená danému gene-
ruj́ıćımu bodu. Váha wi udává schopnost bodu Pi ovlivňovat své okoĺı [5], [9], [10].

Před t́ım, než se začneme plně věnovat Laguerre Voroneho diagramu uvedeme něco
málo k Laguerre geometrii a ukážeme si možný geometrický př́ıstup k množině S.

Laguerre geometrie Mějme tř́ı-dimenzionálńı vektorový prostor nad reálným těle-
sem, kde vzdálenost d(P,Q) dvou bod̊u P = (xp, yp, wp), Q = (xq, yq, wq) je definována
d(P,Q)2 = (xp − xq)2 + (yp − yq)2 − (wp − wq)

2 [10].
Bod A = (x, y, w), v Laguerre geometrii, koresponduje s kružnićı k v Eukleidovské

geometrii, kde střed této kružnice má souřadnice (x, y) a jej́ı poloměr je |w|.
Vzdálenost dvou bod̊u A = (xA, yA, wA), B = (xB, yB, wB) v Laguerre geometri, ko-

responduje se vzdálenost́ı dotykových bod̊u T1, T2 společné tečny odpov́ıdaj́ıćıch dvou
kružnic k1 = (xA, yA), k2 = (xB, yB) s poloměry |wA|, |wB|, viz obr. 53. Obdobně lze
definovat vzdálenost bodu C = (xC , yC , wC) a bodu Q = (xQ, yQ), jako vzdálenost
dotykového bodu T tečny ke kružnici k = (xC , yC) s poloměrem |wC | z bodu Q. Tato
vzdálenost se nazývá Laguerre vzdálenost, podrobně ji zavedeme později. Bližš́ı infor-
mace lze naj́ıt v [5], [9],[10],[13].

Obrázek 53: Laguerre vzdálenost dvou kružnic

Geometrická interpretace Na základě informaćı uvedených u Laguerre geometrie
je možné si množinu S generuj́ıćıch bod̊u Pi = (xi, yi,

√
wi) představit jako množinu

kružnic pi, kde Ki = (xi, yi) jsou souřadnice středu a
√
wi jsou poloměry kružnic pi.

Pro lepš́ı pochopeńı a práci s Laguerre Voroneho diagramem modifikujeme množinu
generuj́ıćıch bod̊u S. Nadále o množině generuj́ıćıch bod̊u S budeme mluvit jako

62



o množině generuj́ıćıch kružnic S ′ = {p1, p2, . . . , pn}, kde pi = (Ki,
√
wi) je generuj́ıćı

kružnice se středem v bodě Ki = (xi, yi) a poloměrem
√
wi.

Definice 5.1 Mějme libovolný bod Q roviny a generuj́ıćı kružnici pi = (Ki,
√
wi) ∈ S ′,

která má střed v bodě Ki = (xi, yi) a poloměr
√
wi. Pak dotykový bod T bude jeden

z dotykových bod̊u tečny z bodu Q ke kružnici pi, viz obr. 54.

•

V následuj́ıćım textu odvod́ıme Laguerre vzdálenost, kterou budeme prozat́ım značit
d′L(Q, pi), kde Q = (xQ, yQ) je libovolný bod roviny a pi = (Ki,

√
wi) je generuj́ıćı

kružnice.

Poznámka 19 Uvědomme si, že Laguerre vzdálenost neńı nic jiného než vzdálenost
libovolného bodu Q roviny od př́ıslušného dotykového bodu T lež́ıćıho na generuj́ıćı
kružnici pi = (Ki,

√
wi). Plat́ı tedy, že d′L(Q, pi) = de(Q, T ), viz obr. 54.

•

Obrázek 54: Laguerre vzdálenost libovolného bodu
Q roviny od generuj́ıćı kružnice pi

Z obrázku 54 je vidět, že Laguerre vzdálenost bodu Q od generuj́ıćı kružnice
pi = (Ki,

√
wi) můžeme zjistit pomoćı Pythagorovy věty. Na základě toho můžeme

psát
de(Q,Ki)

2 = de(Q, T )2 + (wi)
2.

Současně plat́ı d′L(Q, pi) = de(Q, T ), viz poznámka 19. Po přepsáńı dostáváme

de(Q,Ki)
2 = d′L(Q, pi)

2 + wi.

Po úpravách a vyjádřeńı Laguerre vzdálenosti d′L(Q, pi) dostáváme rovnost

d′L(Q, pi) =
√
de(Q,Ki)2 − wi. (23)
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Poznámka 20 Laguerre vzdálenost libovolného bodu Q roviny od generuj́ıćı kružnice
pi se lǐśı podle jeho polohy v̊uči generujćıćı kružnici. Pokud bod Q lež́ı vně generuj́ıćı
kružnice pi, pak plat́ı d′L(Q, pi)

2 > 0. Pokud bod Q lež́ı na generuj́ıćı kružnici pi,
pak plat́ı d′L(Q, pi)

2 = 0. A pokud bod Q lež́ı uvnitř generuj́ıćı kružnice pi, pak plat́ı
d′L(Q, pi)

2 < 0.

•

Laguerre vzdálenost by měla být definována rovnost́ı (23). Nicméně Laguerre vzdá-
lenost z rovnosti (23) zavedeme bez odmocniny. To uděláme úmyslně, nebot’ z poznámky
20 je vidět, že pro bodQ nacházej́ıćı se uvnitř generuj́ıćı kružnice je Laguerre vzdálenost
záporná. Protože chceme definovat Laguerre vzdálenost i pro body lež́ıćı uvnitř gene-
ruj́ıćı kružnice zavedeme Laguerre vzdálenost následovně [9], [5].

Definice 5.2 Mějme libovolný bod Q roviny a generuj́ıćı kružnici pi = (Ki,
√
wi) ∈ S ′,

kde Ki = (xi, yi) je střed kružnice pi a
√
wi je poloměr této kružnice. Pak Laguerre

vzdálenost definujeme
dL(Q, pi) = de(Q,Ki)

2 − wi. (24)

•

Pro odvozenou Laguerre vzdálenost v rovnosti (23) a pro definovanou Laguerre
vzdálenost v rovnosti (24) plat́ı d′L(Q, pi)

2 = dL(Q, pi).

Věta 5.1 Osa dvou generuj́ıćıch kružnic pi, pj ∈ S ′ je př́ımka a budeme ji značit
BL(pi, pj). Pak hrany Laguerre Voroneho diagramu jsou částmi těchto př́ımek.

•

Důkaz V úvodu této kapitoly jsme zavedli množinu generuj́ıćıch bod̊u S, kterou
jsme poté, pro lepš́ı př́ıstup k Laguerre Voroneho diagramu, modifikovali na množinu
generuj́ıćıch kružnic S ′. Nicméně, zde bude výhodněǰśı vrátit se k množině generuj́ıćıch
bod̊u S.

Hledáme množinu bod̊u Yi, které maj́ı stejnou Laguerre vzdálenost od dvou gene-
ruj́ıćıch bod̊u P1, P2 ∈ S. Můžeme tedy psát

dL(Yi, P1) = dL(Yi, P2).

Množina bod̊u, která má stejnou vzdálenost od dvou pevně zvolených bod̊u je
př́ımka. Z toho plyne, že množina bod̊u Yi, které maj́ı stejnou Laguerre vzdálenost
od dvou bod̊u je také př́ımka.

◦
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Obrázek 55: Laguerre Voroneho hrana v závislosti na poloze generuj́ıćıch kružnic

Na obrázku 55 je ukázáno, jak vypadá hrana Laguerre Voroneho diagramu pro dvě
generuj́ıćı kružnice p1, p2 ∈ S ′ v závislosti na jejich vzájemné poloze [10].

Mějme dvě generuj́ıćı kružnice p1 = (K1,
√
w1), p2 = (K2,

√
w2) ∈ S ′. V př́ıpadě,

že generuj́ıćı kružnice nemaj́ı žádný společný bod a jedna nelež́ı uvnitř druhé, pak
Voroneho hrana prot́ıná úsečku K1K2, viz obr. 55a). Pokud maj́ı generuj́ıćı kružnice
společný bod (resp. body), pak Voroneho hrana procháźı t́ımto společným bodem
(resp. společnými body), viz obr. 55b). Pokud generuj́ıćı kružnice nemaj́ı společný bod
a současně jedna z generuj́ıćıch kružnic lež́ı uvnitř druhé, pak Voroneho hrana neprot́ıná
úsečku KiKj, viz obr. 55c), [10].

Definice 5.3 Mějme dvě generuj́ıćı kružnice pi, pj ∈ S ′ a libovolný bod Q roviny, pak
otevřenou Leguerre polorovinu kružnice pi ∈ S ′, kde kružnice pi je interpretaćı
generuj́ıćıho bodu Pi ∈ S s váhou

√
wi, definujeme

hL(pi, pj) = {Q|dL(Q, pi) < dL(Q, pj)}.

Laguerre Voroneho buňku kružnice pi definujeme

νL(pi) =
⋂

pj∈S′,pj 6=pi

hL(pi, pj).

•

Obrázky 56a), b) jsou př́ıklady Laguerre Voroneho diagramu. Všimněme si, že ge-
neruj́ıćı kružnice některých Voroneho buněk neobsahuj́ı své generátory, např. Voroneho
buňka νL(p3), viz obr. 56a). Takovéto generuj́ıćı kružnice se označuj́ı jako
”substantial circle”. Obdobně se může stát, že některé generuj́ıćı kružnice budou na-
tolik ovlivněny zbylými generátory, že jejich Voroneho buňka bude prázdná množina.
V diagramu se to projev́ı tak, že nebudou mı́t svou vlastńı Voroneho buňku, např.
generuj́ıćı kružnice p3 na obrázku 56b). Takovéto generuj́ıćı kružnice se označuj́ı jako
”trivial circle” [10].
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Obrázek 56: Laguerre Voroneho diagram, kde generuj́ıćı kružnice je :a) ”sub-
stantial circle”; b) ”trivial circle”

V následuj́ıćı kapitole uvedeme Inkrementálńı algoritmus pro Laguerre Voroneho di-
agram, jehož implementace je součást́ı této práce. Poṕı̌seme postup algoritmu a součas-
ně uvedeme některé problémy a jejich řešeńı, které se vyskytly při jeho implementaci.

5.1 Inkrementálńı algoritmus pro Laguerre Voroneho diagram

Mějme S ′ = {p1, p2, . . . , pn} množinu generuj́ıćıch kružnic pi = (Ki,
√
wi), kde

Ki = (xi, yi) jsou středy kružnic a
√
wi jsou jejich poloměry. Pro jednoduchost budeme

předpokládat následuj́ıćı omezeńı množiny S ′

• žádné tři a v́ıce generuj́ıćı kružnice nemaj́ı společný pr̊unik

• žádné dvě generuj́ıćı kružnice pi, pj nelež́ı současně uvnitř jiné generuj́ıćı kružnice
pk, kde i 6= j 6= k

• žádné tři středy generuj́ıćıch kružnic nejsou kolineárńı

• žádné dva středy generuj́ıćıch kružnic nemaj́ı stejnou x-ovou souřadnici

• Laguerre Voroneho diagram neńı degenerovaný, tzn. stupeň každého Voroneho
vrcholu je tři

• žádná generuj́ıćı kružnice neńı ”trivial circle”, tzn. Voroneho diagram neobsahuje
kružnice, jejichž Voroneho buňka je prázdná množina.

Inkrementálńı algoritmus pro Laguerre Voroneho diagram je analogický jako In-
krementálńı algoritmus pro Obecný Voroneho diagram, viz kapitola 2.1.1. Hrany obou
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těchto Voroneho diagramů, Obecného i Laguerre, jsou částmi př́ımek. Hlavńı rozd́ıl je
v určováńı vzdálenosti, ta se u Laguerre Voroneho diagramu určuje jako vzdálenost
libovolného bodu Q roviny od dotykového bodu Ti generuj́ıćı kružnice pi,
viz definice 5.2.

Poznámka 21 Bod Q nálež́ı Laguerre Voroneho buňce νL(pi), pro generuj́ıćı kružnici
pi, pokud plat́ı dL(Q, pi) < dL(Q, pj). V př́ıpadě rovnosti bod Q lež́ı na Voroneho hraně
mezi buňkami ν(pi), ν(pj).

•

Inkrementálńı algoritmus pro Laguerre Voroneho diagram spoč́ıvá v nalezeńı La-
guerre Voroneho diagramu pro tři generuj́ıćı kružnice pi ∈ S ′, kde i = 1, 2, 3, a následně
postupném přidáváńı daľśıch generuj́ıćıch kružnic pj ∈ S ′, kde j = 4, 5, . . . , n, n udává
počet generuj́ıćıch kružnic v množině S ′. Pro každou nově přidanou generuj́ıćı kružnici
urč́ıme jej́ı lokalizaci, tzn. ve které Laguerre Voroneho buňce nově přidaná generuj́ıćı
kružnice lež́ı. Následně prohledáváme a vytvář́ıme osy BL(pk+1, pl), kde k je počet ge-
neruj́ıćıch kružnic stávaj́ıćıho Voroneho diagramu a l udává index generuj́ıćı kružnice
stávaj́ıćıho diagramu, která je ovlivněna nově přidanou generuj́ıćı kružnićı. Po ukončeńı
prohledáváńı přejdeme k začǐstěńı hran a vymažeme ty části hran, které již nesplňuj́ı
vlastnosti Voroneho hran.

Lemma 5.1 Nově přidaná generuj́ıćı kružnice pk+1 = (Kk+1,
√
wk+1), kde Kk+1 je

střed generuj́ıćı kružnice pk+1, lež́ı uvnitř Laguerre Voroneho buňky νL(pl), stávaj́ıćıho
Laguerre Voroneho diagramu, pokud plat́ı

dL(Kk+1, pl) < dL(Kk+1, pj), (25)

kde pl 6= pj.

•

Důkaz Budeme vycházet z definice Voroneho buňky, viz definice 5.3. Laguerre Voro-
neho buňka νL(pi) obsahuje právě ty body Q roviny, které maj́ı od generuj́ıćı kružnice
pi menš́ı Laguerre vzdálenost než od jiné generuj́ıćı kružnice z množiny S ′. Plat́ı tedy,
že Q ∈ νL(pi), pokud plat́ı

dL(Q, pi) < dL(Q, pj). (26)

Jestliže bod Q v nerovnici (26) nahrad́ıme středem Kk+1 nově přidané generuj́ıćı
kružnice pk+1, pak plat́ı

dL(Kk+1, pi) < dL(Kk+1, pj), (27)

kde i 6= j. Což je nerovnice (25).

◦
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Algoritmus (Inkrementálńı pro Laguerre Voroneho diagram)
Vstup: Množina generuj́ıćıch kružnic S’ = {p1, p2, . . . , pn}.
Výstup: Voroneho diagram množiny S’.

1. Inicializace

(a) vytvořeńı fronty F a vložeńı generuj́ıćıch kružnic p1, p2, . . . , pn do fronty

(b) seřazeńı generuj́ıćıch kružnic pi, kde i = 1, 2, . . . , n, od nejnižš́ı x-ové souřad-
nice střed̊u kružnic

2. Postup algoritmu

(a) výběr prvńıch tř́ı generuj́ıćıch kružnic p1, p2, p3 z fronty F a vytvořeńı La-
guerre Voroneho diagramu pro tyto generuj́ıćı kružnice

(b) výběr kružnice pk+1 z fronty, kde k udává počet generuj́ıćıch kružnic stávaj́ı-
ćıho Laguerre Voroneho diagramu

(c) určeńı lokalizace kružnice pk+1 ve stávaj́ıćım Laguerre Voroneho diagramu

(d) nalezeńı osy BL(pk+1, pl) dvou kružnic

(e) nalezeńı pr̊useč́ık̊u osy BL(pk+1, pl) s hranićı Laguerre Voroneho buňky
νL(pl), kde hranice je množina hran ohraničuj́ıćı danou Voroneho buňku

(f) rozhodnut́ı o počtu pr̊useč́ık̊u osy úsečky BL(pk+1, pl) s hranićı Laguerre
Voroneho buňky νL(pl)

i. existuje pouze jeden pr̊useč́ık

A. tento pr̊useč́ık urč́ı následuj́ıćı Laguerre Voroneho buňku νL(pm),
která bude ovlivněna generuj́ıćı kružnićı pk+1

B. nalezeńı osy BL(pk+1, pm) a jej́ıch pr̊useč́ık̊u s hranićı Laguerre
Voroneho buňky νL(pm)

C. rozhodnut́ı o počtu pr̊useč́ık̊u

• existuje jeden pr̊useč́ık: pokračováńı bodem (2g)

• existuj́ı dva pr̊useč́ıky: zvoleńı pr̊useč́ıku, který nelež́ı na společ-
né hranici dvou buněk νL(pl), νL(pm), pokračováńı
bodem (2(f)i)

ii. existuj́ı dva pr̊useč́ıky

A. výběr jednoho libovolného pr̊useč́ıku, č́ımž je určena Laguerre
Voroneho buňka νL(pm), která jako daľśı bude ovlivněna nově
přidanou generuj́ıćı kružnićı pk+1

B. nalezeńı osy BL(pk+1, pm) a jej́ıch pr̊useč́ık̊u s hranićı Voroneho
buňky ν(pm)
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C. rozhodnut́ı o počtu pr̊useč́ık̊u

• existuje jeden pr̊useč́ık: zvoleńı druhého pr̊useč́ıku z p̊uvodně
nalezených a pokračováńı předcházej́ıćım bodem

• existuj́ı dva pr̊useč́ıky: zvoleńı pr̊useč́ıku, který nelež́ı na společ-
né hranici dvou buněk νL(pl), νL(pm)

(g) vyrušeńı hran uvnitř nově vzniklé Voroneho buňky νpk+1 a pokračováńı
bodem (2b)

Inkrementálńı algoritmus pro Laguerre Voroneho diagram tak, jak zde byl do této
chv́ıle prezentován, neinformuje o tom, jakým zp̊usobem řešit d́ılč́ı části algoritmu, jako
např́ıklad lokalizaci nově přidané generuj́ıćı kružnice nebo začǐstěńı hran. V následuj́ıćı
podkapitole uvedeme řešeńı některých těchto základńıch část́ı Inkrementálńıho algo-
ritmu tak, jak byly řešeny při jeho implementaci.

5.1.1 Řešeńı d́ılč́ıch část́ı Inkrementálńıho algoritmu pro Laguerre Voro-
neho diagram

Vstupem algoritmu je seznam generuj́ıćıch kružnic pi = (xi, yi,
√
wi) ∈ S ′,

i = 1, 2, . . . , n. Seznam těchto generuj́ıćıch kružnic zadáváme do položky vstup =
{p1, p2, . . . , pn}, např.

vstup = {{0,−8, 1}, {−6, 0, 6}, {−1, 7, 2}, {1, 1, 4}, {10,−5, 3}}.

Aby se nestalo, že některé generuj́ıćı kružnice budou mimo výstupńı zorné pole
je v úvodu programu možnost si velikost pole zvolit. Velikost zorného pole voĺıme
v položce pole = {a, b}, kde a udává spodńı mez x-ové, y-ové osy a b udává horńı mez
x-ové, y-ové osy, např.

pole = {−15, 15}.
Velikost pole je úmyslně nastavena tak, aby se dala navolit podle potřeby uživatele. Je
to z toho d̊uvodu, aby bylo možné zorné pole zvětšit na požadovanou velikost.

Zorné pole, se vstupńımi generuj́ıćımi kružnicemi je vidět na obrázku 57.
Jedna z hlavńıch část́ı programu řeš́ı přidáváńı generuj́ıćıch kružnic a následné

prohledáváńı pro nalezeńı Laguerre Voroneho buňky nově vložené generuj́ıćı kružnice.
Abychom omezili počet možnost́ı, kam se může nově přidaná generuj́ıćı kružnice umı́stit,
a t́ım zjednodušili prohledáváńı, je úvodńı množina vstupńıch generuj́ıćıch kružnic
seřazena podle x-ových souřadnic jejich střed̊u, od nejnižš́ı po nejvyšš́ı hodnotu.
Seřazená množina vstupńıch bod̊u je v programu označena a.

Vstupńı množina, která je zde uvedena jako př́ıklad, bude po seřazeńı vypadat

a = {{−6, 0, 6}, {−1, 7, 2}, {0,−8, 1}, {1, 1, 4}, {10,−5, 3}}.

Po seřazeńı vstupńı množiny generuj́ıćıch kružnic vezmeme prvńı tři generuj́ıćı
kružnice a vytvoř́ıme pro ně Laguerre Voroneho diagram. To, jakým zp̊usobem La-
guerre Voroneho diagram pro tři kružnice vzniká, poṕı̌seme v následuj́ıćı části.
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Obrázek 57: Zorné pole se vstupńımi generuj́ıćımi
kružnicemi

Laguerre Voroneho diagram pro tři kružnice Prvńı tři generuj́ıćı kružnice, pro
které vytvář́ıme Laguerre Voroneho diagram, vlož́ıme do nového seznamu. Tento nový
seznam, prvńıch tř́ı generuj́ıćıch kružnic, je v programu značen v a pro náš př́ıklad
vypadá

v = {{−6, 0, 6}, {−1, 7, 2}, {0,−8, 1}}.
Abychom byli schopni vykreslit Laguerre Voroneho diagram pro tři kružnice, potře-

bujeme znát osu BL(pi, pj), i 6= j, kde i, j = 1, 2, 3.

Nalezeńı osy dvou generuj́ıćıch kružnic Pro nalezeńı osy dvou libovolných
generuj́ıćıch kružnic je v programu vytvořena procedura Bisector[a1,a2], kde a1, a2
jsou vstupy procedury v podobě dvou generuj́ıćıch kružnic mezi nimiž hledáme osu.
Abychom byli schopni nalézt rovnici osy potřebujeme znát daľśı informace. V pro-
ceduře je tento problém řešen tak, že najdeme dva body, které jsou součást́ı osy
dvou generuj́ıćıch kružnic. Tyto dva body nalezneme d́ıky jejich vlastnostem. Pro
body, které lež́ı na ose plat́ı, že maj́ı stejnou vzdálenost od dvou generuj́ıćıch kružnic.
Této vlastnosti využijeme. Chceme naj́ıt souřadnice bodu A = (x, y), který má stej-
nou vzdálenost od dvou generuj́ıćıch kružnic pi = (Ki,

√
wi), pj = (Kj,

√
wj), kde

Ki = (xi, yi), Kj = (xj, yj) jsou středy generuj́ıćıch kružnic. Budeme řešit soustavu
dvou rovnic

dL(A, pi) = konst.
dL(A, pj) = konst.
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Konstanta je volena tak, aby nenastal př́ıpad, kdy soustava nemá řešeńı. Abychom toto
zajistili je konstanta pro každé dvě generuj́ıćı kružnice pi, pj volena r̊uzně

konst. =
√
wi +

√
wj + |xi − xj|+ |yi − yj|.

Řešeńım soustavy rovnic jsou dva body lež́ıćı na ose dvou generuj́ıćıch kružnic. Dı́ky
těmto bod̊um nalezneme obecnou rovnici osy a současně ji vykresĺıme.

Všechny osy, pro libovolné dvě generuj́ıćı kružnice, které jsou v programu poč́ıtány,
jsou označovány jako blai a uchovávaj́ı v sobě informace o dvou bodech, jež jsou řešeńım
výše uvedené soustavy rovnic, obecnou a středovou rovnici osy, vykresleńı dané osy
a generuj́ıćı kružnice mezi nimiž byla osa úsečky vypočtena.

Pro dvě generuj́ıćı kružnice p1 = {−6, 0, 6}, p2 = {−1, 7, 2} je osa

bla1 = Bisector[p1, p2]

a jej́ı výstup je vidět na obrázku 58.

Obrázek 58: Výstup busectoru bla1 pro dvě generuj́ıćı kružnice p1, p2

Nyńı se vrat’me zpět k nalezeńı Laguerre Voroneho diagramu pro tři generuj́ıćı
kružnice. Pro nalezeńı tř́ı os blai mezi generuj́ıćımi kružnicemi pi, i = 1, 2, 3, použijeme
proceduru Bisector. V př́ıpadě, že středy generuj́ıćıch kružnic nejsou kolineárńı, hledáme
Voroneho vrchol. Voroneho vrchol je pr̊unikem tř́ı os pro tři generuj́ıćı kružnice. Na-
jdeme ho jako řešeńı soustavy rovnic pro dvě osy. Obecnou rovnici osy označme blai2
a vypočtěme soustavu rovnic

blai2 = 0
blaj2 = 0
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Tento pr̊useč́ık je v programu pojmenován vvrchol a uchovává v sobě informace o osách
blai, i = 1, 2, 3, které j́ım procháźı.

Nyńı již máme zjǐstěny informace o třech osách blai pro tři generuj́ıćı kružnice.
Abychom mohly dokončit Laguerre Voroneho diagram pro tři generuj́ıćı kružnice,
potřebujeme osy začistit. Voroneho vrchol nám každou z os rozděluje na dvě po-
lopř́ımky, začǐstěńım je zde myšleno vymazáńı té polopř́ımky, která neńı součást́ı Vo-
roneho hrany. Postup začǐstěńı poṕı̌seme v následuj́ıćı části.

Začǐstěńı pro tři generuj́ıćı kružnice Pro začǐstěńı Laguerre Voroneho dia-
gramu pro tři generuj́ıćı kružnice je v programu vytvořena procedura Zacisteni[zk1,
zk2,zk3,vrchol,b1,b2,b3], kde b1, b2, b3 jsou vstupy procedury v podobě tř́ı gene-
ruj́ıćıch kružnic, pro které začǐst’ujeme, vrchol je Voroneho vrchol jež jsme vypočetli
výše a zk1, zk2, zk3 jsou body lež́ıćı na dané ose.

Body zk1, zk2, zk3 jsou body, které lež́ı po řadě na osách blai, i = 1, 2, 3, a jejich
x-ová (popř. y-ová) souřadnice je rovna x-ové (popř. y-ové) souřadnici Voroneho vr-
cholu plus dostatečně velká konstanta. V programu jsme konstantu zvolili rovnu sto.
Pro hledáńı těchto bod̊u zk je v programu vytvořena procedura
BodBisectoru[v1,v2,blai,vrcholi], kde vstup v1, v2 jsou generuj́ıćı kružnice, blai je
osa pro generuj́ıćı kružnice v1, v2 a vrcholi je Voroneho vrchol, body této procedury
označujeme zki. Procedura BodBisectoru, pro dvě generuj́ıćı kružnice, které nemaj́ı
stejnou y-ovou souřadnici, poč́ıtá soustavu rovnic

blai2 = 0
x1 = xvrcholi + konst.

kde blai2 označuje obecnou rovnici osy s neznámými x1, y1, konst. = 100 a xvrcholi
označuje x-ovou souřadnici Voroneho vrcholu.

Pokud budou mı́t dvě generuj́ıćı kružnice stejnou y-ovou souřadnici bude soustava
rovnic vypadat

blai2 = 0
y1 = yvrcholi + konst.

kde konst. = 100. Konstanta, která se přič́ıtá, je úmyslně volena vyšš́ı, je to z toho
d̊uvodu, aby se hledaný bod nenacházel uvnitř některé generuj́ıćı kružnice, to by
následně mohlo vést k chybnému výpočtu v proceduře Zacisteni.

Pokud máme zjǐstěny body zki, i = 1, 2, 3, můžeme přistoupit k využit́ı procedury
Zacisteńı. Tato procedura porovnává Laguerre vzdálenost bodu zki od jedné generuj́ıćı
kružnice pm, která je jednou z tvoř́ıćıch kružnic osy blai a od jiné generuj́ıćı kružnice
pn, která neńı tvoř́ıćı kružnice osy blai. Na základě těchto porovnáńı vykresĺı správnou
polopř́ımku dané osy. Aby bod zki byl součást́ı Voroneho hrany muśı pro něj platit

dL(zki, Km) < dL(zki, Kn),
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kde Km je střed generuj́ıćı kružnice pro osu blai a Kn je střed generuj́ıćı kružnice, která
neńı tvoř́ıćı generuj́ıćı kružnićı pro osu blai. Na obrázku 59 je ukázán diagram pro tři
generuj́ıćı kružnice.

Obrázek 59: Laguerre Voroneho diagram pro tři ge-
neruj́ıćı kružnice

Nyńı již máme vytvořen Laguerre Voroneho diagram pro tři generuj́ıćı kružnice.
V této chv́ıli přidáme do stávaj́ıćıho diagramu, v tomto př́ıpadě do diagramu pro tři
generuj́ıćı kružnice, daľśı kružnici v pořad́ı, v našem př́ıkladě je to čtvrtá kružnice ze
seřazeného seznamu a, a to p4 = {1, 1, 4}.

Pro zacykleńı a daľśı využit́ı jsou všechny osy uchovávány v seznamu, který je
pojmenovám primky = {blai}, i = 1, 2, . . . , k, kde k je celkový počet os, které jsou
během pr̊uběhu algoritmu vypočteny. Kromě os budeme uchovávat i seznam Voro-
neho vrchol̊u. V programu jsou celkem dva takovéto seznamy, prvńı je pojmenován
l a uchovává všechny Voroneho vrcholy, ktreré byly v pr̊uběhu algoritmu vypočteny,
i ty, které již Voroneho vrcholy nejsou, druhý seznam je pojmenován ll a uchovává
pouze platné Voroneho vrcholy.

Cyklus prob́ıhá od j = 1 do j ≤ n−3, kde n je počet vstupńıch generuj́ıćıch kružnic.
Po přidáńı čtvrté generuj́ıćı kružnice je potřeba určit lokalizaci, tzn. určit Voroneho

buňku, ve které nově přidaná generuj́ıćı kružnice lež́ı. To je řešeno následovně.

Lokalizace Pro lokalizaci nově přidané generuj́ıćı kružnice použijeme opět řazeńı
množiny generuj́ıćıch kružnic. Řadit nebudeme celou množinu vstupńıch kružnic, ale
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pouze ty kružnice pro které je Voroneho diagram již hotov. Tento proces je v programu
pojmenován serazenii. Pro přidáńı čtvrté kružnice p4 = {1, 1, 4}, tedy budeme řadit
pouze prvńı tři generuj́ıćı kružnice. Kružnice řad́ıme od nejmenš́ı po největš́ı Laguerre
vzdálenost středu nově přidané generuj́ıćı kružnce od ostatńıch generuj́ıćıch kružnic.
V našem př́ıkladě bude seřazeńı prvńıch tř́ı kružnic vypadat následovně

serazeni1 = {{−6, 0, 6}, {−1, 7, 2}, {0,−8, 1}}.

Je jasné, že pokud řad́ıme generuj́ıćı kružnice stávaj́ıćıho Voroneho diagramu podle
jejich nejmenš́ı Laguerre vzdálenosti od nově přidané generuj́ıćı kružnice, pak kružnice
na prvńı pozici v serazeni1 je generuj́ıćı kružnice v jej́ıž Voroneho buňce nově přidaná
generuj́ıćı kružnice lež́ı,viz obr. 60.

Obrázek 60: Lokalizace nově vložené generuj́ıćı
kružnice p4

Po určeńı generuj́ıćı kružnice pi, i = 1, 2, 3, v jej́ıž Voroneho buňce nově vložená
kružnice p4 lež́ı, najdeme osu BL(pi, p4) pomoćı procedury Bisector, viz výše. Tato
nově nalezená osa je pojmenována bla4. Abychom mohli pokračovat v algoritmu muśıme
naj́ıt pr̊useč́ıky osy BL(pi, p4) s hranićı Voroneho buňky kružnice pi.

Nalezeńı pr̊useč́ık̊u V prvńı řadě si uvědomme, že pr̊useč́ıky osy BL(pi, p4) s hranićı
Voroneho buňky kružnice pi jsou současně nové Voroneho vrcholy, které přidáme do
seznamu Voroneho vrchol̊u l. Myšlenka nalezeńı Voroneho vrchol̊u spoč́ıvá v tom, že
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nalezneme pr̊useč́ıky BL(pi, p4) se všemi ostatńımi osami. Budeme tedy řešit soustavy
rovnic

blai = 0
bla4 = 0

kde blai jsou rovnice os stávaj́ıćıho Laguerre Voroneho diagramu. Po nalezeńı všech
těchto pr̊useč́ık̊u budeme testovat, který z nich splňuje podmı́nky na Voroneho vrchol.
K tomuto účelu je v programu vytvořena procedura TestPrusecikuOb[prusecikyi,
serazenii], kde vstupem procedury je seznam všech nalezených pr̊useč́ık̊u a seznam
serazeni1. V proceduře je poč́ıtána Laguerre vzdálenost každého jednotlivého pr̊useč́ıku
od generuj́ıćı kružnice v serazeni1, tyto hodnoty seřad́ıme od nejnižš́ı po nejvyšš́ı pro
každý z pr̊useč́ık̊u. Dále testujeme, zda vzdálenost jednotlivých pr̊useč́ık̊u od př́ıslušných
generuj́ıćıch kružnic, tzn. od generuj́ıćıch kružnic, pro které jsou vytvořeny osy, jejichž
pr̊unikem je konkrétńı pr̊useč́ık, je stejná a současně, zda je menš́ı než nejmenš́ı La-
guerre vzdálenost pr̊useč́ıku od všech generuj́ıćıch kružnic, pokud toto plat́ı vyṕı̌seme
True pokud toto neplat́ı vyṕı̌seme False.

Pro naše účely potřebujeme znát souřadnice Voroneho vrchol̊u, proto je v pro-
gramu procedura VorVrcholy2[testprusecikui, prusecikyi], jej́ıž vstupem je výs-
tup předešlé procedury TestPrusecikuOb a seznam všech nalezených pr̊useč́ık̊u. V Pro-
ceduře V orV rcholy2 procháźıme výstup procedury TestPrusecikuOb a pokud je roven
True, tak daný pr̊useč́ık vyṕı̌seme, pokud je roven False, pak neděláme nic. Výstupem
procedury V orV rcholy2 jsou pouze Voroneho vrcholy jež vzniknou pr̊unikem osy
BL(pi, p4) s hranićı Voroneho buňky ν(pi), kde pi je kružnice v jej́ıž Voroneho buňce
nově vložená generuj́ıćı kružnice p4 lež́ı. V programu je Voroneho vrchol pojmenován
vrcholyi, viz obr. 61.

Nyńı máme nalezené Voroneho vrcholy, v našem př́ıkladě jsou dva. Pokud jsou
nalezeny dva Voroneho vrcholy muśıme, pro daľśı prohledáváńı, zvolit jeden z nich.
V programu vždy voĺıme Voroneho vrchol, který je v seznamu vrcholyi na prvńı pozici.
Podle obecných informaćı, uvedených u Inkrementálńıho algoritmu, tyto Voroneho vr-
choly určuj́ı Voroneho buňku, která jako daľśı bude ovlivěna nově vloženou generuj́ıćı
kružnićı. To, jak je problém řešen, nyńı uvedeme.

Určeńı následuj́ıćı Voroneho buňky Pro určeńı následuj́ıćı buňky je v programu
vytvořena procedura LokBisectoru2[vrcholyi, a4], kde vstupem jsou vrcholy1
a nově přidaná kružnice p4. Procedura LokBisectoru2 testuje, zda Laguerre vzdálenost
Voroneho vrcholu od generuj́ıćıch kružnic, vyjma nově přidané kružnice a té v jej́ıž
buňce nově přidaná generuj́ıćı kružnice lež́ı, je stejná jako Laguerre vzdálenost Voro-
neho vrcholu od nově přidané generuj́ıćı kružnice, pokud ano, pak se odvoláme na pro-
ceduruBisector a vytvoř́ıme novou osu bla5 = BL(pj, p4). To, od kterých kružnic měř́ım
Laguerre vzdálenost Voroneho vrcholu, je informace, která je uchovávána u Voroneho
vrcholu. U každého Voroneho vrcholu jsou uchovávány informace o jeho souřadnićıch,
o třech osách, jež se prot́ınaj́ı v daném Voroneho vrcholu. A jak bylo řečeno dř́ıve,
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Obrázek 61: Laguerre Voroneho diagram pro tři
kružnice s nově vloženou kružnićı p4, osou BL(pi, p4)
a Voroneho vrcholy

u každé osy jsou uchovávány informace o generuj́ıćıch kružnićıch, pro které jsou osy
vytvořeny.

Tento postup opakujeme pro druhý nalezený vrchol. T́ım źıskáme daľśı osu. La-
guerre Voroneho diagram v tuto chv́ıly, je vidět na obrázku 62.

Čárkovaná část je část, která bude při začǐstěńı odstraněna. Princip začǐstěńı uve-
deme později.

Jak již bylo řečeno dř́ıve, program, který je součást́ı této práce, neřeš́ı specialńı
př́ıpady. Množina generuj́ıćıch kružnic S ′ je omezena již na začátku této kapitoly,
nicméně program má ještě jedno omezeńı. Toto omezeńı se týká počtu buněk do
kterých může nově přidaná kružnice zasahovat, počet těchto buněk je nejvýše tři. Dı́ky
řazeńı vstupńı množiny podle x-ových souřadnic střed̊u generuj́ıćıch kružnic mohou ve
výsledném diagramu být Voroneho buňky, jejichž ohraničeńı je tvořeno v́ıce než třemi
částmi os, ale při samotném přidáńı nové kružnice toto možné neńı. V př́ıpadě, že by
nově přidaná kružnice zasahovala do v́ıce jak tř́ı Voroneho buněk, program vyṕı̌se chy-
bovou hlášku.

Posledńı krok, který zbývá, je začǐstěńı hran. Princip začǐstěńı os, na kterých lež́ı
pouze jeden Voroneho vrchol je stejný jako začǐstěńı Laguerre Voroneho diagramu pro
tři generuj́ıćı kružnice, viz kap. 5.1.1 na str. 72.
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Obrázek 62: Laguerre Voroneho diagram pro tři
kružnice s nově vloženou kružnićı p4, osami úseček
BL(pi, p4), i = 1, 2, 3, a Voroneho vrcholy vzniklé na
hranici Voroneho buňky νL(pi)

Začǐstěńı Procedura Zacisteni ze strany 72 začǐst’uje osy tř́ı generuj́ıćıch kružnic
najednou. Nyńı, pro naše účely, je výhodněǰśı začǐst’ovat hrany postupně. Pro tento
účel je v programu vytvořena procedura Zacisteni2[zk4, vrchol2, b1, b2, b3, b4],
kde vrchol2 je Voroneho vrchol, ve kterém začist’ujme, zk4 je bod lež́ıćı na dané ose
a jeho x-ová souřadnice je rovna x-ové souřadnici Voroneho vrcholu plus konstanta, viz
procedura BodBisectoru, která je popsána na straně 72. Vstupy b1, b2, b3, b4 procedury
Zacisteni2 jsou generuj́ıćı kružnice, kde b1 je jedna z generuj́ıćıch kružnic pro kterou
je daná osa vytvořena, b2 je nově přidaná generuj́ıćı kružnice a b3, b4 jsou generuj́ıćı
kružnice, které netvoř́ı danou osu.

Abychom zkrátili a zpřehlednili zápis programu je vytvořena procedura Pripad-
Treti[vrcholy, serazeni], kde vstupem procedury je Voroneho vrchol a serazenii.
Procedura PripadTreti sjednocuje a zpracovává dvě předešlé procedury BodBisectoru
a Zacisteni2.

Pokud na ose lež́ı dva Voroneho vrcholy, pak pro ně vytvoř́ıme úsečku. Důležitá
je v tomto př́ıpadě myšlenka, že každá osa je pojmenována blai, i = 1, 2, . . . , k, kde
k je celkový počet os, které program vypočetl. Každá začǐstěná hrana je pojmenována
zablai, i = 1, 2, . . . , k a indexem vždy odpov́ıdá př́ıslušné ose. Při přidáńı nové kružnice
jsou vždy přidány nové hrany blaj a také jsou začǐstěny zablaj. Některé hrany se při
přidáńı nové kružnice nezměńı, jejich p̊uvodńı začǐstěńı se tedy také nezměńı. Některé
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hrany se při přidáńı nové kružnice změńı, jejich p̊uvodńı začǐstěńı zablaj bude přepsáno
novým. Pomoćı přepisováńı začǐstěných hran jsou hrany po ukončeńı cyklu správně
začǐstěny. Jediné co zbývá je, tyto hrany vykreslit.

Problém vykresleńı konečného Laguerre Voroneho diagramu spoč́ıval v tom, že
některé hrany nejsou pouze začǐstěny, ale při přidáńı nové generuj́ıćı kružnice budou
vymazány. Taková hrana je vidět na obrázku 62. Z toho d̊uvodu je potřeba ze seznamu
začǐstěných hran zablai tyto hrany vypustit. To je vyřešeno tak, že máme seznam všech
Voroneho vrchol̊u ll a každý vrchol uchovává informace o osách, které j́ım procháźı.
Pokud vyṕı̌seme pro každý Voroneho vrchol indexy jeho os a pro každý takovýto in-
dex dáme vykreslit začǐstěnou hranu zablai, pak již máme Laguerre Voroneho diagram
hotov.

Pro množinu vstupńıch generuj́ıćıch kružnic, jež zde byla dána jako př́ıklad,

vstup = {{0,−8, 1}, {−6, 0, 6}, {−1, 7, 2}, {1, 1, 4}, {10,−5, 3}},

je Laguerre Voroneho diagram znázorněn na obrázku 5.1.2.

Obrázek 63: Laguerre Voroneho diagram pro pět ge-
neruj́ıćıch kružnic
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5.1.2 Řešené př́ıklady

V této kapitole uvedeme několik př́ıklad̊u pro zaj́ımavě zvolené množiny generuj́ıćıch
kružnic. A vzhledem k omezeńı algoritmu ukážeme i př́ıklady množin s větš́ım množst-
v́ım generuj́ıćıch kružnic.

V počátćıch implementace byl algoritmus řešen tak, aby fungoval i ve specialńıch
př́ıpadech, jako např. při kolinearitě střed̊u kružnic. Postupně bylo od tohoto plánu
upuštěno s t́ım, že pokud bude dostatek času mohou se některé specialńı připady v pro-
gramu dořešit. Z tohoto d̊uvodu algoritmus zvládá vykreslit některé konkrétńı př́ıklady
specialńıch př́ıpad̊u, ale ne pro všechny možné kombinace umı́stěńı generuj́ıćıch kružnic
daného specialńıho př́ıpadu.

Prvńı dva př́ıklady jsou ukázkou Voroneho diagramu pro množinu S ′ s větš́ım
množstv́ım generuj́ıćıch kružnic.

Př́ıklady tři, čtyři a pět jsou ukázkou zaj́ımavě zvolené množiny S ′. Každý z těchto
tř́ı př́ıklad̊u nějak porušuje předpoklady kladené na množinu S ′, viz. kapitola 5.1 na
straně 66. Zvoleńı takovýchto př́ıklad̊u je možné, právě d́ıky tomu, že v počátćıch
implementace byl algoritmus řešen i pro specialńı př́ıpady.

1. př́ıklad pole = {−30, 30}

vstup = {{−23, 8, 2}, {−8,−15, 5}, {−21, 0, 6}, {0, 8, 4}, {3, 17, 0}, {10, 0, 3},
{14, 15, 1}, {20,−18, 3}, {25, 2, 1}}
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2. př́ıklad pole = {−30, 35}

vstup = {{−20, 8, 6}, {−15, 7, 3}, {−18, 0, 2}, {−10,−10, 8}, {−9, 10, 0}, {−7,−13, 3},
{2, 11, 5}, {10, 10, 2}, {20, 10, 3}, {25, 6, 3}, {30,−24, 5}}

3. př́ıklad pole = {−15, 15}

vstup = {{−2, 3, 7}, {0, 0, 2}, {3, 6, 1}, {−3,−1, 2}, {−1,−2, 1}}
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4. př́ıklad pole = {−15, 15}

vstup = {{0,−5, 6}, {−6, 0, 6}, {−1, 5, 5}, {1, 1, 4}, {3, 1, 1}}

5. př́ıklad pole = {−15, 15}

vstup = {{−4, 4, 3}, {−4,−1, 5}, {0, 4, 2}, {3, 4, 1}, {7, 4, 4}}
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6 Shrnut́ı algoritmů a využit́ı Voroneho diagramů

V následuj́ıćıch podkapitolách shrneme informace o algoritmech použitých v této práci
a uvedeme jejich výhody a nevýhody. Dále uvedeme několik př́ıklad̊u využit́ı Voroneho
diagramů v praxi.

6.1 Shrnut́ı algoritmů

V této práci jsme se zabývali třemi r̊uznými algoritmy, Inkrementálńım algoritmem,
algoritmem ”Plane sweep”a Metodou rostoućıch region̊u. Uvedeme zhodnoceńı těchto
algoritmů, jejich časovou složitost a výhody, či nevýhody jejich použit́ı.

Voroneho diagramy mohou být konstruovány v nejlepš́ım př́ıpadě s časovou složitost́ı
O(n log n). Algoritmy, které maj́ı tuto složitost jsou pro konstrukci Voroneho diagramu
optimálńı [2], [5].

Inkrementálńı algoritmus Jedná se o jeden z hojně využ́ıvaných algoritmů pro
konstrukci Voroneho diagramů. Algoritmus v prvńı řadě vytvoř́ı Voroneho diagram
pro dva, popř. tři, generuj́ıćı body a následně, v každém kroku, přidá generuj́ıćı bod,
pro nějž modifikuje Voroneho diagram a začist́ı hrany, uvnitř nově vzniklé Voroneho
buňky. Výhodou algoritmu, oproti jiným algoritmům, je, že je založen na přidáváńı
generuj́ıćıch bod̊u. Pokud pro již vytvořený Voroneho diagram množiny generuj́ıćıch
bod̊u budume cht́ıt množinu vstupńıch bod̊u navýšit, tak nemuśıme přepoč́ıtávat celý
diagram, ale můžeme vycházet z již vytvořeného Voroneho diagramu. Složitost Inkre-
mentálńıho algoritmu je O(n2), pro obecně zadanou množinu generuj́ıćıch bod̊u S [2],
[5].

”Plane sweep”algoritmus Tento algoritmus využ́ıvá tzv. zametaćı př́ımky a be-
ach line, která se skládá z parabolických oblouk̊u. Pr̊useč́ıky těchto oblouk̊u vykresluj́ı
Voroneho hranu. Složitost tohoto algoritmu je O(n log n) a je optimálńı [1], [2], [5].

Metoda rostoućıch region̊u Tato metoda zde byla uvedena pouze pro jej́ı nároznost.
Nicméně v kapitole 2.1.3 je uveden možný postup sestaveńı algoritmu. Postup algoritmu
je zde uveden pouze na ukázku, nebot’ pro vlastńı implementaci je metoda poměrně
náročná a nevhodná.

6.2 Využit́ı Voroneho diagramů

V následuj́ıćım textu uvedeme možná využit́ı některých zobecněných Voroneho dia-
gramů. Ty jsou obecně využ́ıvány v r̊uzných odvětv́ıch vědy, např. v biologii, sociálńıch
a ekonomických vědách, v poč́ıtačové grafice atd.
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Voroneho diagram v L1 metrice Voroneho diagramy se využ́ıváj́ı k řešeńı problé-
mů ideálńıho rozmı́stěńı r̊uzných typ̊u středisek, např. nákupńı střediska, nemocnice
atd. popř́ıpadě zjǐstěńı, které středisko máme nejbĺıže domovu. Při řešeńı takového typu
problému neńı vhodné využ́ıvat Obecné Voroneho diagramy, ty pracuj́ı s Eukleidovskou
metrikou, tzn. vzdušnou vzdálenost́ı dvou mı́st. Pro př́ıpad, kdy budeme ve městě
s pravoúhlými ulicemi a budeme cht́ıt zjistit, které středisko máme nejbĺıže, využijeme
Voroneho diagram v L1 metrice.

Voroneho diagram kružnic Bývá využ́ıván v krystalografii, biologii a chemii.
V biologii simuluje r̊ust buněk, živočǐsných společenstev (např. mořských korál̊u) či
krystal̊u [8]. Jak zde bylo zmı́něno, Voroneho diagram kružnic se využ́ıvá v biologii,
chemii a daľśıch vědách. Nicméně pro tyto vědy je výhodné Voroneho diagram kružnic
zobecnit v prostoru, tedy Voroneho diagram sfér. Bližš́ı informace o využit́ı Voroneho
diagramu sfér v chemii můžeme nalézt v [11].
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7 Závěr

Ćılem této práce bylo zpracovat teorii potřebnou pro studium zobecněných Voro-
neho diagramů, pro vybrané typy zobecněńı uvést vhodné algoritmy, popř. modifikaci
známých algoritmů a ve vhodném software provést implementaci vybraného algoritmu.

V jednotlivých kapitolách se diplomová práce věnovala r̊uzným typ̊um Voroneho
diagramů a algoritmům pro jejich konstrukci. Tato práce vycháźı předevš́ım z anglicky
psaných článk̊u, které jsou vyjmenovány v seznamu literatury.

Úvodńı kapitola se stručně věnovala Obecnému Voroneho diagramu a třem algo-
ritmům pro jeho konstrukci. Těmito algoritmy jsou Inkrementálńı algoritmus, algorit-
mus ”Plane sweep”a metoda rostoućıch region̊u. Jedná se sṕı̌se o připomenut́ı teorie
potřebné pro Voroneho diagramy a jejich algoritmy, nebot’ podrobněǰśı informace lze
nalézt v bakalářské práci [4], na kterou tato práce navazuje. Vyjma metody rostoućıch
region̊u, která zde byla popsána zcela nově.

V následuj́ıćıch kapitolách byly podrobně popsány tři r̊uzné typy zobecněných Vo-
roneho diagramů a to Voroneho diagram v L1 metrice, Voroneho diagram kružnic a La-
guerre Voroneho diagram. V každé z těchto kapitol byla zpracována teorie k danému
diagramu a byl udeveden minimálně jeden algoritmus, který byl vhodně modifikován
pro jeho použit́ı na daném zobecněném Voroneho diagramu.

Pro každý z výše uvedených zobecněných Voroneho diagramů byl ve vhodném soft-
ware zpracován jeden algoritmus. Pro Voroneho diagram v L1 metrice a pro Voroneho
diagram kružnic byla řešena metoda rostoućıch region̊u v programu Geogebra. Tato
metoda byla uvedena sṕı̌se jako názorná, tomu odpov́ıdá i zvolený software.

Pro Laguerre Voroneho diagram byl implementován Inkrementálńı algoritmus v pro-
gramu Mathematica 7. V počátćıch implementace byl algoritmus řešen tak, aby fungo-
val i ve specialńıch př́ıpadech, jako např. při kolinearitě střed̊u kružnic. Postupně bylo
od tohoto plánu upuštěno s t́ım, že pokud bude dostatek času mohou se některé speci-
alńı připady v programu dořešit. Z tohoto d̊uvodu algoritmus zvládá vykreslit některé
konkrétńı př́ıklady specialńıch př́ıpad̊u, ale ne pro všechny možné kombinace umı́stěńı
generuj́ıćıch kružnic daného specialńıho př́ıpadu.

Všechny programy spolu s manuálem jsou na přiloženém CD.

Tato práce se věnovala pouze třem typ̊um zobecněných Voroneho diagramů. Což
je velmi úzký výběr. V daľśı práci by bylo možno se věnovat jiným zaj́ımavým typ̊um
zobecněných Voroneho diagramů, jako např́ıklad Krystalický Voroneho diagram, Voro-
neho diagram úseček, popř. Voroneho diagram pro smı́̌senou vstupńı množinu (kružnice,
úsečky, mnohoúhelńıky) atd.
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8 Přehled použitého značeńı

S . . . množina generuj́ıćıch prvk̊u
l . . . zametaćı př́ımka
l+ . . . polorovina nad zametaćı př́ımkou
l− . . . polorovina pod zametaćı př́ımkou
Vor(S) . . . Voroneho diagram množiny S
Pi . . . generuj́ıćı body
ei . . . Voroneho hrana
ν(Pi) . . . Voroneho buňka
de(P,Q) . . . Eukleidovská vzdálenost
b . . . Beach line
βi . . . parabolické oblouky na Beach line
ki . . . generuj́ıćı kružnice
F . . . fronta událost́ı
ka . . . Apolloniova kružnice
Eh . . . horńı extrém generuj́ıćı kružnice
Ed . . . dolńı extrém generuj́ıćı kružnice
Ea . . . významný bod Apolloniovy kružnice
V . . . Voroneho vrchol
B(Pi, Pj) . . . osa úsečky
h(Pi, Pj) . . . otevřená polorovina pro bod Pi

h’(Pi, Pj) . . . uzavřená polorovina pro bod Pi

Bh(ki, kj) . . . hyperbola tvoř́ıćı osu mezi dvěmi kružnicemi
T . . . dotykový bod
BL(pi, pj) . . . osa úsečky v Laguerre geometrii
hL(pj, pj) . . . Laguerre otevřená polorovina kružnice pi
νL(pi) . . . Laguerre Voroneho buňka kružnice pi
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