Zapadoceska univerzita v Plzni

Fakulta aplikovanych véd

Katedra matematiky

Diplomova prace

Zobecnéné Voroneho diagramy

Plzen, 2012 Jana Homrova



Prohlaseni

Prohlasuji, ze jsem diplomovou praci vypracovala samostatné¢ a vyhradné s pouzitim
citovanych prament.

V Plznidne .................. Jana Homrova ....................



Podékovani

Dé&kuji RNDr, Svétlané Tomiczkové, PhD. za poskytnuty ¢as, odbornou pomoc, za ochotu
a trpélivost pii vedeni mé diplomové prace.



Zobecnéné Voroneho diagramy

Anotace

Tato diplomova prace se zabyva teorii potfebnou pro studium zobecnénych Voroneho
diagramt. Nejprve se zamétuje na Obecny Voroneho diagram, pro ktery stru¢né uvede
jeho definice a vlastnosti. Déle pro tento diagram popiSe tfi rizné algoritmy, konkrétné
Inkrementalni algoritmus, "Plane sweep" algoritmus a Metodu rostoucich regionti. Posléze
se zam¢fi na zobecnéné Voroneho diagramy, a to na Voroneho diagram v L; metrice,
Voroneho diagram kruznic a Laguerre Voroneho diagram. Pro kazdy z téchto diagramii
zpracuje teorii a minimalné jeden ze zminénych algoritmii. Soucasti prace je implementace
Inkrementalniho algoritmu pro Laguerre Voroneho diagram v programu Mathematica 7.
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Obecny Voroneho diagram, Voroneho diagram v L; metrice, Voroneho diagram kruznic,
Laguerre Voroneho diagram, Inkrementalni algoritmus, “Plane sweep* algoritmus, Metoda
rostoucich regionii

Generalized Voronoi diagrams

Annotation

The thesis deals with the theory needed for studying generalized Voronoi diagrams.

At the beginning it focuses on the Ordinary Voronoi diagram and briefly introduces its
definition and characteristics. After that three different algorithms for this diagram are
described, specifically Incremental algorithm, “Plane sweep* algorithm and the Method of
growing regions. Then it concentrates on generalized Voronoi diagrams, which are
Voronoi diaram in L; distance, Voronoi diagram of circle and Laguerre Voronoi diagram.
For each of these diagrams a theory and at least one of the algorithms are processed. One
part of the thesis is the implementation of Incremental algorithm for Laguerre Voronoi
diagram in software Mathematica 7.
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1 Uvod

Tato diplomova prace se zabyva teorii potiebnou pro studium zobecnénych Voroneho
diagramt. Déle se vénuje vybranym typum zobecnénych Voroneho diagramu a uvadi
pro né vhodné algoritmy, popt. modifikaci znamych algoritmu.

Pro tuto préaci byla vybrana tii ruzna zobecnéni Voroneho diagramu a to Voroneho
diagram v L; metrice, Voroneho diagram kruznic a Laguerre Voroneho diagram.

Diplomové préce navazuje na bakaldfskou praci [4], kterd se zabyvala Voroneho
diagramy, definici zakladnich pojmu a vlastnosti. Dale v ni byly uvedeny nékteré typy
algoritmu pro konstrukci Voroneho diagramu a nékteré typy zobecnéni.

Kapitoly diplomové prace se postupné vénuji jednotlivym Voroneho diagramum.

Strucné je uveden Obecny Voroneho diagram, ktery byl podrobnéji fesen v ba-
kaldrské praci [4], jeho zékladni terminologie a tii ruzné algoritmy pro jeho konstrukei.

V dalsi kapitole je rozepsdan Voroneho diagram v L; metrice a Metoda rostoucich
reginu pro tento typ diagramu. Je popsana modifikace metody a jeji znazornéni v pro-
gramu Geogebra.

Nésledné je popsan Voroneho diagramem kruznic, hojné se, v této kapitole, vyuziva
¢lanek [1]. Pro tento diagram je uvedena modifikace vSech tii algoritmu, které jsou
v této praci feSeny a metoda rostoucich regiont je opét znazornéna v programu Geo-
gebra.

Posledni zobecnéni, kterému je vénovana pozornost je Laguerre Voroneho diagram.
Je pro néj popsan Inkrementalni algoritmus, jehoz implementace v programu Mathe-
matica 7, je soucasti prace. Uvadi se podrobny popis algoritmu a feSeni problému,
které se pii jeho implementaci vyskytly.

V zavérecné kapitole je uveden souhrn algoritmi, jejich vyhod a nevyhod. Souc¢asné
jsou zminéna moznd vyuziti Voroneho diagramu.

Hlavnimi zdroji jsou [1] od autoru Li Jin, Domguk Kim, Lisen Mu, Deok-Soo
Kim, Shi-Min Hu, [9], jehoz autorem je K. Sugihara, [5] od autoru F. Aurenhammer
a R. Klein, [10], jehoz autory jsou Hiroshi Imai, Masao Iri a Kazuo Murota.



2 Obecny Voroneho diagram

Necht S = {P}, P,,..., P,} je mnozina generujicich bodu v roving, kde n > 2. Eu-
kleidovska vzdalenost dvou bodu P = (p1,p2) a @ = (q1,¢2) je definovéana vztahem

de(P,Q) = \/(p1 — @1)* + (p2 — 12)*.

Definice 2.1 Méjme dva generujici body Py, P, € S a libovolny bod X v roviné.
Otevrenou polorovinu bodu P, definujeme

h<P17P2) = {X|de(P1,X) <de(P2,X>}. (1)
Uzavrenou polorovinu bodu P, definujeme

h/(PbP?):{dee(PlaX) Sde(P%X)}‘ (2)

Primka jez oddeéluje polorovinu h(Py, Ps) obsahujici bod Py od poloroviny h(Py, P;)
obsahujici bod P», je osa usecky bodu Py, P,. Osu usecky bodu Py, P, definujeme

B(P, P) ={X | de(P1, X) = de(P», X)}. (3)

Definice 2.2 Voroneho bunika v(P;) bodu P; vzhledem k mnoZiné
S=A{P,P,,...,P,} je definovina

WP)= ) h(P.P). @)
PjGS,Pj#Pi
[ J
Z definice 2.2 plyne, ze Voroneho bunka v(P;), kde P, € S, je prunikem n — 1

otevienych polorovin h(P;, P;),7 # j, obsahujicich generujici bod P;. Lze ukazat, ze
Voroneho buiika v(P;) je oteviend a konvexni [5], [4].

Definice 2.3 Hranice mezi Voroneho bunkami se nazyvaji Voroneho hrany
a v ndsledujicim textu je budeme znacit e.

Voroneho hrany jsou tusecky, polopiimky a ve specidlnim pripadé primky. Voroneho
hrana je ptimkou v ptipadé, kdy vSechny generujici body P; € S jsou kolinearni.

Definice 2.4 Voroneho diagram mnoziny S generujicich bodu P; je sjednocenim
Voroneho bunék v(P;) a Voroneho hran.



Poznamka 1 Jestlize Voroneho hrana e je hranici mezi v(P;) a v(P;), kde i # j, pak
plati e C B(P;, P)).

Definice 2.5 Prisecik Voroneho hran nazjvime Voroneho vrchol a v ndsledujicim
textu jej budeme znacit V.

2.1 Algoritmy pro konstrukci Obecnych Voroneho
diagramu

Existuje nékolik druhui algoritmiu, pomoci kterych lze zkonstruovat Voroneho dia-
gram zadané mnoziny S generujicich bodu. Jednotlivé algoritmy se mouhou lisit svou
slozitosti.

Pro dalsi ivahy budeme predpokladat splnéni nasledujici podminky

e Voroneho diagram neni degenerovany (tzn. Zddné ctyri generujici body nelezi na
spolecné kruznici) [4].

2.1.1 Inkrementalni algoritmus pro Obecny Voroneho diagram

Jednd se o algoritmus, ktery vzhledem ke své jednoduchosti patii mezi nejpouzivanéjsi
algoritmy pro konstrukci Voroneho diagrami.

Necht méme mnozinu generujicich bodu S = {Py, P,, ..., P,}, pro kterou hleddme
piislusny Voroneho diagram. Nejprve nalezneme Voroneho diagram pro dva generujici
body. Tento zjednoduseny diagram pak postupné modifikujeme pfidavanim dalsich
generujicich bodu z mnoziny S.

Hlavni ¢ast tedy spociva v transformaci diagramu z ¢ na ¢ + 1 generujicich bodu,
proi =2, ...,n, viz obr. 1.

Obrazek 1: Inkrementélni algoritmus



Algoritmus (Inkrementédlni pro Obecny Voroneho diagram)
Vstup: Mnozina generujicich bodu S = {Py, P, ..., P, }.
Vystup: Voroneho diagram mnoziny S.

1. Inicializace

(a)

vytvoreni fronty F' a vlozeni generujicich bodu Py, P, ..., P, do fronty

2. Postup algoritmu

(a)
(b)
()

vybér dvou generujicich bodu P, P, z fronty F' a vytvoreni Voroneho dia-
gramu pro tyto generujici body

vybér bodu P, z fronty F', kde ¢ udava pocet generujicich bodu stavajiciho
Voroneho diagramu

urceni umisténi bodu P;;; ve stavajicim Voroneho diagramu, oznaceni gene-

rujictho bodu Voroneho bunky, ve které se bod P, nachazi, bude P;;, kde

7 =1,2,... audava pocet Voroneho bunek, které budou ovlivnény bodem
P
i. jestlize bod P;;; lezi na Voroneho hrané: zvoleni libovolné z Voroneho
bunék, které nalézi dana hrana
ii. jestlize bod P,y nelezi na Voroneho hrané: urceni v jaké Voroneho
buiice, stavajictho Voroneho diagramu, se bod P;y; nachazi
nalezeni osy tsecky B(P41, Dij)
nalezeni pruseciku osy usecky B(P;41, P;;) s hranici Voroneho buiky v(P;;)
rozhodnuti o poctu pruseciku osy usecky B(Pii1, P;;) s hranici Voroneho
buiiky v(F;;)
i. neexistuje zadny prusecik
A. pokracovani bodem (2b)
ii. existuje pouze jeden prusecik
A. tento prusecik urci nasledujici Voroneho bunku, kterda bude ovlivneé-
na bodem P, oznaceni generujicitho bodu této buiiky bude P 1)
B. nalezeni osy tsecky B(P;;1, Pi(j+1)) a jejich prusecikii s hranici
Voroneho buiky v(Pj41))
C. rozhodnuti o po¢tu pruseciku
e existuje jeden prusecik: pokracovani bodem (2g)
e existuji dva pruseciky: pokracovani nasledujicim bodem
D. zvoleni pruseciku, ktery nelezi na spoletné hrané Voroneho bunék
v(Py;), v(Pi(j4+1y), pokracovani bodem (2(f)iiA)
iii. existuji dva pruseciky



A. vybeér jednoho libovolného pruseciku, ¢imz je uréena Voroneho burika,
ktera jako dalsi bude ovlivnéna generujicim bodem P, oznaceni
generujiciho bodu této buiiky bude P41

B. nalezeni osy tsecky B(P;;1, Pi(j+1)) a jejich priseciku s hranici Vo-
roneho buiiky v(Pjj11))

C. rozhodnuti o poc¢tu pruseciku
e existuje jeden prusecik: zvoleni druhého z puvodné nalezenych

pruseciku piislusnych Voroneho burice v(P;;) a pokracovani
predchézejicim bodem
e existuji dva pruseciky: pokracovani nasledujicim bodem

D. zvoleni pruseciku, ktery nelezi na spole¢né hrané dvou Voroneho
bunék v(F;;), v(Fij+1))

E. ovéfeni zda zvoleny prusecik nalezi hrané Voroneho bunky v(F;)

e if YES: ptejit na bod (2g)
e if NO: pokrac¢ovani bodem (2(f)iiiB)
(g) vyruseni hran uvniti nové vzniklé Voroneho bunky v(Py1)
(h) ovéfenizdai+1=mn
i. if Yes: konec algoritmu

ii. if No: pokrac¢ovani bodem (2b)

Slozitost tohoto algoritmu je obecné O(n?), ve specialnich piipadech muze byt

i O(n).

2.1.2 ”Plane sweep”algoritmus pro Obecny Voroneho diagram

Tento algoritmus znadme také pod ndzvem Fortuneho nebo Sweepline algoritmus.

Algoritmus je zalozen na vyuziti takzvané zametaci primky. Zametaci primka je
piimka, jez muze byt v roviné umisténa libovolné, nicméné pro jednoduchost se umistuje
horizontalné (popr. vertikdlné). Zametaci piimka se pohybuje v roviné shora dolu (popr-
zprava doleva) (2], [4]. Zékladni piistup algoritmu se zabyva pruseciky zametaci primky
s Voroneho diagramem.

Necht mdme mnozinu generujicich boda S = {P, P, ..., P,} v roviné. Zametaci
primka [ je umisténa horizontalné a pohybuje se shora dolu. Zde nastava problém, Vo-
roneho diagram Vor(S) nachazejici se nad zametaci piimkou [ zavisi na generujicich
bodech nachazejicich se pod [. Jinak fe¢eno, zametaci piimka dosahne vrcholu V' Voro-
neho bunky v(P;) diive, nez dosdhne generujictho bodu P; odpovidajiciho bunice v(F;),
viz obr. 2. Nemédme tedy potfebné informace k ur¢eni Voroneho vrcholu V' [2].

7 tohoto duvodu nepatrné pozménime zakladni pristup algoritmu. Namisto uchova-
véani informaci o prusecicich Voroneho diagramu Vor(S) se zametaci piimkou [, budeme
uchovévat informace o té ¢asti Vor(S), kterd neni zavisld na generujicich bodech pod
zametaci primkou [ [2], [4].

10
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Obrazek 2: Zakladni piistup algoritmu
Plane sweep

Oznacme [T uzavienou polorovinu nad zametaci piimkou [ a [~ otevienou polo-
rovinu pod [. Ptdme se, kterd ¢dst Voroneho diagramu Vor(S) neni ovlivnéna gene-
rujicimi body pod zametaci piimkou [? Jinymi slovy, pro které body ) € [t zndme
jejich nejblizsi generujici bod [2]7

Q
1
d.@QD d.(QP)

|
\ldeaz 1)

P,

Obrazek 3: Vzdélenost bodu Q € [T
od zametaci ptimky a od generujiciho
bodu P € [~

Lemma 2.1 Necht mdme libovolny bod Q € I a generujici bod P; € I~. Pak vzddlenost

d.(Q, P) > de(Q,1).

Dikaz Meéjme libovolny bod @ € [T a generujici bod P; € ™. Je ziejmé, ze

de(Q, Py) = de(Q.1) + de(P;, 1),

11



viz obr. 2, 3. Protoze Eukleidovska vzdalenost nemuze byt zaporna a protoze bod
P, € 17, pak plati d.(P;,1) > 0. Na zékladé toho muzeme psat

de(Q, P;) = de(Q,1) + de(P;, 1) > de(Q, 1)

a tedy plati
de(Qa PZ) > de(Q7 l)7

¢imz je lemma dokazano.

e}

Véta 2.1 Bod Q lezi nad zametact primkou 1, jestlize existuje generujici bod P; € I,
pro ktery plati, ze d.(Q, P;) < d.(Q,1).

Dikaz 7 lemmatu 2.1 plyne, ze pokud by bod @ lezel pod zametaci ptimkou [, pak
vzdélenost d.(Q, P;) > d.(Q,1).

e}

Poznamka 2 Pokud plati, Ze generujici bod P; € 1=, P, € I*, libovolny bod roviny
Q € 1" a pokud plati
de(Q, Py) = de(Q,1) 2 de(Q, P), (5)

pak bod () nemize byt ovlivnén generujicim bodem P; a tedy Q) € v(P;), viz obr. 4.

Obréazek 4: Vzdalenost bodu ) € I od ge-
nerujicich bodu F;, P;

Na zékladé téchto informaci muzeme zadefinovat tzv. beach line.

12



Definice 2.6 Beach line b je krivka ohranicujici body Q € 1T, které nemohou bijt
ovlivnény generujicimi body P; € ™.

Poznamka 3 Beach line pro Voroneho diagram bodu je krivka sklddajici se z parabo-
lickych oblouku (;, viz obr. 5.

Vime, ze mnozina v8ech bodu, které maji stejnou vzdalenost od jednoho pevného
bodu roviny a jedné pevné zvolené primky v rovingé, je parabola. Tato skute¢nost plati
pro libovolny generujici bod P, € [T,

1

Obrazek 5: Beach line pro Voroneho diagram
bodu

Veéta 2.2 Priseciky parabolickijch oblouku, které jsou soucdsti beach line zdroven lezi
na hrandch Voroneho diagramu. Pri pohybu zametaci primky tvori tyto pruseciky Vo-
roneho diagram, viz obr. 5.

Dikaz Méjme beach line b pro dva generujici body F;, P; a odpovidajici zametaci
piimku [. Parabolické oblouky p3;, 3; nélezi beach line a jsou pifslusné generujicim
bodum P, P;. Prusecik dvou parabolickych obloukt oznacime V.

Pro libovolny bod Y; € §; plati

de(%a l) = de(Y;h B)

Obdobneé, pro libovolny bod Y; € 3; plati
de(Y;, 1) = de(Y], ).

13



Protoze bod V,, lezi na parabolickém oblouku 3; plati pro né;
de(Vp, 1) = de(V}, B),
soucasné bod V), lezi na parabolickém oblouku 3; a tedy pro néj plati
de(Vp, 1) = de(Vy, Bj).
Po upraveé zistavame rovnost
de(Vp, P;) = de(Vy, Fj).

Z rovnosti je videt, ze prusecik V), dvou beach line oblouku f;, 3;, ma stejnou
vzdalenost od dvou generujicich bodu F;, P;. To znamend, ze bod V), lezi na Voroneho
hrané mezi dvémi bunkami v(F;), v(FP))

o

Pii pohybu zametaci primky [ se odpovidajicim zpusobem méni struktura beach
line b. Pro strukturu b jsou dulezité dvé zékladni operace a to "site event” (5. objevent
nového generugiciho bodu P; na zametaci primce 1) a "circle event” (¢j. zdnik parabo-
lického oblouku).

Obrazek 6: Operace "site event”

Pii operaci "site event”vznikd novy parabolicky oblouk, ktery se stava soucasti
beach line, viz obr. 6 . Naopak pii operaci ”circle event” parabolicky oblouk zaniké.
To se déje ve chvili, kdy tfi parabolické oblouky (1, f2, B3, piislusné ke tfem generujicim
bodum P, P», P3, prochéazeji spoleénym bodem (). Bod ) mé stejnou vzdélenost od
danych generujicich bodu a jedna se tedy o Voroneho vrchol, viz obr. 7.

Poznamka 4 BliZsi popis algoritmu pro Obecny Voroneho diagram je mozné nalézt

v 4], [2].

14



Obrazek 7: Operace ”cross event”

Algoritmus (”Plane sweep”’pro Obecny Voroneho diagram)
Vstup: Mnozina generujicich boda S = {Py, P, ..., P,}.
Vystup: Voroneho diagram mnoziny S.

1. Inicializace
(a) vytvoreni zametaci piimky [ a beach line b, ktera je v poc¢atku nevlastni
(b) vlozeni generujicich bodu P; do fronty F
2. Zpracovani udalosti
(a) vybeér bodu P; z fronty F
(b) Switch(P;)
(c) CASE: Site event

i. najit odpovidajici beach line oblouk g

ii. rozdeélit 8 do dvou beach line oblouku g, 8, a vlozit mezi né novy
beach line oblouk

iii. vytvorit Voroneho hranu e

iv. spojit Voroneho hranu e s beach line b
(d) CASE: Circle event

i. nacteni odpovidajici beach line trojice (5, 3, ;)

ii. ovéreni, zda aktualni beach line trojice je platna
A. if YES

e nacteni dvou Voroneho hran e;, e;,7 # j spojenych s

15



e vytvoreni Voroneho vrcholu V'
e spojeni hran e;, e; ve vrcholu V

e vytvoreni nové Voroneho hrany z Voroneho vrcholu V', kde
V' je koncovym vrcholem nové vzniklé Voroneho hrany

e pripojeni dvou beach line oblouku 3, 8, k sousednimu oblouku
8
e vyjmuti beach line oblouku 3 z fronty F'

B. if NO

e pokracovani v algoritmu

Ukonceni algoritmu
1. Voroneho vrcholy spojeny s beach line necht odpovidaji nekoneénu
2. vymazani beach line b a zametaci piimky [

Slozitost tohoto algoritmu je O(nlogn).

V nésledujici kapitole se budeme vénovat Metodé rostoucich regionu. Metoda je
zde zafazena predevsim pro svoji ndzornost. V praxi se prili§ nepouzivd, nebot je jeji
narocnost velka. V této praci je modifikovdna a znazornéna v programu Geogebra
pro dva typy zobecnénych Voroneho diagramu. V nésledujici kapitole, pro ukazku,
popiseme tuto metodu podrobnéji a navrhneme mozny piistup k jeji pripadné imple-
mentaci. PTi jejim vyuziti pro zobecnéné Voroneho diagramy se o ni jiz blize zminovat
nebudeme.

2.1.3 Metoda rostoucich regionti

Méjme mnozinu generujicich bodu S = { Py, P, ..., P,}. Hlavn{ myslenka metody ros-
toucich regionu spociva ve vytvoreni kruznic k;,¢ = 1,2,...,n, v kazdém generujicim
bodé P; € S. Kruznice k; maji v pocatku nulovy polomér, ktery se postupné zvétsuje.
V bodech, ve kterych se kruznice pro dva generujici body P;, P;,% # j, protnou, se tvoif
Voroneho hrany [11].

Poznamka 5 Uvédomme si, Ze kruznice k; se stredy v generugicich bodech P; € S
maji stejné poloméry. Pro kaZdé dve kruznice ki, k;,i # j, se stredy v bodech P;, P;,
plati r; = r;, kde r;,7; jsou polomery téchto kruznic.

Jesté nez budeme pokracovat v popisu metody zavedeme mnozinu N, jez obsahuje
kruznice k;, které dosud nemaji zadny spolecny bod s jinou kruznici a soucasné obsahuje
oblouky kruznic k;;, které jiz maji spoletny prunik s jinou kruznici. Oblouky, které
mnozina N obsahuje, jsou pouze ty, které lezi vné protinajicich se kruznic, viz obr. 8.
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Obrazek 9: Rozdéleni kruznice ki na
vice oblouku

V mnoziné N uchovavame pouze vnéjsi oblouky protinajicich se kruznic. Vnitini
oblouky zanedbavame, nebot zasahuji do Voroneho buiiky pro jiny generujici bod, diky
tomu jsou pro tucely metody nepodstatné, viz obr. 8.

Poznamka 6 Uvédomme si, Ze jedna kruznice ki, muze byt rozdélena na vice oblouk,
jak je vidét na obrdzku 9.

Véta 2.3 Méjme dva generujici body P, P; € S,i # j a dvé kruznice k;, k; jejichZ
stredy jsou generugjict body P;, P; a jejich prinik je neprdzdny. Pak prisecik Kl{j (resp.

pruseciky Ki{j, sz) kruznic k;, k; lezi na ose tusecky B(P;, Pj).

Dukaz Méjme dvé kruznice k;, k; jejichz stiedy jsou generujici body P, P; a jejich
prinik je neprdzdny. Pak pro prusecik K}, (resp. priseciky K};, K7;) kruznic k;, k;
plati

do(K™, P) =14,

27‘]’
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(K3, P) =,

2,77

kde r;,7; jsou polomeéry kruznic k;, k; am =1 (resp. m = 1,2).

Obrézek 10: Dotyk dvou kruznic k;, k;

Polomeéry r;,r; kruznic k;, k; se rovnaji, r; = r;, viz poznamka 5. Na zdkladé toho

muzeme psat
d, (KZZ, P)=d. (KZ";,P) (6)

kde m =1 (resp. m = 1,2).

Prisecik K% kde m = 1 (resp. m=1,2) ma stejnou vzddlenost od dvou generujicich
bodu F;, P;.

Plati tedy, ze pruseciky K%, kde m =1 (resp. m = 1,2), dvou kruznic k;, k; lezi
na Voroneho hrané, viz obr. 10 (resp. obr. 11).

Obrazek 11: Pranik dvou kruznic k;, k;

Pruseciky K, K2, dvou kruznic k;, k;, pfi zvétsovani poloméru kruznic, vykresluji

osu usecky B(P;, P;). Nasun cilem neni Vykreslit celou osu usecky, ale pouze jeji ¢ast
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a to prave tu ¢dst, ktera je Voroneho hranou mezi generujicimi body P, ;. Potfebujeme
tedy definovat podminku, kterd v urcité chvili zastavi vykreslovani Voroneho hrany.
Pro tento tucel uvedeme nasledujici vétu.

Véta 2.4 Méjme tri generujici body P, P;, P, € S. Vytvorime kruznice k;, kj, ki, se
stredy v generugicich bodech P, P, P, s poloméry r;,rj,ry, které jsou v pocdtku al-
goritmu rovny nule a postupné se zvétsuji. Jestlize bod V' je spolecnym prunikem tri
kruznic k;, kj, ki, pak V' je Voroneho vrchol, viz obr. 12.

Obrazek 12: Spoleény prunik
tif kruznic k;, k;, ki,

Dukaz Voroneho vrchol je bod, pro ktery plati, ze ma stejnou vzdalenost od tii
generujicich bodi. Pro Voroneho vrchol A a tfi generujici body P;, P;, P, € S tedy
plati

de(A, P) = d.(A, Pj) = d.(A, Py).

V nasem piipadé bod V lezi na kruznicich k;, k;, ki, které maji stredy v generujicich
bodech P;, P;, P;. Pro bod V plati

de(V7IDi) =Ty,
de(V, P;) = 15,
d.(V, Py) = ry.

Protoze poloméry r;,r;, 1, kruznic k;, kj, ki jsou stejné, plati pro bod V' nésledujici
rovnost

de(v7 PZ) = de(‘/’ P]) = dE(V7 P/f)
a tedy bod V je Voroneho vrcholem, viz obr. 12.
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Obrazek 13: Vykreslovani Voro-
neho hran pred vznikem Voroneho
vrcholu

e}

Nyni jiz mame pottebné informace, abychom mohli definovat podminku, ktera za-
stavi vykreslovani Voroneho hrany. Méjme tii generujici body P, P;, P, € S
a kruznice k;, kj, ki, se stfedy v generujicich bodech P;, P;, P,. Pro poloméry r;,7;, 7}
téchto kruznic plati, ze se rovnaji r; = r; = ry. Necht Kl{j je jeden z pruseciku kruznic
ki, ki, K}y je jeden z pruseciki kruznic k;, kg, K ; je jeden z pruseciku kruznic kg, k;,
viz obr. 13. Pruseciky K};, K};, K ; vykresluji Voroneho hranu, dokud se kruznice
ki, kj, kx neprotnou v jednom bodg, tzn. dokud pro pruseciky plati K}; # K}; # K ;.
V bodé ve kterém se kruznice protnou, vznikne novy Voroneho vrchol V a plati pro néj
V =K}, =K}, = K}, viz obr. 13.

Na zakladé téchto informaci muzeme ftici, Ze metoda rostoucich regionu ma dveé
hlavni operace a to prunik kruznic a zdnik oblouku.

Priunik kruznic Tato operace nastane ve chvili, kdy prunik dvou kruznic se stane
neprazdnym. Namisto kruznice budeme pracovat s obloukem. Pruseéiky, které vykres-
luji Voroneho hranu, mohou byt dva,viz obr. 9 na strané 17, nebo pouze jeden,

viz obr. 14.

Zanik oblouku Tato operace nastava ve chvili, kdy zanika jeden oblouk, viz obr. 9
na strané 17, nebo i vice obloukt najednou, viz obr. 13. Kruznice se protnou v jednom
bodé, v tomto bodé se vytvori novy Voroneho vrchol.

Nyni uvedeme blizsi popis algoritmu.

Inicializace Nejprve vytvorime dveé fronty N, M, kruznice k; se stfedy v generujicich
bodech P; € S a polomérem r; = 0 a zvolime konstantu ¢. O tuto konstantu ¢ zvétsujeme,
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Obrazek 14: Vykreslovani Voroneho
hrany pouze jednim prusecikem

v kazdém kroku metody, polomér kruznic. Do fronty N vlozime kruznice k;, fronta M
zustane prozatim prazdnd, budeme ji vyuzivat pozdéji. Konstantu ¢ volime dostatecné
malou.

Postup algoritmu Algoritmus je zalozen na hledani prusec¢ikt kruznic. Pokud maji
kruznice nulovy polomér nemaji zadné pruseciky. Z toho duvodu nejprve zvétsime
polomér kruznic k; o konstantu ¢, plati tedy r; = r; +t. Nasledné hledame, zda existuje
prunik dvou kruznic k;, kj,¢ # j. Pokud existuje prunik dvou kruznic k;, k¢ # j
vlozime jejich pruseciky do fronty M, pokud neexistuje, zvétsime polomér kruznic k;
o konstantu t a znovu prohledavame.

Kruznice k;, v prubéhu algoritmu, budou nahrazeny oblouky £; s, kde s udava pocet
obloukt, na které je dand kruznice k; rozdélena. Muze se tedy stat, ze prunik dvou
oblouku k; 5, kj s muze mit pouze jeden spoleény bod a tento bod nemusi byt nutné
bod dotykovy.

Po naplnéni fronty M nastava druha cast algoritmu, kterd vezme prvni prusecik
z fronty M a rozhoduje o tom, zda se jedna o operaci prunik kruznic nebo zdnik
oblouku. Po probéhnuti jedné ze dvou operaci je vzdy dany prusecik vymazéan z fronty
M. Tento postup opakujeme dokud neni fronta M prazdna, nasledné opét zvétsime
polomér kruznic k; o konstantu t.

Ukonéeni algoritmu Ve chvili, kdy jsou ve fronté N pouze oblouky se stfedy v ge-
nerujicich bodech lezicich na hranach konvexniho obalu, nemuze jiz nastat operace
zanik oblouku. Pruseciky téchto oblouku nadale vykresluji Voroneho hranu. A Voro-
neho bunka odpovidajici generujicimu bodu, jez je soucasti hranice konvexniho obalu
mnoziny S, je neomezena. Proto, bude algoritmus dokonéen vymazanim zbylych obouku
z fronty N.

21



Algoritmus (rostoucich regionu pro Obecny Voroneho diagram)
Vstup: Mnozina generujicich bodu S = {Py, P, ..., P, }.
Vystup: Voroneho diagram mnoziny S.

1. Inicializace

(a) vytvoreni fronty N a fronty M
(b) vytvoreni kruznic k; se stiedy v generujicich bodech P, € S;i =1,2,...,n
a polomeéry r; =0

(¢) vlozeni kruznic do fronty N a volba konstanty ¢
2. Postup algoritmu

(a) zvétseni poloméru r; kruznice k; o konstantu ¢, tedy r; = r; + ¢
(b) existuje neprazdny prunik libovolnych dvou kruznic (resp. oblouki) ki, k;
z fronty N

i. if YES: oznac priseciky K7, kde s udava pocet kroki algoritmu,

a kde a = 1 pro jeden spoleény prusecik dvou kruznic (resp. oblouk)
a a = 1,2 pro dva spoleéné pruseciky dvou kruznic (resp. oblouki), vloz
tyto pruseciky do fronty M
A. vybér pruseciku K5 z fronty M
B. Switch(K;'5)
e CASE: Prunik kruznic
— rozhodni, zda prisecik K77
obloukt) k;, k;
x if YES: nedélej nic
x if NO: spoj K7 s KZ}-(sfl)
— nahrazeni kruznic (resp. obloukw) k;, k; ve forné N novymi ob-
louky &;, k;
— vymazani priseciku K7 z fronty M
e CASE: Zéanik oblouku
— prusecik K7 je novy Voroneho vrchol

irJ
— vymazani zaniklych obloukt z fronty N

je dotykovy bod dvou kruznic (resp.

— vymazani priseciku K77 z fronty M
C. rozhodnuti zda je fronta M prazdna
e if YES: pokracovani bodem 2a
e if NO: pokracovani bodem 2(b)iA
ii. if NO: pokrac¢ovani bodem 2a
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3. Ukonceni algoritmu

(a) pruseciky oblouku z fronty N necht jsou nevlastni

(b) vymazéani oblouku

Metoda rostoucich regionu, tak jak je zde prezentovéana, ma nékolik nedoresenych
problému. V nasledujici ¢asti nékteré z téchto problému uvedeme a soucasné navrhneme
jejich mozna feseni.

Problémy metody rostoucich regionii a jejich mozna feSeni Hlavni ¢ast me-
tody spociva v tom, ze hleddme pruseciky kruznic (resp. oblouki). V popisu metody
je pséno, ze hleddme pruseciky libovolnych dvou kruznic (resp. oblouki). Podle toho
bychom museli hledat pruseciky kazdych dvou kruznic v mnoziné N. To by pro vétsi
mnozstvi generujicich bodu bylo ¢asové velmi naroéné, proto by bylo vhodné omezit
se na hledani pruseciku pouze téch kruznic, které se mohou vzdjemné ovlivnit.

Jedno z moznych feSeni, jak omezit pocet kruznic, pro které hledame prunik, je
jejich sefazeni. Jednalo by se vlastné o dvé ruzna setazeni. Nejprve bychom setadili
vSechny kruznice podle x-ové sufadnice a ulozili je do mnoziny X. Nasledné seradily
kruznice podle y-ové soutadnice a ulozili je do mnoziny Y. Pfedpokladejme, Ze kruznice
k, pro kterou hledame kruznice, se kterymi kruznice k sousedi, je v mnoziné X na pozici
i (resp. v mnoziné Y na pozici j). Pak bychom mohli hledat prunik kruznice k; (resp.
k;), kde i, j oznacuji pozici kruznice k v mnozindch X,Y, s kruznicemi v jejim okoli,
tedy s kruznicemy k;41,kj+1. S témito vybranymi kruznicemi budeme testovat, zda mé
kruznice k spolecny prunik.

V nékterych specialnich piripadech, pripadné pro husté rozmisténé generujici body,
by nemuselo stacit testovat spoleény prunik kruznice k£ pouze s jejimi sousednimi
kruznicemi k;41, kj+1 v mnozinach X a Y, ale bylo by vhodné testovat prunik kruznice
k i s dalsimi kruznicemi v jejim okoli, v mnozinach X, Y. Kruznice se, kterymi bychom
testovaly by mohly byt, napt. ki, kji2, kix1, kj+1. Uvédomme si, Ze i ptes to, neni tato
myslenka zcela stoprocentni.

Dalsi z moznych problému je, jak rozhodnout, kterd operace, zda prunik kruznic
nebo zdnik oblouku, se pro prusecik K’ vykond. Pii vyhleddvani pruseciku kruznic,
hledame vzdy pruseciky dvou krtuznic. Operace zanik oblouku nastava ve chvily, kdy se
v jednom bodé protinaji tii kruznice. Toho muZzeme vyuzit, nebot to znamena, Ze po-
kud pro prisecik K7 nastdva operace zdnik oblouku, pak v mnozine M je jiny prusecik
K, pro ktery plati K7 = Kj'y'. Muzeme tedy prohledat mnozinu M a zeptat se, zda
jsou v ni pruseciky, které se rovnaji, pokud ano jednd se o operaci zinik oblouku, pokud
ne jednd se o operaci prunik kruznic.

To nés, ale privadi k dalsimu z moznych problému. Pruseciky kruznic, které maji

byt novym Voroneho vrcholem se nemuseji rovnat. Mohou se liSit v setindch ¢ méné,
podle toho, jak mala je zvolena konstanta t. Tento problém muzeme vytesit tak, ze
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budeme brat presnost napi. na dvé desetind mista.

V této césti jisté nebyly uvedeny vsSechny mozné problémy, které pii metodé ros-
toucich regionu mohou nastan. Nicméné snaha byla uvést ty nejhlavnéjsi z problému.
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3 Voroneho diagram v L; metrice

Metriku L; muzeme také najit pod ndzvem Manhattanska metrika (”Manhattan distan-
ce”). Jedna se o jednu z L, metrik, kde p =1 [12], [5].

Definice 3.1 Méjme dva body P = (p1,p2),Q = (¢1,q2), pak Ly vzddlenost bodu P, ()
definujeme vztahem

di(P,Q) = |p1 — q1] + |[p2 — ¢2l-

Méjme S = {P, P,,..., P,} mnozinu generujicich bodu. Pak Voroneho diagram
v Ly metrice je definovan obdobné, jako Obecny Voroneho diagram s tim rozdilem, ze
namisto Eukleidovské metriky vyuzivd metriku L;. Osou usecky By (P;, P;) jiz nejsou
obecné pifmky, ale lomené ¢ary, viz obr. 15, [5],[12].

a) b) c)

Obrézek 15: Osa tsecky dvou bodu P;, P; v L; metrice

Ve specialnich pfipadech je osa usecky B;(F;, Pj) pro dva generujici body P, P;
piimka, viz obr. 16

Poznamka 7 Vsimnéme si, Ze osa usecky By(P;, P;), dvou generujicich bodi
P, = (pi,,pi,), P; = (pj., pj,), bude primkou pokud p;, = pj,, viz obr. 16b), nebo pokud
pi, = pj, viz obr. 16a).

V piipadé, kdy generujici body F;, P; jsou vrcholy ¢tverce lezici na uhlopiicce, osa
usecky mezi nimi neni lomenou ¢arou, viz obr. 15¢). Soucasti osy usecky je i ¢ast roviny.
Takovyto ptipad rozmisténi generujicich bodu ztézuje vykresleni Voroneho diagramu
v L metrice. Z toho duvodu mnozinu S generujicich bodi omezime [12].

Pro generujici body mnoziny S budeme predpokladat, ze
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a) b)

Obrazek 16: Osa usecky dvou bodu F;, P; v L metrice

e 7zadné dva a vice generujicich bodu nelezi na piimce, kterd se souradnicovymi
osami svira thel +45°.

Jak jiz bylo feceno, osa usecky By (P;, P;) dvou generujicich bodu, s riznymi
X-ovymi a y-ovymi soufadnicemi, je lomena céra. Tato lomend cara se sklada z hori-
zontalnich, vertikalnich a diagonalnich ¢asti piimek, viz obr. 15. Diagondlni ¢ast svira
se soutadnicovymi osami thel +45°.

Obréazek 17: Voroneho diagram: a) pro tii generujici body P, P;, P, v L me-
trice; b) v L; metrice

Poznamka 8 Pro Voroneho vrchol V- v metrice Ly plati

di(V, P) = di(V, Pj) = dv(V, Py)
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a priklad je zndzornén na obrdzku 17a).

Na obrézku 17b) je piiklad Voroneho digramu v L; metrice.

3.1 Metoda rostoucich regionti pro Voroneho diagram v [,
metrice

Metoda rostoucich regionu pro Voroneho diagram v L; metrice je obdobna, jako pro
Obecny Voroneho diagram. Metoda rostoucich regionu vytvaii v kazdém generujicim
bodé mnoziny S kruznici s nulovym polomérem, ktery se postupné zvétsuje. Pruseciky
kruznic, popf. jejich obloukt, vykresluji Voroneho hrany, dokud nevznikne novy Voro-
neho vrchol, ten vznika ve spoleéném pruniku t#{ kruznic, popf. jejich oblouku.

Poznamka 9 Uvédomme si, jak vypadd kruznice v Ly metrice. Kruznice v L1 metrice
je ctverec, jehoZ uhlopricky jsou rovnobézné se souradnicovymi osami, viz obr. 18.

Obréazek 18: Kruznice v L; metrice

Soucasti prace je znazornéni této metody v programu Geogebra. Protoze Geoge-
bra neni program uzpusobeny k programovéni, bylo nutno metodu rostoucich regionu
prizpusobit pro jeji znazornéni, nésledujicim zusobem.

3.1.1 Popis metody rostoucich regioni pro program Geogebra

Hlavni myslenka metody rostoucich regionu, pii konstrukei Voroneho diagramu v pro-
gramu Geogebra, je zachovana. Priseciky dvou kruznic nalezi Voroneho hrané a soucas-
né prunik tii kruznic tvori Voroneho vrchol.

27



Nicméné v programu nevykreslujeme Voroneho hrany, ale Voroneho buiky.

To umoznuje funkce stopa. Jeji vlastnosti je, ze pti pohybu objektu, u néhoz je funkce
stopa zapnuta, se vykresluje stopa tohoto objektu.

Metoda rostoucich regionu, pfi pruniku kruznic, pracuje pouze s vnéjsimi oblouky
téchto kruznic. Tuto myslenku nemiZeme vyuzit, nebot Geogebra ndm neumoziiuje,
v prubéhu procesu, zanedbat ¢ast kruznice a pracovat pouze s oblouky. Z toho duvodu
nebudeme v pocatku volit polomér kruznic nulovy, ale naopak nastavime polomér na
konkrétni hodnotu, idealné tak aby se kruznice s polomérem a protinaly, tato hodnota
je zvolena a = 20, viz obr. 19. Polomér pak nechame zmensovat do a = 0.

a=20
e

Obrazek 19: Nastaveni poloméru na
konkrétni hodnotu v progranu Geoge-
bra

Prunik kruznic je neprazdny. Pii zmensovani poloméru nam vnitini oblouk také
zanechava stopu. Diky tomu, Ze namisto zvétsovani poloméru, polomér snizujeme bude
stopa, jez zanechavaji vnitini oblouky pirekreslena, viz obr. 20.

Vysledny Voroneho diagram v L; metrice pro dva generujici body je znédzornén na
obrazku 21a). Na obrazku 21b) je priklad Voroneho diagramu v L; metrice.
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a) b)

Obrézek 20: Prekreleni stopy vnitinich oblouku, kde: a) a = 13, 67;
b) a = 6,93

R

Obrézek 21: Voroneho diagram v L; metrice: a) pro dva generujici
body; b) pro Sest generujicich bodu
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4 Voroneho diagram kruznic

Méjme S = {ky, ks, ..., k,} mnozinu generujicich kruznic k; = (Cj, r;), kde C; = (4, v;)
jsou stredy kruznic a r; jejich polomery.

Necht S je mnoZina generujicich kruznic s riznymi poloméry v roviné. Pro kazdy
bod Z roviny definujeme d.(Z, k;), jako Eukleidovskou vzdélenost bodu Z od nejblizsiho
bodu kruznice k;.

N

Z"

Obrézek 22: Vzdalenost bodu Z od kruznice
k;

Definice 4.1 Meéjme libovolny bod Z roviny a generujici kruznici k; € S. Pak vzddlenost
bodu 7 a generujici kruznice k; definujeme, jako nejkratsi Eukleidovskou vzddlenost
bodu Z od kruznice k;. Tuto vzddlenost budeme znadcit d.(Z, k;) a plati

de(Z, ki) = |de(Z, Cy) — 7] (7)
kde C; je stred gemerugici kruznice k; a r; je jeji polomeér, viz obr. 22.
[

Poznamka 10 Vzddlenost libovolného bodu Z roviny od generujici kruznice k; € S se
stredem v bodé C;, z definice 4.1, lze rozdélit na tri pripady.
Bod Z lezi vné generujici kruznice k;, pak plati

do(Z, ki) = do(Z,C;) — 71y,
bod Z lezi wvnitr generujici kruznice k;, pak plati

do(Z, ki) =1 —de(Z,Cy),
bod Z lezi na generujici kruznici k;, pak plati

de(Z, k;) = de(Z,C;) — 1 = 1r; — de(Z,C;) = 0.
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V nésledujicim textu budeme predpoklddat, ze mnozina S generujicich kruznic ma
nasledujici vlastnosti.
Generujici kruzice k; € S

e jsou disjunktni, tj. k; Nk; = 0, pro kazdé i # j
e jejich poloméry jsou nenulové, tedy r; # 0
e zadna generujici kruznice nelezi uvnitt jiné generujici kruznice.

Hrany Voroneho diagramu pro mnozinu generujicich bodu, jsou ¢astmi ptrimek.
Pokud budeme konstruovat Voroneho diagram pro mnozinu generujicich kruznic pak
Voroneho hrana jiz nebude c¢asti ptimky, ale bude se jednat o ¢ast hyperboly,
viz obr. 23.

Obrézek 23: Voroneho hrana mezi dvémi
generujicimi kruznicemi

Lemma 4.1 MnozZina bodi, které maji stejnou vzddlenost od dvou neprotinajicich se
kruznic kq, ko se stredy v bodech Cy,Cy a s riznymi poloméry ry,ry, tvori ¢ast hyperboly
s ohnisky v bodech C4,Cs, viz obr. 23.

[
Dikaz Méjme dvé kruznice kq, ko se sttedy v bodech C7, Cy a poloméry rq, 7o,
kde ™ 7& 9.
Hledame mnozinu bodu Xj;, které maji stejnou vzdalenost od kruznic kq, ks.
7 definice hyperboly, jestlize bod X; lezi na hyperbole, pak plati
|de(C1, Xi) — de(Ca, X5)| = a, (8)
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kde a je konstanta a C},Cy jsou ohniska hyperboly. Vzdalenost d.(Cy, X;) je soucet
poloméru kruznice ki se vzdalenosti w; bodu X; od kruznice kq, tedy w; = do(X;, k1).
Obdobné, d.(Cs, X;) je soucet poloméru kruznice ko se vzdédlenosti v; bodu X; od
kruznice ko, tedy v; = do(X;, k2). Na zdkladé toho, ze hleddme mnozinu bodu, ktera
ma stejnou vzdélenost od dvou kruznic ky, ko, plati

W; = ;.

Rovnost (8) lze upravit nasledujicim zpusobem

|(7“1 —|—wl) — (7’2—|—U)i)| = |’/’1 —7“2‘ = a.

Tim ziskavame konstatni rozdil vzdalenosti pro kazdy bod X; hledané mmnoziny
a tedy vysledna mnozina je hyperbola, viz obr. 24.

Zajimé nés pouze jedna vétev této hyperboly, ktera ma ohniska ve stredech Cy, Cy
kruznic k1, ke. Stied hyperboly je stredem tsecky C7C5 a vrchol dané vétve hyperboly
je stred usecky Ki K5, kde body Ky, K5 jsou pruseciky tsecky CC5 s kruznicemi ky, ks,
viz obr. 24.

Obrazek 24: Vzdalenost bodu X, od dvou
kruznic

Poznamka 11 Pokud se poloméry obou kruznic k;, k; rovnagi, tedy r; = r;, pak mnozi-
na bodi, které magi stejnou vzddlenost od kruznic k;, k; je primka. Tato primka B(C;, C))
je osou usecky C;, C;, kde body C;, C; jsou stredy kruznic k;, k;.

Véta 4.1 Necht generujici kruinice k; € S jsou disjunktni, jejich poloméry r; # 0
a zZadnd z generujicich kruznic nelezi uvnitt jiné generugjici kruznice. Pak hrany Voro-
neho diagramu kruznic jsou tvoreny castmi hyperbol, popr. primek.
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Diukaz Vyplyva z lemmatu 4.1.

Poznamka 12 Voroneho diagram kruznic v roviné je specidlnim pripadem Aditivniho
Voroneho diagramu, kde kaZdému generujicimu bodu je prirazena vaha. Vdaha gene-

~~~~~

gramu je mozné si precist v [4].

4.1 Algoritmy pro Voroneho diagram kruznic

Méjme S = {ki, ko, ..., k,} mnozinu generujicich kruznic k; = (C;, r;), kde C; = (4, ;)
jsou stiedy kruznic a r; jejich poloméry, n je pocet generujicich kruznic. Pro jednodu-
chost budeme predpokladat, ze generujici kruznice jsou disjunktni, jejich poloméry jsou
nenulové, tedy r; # 0 a zadna generujici kruznice nelezi uvnitf jiné.

Poznamka 13 Bod Z ndalezi Voroneho burice v(k;), pro generujici kruznici k;, pouze
tehdy, plati-li, Ze d.(Z, k;) < de(Z, k;). V pripadé rovnosti bude bod Z leZet na Voroneho
hrané dvou Voroneho bunéek odpovidagicich generujicim kruznicim k;, k;.

V nésledujicich dvou podkapitolach uvedeme dva algoritmy pro konstrukci Voro-
neho diagramu kruznic a to Inkrementalni algoritmus, viz kapitola 2.1.1 a algoritmus
Plane sweep, viz kapitola 2.1.2. V obou piipadech algoritmy popiSeme pro vyse zave-
denou mnozinu generujicich kruznic S, tedy pro generujici kruznice, které nelezi uvnitt
jinych generujicich kruznic, jsou disjunktni a jejich poloméry jsou nenulové. Nasledné,
pro algoritmus Plane sweep shrneme rozdily a postup pro modifikovanou mnozinu S,
kde pripustime nulové poloméry, pruniky kruznic a ptipady, kdy jedna kruznice obsa-
huje jinou.

4.1.1 Inkrementalni algoritmus pro Voroneho diagram kruznic

Inkrementalni algoritmus pro Voroneho diagram mnoziny S = {kq, ko, ..., k,} gene-
rujicich kruznic je obdobny, jako algoritmus pro Voroneho diagram mnoziny bodi,
viz kapitola 2.1.1. Hlavni rozdil spo¢iva v tom, ze hrany Voroneho diagramu kruznic
jiz nejsou ¢astmi pifmek, lezicich na ose usecky B(F;, P;), kde i # j, nybrz ¢astmi
hyperbol, viz lemma 4.1.

Poznamka 14 Vsimnéme si, Ze mnozina bodi, kterd md stejnou vzddlenost od dvou

kruznic s ruzngm polomérem je hyperbola, lépe Teceno jedna jeji vétev. Soucasné, ale
tato hyperbola pro dvé generujici kruZnice nahrazuje funkci osy usecky B(P;, P;) pro
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dva body P;, P;, kde i # j. Proto ji oznacime By(k;, k;), kde k;, k; € S jsou generugici
kruznice pro i # j a plati

Bh(kia k]) = {X|de(X7 kl) = de(X7 k2)}>

kde bod X je bod hyperboly. Potom hrany Voroneho diagramu kruznic jsou ¢astms téchto
hyperbol By,(k;, k;).

[
ki)
kj
Obrazek 25: Prislusnost nové vlozené gene-
rujici kruznice k;,; Voroneho buiice
Algoritmus pro mnozinu S = {kq, ko, ..., k,} generujicich kruznic se ovSem nelisi
od algoritmu pro S = {Py, P, ..., P,} generujicich bodu.
Inkrementalni algoritmus pro mnozinu S = {ki,ks,..., k,} generujicich kruznic
spociva v nalezeni Voroneho diagramu pro dvé generujici kruznice a jeho néasledné
modifikaci z ¢ na ¢ + 1 generujicich kruznic, pro kazdé i = 2,3,...,n.

Pti pridani nové generujici kruznice k;;, do stavajictho Voroneho diagramu bude
nutné provést jeji lokalizaci, tzn. nalézt Voroneho butiku v(k;), ve které se nové pridand
generujici kruznice k;,; nachazi. Na obrazku 25 je vidét, Ze nové pridand generujici
kruznice k; 11 muze lezet zcela uvniti Voroneho bunky v(k;), nebo muze protinat hranici
Voroneho diagramu mezi dvémi, popiipadé tfemi Voroneho bunkami, za predpokladu,
ze Voroneho diagram je nedegenerovany.

O prislusnosti nové pridané generujici kruznice k;;; muzeme rozhodnout na zékladé
jeji vzdalenosti od generujicich kruznic k;, stdvajictho Voroneho diagramu, popiipadé
na zakladé vzdalenosti sttedu 1, nové pridané generujici kruznice k;11 od stavajicich
generujicich kruznic k;.

Proto, abychom mohli rozhodnout o pftislusnosti generujici kruznice k;; k dané
Voroneho bunce, potfebujeme definovat vzdélenost dvou kruznic.
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Definice 4.2 Méjme dvé neprotinagjici se generugici kruznice k;, k; € S se stredy v bo-
dech C;, C; a poloméry r;,r;. Pak vzddlenost dvou kruznic oznacme d.(k;, k;) a plati

de(ki, kj) = de(Ci, Cj) — i — 15 )
[

Lemma 4.2 Nové pridand generujici kruznice ki1 ndlezi Voroneho burice v(k;),
stavagiciho Voroneho diagramu, pokud plati

de(kiz1, ki) < de(kiva, kj)v (10)

popripadé
de(Cigr1, ki) < de(Ciga, kj), (11)

kde v # j, jak je vidét na obrdzku 25.

Duikaz Vychdzime z definice Voroneho bunky, viz definice 2.2. Voroneho burka v(k;)
obsahuje prave ty body X roviny, které maji od k; mensi vzdalenost, nez od libovolné
jiné kruznice mnoziny S. Plati tedy, ze X € v(k;), pokud

de(X, k) < do(X, k). (12)

Jestlize bod X, v nerovnici (12) nahradime stfedem C;; prislusné generujici kruzni-
ce ki1, pak muzeme fict, ze Ciyq € v(k;), pokud plati de(Ciy1, ki) < de(Ciya, kj), kde
i # j. Coz je nerovnice (11).

Soucasné si uvedomme, Ze vzdalenost dvou kruznic k;, k; je
de(ki, k;) = |d.(C;, C;) —ri — rj|, kde C;, C; jsou stiedy kruznic k;, k; a 1, 7; jsou jejich
poloméry.

Jestlize bod X, v nerovnici (12), nahradime piislusnou generujici kruznici k; 1, pak
muzeme fici, ze ki1 € v(k;), pokud plati de(kit1, ki) < de(kiy1, kj), kde i # j. Coz je
nerovnice (10).

Algoritmus (Inkrementélni pro Voroneho diagram kruznic)
Vstup: Mnozina generujicich kruznic S = {ky, ko, ..., kn}.
Vystup: Voroneho diagram mnoziny S.

1. Inicializace

(a) vytvoreni fronty F' a vlozeni generujicich kruznic kq, ko, ..., k, do fronty
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2. Postup algoritmu

(a)

(b)

()

vybér dvou generujicich kruznic ky, ko z fronty F a vytvoreni Voroneho
diagramu pro tyto generujici kruznice

vybér kruznice k;.; z fronty F, kde ¢ udava pocet generujicich kruznic
stavajictho Voroneho diagramu

urceni lokalizace kruznice k;y; ve stavajicim Voroneho diagramu, oznaceni
generujici kruznice Voroneho buiky, ve které se kruznice k;, 1 nachézi, bude
kij, kde j = 1,2,... a uddva pocet Voroneho bunek, které budou ovlivnény
kruznici k;yq
i. jestlize stfed Cj.; generujici kruznice k;y; lezi na Voroneho hrané:
zvoleni libovolné z Voroneho bunék, které nalézi dana hrana
ii. jestlize stied C;y; generujici kruznice k; ;1 nelezi na Voroneho hrané:
urceni v jaké Voroneho buiice, stavajictho Voroneho diagramu, se kruz-
nice k; 1 nachazi

nalezeni osy mezi dvémi kruznicemi By (ki1 kij)

nalezeni prusecikt osy By (kit1, kij) s hranici
Voroneho bunky v(k;;)

rozhodnuti o poctu pruseciku osy Bj(kit1,kij) s hranici Voroneho bunky
v(kij)
i. neexistuje zadny prusecik
A. pokracovani bodem (2b)
ii. existuje pouze jeden prusecik
A. tento prusecik uréi nasledujici Voroneho bunku, ktera bude ovliv-
néna kruznici k;11, oznaceni generujici kruznice této bunky bude
Kigj+1)
B. nalezeni osy By (kit1, ki(j+1)) a jejich priseciki s hranici Voroneho
buﬁky y(ki(j+1))
C. rozhodnuti o poétu pruseciku
e existuje jeden prusecik: pokra¢ovani bodem (2g)
e existuji dva pruseciky: pokracovani nasledujicim bodem
D. zvoleni pruseciku, ktery nelezi na spole¢né hrané Voroneho bunék
v(ki;), v(kij+1)), pokracovani bodem (2(f)iiA)
iii. existuji dva pruseciky
A. vybér jednoho libovolného pruseciku, ¢imz je urcena Voroneho

bunka, kterd jako dalsi bude ovlivnéna generujici kruznici k;iq,
oznaceni generujici kruznice této bunky bude k;;41)
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B. nalezeni osy By (kit1, hi¢j+1)) a jejich pruseciki
s hranici Voroneho buiky v(k;;j11))
C. rozhodnuti o po¢tu pruseciku
e existuje jeden prusecik: zvoleni druhého z puvodné nalezenych
prusec¢iku piislusnych Voroneho buice v(k;;) a pokracovani
predchézejicim bodem
e existuji dva pruseciky: pokracovani nasledujicim bodem
D. zvoleni pruseciku, ktery nelezi na spolecné hrané dvou Voroneho
bunek v(ki;), v(ki1+1))
E. ovéfeni zda zvoleny prusecik nédlezi hrané Voroneho bunky v(k;;)
e if YES: pfejit na bod (2g)
e if NO: pokracovani bodem (2(f)iiiB)
(g) vyruseni hran uvnitt nové vzniklé Voroneho bunky v(k;;1) a pokracovani

bodem (2b)
(h) rozhodnuti zdai+1=n

i. if Yes: konec algoritmu

ii. if No: pokrac¢ovani bodem (2b)

O

a) b)

Obréazek 26: Inkrementalni algoritmus pro Voroneho diagram kruznic

Poznamka 15 Vsimnéme si, Ze pii hledani pruseciki osy dvou gemerugicich kruznic
B (kiy1,ki1) s hranici Voroneho buriky v(k;) mohou nastat tri pripady. Prisecik osy
By (kiy1, ki) s Voroneho burikou v(k;y) neezistuje, viz obr. 27, je pouze jeden, viz obr.
26b), nebo jsou prdavé dva, viz obr. 26a).
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Obréazek 27: Inkrementalni algoritmus pro
Voroneho diagram kruznic

4.1.2 Algoritmus ”Plane sweep” pro Voroneho diagram kruznic

Algoritmus Plane sweep pro Voroneho diagram kruznic vyuziva stejného pristupu jako
algoritmus pro Obecny Voroneho diagram, viz kapitola 2.1.2.

Hlavni ¢ast algoritmu spoc¢iva ve vyuziti tzv. zametaci primky [ jez se pohybuje
shora dolu a tzv. beach line b, jez se sklada z parabolickych oblouku f;, kde kazdy
oblouk odpovida jiné generujici kruznici k;. Muze se stat, ze néktery z parabolickych
oblouku 3; bude rozdélen jinym parabolickym obloukem /; na dvé ¢asti, viz obr. 28.

Hlavni rozdil mezi algoritmem Plane sweep pro Obecny Voroneho diagram a al-
goritmem pro Voroneho diagram kruznic spoc¢iva ve vytvotreni beach line b. Navic ke
dvéma zdkladnim operacim "site event” (1. objeveni nového generugiciho bodu na za-
metaci primce 1) a "circle event” (tj. zanik parabolického oblouku (;) piibude operace
"merge event”. Tato operace nastava ve chvili, kdy zametaci piimka opousti generujici
kruznici. O jednotlivych operacich budeme hovotit pozdéji.

Obrézek 28: Rozdéleni parabolického ob-
louku f; jinym obloukem j3; na beach line

38



Lemma 4.3 MnoZina bodi X; € I, kterd md stejnou vzddlenost od kruznice

k; € S a primky | je parabola. Ohniskem této paraboly je stred C; € 1T kruznice k;
a 1idici primka p je rovnobézna s primkou | ve vzddlenosti r;, kde r; je polomer kruznice
ki, viz obr. 29.

Jesté nez provedeme dukaz lemmatu 4.3, ukazeme si mozné polohy vzniklé paraboly
vzhledem k jeji tidici piimce.

Vsimnéme si, ze ridici primka, z lemmatu 4.3, muze lezet nad zametaci ptimou [,
tedy p’ € I, nebo muze lezet pod [, tedy p € [~. Sestrojime paraboly ¢, ¢ pro obé
fidici primky p, p’, pro pripad, kdy generujici kruznice k; neprotind zametaci primku [
a pro pripad, kdy k; protina zametaci piimku /. Oba tyto pifipady jsou znazornény na
obrazcich 29, 30.

Obrazek 29: Paraboly ¢,q¢ s tidicimi Obrazek 30: Paraboly ¢,q¢ s tidicimi
primkami p,p’ v pripadé, ze zametaci primkami p,p’ v piipadé, ze zametaci
primka neprotina generujici kruznici primka protina generujici kruznici

Jak je vidét na obrazku 29, pokud zametaci ptimka [ neprotind generujici kruznici
k;, pak obé paraboly ¢, ¢’ s ohniskem ve sttedu C; kruznice k; a fidicimi pfimkami p, p/,
jsou konvexni (tzn. Ze vrchol paraboly md nejnizZsi y-ovou souradnici, oproti ostatnim
bodi lezicim na danné parabole) a parabola ¢ lezi celd uvnitf paraboly ¢. Z toho duvodu
parabola ¢’ neni pro nase ucely vyuzitelnd, mimo jiné proto, ze nespliuje pozadavek
na stejnou vzdalenost od kruznice k; jako od zametaci primky [.

Na obrazku 30 je druhy ptipad, kdy zametaci ptimka [ protinad generujici kruznici
k;. V tomto piipadé je parabola ¢ konvexni a parabola ¢’ je konkdvni (tzn. Ze vrchol pa-
raboly md nejuyssi y-ovou soutadnici, oproti ostatnim bodu lezicim na danné parabole).
Obeé tyto paraboly splnuji pozadavek na stejnou vzdalenost od generujici kruznice k;
jako od zametaci piimky [. Vzhledem k tomu, ze algoritmus Plane sweep neuchovava
informace pod [ a beach line b je sestavena pouze z parabolickych oblouku nachazejicich
se nad zametaci ptimkou [, pak konkavni parabola ¢’ ndm doplni chybéjici ¢dst beach
line uvnitt generujici kruznice k;.

Nyni jiz méame potiebné informace a muzeme provést dukaz lemmatu 4.3.
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Dikaz Necht méme kruznici k; se stiedem v bodé Cj, polomérem 7; # 0 a necht
méame zametaci piimku [ a piimky p, p’, kde p,p’ || [ a vzdélenost pl, resp. p'l je rovna
r;, soucasné plati p € [~ ap’ € ™.

7 definice paraboly, jestlize bod X; lezi na parabole s ohniskem C; a tidici pirimkou
p, plati

de(Xi, Ci) = de( X, p). (13)

7 definice 4.1 vime, ze vzdalenost vnéjsiho bodu X; od kruznice k; je

de(Xi, ki) = de( X5, C5) — 14 (14)

a vzdalenost vnitinitho bodu X; od kruznice k; je

de<Xi7 /fz) =T — de<Xi7 Cz‘)~ (15)

Dukaz rozdélime na dveé ¢asti. Na ¢ast, kdy nas zajimaji pouze vnéjsi body kruznice
k; a na ¢ast, kdy nas budou zajimat pouze vnitini body X; kruznice k;.

Nyni nas budou zajimat pouze body, které lezi vné kruznce k; a tedy pro vzdéalenost
vnéjsiho bodu X; od kruznice k; plati rovnost (14).

Po upravé dostavame

de(Xi, Cy) = de( Xy, ki) + 14 (16)

Obrazek 31: Vzdalenost bodu X; od ridici
primky p

Primky p, [ jsou od sebe vzdaleny o polomér r;, viz obr. 31, a lze tedy psat
de(Xi7p> :de(Xial) +ri- (17)
Po dosazeni vztaht (16) a (17) do rovnice (13) dostaneme

de(Xi, k’z) +r; = de<Xi, l) + 1
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a tedy plati
de<Xi7ki> - de(Xi,l). (18)

Z rovnice (18) vidime, ze vzdalenost vnéjsich bodu X; od kruznice je stejnd, jako
vzdalenost vnéjsich bodu X; od primky [. Tim jsme dokazali, ze mnozina vnéjsich bodu
X;, kterd ma stejnou vzdéalenost od kruznice k; a od piimky [ tvoii parabolu.

Nyni se zaméfime na body, které lezi uvniti kruznce k; a tedy pro vzdéalenost
vnitiniho bodu X; od kruznice k; plati rovnost (15).
Po upravé dostavame

de(Xi, Ci) = 1 — de( X, k). (19)
Piimky p', 1 jsou od sebe vzdaleny o polomér r;, viz obr. 32, a lze tedy psat

de(Xiap/> =T — de<Xi7 l)- (20)

Obrazek 32: Vzdalenost bodu X; od ridici
piimky p’

Po dosazeni vztahtu (19) a (20) do rovnice (13) dostaneme

Ty — de(Xia Ifz) =T — de<Xia l)
a tedy plati
d€<Xi,]€i) == de(Xi,l). (21)
Z rovnice (21) vidime, ze vzdélenost vnitinich bodu X; od kruznice je stejnd, jako

vzdalenost vnitinich bodu X; od piimky [. Tim jsme dokazali, Ze mnozina vnitinich
bodu X;, kterd ma stejnou vzdalenost od kruznice k; a od primky [ tvoii parabolu.

e}

Poznamka 16 Vsimnéme si, Ze pokud je zametaci primka | tecnou kruznice k; v jejim
hornim extrému Ej,, pak ohnisko C; paraboly lezi na své ridici primce p a vznikld para-
bola je degenerovand (tzn. jednd se o poloprimku, kterd je kolmd na l md poédteéni bod

na primce | a na kruznici k; v jejich dotykovém bodé, tedy v hornim extrému kruznice
k;), viz obr. 33a).
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Obrazek 33: Parabola pro zametaci piimku [ v: a) hodnim extrému Ej; b) dolnim
extrému Fy

Zametaci primka [ ma vuci generujici kruznici k tfi ruzné polohy
1. zametaci primka [ neprotina kruznici k, tedy nemaji zadny spolecny bod

2. zametaci piimka [ je te¢nou kruznice k, tedy maji jeden spole¢ny bod a to horni
nebo dolni extrém

3. zametaci primka [ protind kruznici k, tedy maji dva spole¢né pruseciky.

V prvnim ptipadé vykreslujeme parabolu, jeji cast se stava soucasti beach line.
Druhy ptipad se da rozdélit na dvé c¢asti, kdy zametaci piimka ma bod dotyku s gene-
rujici kruznici k£ v hornim nebo dolnim extrému, viz obr. 33a), 33b). Pokud ma zametaci
piimka [ bod dotyku s generujici kruznici £ v hornim extrému, pak vznikla parabola
je degenerovand, viz obr. 33a. Pokud se zametaci piimka [ dotyka generujici kruznice
k v dolnim extrému, pak vrchol vzniklé paraboly lezi na zametaci pfimce a je jim prave
dolni extrém generujici kruznice k, viz obr. 33b). V pfipadé tietim se vrchol paraboly
a jeji ¢ast nachézi pod zametaci primkou [, coz je pro tcel algoritmu nepodstatnd c¢ast.
Diky tomu, ze se ¢ast paraboly nachazi pod zametaci primkou [, je beach line b netiplna.
Nicméné uvniti generujici kruznice k£ lze také najit mnozinu bodu, kterda ma stejnou
vzdalenost od generujici kruznice k£ a od zametaci primky [, tedy parabolu. Parabola
vznikld uvniti generujici kruznice je konkavni a jeji cast nachézejici se nad zametaci
piimkou [ je soucasti beach line b, viz obr. 34.

Véta 4.2 Prusecik Qo dvou sousednich parabolickyjch oblouki B3;, B; leZi na Voroneho

hrané,tj. Qo md stejnou vzddlenost od dvou nejblizsich generugicich kruznic k;, k;,
viz obr. 35.
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Obrédzek 34: Beach line b

Obrazek 35: Voroneho hrana pro Voroneho diagram
kruznic

Dikaz Méjme beach line b pro dvé generujici kruznice k;, k; a odpovidajici zametaci
piimku [. Parabolické oblouky p3;, 3; nélezi beach line a jsou pifslusné generujicim
kruznicim k;, k;. Prusecik dvou parabolickych obloukt oznac¢ime Q.

Pro libovolny bod X; € f3; plati

do(X;, 1) = de( X5, ki).
Obdobné, pro libovolny bod X; € 3; plati
de(Xj,1) = de( X, kj).
Protoze bod @)y lezi na parabolickém oblouku f; plati pro néj
de(Qo, 1) = de(Qo, ks),

soucasné bod @) lezi na parabolickém oblouku 3; a tedy pro néj plati
de(@()u l) = de(QU7 k])
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Po upravé zistavame rovnost

de(Qo, ki) = de(Qo, k;).

Z rovnosti je videt, ze prusecik @)y, dvou beach line oblouku f;, 5; ma stejnou
vzdélenost od dvou generujicich kruznic k;, k;. To znamenad, ze bod )y lezi na Voroneho
hrané mezi dvémi Voroneho buiikami v(k;), v(k;).

o

Jak jsme jiz zminili dfive, algoritmus Plane sweep pro Voroneho diagram kruznic ma
tfi typy operaci. Jesté nez popiseme dané tii typy operaci uvedeme si vyznam pojmu
Apolloniova kruznice, jez budeme v nasledujicim textu potiebovat.

Apolloniovou tlohou rozumime tlohu zabyvajici se sestrojenim kruznice, ktera se
dotyka tii zadanych kruznic, bodi nebo piimek. V této praci vyuzijeme pouze tlohu
o sestrojeni kruznice, ktera se dotyka tii zadanych kruznic, jez jsou v tomto ptipadé
kruznice generujici. Pak kruznici, kterd se dotykda tii zadanych generujicick kruznic
k; € S nazveme Apolloniova kruznice.

kz C D)

e .,
k \
1
f . ky
1
\ /
\ /
Seoo-Tk, Obrazek  37:  Apolloniova
kruznice wvné dvou gene-
Obrazek 36: Apolloniova kruznice vné rujicich  kruznic a uvnitt
vSech tii generujicich kruznic jedné

Apolloniova kruznice muze byt umisténa vné vsech t¥i generujicich kruznic, viz obr.
36, uvnitt vsech tif generujicich kruznic, viz obr. 38, a vné nebo uvniti pouze nékterych,
viz obr. 37. Pro nase ucely, kdy se generujici kruznice neprotinaji, budeme pouzivat
Apolloniovu kruznici, ktera je vné vsech tii generujicich kruznic.

Nyni jiz muzeme zavést a popsat tii typy operaci jez jsou charakteristické pro
algoritmus Plane sweep

Site event tato operace nastane ve chvili, kdy zametaci ptimka [ poprvé protne ge-
nerujici kruznici, bod ve kterém se tak stane nazyvame horni extrém FEj,
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ks

Obrazek 38: Apolloniova kruznice
uvnitt vSech tii generujicich kruzni

Merge event operace nastava ve chvili, kdy zametaci piimka [ opousti generujici
kruznici, vznika dotyk v dolnim bodé generujici kruznice, tento dolni bod gene-
rujici kruznice je bran ve sméru pohybu zametaci primky a nazyvame ho dolni
extrém Fy

Circle event zametaci primka opousti Apolloniovu kruznici tii generujicich kruznic,
vyznamnym bodem je zde dolni bod E, Apolloniovy kruznice, viz obr. 39.

ki

Obrazek 39: Operace ”circle event”

Poznamka 17 Vsimnéme si, Ze zametaci primka | v hornim (resp. dolnim) extrému
je v tomto bodé tecnou dané generujici kruznice.

45



Zatimco prvni dva typy operaci jsou na vypocet pomérné jednoduché, u operace
"circle event”to neplati. Pro vypocet je nutné nejprve vypocist Apolloniovu kruznici
ke tfem generujicim kruznicim z mnoziny S [1].

V naSem ptipadé mame tii generujici kruznice, které se neprotinaji v zadném bodé

a soucasné zadna z kruznic nelezi unvitt jiné generujici kruznice. Pocet Apolloniovych
kruznic sestrojenych k takto zadanym generujicim kruznicim je pravé osm. Nicméné
neni nutné pracovat se vSemi osmi Apolloniovymi kruznicemi pro tti generujici kruznice,
nebot orientace beach line oblouki ndm poskytuje informace o poZzadované Apolloniové
kruznici.
Lemma 4.4 Pokud parabola B; € b je konvexni, pak hledand Apolloniova kruznice je
vné vsech odpovidajicich generugicich kruznic a zdaroven Zadnd z generujicich kruznic
nelezi uwvnitr Apolloniovy kruznice. Pokud je parabola B; € b konkdvni, pak se Apollo-
niova kruznice nachazi wvoniti generujict kruznice k; odpovidagici B; [1].

V nasem piipadé nas bude zajimat pouze Apolloniova kruznice, kterda se bude
nachéazet vné vsech tii generujicich kruznic. Druhy piipad nastava pro generujici kruzni-
ce, které se protinaji. Bude feSeno pozdéji.

Pti inicializaci bude nutno seradit body podle urcitého pravidla, toto pravidlo za-
vedeme nasledovneé.

Definice 4.3 Bod P = [x,,y,| zatadime pred bod Q) = [x4,Y,], pokud plati y, < y,
ax, < T4

Inicializace Nejprve musime zjistit a zapsat do fronty F' horni, resp. dolni extrémy
a seradit je podle pravidla uvedeného v definici 4.3. Nakonec vytvorime zametaci
primku [ a beach line b.

Zpracovani jednotlivych operaci Jakmile je fronta F' vytvotena, algoritmus za¢ne
se zpracovavanim jednotlivych operaci postupné tak, jak jsou sefazeny ve fronté F'.
Kazda operace je spojena se svou vlastni akci, ta se sklada ze tii hlavnich prvku

e modifikace beach line b, bud piiddnim nebo odebranim nékterého parabolického
oblouku f;

e modifikace fronty F', odstranénim nezddouci Apolloniovy kruznice
a pridanim nové, vhodnéjsi Apolloniovy kruznice

e modifikace Voroneho diagramu tim, ze pridame nebo slou¢ime nékteré Voroneho
hrany:.

Vyjimku, pro ndmi zadanou mnozinu S, tvoii operace "merge event’u které se
vyskytuje pouze prvni akce, tedy pridani nebo odebrani parabolického oblouku. Pro
zadanou mnozinu S, kde budeme pripoustét protinani kruznic atd., bude feseno pozdéji,
plati vSechny tii typy akeci.
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Site event Nastava ve chvili, kdy zametaci ptimka [ protne novou generujici
kruznici v hornim etrému £y, viz obr. 40. V tuto chvili vznikne nova parabola, ktera
je degenerovana. Nasledné, pti této operaci, vznikaji tfi parabolické oblouky £y, 85, s,
odpovidajici generujici kruznici ky, jez rozdéluji beach line oblouk 3, na dvé ¢ésti 3,
a By, viz obr. 40b). Oblouky S, B¢ jsou ¢astmi, levé a pravé vétve, téze paraboly,
viz lemma 4.3.

To, ktery beach line oblouk bude rozdélen nové pridanymi parabolickymi oblouky,
lze rozhodnout napf. na zdkladé neprazdného pruniku beach line oblouku 3; s degene-
rovanou parabolou.

a) b)

Obrazek 40: Operace "site event”pro Voroneho diagram kruznic: a) pred operact;
b) po operaci

Sousednimi oblouky beach line oblouku S5 jsou oblouky 3, a B3. Beach line oblouky
b1, Ba, B3 odpovidaji po fadé generujicim kruznicim kq, ko, k3. Sousednich oblouku ob-
louku 3, vyuzijeme pro vytvotreni novych Apolloniovych kruznic. Dvé nové Apolloniovy
kruznice vytvorime pro generatory ki, ko, ks a ks, ko, ks odpovidajici po fadé beach line
obloukiim f31, By, B4 a B3, By, s, cehoz se v dalsich krocich vyuziva v operaci "circle
event”. Pro prvni trojici oblouku ozna¢ime vyznamny bod Apolloniovy kruznice Ejq,
pro druhou trojici vyznamny bod Apolloniovy kruznice oznac¢ime Ejs. Oba tyto body
zafadime do fronty F'.

Frontu F' modifikujeme pokazdé, kdy je definovana nova Apolloniova kruznice,
popiipadé pokud zanika Apolloniova kruznice nebo kdykoli je zménéna beach line od-
stranénim nebo vlozenim novych oblouk.

Operace "site event”odstranuje jednu Apolloniovu kruznici z fronty F a vytvaii
az dvé nové Apolloniovy kruznice. Mnozstvi pridavanych Apolloniovych kruznic zavisi
na tom, v jaké fazy algoritmu se nachdzime a také na tom, kolik mame objevenych
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generujicich kruznic [1].

Merge event Pro operaci "merge event”, znazornéné na obrazcich 41, 42, je
podstatny dolni extrém FEj, generujici kruznice ky. Operaci délime na dva ptipady, kdy
uvniti generujici kruznice lezi pouze jeden beach line oblouk nebo vice oblouku beach
line. Druhy ptipad nastava ve chvili, kdy se dvé a vice generujicich kruznic proting,
bude feseno pozdéji.

Obrazek 41: Operace "merge event” pro Voroneho di-
agram kruznic, pred zpracovanim operace

Obrazek 42: Operace "merge event”pro Voroneho dia-
gram kruznic, po zpracovanim operace

Pti operaci "merge event” dochézi k zéaniku beach line oblouku (3. Po zaniku beach
line oblouku S5, ktery se nachazel uvnitt kruznice ks dojde ke spojeni sousednich beach
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line oblouku [y a B4, které lezi vné generujici kruznice k. Tim je vytvoren novy beach
line oblouk Bay.

V tomto kroku muze dojit k zaniku nékterych Apolloniovych kruznic, a to prave
téch, které souvisely s odstranénym beach line obloukem (3, proto museji byt od-
stranény z fronty F'. To nastava pouze v piipadé, kdy se generujici kruznice protinaji,
bude feseno pozdéji. Nicméné ve fronté F' musime nahradit beach line oblouky (5, 84
slou¢enym beach line obloukem [oy [1].

Circle event Necht k, je Apolloniova kruznice s odpovidajicim vyznamnym bo-
dem FE,.

Obréazek 43: Operace "circle event”pro Voroneho diagram
kruznic pred operaci

Obréazek 44: Operace "circle event”pro Voroneho diagram
kruznic po operaci

Jak je vidét na obrazcich 43, 44, Apolloniova kruznice k, se dotyka tii generujich
kruznic ks, k3, k4 a odpovida tedy beach line obloukum s, 83, 8. PTi této operaci zanika
beach line oblouk /35 a ve stfedu Apolloniovy kruznice k, vznikne novy Voroneho vrchol
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V. Ten je ukoncenim stavajicich hran eq, e, a soucasné je pocatkem nové Voroneho
hrany es.

Apolloniova kruznice k, zanikd, je tedy vyjmuta z fronty I’ a soucasné jsou defi-
novany nejvyse dvé nové Apolloniovy kruznice. Pocet novych Apolloniovych kruznic
zavisi na tom kolik generujicich kruznic je jiz prohledanych. Pokud napiiklad v poc¢atku
algoritmu pracujeme pouze se tfemi generujicimi kruznicemi nevznika mi zadnd nova
Apolloniova kruznice.

Noveé vzniklé Apolloniovy kruznice jsou definovany pomoci beach line oblouku, které
zbyly po zaniku oblouku 5. Nalevo od oblouku 3 to jsou oblouky [, 32 a napravo
jsou to oblouky f4, 85. Prvni z Apolloniovych kruznic k,; je tvorena pro (1, s, (s,
s vyznamnym bodem FE,, a druha k. je tvofena pro [, 84, 85, s vyznamnym bodem
E,,. Oba tyto body pridame do fronty F'.

Ukonceni algoritmu Posledni operaci algoritmu je vzdy "merge event”nebo
"circle event”. Po zpracovani posledni udalosti ve fronté F' by mél byt Voroneho dia-
gram hotov. Nicméné stale mame zametaci primku [ a beach line b, ktera i nadéle tvori
Voroneho hrany, tedy prostor pod beach line je stale nedokoncen.

Voroneho buika odpovidajici generujici kruznici, jez je soucasti hranice konvexniho
obalu celé mnoziny generatoru S, je neomezend. Z toho duvodu bude algoritmus do-
koncen odstranénim beach line b a zametaci primky (.

Algoritmus (”Plane sweep”pro Voroneho diagram kruznic 1)
Vstup: Mnozina generujicich kruznic S = {kq, ko, ..., kn}.
Vystup: Voroneho diagram mnoziny S.

1. Inicializace

(a) vytvoreni zametaci piimky [ a beach line b, ktera je v pocatku nevlastni

(b) vlozeni hornich Ej, a dolnich E; extrému, pro operace site event a merge
event, do fronty F

2. Zpracovani udalosti

(a) vybeér udélosti E z fronty F'
(b) Switch(E)
o CASE: Site event

i. najit odpovidajici beach line oblouk

ii. rozdeélit 5 do dvou beach line oblouku £, 8, a vlozit mezi né novy
beach line oblouk

iii. vytvorit Voroneho hranu e

iv. spojit Voroneho hranu e s beach line b
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v. vytvorit nové Apolloniovy kruznice, jejich mnozstvi zavisi na poctu
jiz projetych generujicich kruznic,
a vlozit je do fronty F'

e CASE: Merge event

i. najit odpovidajici bech line oblouk . a dva oblouky g, 3, spo-
jenych s [,

ii. [, B, jsou vné odpovidajici kruznice
A. vyjmout S,
B. sloucit oblouky f;, 8, a vytvorit jediny oblouk g,

iii. vytvoreni jedné Apolloniovy kruznice, pro circle event, defino-
vané trojici beach line oblouku (left(8:.), Bir, right(B;,)) ! a jejich
vlozeni do fronty F

e CASE: Circle event

i. nacteni odpovidajici beach line trojice (5, 53, 5)
ii. ovéieni, zda aktudlni beach line trojice je platna 2
A. if YES
— nacteni dvou Voroneho hran e;, e;,7 # j spojenych s
— vytvoteni Voroneho vrcholu v
— spojeni hran e;, e; ve vrcholu v

— vytvofeni nové Voroneho hrany z Voroneho vrcholu v, kde
v je koncovym vrcholem nové vzniklé Voroneho hrany

— piipojeni dvou beach line oblouku f;, 5, k sousednimu ob-
louku

— vytvoreni dvou Apolloniovych kruznic definovanych troji-

cemi (left(5), 51, Br) a (B, Br, Tight(5,)) a jejich vlozeni do
fronty F

— vyjmuti beach line oblouku 3 z fronty F'
B. if NO

— pokracovani v algoritmu
3. Ukonceni algoritmu

(a) Voroneho vrcholy spojeny s beach line necht odpovidaji nekone¢nu

(b) vymazani beach line b a zametaci piimky [

Yeft(Bi), rigrt(By.) oznaéuji levy a pravy sousedni oblouk ..
2tzn. zda Apolloniova kruznice odpovida dané trojici.
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4.1.3 Algoritmus ”Plane sveep”pro Voroneho diagram kruznic se zménou
zakladnich vlastnosi mnoziny S

V predchozi kapitole 4.1.2 jsme popsali algoritmus Plane sweep pro mnozinu
S = {ki, ks, ... k,} generujicich kruznic, které mély tu vlastnost, ze se neprotinaly,
jejich poloméry byly nenulové a zadna z generujicich kruznic neobsahovala jinou gene-
rujici kruznici.

Nyni si uvedeme zmény, které v algoritmu nastanou, pokud predchozi vlastnosti
mnoziny S generujicich kruznic zménime. Tedy pro generujici kruznice k; € S bude
nadale platit, ze

e mohou mit neprazdny prunik (tzn. dva body, kruznice se protinaji; jeden bod,
kruznice se dotykaji), pouze za predpokladu, ze zadné tii a vice generujicich
kruznic nemaji spole¢ny bod

e poloméry generujicich kruznic mohou byt nulové, tedy r; = 0 (tzn. mnoZina
S muze obsahovat body)

e generujici kruznice k; muze lezet uvniti jiné generujici kruznice k;, kde i # j
e zadné ¢tyti generujici kruznice nemaji spolecnou Apolloniovu kruznici.

Meéjme mnozinu S = {ky, ko, ..., k,} generujicich kruznic k; = (Cj, 1), kde

C; = (x;,y;) je stted kruznice a r; je jeji polomér. Z celkového poctu n generujicich
kruznic k; mnoziny S existuje g kruznic, které nemaji zadny spoleény bod s jinou
generujici kruznici k; z mnoziny S. Pocet generujicich kruznic, které maji spolecny
bod s jinou generujici kruznici z mnoziny S je [ = n — g a soucasné m je pocet
spoleénych bodu téchto kruznic. Kazdé dvé kruznice s neprazdnym prunikem maji dva
(resp. jeden) spoleény bod. Tyto body rozdéluji kazdou kruznici na dva (resp. jeden)
oblouk.

Véta 4.3 Méjme mnozinu S = {ky, ke,..., k,} generujicich kruznic, kde n je pocet
téchto kruznic. Necht g je pocet generugjicich kruznic, které nemaji Zddnij spolecnyj bod
s ginou generujici kruznici z mnoZiny S. Pocet kruinic s neprdzdnym prunikem je
Il =n—g am je pocet spolec¢nijch bodi vsech téchto kruznic. Pak celkovij pocet oblouk
pro l =n — g kruznic je 2m [1].

Dikaz Kazdé dvé kruznice s neprazdnym prunikem maji dva (resp. jeden) spoleény
bod, tyto body rozdéluji kazdou kruznici na dva (resp. jeden) oblouk. Proto pro
m pruseciku ziskdvame 2m oblouktu. Toto plati pouze v pripadé, ze zadné tii nebo
vice generujicich kruznic se neprotinaji v jednom bodé, coz je predpoklad mnoziny S.

o
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V nasledujicim textu budeme pouzivat oznaceni generujici misto. Timto pojmem se
rozumi bud’ kruznice, kterd nem4 zadny spojeény bod s jinou generujici kruznici nebo
oblouk na generujici kruznici rozdélené prusecikem, popr. dotykovym bodem.

Mnozina S” = {s1, 82, ..., Sg+2m} je mnozina vsech generujicich mist definovanych
v mnoziné S.

Nejkratsi Eukleidovskou vzdalenost mezi libovolnym bodem Z roviny a generujicim
mistem s; € S” oznacme d (7, s;), viz obr. 45.

S

Obrazek 45: Vzdalenost bodu Z od generujiciho
mista So9

Véta 4.4 Bod Z bude ndlezet Voroneho burice v(s;), pro generugici misto s;, pouze
tehdy, bude-li platit, Ze d.(Z,s;) < d.(Z,s;), kde i # j. V pripadé rovnosti bude bod
Z lezet na Voroneho hrane.

Zatimco hrany Obecného Voroneho diagramu jsou ¢astmi primek, hrany Voroneho
diagramu kruznic jsou ¢astmi kuzelosecek. V ivodu kapitoly 4 jsme uvedli lemma 4.1,
to pojedndvalo o tom, ze mnozina bodu, kterd ma stejnou vzdalenost od dvou ne-
protinajicich se kruznic s ruznymi poloméry je hyperbola. V ptipadé, kdy hledame
mnozinu bodu, kterd ma stejnou vzdalenost od dvou protinajicich se kruznic, tato
skutecnost zcela neplati. Pro dvé protinajici se kruznice nastanou soucasné dvé moznosti,
viz nasledujici lemma 4.5.

Lemma 4.5 MnozZiny bodu které maji stejnou vzddlenost od dvou protinajicich se
kruznic s ruznymi polomeéry jsou

hyperbola v pripadé, Ze se hledand mnozZina nachdzi uwvniti nebo vné obou kruznic,
viz obr. 406a)

elipsa v pripadé, Ze se hledand mnoZina nachdzi wonitr jedné kruznice a vné druhé
nebo naopak, viz obr. 46b).
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b)

Obrazek 46: Mnozina bodu se stejnou vzdalenosti od dvou protinajicich
se kruzic: a) hyperbola; b) elypsa

Dikaz Méjme dvé protinajici se kruznice kq, ks se stiedy v bodech Cy, Cy a polomeéry
r1, T2, kde 11 # 9. Hleddme mnoziny bodu X;, které méji stejnou vzdalenost od kruznic
ky, ko.

Prvni pripad, kdy je hledand mnozina hyperbolou, je dokazan v lemmatu 4.1. Druhy
pripad, kdy je hledana mnozina elipsou, dokdzeme nasledujicim zpusobem.

7 definice elipsy, bod X; je bodem elipsy, kde C', C5 jsou ohniska elipsy, pokud plati

de(Xi, Cl) -+ de(Xi, Cg) = konst. (22)

Obréazek 47: Vzdéalenost bodu X; od

sttedu C4, Cy generujicich ruznic kq, ko

Pokud budeme predpokladat, ze bod X; se nachazi vné kruznice k; a soucasné lezi
uvnitt kruznice ks, viz obr. 47, pak plati, ze d.(X;, C1) je soucet poloméru r; kruznice
ki se vzdalenosti v; bodu X; od kruznice ky, tedy v; = do(X;, k1). Ovsem, pokud bod
X; se nachdzi uvnitf kruznice ko, pak d.(X;, Cs) je rozdil poloméru ry kruznice ko
a vzdalenosti w; bodu X; od kruznice ks, tedy w; = do(X;, k2).
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7 predchozich informaci muzeme psat, ze
de(Xi, C1) = de( Xy, k1) +11 (= v +11)

a zaroven

de(Xia 02) =Te — de(Xi7 kz) (: ro — wi)-

Po upraveé ziskavame

U; = de(Xz',Cl) —n"

a zaroven

W; = T9 — de(Xia CQ)

Na zdkladé toho, ze hleddme mnozinu bodu, kterd ma stejou vzdélenost od dvou
kruznic kq, ko, plati
w; = ;.

Po dosazeni ziskavame rovnost
de(Xs,Cr) — 11 =19 — do( X, Ca)
a po upravé dostaneme rovnost
de(X;, C1) + deo(X;,Co) =19 + 11.

Tato rovnost odpovida rovnosti (22), kde konstanta je ry + 7.

Postup dikazu plati i pro piipad, kdy se bod X; nachazi uvnitt kruznice k; a soucas-
né lezi vné kruznice ky. Rozdil pak bude v tom, ze d.(X;, C1) je rozdil poloméru rq
kruznice k; a vzdalenosti w; bodu X; od kruznice k; a d.(X;, Cy) je soucet poloméru
ro kruznice ko a vzdéalenosti v; bodu X; od kruznice ky. Po vyjadfeni a ipravach opét
dostaneme rovnost (22).

Tim ziskavame konstatni soucet vzdalenosti pro kazdy bod X; hledané mnoziny,
vyslednd mnozina je tedy elipsou.

o

Nasledujici véta nam ukazuje vlastnosti bodu lezicich na Voroneho hrané dvou
protinajicich se kruznic, vzhledem k tomu na jaké ¢asti hrany lezi.

Algoritmus Plane sweep pro Voroneho diagram kruznic, obdobné jako v predchozich
piipadech, vyuziva zametaci piimky [, pomoci niz vytvaii beach line b, jejiz jednotlivé
parabolické oblouky oznacujeme ;.

Algoritmus Plane sweep pro Obecny Voroneho diagram mé& pouze dva typy operaci
a to "site event”a " circle event”. Algoritmus Plane sweep pro Voroneho diagram kruznic
s omezenymi vlastnostmi mnoziny S generujicich kruzic, jak byl definovan v kapitole
4.1.2, méa operace tfi, a to "site event”, ”circle event”a “merge event”. Algoritmus Plane
sweep pro Voroneho diagram kruznic s vlastnostmi, jez byly definovany v této kapitole
ma operace ¢tyTi, ma navic operaci ”cross event”.

Jak jsme jiz zminili, algoritmus vyuziva ¢tyti typy operaci
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Cross event operace nastane ve chvili, kdy se zametaci primka [ bude nachazet
v prusec¢iku dvou generujicich kruznic, viz obr. 48

Site event tato operace nastane ve chvili, kdy zametaci piimka [ poprvé protne ge-
nerujici kruznici, bod ve kterém se tak stane nazyvame horni extrém FEj,

Merge event operace nastava ve chvili, kdy zametaci pfimka [ opousti generujici
kruznici, vznika dotyk v dolnim bodé generujici kruznice, tento dolni bod gene-
rujici kruznice je bran ve sméru pohybu zametaci piimky a nazyvame ho dolni
extrém Fjy

Circle event zametaci piimka opousti Apolloniovu kruznici, vyznamnym bodem je
zde dolni bod Apolloniovy kruznice Ej,.

Obrazek 48: Operace ”cross event”

Inicializace Nejprve musime zjistit a zapsat do fronty F’ horni a dolni extrémni body,
dale vSechny pruseéiky a vSe seradit sestupné, viz definice 4.3. Nakonec vytvorime
zametaci primku [ a beach line b.

Zpracovani jednotlivych operaci Jakmile je fronta F' hotova, algoritmus zacne se
zpracovavanim jednotlivych operaci postupneé tak jak jsou sefazeny ve fronté F. Kazda
operace je spojena se svou vlastni akci, ty se skladaji ze tii hlavnich ¢asti

e modifikace beach line b, bud piiddnim nebo odebranim nékterého oblouku f;

e modifikace fronty F', odstranénim nezadouci Apolloniovy kruznice a pridanim
nové, vhodnéjsi Apolloniovy kruznice

e modifikace Voroneho diagramu pridanim nebo slou¢enim nékteré Voroneho hrany
[1].

Operace "site event”, "merge event”a ”circle event”jsou diskutovany v predchozi
podkapitole 4.1.2 a zde je tedy nebudeme uvadeét.
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Cross event Na obrazku 49 je operace "cross event”definovana dvémi gene-
rujicimi kruznicemi ky = (Cy,13) a k3 = (Cs,r3). Tésné pred tim nez nastane ope-
race ”cross event”’se k bodu FEj,tj. prusecik dvou generujicich kruznic, priblizuji dva
pruseciky beach line oblouku (5, 83 a 4, 85. Tyto pruseéiky soucasné lezi na gene-
rujicich kruznicich ko, k3. Jakmile se zametaci primka [, soucasné s pruseciky beach
line oblouku fs, B35 a f4, b5, dostane do bodu FEj, parabolické oblouky (s, 84 zanik-
nou a vytvori se nové parabolické oblouky (7, 85, B9, 510, prusecik Ej se stane novym
Voroneho vrcholem.

Obréazek 49: Operace "cross event”pro Voroneho diagram, pred
zpracovanim operace

Obrazek 50: Operace ”cross event”pro Voroneho diagram, po zpra-
covani operace

Pri operaci ”cross event” nezanikaji zadné Apolloniovy kruznice soucasné po pridani
¢tyt novych parabolickych oblouktu do beach line, mohou vzniknout nové Apolloniovy
kruznice. Na obrazku 50 jsou nové Apolloniovy kruznice definovany pomoci beach line

oblouku 8, 82, 87 a Bio, 55, Bs-
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Prisecik dvou kruznic Ej je novym Voroneho vrcholem a je ukonc¢enim stavajici
hrany e;. Z nového Voroneho vrcholu Ej povedou tii nové Voroneho hrany es, e3 a ey,
kde hrany e, e3 jsou castmi téze elipsy mezi generujcimi kruznicemi ko, k3 a hrana ey je
pokracovani hyperboly mezi generujcimi kruznicemi ko, k3. Koncovy Voroneho vrchol
novych Voroneho hran zatim neni zndm. Stupen Voroneho vrcholu Ej, je ¢tyii [1].

Ukonc¢éeni algoritmu Posledni operaci algoritmu je vzdy "merge event”nebo
"circle event”. Po zpracovani posledni udalosti ve fronté F' by mél byt Voroneho dia-
gram hotov. Nicméné stale mame zametaci primku [ a beach line b, ktera i nadéle tvori
Voroneho hrany, tedy prostor pod beach line je stale nedokoncen.

Voroneho bunka odpovidajici generujici kruznici, jez je souc¢asti hranice konvexniho
obalu celé mnoziny generatoru S, je neomezend. Z toho duvodu bude algoritmus do-
kon¢en odstranénim beach line b a zametaci piimky /.

V nésledujici ¢asti uvedeme popis algoritmu Plane sweep rozsiteny o operaci ”cross
event”. Postup algoritmu z kapitoly 4.1.2 je nezménén az na vlozeni operace ”cross
event”mezi operace "merge event” a ”circle event”. Nebudeme tu tedy algoritmus uvadét
cely, nybrz pouze jeho ¢ast zabyvajici se operaci ”cross event”.

Algoritmus (”Plane sweep”pro Voroneho diagram kruznic 2)
Vstup:  Mnozina generujicich kruznic S = {kq, ko, ..., kn}.
Vystup: Voroneho diagram mnoziny S.

1. Inicializace

2. Zpracovani operaci

(a) vybér udélosti E z fronty F'

(b) Switch(E)

e CASE: Cross event

i. nalezeni dvou odpovidajicich beach line oblouku £, 5,
ii. vytvoreni ¢tyf beach line oblouku a jejich vhodného napojeni
iii. vytvoreni tfi Voroneho hran a jejich spravné napojeni
iv. vytvoreni dvou Apolloniovych kruznic a jejich vlozeni
do fronty F

v. odebrani dvou beach line oblouku 5;, 8, z fronty F
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4.1.4 Metoda rostoucich regionti pro Voroneho diagram kruznic

Metoda rostoucich regiont pro Voroneho diagram kruznic je obdobné, jako metoda pro
Obecny Voroneho diagram. Vytvorime kruznice s nulovymi poloméry a se stiedy v ge-
nerujicich bodech, polomér kruznic postupné zvétsujeme. Pruseciky kruznic (popr. ob-
louki), vykresluji Voroneho hrany, dokud nevznikne novy Voroneho vrchol. Ten vznika
ve spolecném pruniku t¥{ kruznic (popr. obloukii).

Mnozina S pro Voroneho diagram kruznic obsahuje, na rozdil od Obecného Voro-
neho diagramu, generujici kruznice. Kruznice [;, které vytvaiime musime tedy vytvorit
pro generujici kruznice k;. Méjme generujici kruznici k; = (C;,r;) € S, kde C; = (x;, y;)
je stted generujici kruznice a r; je jeji polomér, i = 1,2, ..., n. Pak kruznice [; ma stied
v bodé C; a pocéatecni polomér 7;; kruznice /; neni roven nule, ale rovnd se poloméru
kruznice k;, plati tedy r;; = r;.

Poloméry vytvorenych kruznic [; se zvétsuji stejnou rychlosti, ale maji rozdilnou
hodnotu v pocatku algoritmu. Pro poloméry r;;, 7 ; dvou vytvoienych kruznic [;,;
v generujicich kruznicich k;, k; s polomeéry r;, 7; plati

Tl,i —Tr; = 7’17]‘ — T‘j.
Pro mnozinu S generujicich kruznic k; zavedeme nékolik omezeni
e prunik dvou libovolnych kruznic k;, k; € S je prazdnd mnozina
e 7adna generujici kruznice nelez{ uvnitt jiné.

Soucasti této préace je zndzornéni metody rostoucich regionu, pro Voroneho diagram
kruznic, v programu Geogebra. V nasledujici ¢asti uvedeme struény popis metody
rostoucich regiont pro Voroneho diagram kruznic v programu Geogebra.

Popis metody rostoucich regiont pro program Geogebra Jak je uvedeno v ka-
pitole 3.1.1, hlavni myslenka metody rostoucich regionu, pti konstukei Voroneho dia-
gramu v programu Geogebra, je zachovana. Rozdil je v tom, ze v poc¢atku algoritmu,
neni polomér kruznic /; roven nule, ale polomér kruznice /; bude roven konstanté a. Po-
lomér kruznic nasledné zmensujeme. Konstanta, které se polomér v pocatku algoritmu
rovna, je v tomto piipadé volena a = 20 a zmensujeme ji do a = 0. Kruznice [; pii
zménsovani poloméru, vykresluji svoji stopu, timto zpusobem je pro kazdou generujici
kruznici vykreslena Voroneho buiika.

Poznamka 18 Uvédomme si, Ze polomér r;,; vytvorené kruznice l; pro generugjici kruz-
nici k; je r; =1 + a.

Pokud by se zménsovani poloméru zastavilo na hodnoté a = 0, pak vytvorené
kruznice [; by nevykreslily Voroneho buriku uvniti generujici kruznice k;, viz obr. 51.
Tento problém muzeme vytesit nékolika zpusoby.
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Obrazek 51: Voroneho diagram pro
dvé generujici kruznice s nevy-
kreslenym vnittkem generujicich
kruznic

Prvnim z moznych teSeni je zmensit dolni hranici @ a to minimalné o polomeér
nejvetsi generujici kruznice. Pokud by byl polomér r; nejvétsi generujici kruznice k; ro-
ven napft. péti, pak bychom a snizovali az do hodnoty a = —5.

Dalsim moznym feSenim je zvolit si konstantu v, pro niz plativ > r;,1=1,2,...,n.
Potom pro polomér 7;; vytvorené kruznice /; plati

r=a—(v—ry).

Pii zndzornéni metody rostoucich regionu je pouzito druhé feseni. Na obrazku
52a)-c) je ukdzan postup vykreslovdni Voroneho diagramu kruznic pro dvé generujici
kruznice. Na obrézku 52d) je piiklad Voroneho diagramu pro Sest generujicich kruznic.
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d)

Obrazek 52: Voroneho diagram pro dvé generujici
kruznice kde: a) a=20; b) a=13,67; ¢) a=0; d) Vo-

roneho diagram pro Sest generujicich kruznnic
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5 Laguerre Voroneho diagram

Laguerre Voroneho diagram muzeme najit také pod nazvem Silovy (”Power”) Voroneho
diagram.

Méjme S = {Py, P»,...,P,} mnozinu generujicich bodt P; = (z;, s, /w;), kde
(x;,y;) jsou souradnice generujictho bodu P; a w; je véha prifazend danému gene-
rujicimu bodu. Védha w; udava schopnost bodu P; ovliviiovat své okoli [5], [9], [10].

Pred tim, nez se zacneme plné vénovat Laguerre Voroneho diagramu uvedeme néco
malo k Laguerre geometrii a ukazeme si mozny geometricky piistup k mnoziné S.

Laguerre geometrie Méjme tii-dimenzionédlni vektorovy prostor nad realnym téle-
sem, kde vzdalenost d(P, Q) dvou bodu P = (z,, yp, wy), @ = (24, Yy, wy) je definovana
d(P,Q)* = (zp — 74)* + (yp — yg)? — (W, — wy)? [10].

Bod A = (z,y,w), v Laguerre geometrii, koresponduje s kruznici k& v Eukleidovské
geometrii, kde stfed této kruznice ma soutadnice (z,y) a jeji polomér je |w|.

Vzdalenost dvou bodu A = (x4, ya,wa), B = (xp,yp,wp) v Laguerre geometri, ko-
responduje se vzdalenosti dotykovych bodu 77, T5 spolecné tecny odpovidajicich dvou
kruznic k1 = (xa,ya), k2 = (zp,yp) s poloméry |wal,|wg|, viz obr. 53. Obdobné lze
definovat vzdédlenost bodu C' = (z¢,yc, we) a bodu Q = (xg,yg), jako vzdalenost
dotykového bodu T te¢ny ke kruznici k = (z¢,yc) s polomérem |wc| z bodu Q. Tato

TN

mace lze najit v [5], [9],[10],[13].

....................... T

Obrazek 53: Laguerre vzdalenost dvou kruznic

Geometricka interpretace Na zakladé informaci uvedenych u Laguerre geometrie
je mozné si mnozinu S generujicich bodu P; = (x;,y;, /w;) predstavit jako mnozinu
kruznic p;, kde K; = (x4, ;) jsou souradnice sttedu a /w; jsou poloméry kruznic p;.

Pro lepsi pochopeni a préaci s Laguerre Voroneho diagramem modifikujeme mnozinu
generujicich bodu S. Nadale o mnoziné generujicich bodu S budeme mluvit jako
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o mnoziné generujicich kruznic S = {py, pa, ..., Pn}, kde p; = (K, Jw;) je generujici
kruznice se sttedem v bodé K; = (z;,y;) a polomérem ,/w;.

Definice 5.1 Méjme libovolny bod Q) roviny a generugici kruznici p; = (K;, \/w;) € S,
kterda md stred v bodé K; = (x;,y;) a polomeér \J/w;. Pak dotykovy bod T bude jeden
z dotykovych bodu teény z bodu QQ ke kruzmici p;, viz obr. 5.

V nésledujicim textu odvodime Laguerre vzdélenost, kterou budeme prozatim znacit

di(Q,pi), kde Q = (xg,yq) je libovolny bod roviny a p;, = (K;, \/w;) je generujici
kruznice.

Poznamka 19 Uvédomme si, Ze Laguerre vzddlenost neni nic jiného neZ vzddlenost
libovolného bodu ) roviny od prislusného dotykového bodu T leZictho na generujici

kruznici p; = (K, \Jw;). Plati tedy, Ze d7(Q,p;) = de(Q,T), viz obr. 54.

Obrazek 54: Laguerre vzdalenost libovolného bodu
@ roviny od generujici kruznice p;

Z obrazku 54 je vidét, ze Laguerre vzdalenost bodu @) od generujici kruznice
pi = (K, Jw;) muzeme zjistit pomoci Pythagorovy véty. Na zdkladé toho muzeme
psat
de(@? Kl)2 = de(@7 T)2 + (wz)2
Soucasné plati d} (Q,p;) = de(Q, T'), viz pozndmka 19. Po prepsani dostavame
de(Q7 K2)2 - dlL(Q7p1)2 + w;.

Po tpravach a vyjddieni Laguerre vzdalenosti d (Q, p;) dostavdme rovnost

dr(Q,pi) = \/de(Qv K;)? — w;. (23)
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Poznamka 20 Laguerre vzddlenost libovolného bodu () roviny od generujici kruznice
p; se lisi podle jeho polohy vuci generujcici kruznici. Pokud bod Q) leZi vné generujict
kruznice p;, pak plati dy(Q,p;)?> > 0. Pokud bod Q leZi na generugici kruznici p;,
pak plati d7(Q,p;)* = 0. A pokud bod Q lezi uvnity generujici kruznice p;, pak plati
dp(Q, pi)* < 0.

Laguerre vzdalenost by méla byt definovana rovnosti (23). Nicméné Laguerre vzdé-
lenost z rovnosti (23) zavedeme bez odmocniny. To udéldme timysIné, nebot z poznamky
20 je vidét, ze pro bod () nachazejici se uvnitt generujici kruznice je Laguerre vzdéalenost
zaporna. Protoze chceme definovat Laguerre vzdalenost i pro body lezici uvniti gene-
rujici kruznice zavedeme Laguerre vzdalenost nasledovné [9], [5].

Definice 5.2 Méjme libovolny bod Q roviny a generujici kruznici p; = (K;, Jw;) € S,
kde K; = (x;,y;) je stred kruZnice p; a \/w; je polomér této kruznice. Pak Laguerre
vzddlenost definujeme

dr(Q,pi) = d(Q, Kz’>2 — W;. (24)

Pro odvozenou Laguerre vzdélenost v rovnosti (23) a pro definovanou Laguerre
vzddlenost v rovnosti (24) plati d; (Q,p;)* = dp(Q, p;)-

Véta 5.1 Osa dvou generujicich kruznic p;,p; € S' je primka a budeme ji znacit
By (pi,pj). Pak hrany Laguerre Voroneho diagramu jsou ¢dstmi téchto primek.

Dikaz V tdvodu této kapitoly jsme zavedli mnozinu generujicich bodu S, kterou
jsme poté, pro lepsi piistup k Laguerre Voroneho diagramu, modifikovali na mnozinu
generujicich kruznic S’. Nicméné, zde bude vyhodnéjsi vratit se k mnoziné generujicich
bodu S.

Hleddame mnozinu bodu Y;, které maji stejnou Laguerre vzdéalenost od dvou gene-
rujicich bodu Py, P, € S. Muzeme tedy psat

dL(}/hPl) = dL<}/i7 PQ)

Mnozina bodu, kterd mé stejnou vzdélenost od dvou pevné zvolenych bodu je
piimka. Z toho plyne, ze mnozina bodu Y;, které maji stejnou Laguerre vzdalenost
od dvou bodu je také primka.
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Obrazek 55: Laguerre Voroneho hrana v zavislosti na poloze generujicich kruznic

Na obréazku 55 je ukazano, jak vypada hrana Laguerre Voroneho diagramu pro dvé
generujici kruznice py, py € S’ v zavislosti na jejich vzdjemné poloze [10].

Méjme dvé generujici kruznice py = (K1, /wr),p2 = (K»,/ws) € S'. V piipade,
ze generujici kruznice nemaji zadny spolecny bod a jedna nelezi uvniti druhé, pak
Voroneho hrana protind tusecku K; K5, viz obr. 55a). Pokud maji generujici kruznice
spoleény bod (resp. body), pak Voroneho hrana prochazi timto spole¢nym bodem
(resp. spolecénymi body), viz obr. 55b). Pokud generujici kruznice nemaji spoleény bod
a soucasné jedna z generujicich kruznic lezi uvnitt druhé, pak Voroneho hrana neprotina
usecku KK, viz obr. 55¢), [10].

Definice 5.3 Mé¢jme dvé generugici kruznice p;,p; € S’ a libovolngy bod Q) roviny, pak
otevirenou Leguerre polorovinu kruznice p; € S', kde kruznice p; je interpretact
generujicitho bodu P; € S s vdhou \/w;, definujeme

hi(pi,p;) = {Qld(Q, pi) < dr(Q,p;)}.

Laguerre Voroneho bunku kruznice p; definujeme

vipi) = [\ he(pip)).

p; €S’ ,pi#pi

Obrazky 56a), b) jsou piiklady Laguerre Voroneho diagramu. Vsimnéme si, ze ge-
nerujici kruznice nékterych Voroneho bunék neobsahuji své generatory, napt. Voroneho
bunka v, (p3), viz obr. 56a). Takovéto generujici kruznice se oznacuji jako
“substantial circle”. Obdobné se muze stat, ze nékteré generujici kruznice budou na-
tolik ovlivnény zbylymi generatory, ze jejich Voroneho bunka bude prazdna mnozina.
V diagramu se to projevi tak, ze nebudou mit svou vlastni Voroneho bunku, napf.
generujici kruznice ps na obrazku 56b). Takovéto generujici kruznice se oznacuji jako
“trivial circle” [10].
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b)

Obrazek 56: Laguerre Voroneho diagram, kde generujici kruznice je :a) ”sub-
stantial circle”; b) "trivial circle”

V nésledujici kapitole uvedeme Inkrementdalni algoritmus pro Laguerre Voroneho di-
agram, jehoz implementace je soucasti této prace. Popiseme postup algoritmu a soucas-
né uvedeme nékteré problémy a jejich feseni, které se vyskytly pii jeho implementaci.

5.1 Inkrementalni algoritmus pro Laguerre Voroneho diagram

Méjme S” = {p1,p2, ..., pp} mnozinu generujicich kruznic p; = (K;, \/w;), kde
K; = (z4,y;) jsou stiedy kruznic a ,/w; jsou jejich poloméry. Pro jednoduchost budeme
predpokladat nasledujici omezeni mnoziny S’

e 7adné tii a vice generujici kruznice nemaji spole¢ny prunik

e 7adné dvé generujici kruznice p;, p; nelezi soucasné uvnitf jiné generujici kruznice

pr, kde i # j # k
e zadné tii stfedy generujicich kruznic nejsou kolinedrni
e 7adné dva stiedy generujicich kruznic nemaji stejnou x-ovou soutradnici

e Laguerre Voroneho diagram neni degenerovany, tzn. stupen kazZdého Voroneho
vrcholu je tri

e 7adna generujici kruznice neni "trivial circle”, tzn. Voroneho diagram neobsahuje
kruznice, jejichz Voroneho bunka je prdazdnd mnozina.

Inkrementdalni algoritmus pro Laguerre Voroneho diagram je analogicky jako In-
krementdalni algoritmus pro Obecny Voroneho diagram, viz kapitola 2.1.1. Hrany obou
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téchto Voroneho diagramt, Obecného i Laguerre, jsou c¢astmi primek. Hlavni rozdil je
v urcovani vzdalenosti, ta se u Laguerre Voroneho diagramu urcuje jako vzdalenost
libovolného bodu @ roviny od dotykového bodu T; generujici kruznice p;,

viz definice 5.2.

Poznamka 21 Bod Q) ndlezi Laguerre Voroneho butice vi(p;), pro generujici kruznici
pi, pokud plati dp(Q,p;) < dp(Q,p;). V pripadé rovnosti bod Q) lezi na Voroneho hrané
mezi burikami v(p;), v(p;).

Inkrementalni algoritmus pro Laguerre Voroneho diagram spoc¢iva v nalezeni La-
guerre Voroneho diagramu pro tii generujici kruznice p; € S’, kde i = 1,2, 3, a nasledné
postupném piidavani dalsich generujicich kruznic p; € S’, kde j = 4,5,...,n, n udava
pocet generujicich kruznic v mnoziné S’. Pro kazdou nové pridanou generujici kruznici
urcéime jeji lokalizaci, tzn. ve které Laguerre Voroneho bunce nové pridana generujici
kruznice lezi. Nésledné prohleddvame a vytvaiime osy Br(pr+1,p1), kde k je pocet ge-
nerujicich kruznic stavajiciho Voroneho diagramu a [ udava index generujici kruznice
stavajiciho diagramu, ktera je ovlivnéna nové pridanou generujici kruznici. Po ukonc¢eni
prohledéavani prejdeme k zacisténi hran a vymazeme ty ¢asti hran, které jiz nesplnuji
vlastnosti Voroneho hran.

Lemma 5.1 Nové pridand generujici kruznice pgr1 = (Kgi1,/Wri1), kde K1 je
stred generujici kruznice pgy1, leZi uvoniti Laguerre Voroneho buriky vy (p;), stdvajiciho
Laguerre Voroneho diagramu, pokud plati

dr(Kgs1,m) < dp(Kig1,p5), (25)

kde p # p;.

Diukaz Budeme vychazet z definice Voroneho bunky, viz definice 5.3. Laguerre Voro-
neho bunka v, (p;) obsahuje pravé ty body @ roviny, které maji od generujici kruznice
p; mensi Laguerre vzdalenost nez od jiné generujici kruznice z mnoziny S’. Plati tedy,
ze Q € vi(p;), pokud plati

dL(Qapl) < dL(Qapj)' (26)

Jestlize bod @ v nerovnici (26) nahradime stfedem Kj,; nové pridané generujici
kruznice py1, pak plati
dr(Kit1,pi) < dr(Kyt1,p5), (27)

kde i # j. Coz je nerovnice (25).

67



Algoritmus (Inkrementélni pro Laguerre Voroneho diagram)
Vstup:  Mnozina generujicich kruznic S = {p1,pa,...,Pn}-
Vystup: Voroneho diagram mnoziny S’.

1. Inicializace

(a) vytvoreni fronty F' a vlozeni generujicich kruznic py,pa, ..., p, do fronty

s

nice stiedu kruznic
2. Postup algoritmu

(a) vybér prvnich ti{ generujicich kruznic py, ps, p3 z fronty F' a vytvoreni La-
guerre Voroneho diagramu pro tyto generujici kruznice

(b) vybér kruznice py1 z fronty, kde k udava pocet generujicich kruznic stévaji-
ctho Laguerre Voroneho diagramu

(¢) urceni lokalizace kruznice py,; ve stavajicim Laguerre Voroneho diagramu
(d) nalezeni osy Br(pg+1,p) dvou kruznic

(e) nalezeni pruseciku osy Bp(pr+1,p) s hranici Laguerre Voroneho bunky
vr(pr), kde hranice je mnozina hran ohranic¢ujici danou Voroneho bunku

(f) rozhodnuti o poctu pruseciku osy usecky Bp(pgi1,p;) s hranici Laguerre
Voroneho bunky v, (p;)

i. existuje pouze jeden prusecik
A. tento prusecik uréi nasledujici Laguerre Voroneho bunku vy (p,,),
ktera bude ovlivnéna generujici kruznici py 1
B. nalezeni osy Br(pgi1,pm) @ jejich pruseciku s hranici Laguerre
Voroneho bunky v, (py,)
C. rozhodnuti o po¢tu pruseciku
e existuje jeden prusecik: pokracovani bodem (2g)
e existuji dva pruseciky: zvoleni pruseciku, ktery nelezi na spolec-
né hranici dvou bunék v, (p;), vr(pm), pokracovéni
bodem (2(f)i)
ii. existuji dva pruseciky
A. vybér jednoho libovolného pruseciku, ¢imz je urcena Laguerre
Voroneho burika vy (p,,), kterd jako dalsi bude ovlivnéna nove
pridanou generujici kruznici pyq
B. nalezeni osy Bp(pk+1,Pm) @ jejich pruseciku s hranici Voroneho
bunky v(pp,)
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C. rozhodnuti o po¢tu pruseciku
e existuje jeden prusecik: zvoleni druhého prusec¢iku z puvodné
nalezenych a pokracovani predchéazejicim bodem
e existuji dva pruseciky: zvoleni pruseciku, ktery nelezi na spolec-
né hranici dvou bunék v, (p;), vr(pm)

(g) vyruSeni hran uvnitf nové vzniklé Voroneho burky vpgi; a pokracovani
bodem (2b)

Inkrementalni algoritmus pro Laguerre Voroneho diagram tak, jak zde byl do této
chvile prezentovan, neinformuje o tom, jakym zptsobem tesit dil¢i ¢asti algoritmu, jako
napiiklad lokalizaci nové pridané generujici kruznice nebo zac¢isténi hran. V nésledujici
podkapitole uvedeme teseni nékterych téchto zdkladnich ¢asti Inkrementéalniho algo-
ritmu tak, jak byly feSeny pfi jeho implementaci.

5.1.1 Reseni diléich ¢éisti Inkrementdlniho algoritmu pro Laguerre Voro-
neho diagram

Vstupem algoritmu je seznam generujicich kruznic p; = (x;, y;, Jw;) € S,
i = 1,2,...,n. Seznam téchto generujicich kruznic zadavame do polozky wvstup =
{p17p27 s )pn}u na’pf‘

vstup = {{0,—-8,1},{-6,0,6},{—1,7,2},{1,1,4}, {10, —5,3}}.

Aby se nestalo, ze nékteré generujici kruznice budou mimo vystupni zorné pole
je v uvodu programu moznost si velikost pole zvolit. Velikost zorného pole volime
v polozce pole = {a, b}, kde a uddva spodni mez x-ové, y-ové osy a b udava horni mez
X-0vé, y-0ové oSy, napi.

pole = {—15,15}.

Velikost pole je imyslné nastavena tak, aby se dala navolit podle potieby uzivatele. Je
to z toho duvodu, aby bylo mozné zorné pole zvétsit na pozadovanou velikost.

Zorné pole, se vstupnimi generujicimi kruznicemi je vidét na obrazku 57.

Jedna z hlavnich ¢asti programu fesi pridavani generujicich kruznic a nasledné
prohledavani pro nalezeni Laguerre Voroneho bunky nové vlozené generujici kruznice.
Abychom omezili pocet moznosti, kam se muze nové pridana generujici kruznice umistit,
a tim zjednodusili prohledavani, je ivodni mnozina vstupnich generujicich kruznic
Serazena mnozina vstupnich bodu je v programu oznacena a.

Vstupni mnozina, ktera je zde uvedena jako ptiklad, bude po sefazeni vypadat

a={{-6,0,6},{—1,7,2},{0,-8,1}, {1, 1,4}, {10, —5,3}}.

Po sefazeni vstupni mnoziny generujicich kruznic vezmeme prvni tii generujici
kruznice a vytvorime pro né Laguerre Voroneho diagram. To, jakym zptusobem La-
guerre Voroneho diagram pro tfi kruznice vznika, popiSeme v nasledujici ¢asti.
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Obrazek 57: Zorné pole se vstupnimi generujicimi
kruznicemi

Laguerre Voroneho diagram pro tfi kruznice Prvni tii generujici kruznice, pro
které vytvarime Laguerre Voroneho diagram, vlozime do nového seznamu. Tento novy
seznam, prvnich ti{ generujicich kruznic, je v programu znacen v a pro nas priklad
vypada
v={{-6,0,6},{—1,7,2},{0,—8,1}}.
Abychom byli schopni vykreslit Laguerre Voroneho diagram pro tii kruznice, potie-
bujeme znét osu By (p;, p;), i # j, kde i,5 = 1,2, 3.

Nalezeni osy dvou generujicich kruznic Pro nalezeni osy dvou libovolnych
generujicich kruznic je v programu vytvorena procedura Bisector[al,a2], kde al, a2
jsou vstupy procedury v podobé dvou generujicich kruznic mezi nimiz hledame osu.
Abychom byli schopni nalézt rovnici osy potfebujeme znat dalsi informace. V pro-
cedufe je tento problém ftesen tak, Ze najdeme dva body, které jsou soucasti osy
dvou generujicich kruznic. Tyto dva body nalezneme diky jejich vlastnostem. Pro
body, které lezi na ose plati, Ze maji stejnou vzdalenost od dvou generujicich kruznic.
Této vlastnosti vyuzijeme. Chceme najit souradnice bodu A = (z,y), ktery ma stej-
nou vzdalenost od dvou generujicich kruznic p; = (K, w;),p; = (Kj,\/w;), kde
K; = (x,v:), K; = (xj,y;) jsou stfedy generujicich kruznic. Budeme fesit soustavu
dvou rovnic

dr(A,p;) = konst.
d(4,p;) = konst.
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Konstanta je volena tak, aby nenastal piipad, kdy soustava nema feseni. Abychom toto
zajistili je konstanta pro kazdé dvé generujici kruznice p;, p; volena ruzné

konst. = Jw; + VW + !Jh — ZCj| + |y’L - Z/j’-

Resenim soustavy rovnic jsou dva body lezici na ose dvou generujicich kruznic. Diky
témto bodum nalezneme obecnou rovnici osy a soucasné ji vykreslime.

Vsechny osy, pro libovolné dvé generujici kruznice, které jsou v programu pocitany,
jsou oznacovany jako bla; a uchovavaji v sobé informace o dvou bodech, jez jsou fesenim
vySe uvedené soustavy rovnic, obecnou a stfedovou rovnici osy, vykresleni dané osy
a generujici kruznice mezi nimiz byla osa tisecky vypoctena.

Pro dvé generujici kruznice p; = {—6,0,6},p, = {—1,7,2} je osa

blay = Bisector|py, po]

a jeji vystup je vidét na obrazku 58.

o | — 1 I | — 1 s
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5 \74 74 /

Obrazek 58: Vystup busectoru bla; pro dvé generujici kruznice pq, po

Nyni se vratme zpét k nalezeni Laguerre Voroneho diagramu pro tii generujici
kruznice. Pro nalezeni tii os bla; mezi generujicimi kruznicemi p;,i = 1,2, 3, pouzijeme
proceduru Bisector. V ptipadé, ze stfedy generujicich kruznic nejsou kolinedrni, hledame
Voroneho vrchol. Voroneho vrchol je prunikem tif os pro tii generujici kruznice. Na-
jdeme ho jako teSeni soustavy rovnic pro dvé osy. Obecnou rovnici osy oznac¢me bla;s
a vypoctéme soustavu rovnic

blaig =0
blan =0
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Tento prusecik je v programu pojmenovan vvrchol a uchovava v sobé informace o osach
bla;,© =1, 2,3, které jim prochazi.

Nyni jiz mame zjistény informace o tfech osach bla; pro tii generujici kruznice.
Abychom mohly dokoné¢it Laguerre Voroneho diagram pro tii generujici kruZnice,
potiebujeme osy zacistit. Voroneho vrchol nam kazdou z os rozdéluje na dvé po-
loptimky, zacisténim je zde mysleno vymazani té polopiimky, kterd neni soucasti Vo-
roneho hrany. Postup zacisténi popiseme v nasledujici ¢asti.

Zacisténi pro tfi generujici kruznice Pro zacisténi Laguerre Voroneho dia-
gramu pro tii generujici kruznice je v programu vytvorena procedura Zacisteni[zk1,
zk2,zk3,vrchol,b1,b2,b3], kde b1,b2,b3 jsou vstupy procedury v podobé tii gene-
rujicich kruznic, pro které zacisfujeme, vrchol je Voroneho vrchol jez jsme vypocetli
vyse a zkl, zk2, zk3 jsou body lezici na dané ose.

Body zk1, zk2, zk3 jsou body, které lezi po fadé na osach bla;,i = 1,2, 3, a jejich
x-0va (popr. y-ovd) soufadnice je rovna x-ové (popr. y-ové) soutradnici Voroneho vr-
cholu plus dostatecné velka konstanta. V programu jsme konstantu zvolili rovnu sto.
Pro hledani téchto bodu zk je v programu vytvofena procedura
BodBisectoru[vl,v2,blai,vrcholi], kde vstup v1,v2 jsou generujici kruznice, blai je
osa pro generujici kruznice vl,v2 a vrcholi je Voroneho vrchol, body této procedury
oznacujeme zk;. Procedura BodBisectoru, pro dvé generujici kruznice, které nemaji
stejnou y-ovou soufadnici, pocitda soustavu rovnic

blazg =0
x1 = Xyrcholi + konst.
kde bla;, oznacuje obecnou rovnici osy s neznamymi x1,yl, konst. = 100 a Zyrcholi

oznacuje x-ovou soufadnici Voroneho vrcholu.
Pokud budou mit dvé generujici kruznice stejnou y-ovou souradnici bude soustava
rovnic vypadat

blaig =0
yl = Vurcholi + konst.
kde konst. = 100. Konstanta, ktera se pricitd, je imyslné volena vyssi, je to z toho

duvodu, aby se hledany bod nenachéazel uvniti nékteré generujici kruznice, to by
nasledné mohlo vést k chybnému vypoctu v procedute Zacisteni.

Pokud mame zjistény body zk;,i = 1,2, 3, muzeme pristoupit k vyuziti procedury
Zacisteni. Tato procedura porovnava Laguerre vzdalenost bodu zk; od jedné generujici
kruznice p,,, kterd je jednou z tvoricich kruznic osy bla; a od jiné generujici kruznice
Pn, kterd neni tvotici kruznice osy bla;. Na zakladé téchto porovnani vykresli spravnou
polopiimku dané osy. Aby bod zk; byl soucasti Voroneho hrany musi pro néj platit

dr(zki, Kp) < di(2k;, Ky),
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kde K, je stted generujici kruznice pro osu bla; a K, je stted generujici kruznice, ktera
neni tvorici generujici kruznici pro osu bla;. Na obrazku 59 je ukdzan diagram pro tii
generujici kruznice.

10 13

Obrazek 59: Laguerre Voroneho diagram pro tii ge-
nerujici kruznice

Nyni jiz mame vytvoren Laguerre Voroneho diagram pro tii generujici kruznice.
V této chvili pridame do stavajictho diagramu, v tomto piipadé do diagramu pro tii
generujici kruznice, dalsi kruznici v poradi, v nasem piikladé je to ¢tvrta kruznice ze
sefazeného seznamu a, a to py = {1,1,4}.

Pro zacykleni a dalsi vyuziti jsou vSechny osy uchovavany v seznamu, ktery je
pojmenovam primky = {bla;},i = 1,2,...,k, kde k je celkovy pocet os, které jsou
béhem prubéhu algoritmu vypocteny. Kromé os budeme uchovavat i seznam Voro-
neho vrcholu. V programu jsou celkem dva takovéto seznamy, prvni je pojmenovan
[ a uchovava vsechny Voroneho vrcholy, ktreré byly v prubéhu algoritmu vypocteny,
i ty, které jiz Voroneho vrcholy nejsou, druhy seznam je pojmenovan Il a uchovava
pouze platné Voroneho vrcholy.

Cyklus probiha od j = 1 do j < n—3, kde n je pocet vstupnich generujicich kruznic.

Po pridani ¢tvrté generujici kruznice je potieba urcit lokalizaci, tzn. urcit Voroneho
bunku, ve které nové pridand generujici kruznice lezi. To je feSeno nasledovné.

Lokalizace Pro lokalizaci nové pridané generujici kruznice pouzijeme opét fazeni
mnoziny generujicich kruznic. Radit nebudeme celou mnozinu vstupnich kruznic, ale
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pouze ty kruznice pro které je Voroneho diagram jiz hotov. Tento proces je v programu
pojmenovan serazeni;. Pro pfidéni ¢tvrté kruznice py = {1,1,4}, tedy budeme fadit
pouze prvni tfi generujici kruznice. Kruznice fadime od nejmensi po nejvétsi Laguerre
vzdalenost stifedu nové pridané generujici kruznce od ostatnich generujicich kruznic.
V nasem piikladé bude serazeni prvnich tii kruznic vypadat nasledovné

serazeni; = {{—6,0,6},{—1,7,2},{0,—8,1}}.

Je jasné, ze pokud fadime generujici kruznice stavajictho Voroneho diagramu podle
jejich nejmensi Laguerre vzdalenosti od nové pridané generujici kruznice, pak kruznice
na prvni pozici v serazeni; je generujici kruznice v jejiz Voroneho buiice nové pridana
generujici kruznice lezi,viz obr. 60.

Obrazek 60: Lokalizace nové vlozené generujici
kruznice py

Po urceni generujici kruznice p;,7 = 1,2,3, v jejiz Voroneho buiice nové vlozena
kruznice py lezi, najdeme osu Bp(p;, ps) pomoci procedury Bisector, viz vyse. Tato
noveé nalezena osa je pojmenovana blay. Abychom mohli pokracovat v algoritmu musime
najit pruseciky osy By (p;,ps4) s hranici Voroneho bunky kruznice p;.

Nalezeni prusecika V prvni fadé si uvédomme, ze pruseciky osy By (pi, p4) s hranici

Voroneho buiky kruznice p; jsou soucasné nové Voroneho vrcholy, které pridame do
seznamu Voroneho vrcholu [. Myslenka nalezeni Voroneho vrcholu spociva v tom, ze
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nalezneme pruseciky By (p;, p4) se vSemi ostatnimi osami. Budeme tedy Fesit soustavy
rovnic

blai =0
bla4 =0

kde bla; jsou rovnice os stavajictho Laguerre Voroneho diagramu. Po nalezeni vSech
téchto prusec¢iku budeme testovat, ktery z nich spliuje podminky na Voroneho vrchol.
K tomuto 1celu je v programu vytvofena procedura TestPrusecikuOb[prusecikyt,
serazenii], kde vstupem procedury je seznam vSech nalezenych prusecikiu a seznam
serazeniy. V procedufe je pocitana Laguerre vzdalenost kazdého jednotlivého priseciku
kazdy z pruseciku. Déle testujeme, zda vzdélenost jednotlivych pruseciku od piislusnych
generujicich kruznic, tzn. od generujicich kruznic, pro které jsou vytvoreny osy, jejichz
prunikem je konkrétni prusecik, je stejnd a soucasné, zda je mensi nez nejmensi La-
guerre vzdalenost pruseciku od vsech generujicich kruznic, pokud toto plati vypiseme
True pokud toto neplati vypiseme False.

Pro nase ucely potrebujeme znat soufadnice Voroneho vrcholi, proto je v pro-
gramu procedura VorVrcholy2[testprusecikui, prusecikyi/, jejiz vstupem je vys-
tup predeslé procedury Test PrusecikuOb a seznam vsech nalezenych pruseciku. V Pro-
cedute VorVrcholy2 prochazime vystup procedury T'est PrusecikuOb a pokud je roven
True, tak dany prusecik vypiseme, pokud je roven F'alse, pak nedélame nic. Vystupem
procedury VorVrcholy2 jsou pouze Voroneho vrcholy jez vzniknou prunikem osy
Br(pi, p4) s hranici Voroneho bunky v(p;), kde p; je kruznice v jejiz Voroneho bunce
noveé vlozena generujici kruznice py lezi. V programu je Voroneho vrchol pojmenovan
vrcholy;, viz obr. 61.

Nyni méme nalezené Voroneho vrcholy, v nasem piikladé jsou dva. Pokud jsou
nalezeny dva Voroneho vrcholy musime, pro dalsi prohledavani, zvolit jeden z nich.
V programu vzdy volime Voroneho vrchol, ktery je v seznamu vrcholy; na prvni pozici.
Podle obecnych informaci, uvedenych u Inkrementalniho algoritmu, tyto Voroneho vr-
choly urcuji Voroneho bunku, ktera jako dalsi bude ovlivéna nové vlozenou generujici
kruznici. To, jak je problém tfeSen, nyni uvedeme.

Urceni nasledujici Voroneho bunky Pro urceni nasledujici bunky je v programu
vytvorena procedura LokBisectoru2[vrcholyi, a4/, kde vstupem jsou vrcholy;

a noveé pridanda kruznice py. Procedura Lok Bisectoru?2 testuje, zda Laguerre vzdalenost
Voroneho vrcholu od generujicich kruznic, vyjma nové pridané kruznice a té v jejiz
bunce nové pridana generujici kruznice lezi, je stejna jako Laguerre vzdéalenost Voro-
neho vrcholu od nové pridané generujici kruznice, pokud ano, pak se odvolame na pro-
ceduru Bisector a vytvorime novou osu blas = Bp(p;, pa). To, od kterych kruznic meérim
Laguerre vzdalenost Voroneho vrcholu, je informace, kterd je uchovavana u Voroneho
vrcholu. U kazdého Voroneho vrcholu jsou uchovavany informace o jeho souradnicich,
o tfech osach, jez se protinaji v daném Voroneho vrcholu. A jak bylo feceno diive,
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Obrazek 61: Laguerre Voroneho diagram pro tii
kruznice s nové vlozenou kruznici py, osou By (p;, p4)
a Voroneho vrcholy

u kazdé osy jsou uchovavany informace o generujicich kruznicich, pro které jsou osy
vytvoreny.

Tento postup opakujeme pro druhy nalezeny vrchol. Tim ziskame dalsi osu. La-
guerre Voroneho diagram v tuto chvily, je vidét na obrazku 62.

Cérkovand ¢ast je ¢ést, kterd bude pii zacisténi odstranéna. Princip zacistén{ uve-
deme pozdéji.

Jak jiz bylo feceno dfive, program, ktery je soucasti této prace, netesi specialni
piipady. Mnozina generujicich kruznic S’ je omezena jiz na zacatku této kapitoly,
nicméné program ma jesté jedno omezeni. Toto omezeni se tykd poctu bunék do
kterych muze nové pridand kruznice zasahovat, pocet téchto bunék je nejvyse t¥i. Diky
fazeni vstupni mnoziny podle x-ovych souradnic stfedu generujicich kruznic mohou ve
vysledném diagramu byt Voroneho bunky, jejichz ohraniceni je tvofeno vice nez tfemi
castmi os, ale pfi samotném piidani nové kruznice toto mozné neni. V piipadé, ze by
nové pridana kruznice zasahovala do vice jak tfi Voroneho bunék, program vypise chy-
bovou hlasku.

Posledni krok, ktery zbyva, je zacisténi hran. Princip zacisténi os, na kterych lezi

pouze jeden Voroneho vrchol je stejny jako zacisténi Laguerre Voroneho diagramu pro
tfi generujici kruznice, viz kap. 5.1.1 na str. 72.
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Obrazek 62: Laguerre Voroneho diagram pro tii
kruznice s nové vlozenou kruznici p,, osami tusecek
Br(pi,ps),i = 1,2,3, a Voroneho vrcholy vzniklé na
hranici Voroneho bunky vy (p;)

Zacisténi Procedura Zacisteni ze strany T2 zacistuje osy ti{ generujicich kruznic
najednou. Nyni, pro nase tcely, je vyhodnéjsi zacistovat hrany postupné. Pro tento
ucel je v programu vytvorena procedura Zacisteni2[zk4, vrchol2, b1, b2, b3, b4/,
kde vrchol2 je Voroneho vrchol, ve kterém zacistujme, zk4 je bod lezici na dané ose
a jeho x-ova soutadnice je rovna x-ové soutradnici Voroneho vrcholu plus konstanta, viz
procedura BodBisectoru, ktera je popsana na strané 72. Vstupy b1, b2, b3, b4 procedury
Zacisteni2 jsou generujici kruznice, kde b1 je jedna z generujicich kruznic pro kterou
je dana osa vytvorena, b2 je nové pridana generujici kruznice a b3, b4 jsou generujici
kruznice, které netvori danou osu.

Abychom zkratili a zprehlednili zapis programu je vytvorena procedura Pripad-
Treti[vrcholy, serazeni], kde vstupem procedury je Voroneho vrchol a serazeni,.
Procedura PripadTreti sjednocuje a zpracovava dvé predeslé procedury BodBisectoru
a Zacisteni2.

Pokud na ose lezi dva Voroneho vrcholy, pak pro né vytvoiime usecku. Dulezitd
je v tomto piipadé myslenka, ze kazda osa je pojmenovana bla;,i = 1,2,...,k, kde
k je celkovy pocet os, které program vypocetl. Kazda zacisténa hrana je pojmenovana
zabla;, i = 1,2, ...k aindexem vzdy odpovidé piislusné ose. Pii ptidani nové kruznice
jsou vzdy pridany nové hrany bla; a také jsou zacistény zabla;. Nékteré hrany se pii
pridani nové kruznice nezmeéni, jejich ptuvodni zacisténi se tedy také nezméni. Nékteré
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hrany se pfi pridani nové kruznice zmeéni, jejich ptvodni zacisténi zabla; bude piepsano
novym. Pomoci prepisovani zacisténych hran jsou hrany po ukonceni cyklu spravné
zaciStény. Jediné co zbyva je, tyto hrany vykreslit.

Problém vykresleni koneéného Laguerre Voroneho diagramu spocival v tom, ze
nékteré hrany nejsou pouze zacistény, ale pti pridani nové generujici kruznice budou
vymazany. Takova hrana je vidét na obrazku 62. Z toho duvodu je potfeba ze seznamu
zacisténych hran zabla; tyto hrany vypustit. To je vyfeseno tak, ze méame seznam vSech
Voroneho vrcholu Il a kazdy vrchol uchovava informace o osach, které jim prochéazi.
Pokud vypiseme pro kazdy Voroneho vrchol indexy jeho os a pro kazdy takovyto in-
dex dame vykreslit zacisténou hranu zabla;, pak jiz mame Laguerre Voroneho diagram
hotov.

Pro mnozinu vstupnich generujicich kruznic, jez zde byla déana jako ptiklad,

vstup = {{0,-8,1},{—6,0,6}, {—1,7,2},{1,1,4}, {10, =5, 3},

je Laguerre Voroneho diagram znazornén na obrazku 5.1.2.

15

Obréazek 63: Laguerre Voroneho diagram pro pét ge-
nerujicich kruznic
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5.1.2 Resené piiklady

V této kapitole uvedeme nékolik piikladu pro zajimavé zvolené mnoziny generujicich
kruznic. A vzhledem k omezeni algoritmu ukazeme i priklady mnozin s vétsim mnozst-
vim generujicich kruznic.

V pocatcich implementace byl algoritmus fesen tak, aby fungoval i ve specialnich
pripadech, jako napft. pii kolinearité sttedu kruznic. Postupné bylo od tohoto planu
upusténo s tim, ze pokud bude dostatek casu mohou se nékteré specialni pripady v pro-
gramu dotesit. Z tohoto duvodu algoritmus zvlada vykreslit nékteré konkrétni priklady
specialnich pripadu, ale ne pro vSechny mozné kombinace umisténi generujicich kruznic
daného specialniho piipadu.

Prvni dva piiklady jsou ukézkou Voroneho diagramu pro mnozinu S’ s vétsim
mnozstvim generujicich kruznic.

Priklady tfi, ¢tyfi a pét jsou ukazkou zajimavé zvolené mnoziny S’. Kazdy z téchto
ti1 prikladu néjak porusuje predpoklady kladené na mnozinu S’, viz. kapitola 5.1 na
strané 66. Zvoleni takovychto prikladu je mozné, pravé diky tomu, Ze v pocatcich
implementace byl algoritmus feSen i pro specialni ptipady.

1. priklad pole = {—30,30}

vstup = {{—23,8,2},{—8,—15,5},{—21,0,6}, {0,8,4}, {3,17,0}, {10, 0, 3},
{14,15,1}, {20, 18,3}, {25,2,1}}
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2. priklad pole = {—30,35}

vstup = {{—20,8,6}, {—15,7,3},{—18,0,2}, {—10, 10,8}, {9, 10,0}, {—7, —13, 3},
{2,11,5}, {10,10,2}, {20, 10,3}, {25, 6,3}, {30, —24,5}}

3. piiklad pole = {—15,15}

vstup = {{-2,3,7},{0,0,2},{3,6,1},{-3,—1,2},{-1,—-2,1}}
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4. priklad pole = {—15,15}

vstup = {{0,—5,6},{—6,0,6},{—1,5,5},{1,1,4},{3,1,1}}

,

R
.

R L R

5. priklad pole = {—15,15}

vstup = {{—4,4,3}, {4, —1,5},{0,4, 2}, {3,4, 1}, {7,4,4}}

15+

10|

-10}
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6 Shrnuti algoritmu a vyuziti Voroneho diagramu

V nasledujicich podkapitolach shrneme informace o algoritmech pouzitych v této préci
a uvedeme jejich vyhody a nevyhody. Déle uvedeme nékolik piikladu vyuziti Voroneho
diagramt v praxi.

6.1 Shrnuti algoritmu

V této préci jsme se zabyvali tfemi ruznymi algoritmy, Inkrementalnim algoritmem,
algoritmem ”Plane sweep”a Metodou rostoucich regionu. Uvedeme zhodnoceni téchto
algoritmu, jejich ¢asovou slozitost a vyhody, ¢i nevyhody jejich pouziti.

Voroneho diagramy mohou byt konstruovany v nejlepsim piipadé s ¢asovou slozitosti
O(nlogn). Algoritmy, které maji tuto slozitost jsou pro konstrukei Voroneho diagramu
optimélni [2], [5].

Inkrementalni algoritmus Jednd se o jeden z hojné vyuzivanych algoritmu pro
konstrukci Voroneho diagramt. Algoritmus v prvni fadé vytvori Voroneho diagram
pro dva, popf. tii, generujici body a nésledné, v kazdém kroku, ptida generujici bod,
pro néjz modifikuje Voroneho diagram a zacisti hrany, uvniti nové vzniklé Voroneho
bunky. Vyhodou algoritmu, oproti jinym algoritmum, je, Ze je zalozen na pridavani
generujicich bodu. Pokud pro jiz vytvoreny Voroneho diagram mmnoziny generujicich
bodu budume chtit mnozinu vstupnich bodu navysit, tak nemusime prepocitavat cely
diagram, ale muzeme vychdazet z jiz vytvoreného Voroneho diagramu. Slozitost Inkre-
mentdlnfho algoritmu je O(n?), pro obecné zadanou mnozinu generujicich bodu S [2],

[5].

”Plane sweep”algoritmus Tento algoritmus vyuziva tzv. zametaci primky a be-
ach line, ktera se sklada z parabolickych oblouku. Pruseciky téchto oblouku vykresluji
Voroneho hranu. Slozitost tohoto algoritmu je O(nlogn) a je optimalni [1], [2], [5].

Metoda rostoucich regionii Tato metoda zde byla uvedena pouze pro jeji naroznost.
Nicméneé v kapitole 2.1.3 je uveden mozny postup sestaveni algoritmu. Postup algoritmu
je zde uveden pouze na ukdzku, nebot pro vlastni implementaci je metoda pomérné
narocna a nevhodna.

6.2 Vyuziti Voroneho diagrami

V nasledujicim textu uvedeme mozna vyuziti nékterych zobecnénych Voroneho dia-
gramu. Ty jsou obecné vyuzivany v ruznych odvétvich védy, napt. v biologii, socialnich
a ekonomickych védach, v pocitacové grafice atd.
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mu idedlniho rozmisténi ruznych typu stiedisek, napt. ndkupni strediska, nemocnice
atd. poptipadeé zjisténi, které sttedisko mame nejblize domovu. Pii feseni takového typu
problému neni vhodné vyuzivat Obecné Voroneho diagramy, ty pracuji s Eukleidovskou
metrikou, tzn. vzdusnou vzdalenosti dvou mist. Pro pripad, kdy budeme ve mésté

s pravouhlymi ulicemi a budeme chtit zjistit, které stredisko mame nejblize, vyuzijeme
Voroneho diagram v L; metrice.

Voroneho diagram kruznic Byva vyuzivan v krystalografii, biologii a chemii.

V biologii simuluje rust bunék, zivocisnych spolecenstev (napr. morskijch kordli) ¢i
krystalu [8]. Jak zde bylo zminéno, Voroneho diagram kruznic se vyuzivé v biologii,
chemii a dalsich védach. Nicméné pro tyto védy je vyhodné Voroneho diagram kruznic

Ry

diagramu sfér v chemii muzeme nalézt v [11].
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7 Zavér

Cilem této prace bylo zpracovat teorii potfebnou pro studium zobecnénych Voro-
neho diagramu, pro vybrané typy zobecnéni uvést vhodné algoritmy, popt. modifikaci
znamych algoritmu a ve vhodném software provést implementaci vybraného algoritmu.

V jednotlivych kapitolach se diplomova prace vénovala riznym typum Voroneho
diagramu a algoritmum pro jejich konstrukei. Tato prace vychéazi predevsim z anglicky
psanych ¢lankt, které jsou vyjmenovany v seznamu literatury.

Uvodni kapitola se stru¢né vénovala Obecnému Voroneho diagramu a tiem algo-
ritmum pro jeho konstrukci. Témito algoritmy jsou Inkrementalni algoritmus, algorit-
mus ”Plane sweep”a metoda rostoucich regionu. Jedna se spiSe o pripomenuti teorie
potfebné pro Voroneho diagramy a jejich algoritmy, nebot podrobnéjsi informace lze
nalézt v bakalafské préci [4], na kterou tato préace navazuje. Vyjma metody rostoucich
regiontu, ktera zde byla popséna zcela noveé.

V nasledujicich kapitoldch byly podrobné popsany tii ruzné typy zobecnénych Vo-
roneho diagramu a to Voroneho diagram v Ly metrice, Voroneho diagram kruznic a La-
guerre Voroneho diagram. V kazdé z téchto kapitol byla zpracovana teorie k danému
diagramu a byl udeveden minimalné jeden algoritmus, ktery byl vhodné modifikovan
pro jeho pouziti na daném zobecnéném Voroneho diagramu.

Pro kazdy z vyse uvedenych zobecnénych Voroneho diagramu byl ve vhodném soft-
ware zpracovan jeden algoritmus. Pro Voroneho diagram v L; metrice a pro Voroneho
diagram kruznic byla feSena metoda rostoucich regionu v programu Geogebra. Tato
metoda byla uvedena spiSe jako ndzornd, tomu odpovida i zvoleny software.

Pro Laguerre Voroneho diagram byl implementovan Inkrementalni algoritmus v pro-
gramu Mathematica 7. V pocatcich implementace byl algoritmus fesen tak, aby fungo-
val i ve specialnich pripadech, jako napt. pfi kolinearité stfedu kruznic. Postupné bylo
od tohoto planu upusténo s tim, ze pokud bude dostatek ¢asu mohou se nékteré speci-
alni ptipady v programu dofesit. Z tohoto duvodu algoritmus zvladéd vykreslit nékteré
konkrétni piiklady specialnich pripadi, ale ne pro vSechny mozné kombinace umisténi
generujicich kruznic daného specialniho ptripadu.

Vsechny programy spolu s manudlem jsou na pfilozeném CD.

Tato prace se vénovala pouze tfem typum zobecnénych Voroneho diagramu. Coz
je velmi uzky vybér. V dalsi praci by bylo mozno se vénovat jinym zajimavym typum
zobecnénych Voroneho diagrami, jako naptiklad Krystalicky Voroneho diagram, Voro-
neho diagram usecek, popf. Voroneho diagram pro smiSenou vstupni mnozinu (kruznice,
usecky, mnohotuhelniky) atd.
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8 Prehled pouzitého znaceni

mnozina generujicich prvku

zametaci piimka

polorovina nad zametaci ptimkou
polorovina pod zametaci primkou
Voroneho diagram mnoziny S
generujici body

Voroneho hrana

Voroneho bunka

Eukleidovska vzdalenost

Beach line

parabolické oblouky na Beach line
generujici kruznice

fronta udalosti

Apolloniova kruznice

horni extrém generujici kruznice
dolni extrém generujici kruznice
vyznamny bod Apolloniovy kruznice
Voroneho vrchol

osa usecky

oteviena polorovina pro bod P,
uzaviend polorovina pro bod P,
hyperbola tvorici osu mezi dvémi kruznicemi
dotykovy bod

osa usecky v Laguerre geometrii
Laguerre oteviena polorovina kruznice p;
Laguerre Voroneho bunka kruznice p;
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