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Predmluva

Tato préace se zabyva otdzkami fesitelnosti nelokalnich neboli vicebodovych
okrajovych uloh (angl. multi-point boundary value problems). Konkrétné
se v praci zkoumaji t¥ tlohy: titbodova okrajova tloha, tiftbodova okrajova
tloha s tlumenim a étyibodové okrajova dloha.

V kapitole 1 formulujeme definici vicebodové tlohy v obecném piipadé a uva-
dime motivaci vzniku dloh tohoto typu.

V kapitole 2 se zabyvame feSitelnosti obycejné tiibodové okrajové tlohy
ve tvaru:

40+ Mult) = 0,

kde t € (0,7), A € R, n € (0,7).

Analyticky podcitame systémy vlastnich Cisel tlohy a jim odpovidajici sys-
témy vlastnich funkci, jinymi slovy hodnoty A = A(n), pro které existuje
netrivialn{ feSeni tiibodové alohy.

Dale ukazujeme, ze dana tiibodova tloha neni diky nelokalnim podminkam
standardn{ Sturmovou-Liuovilleovou okrajovou tlohou, p¥isluiny operétor
neni samoadjungovany, a tedy neni zarucena ortogonalita pi{slu§ného sys-
tému vlastnich funkci.

V odstavci 2.1.1 zkoumame strukturu vlastnich dvojic a vlastnich funkei
podrobnéji. Graficky znazoriiujeme oba systémy vlastnich funkci pro ¢ty¥i
rtizné pevné zvolené hodnoty parametru 7.

Rovnéz se zajimame o limitni pfipady, kdy parametr n nechavame naby-
vat hrani¢nich hodnot intervalu (0, 7). Chceme tak ukazat, ze pro obé dvé
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hraniéni{ hodnoty dochézi k redukci tfibodové tlohy na znamou Dirichle-
tovu okrajovou tlohu a Dirichletovu-Neumannovu okrajovou dlohu, pro néz
vlastni ¢isla a vlastni funkce jsou dobfe znameé.

Na konci odstavce 2.1.1 graficky znézoriujeme mnozinu o vlastnich dvojic
(n,A) € (0,7) x R a pozorujeme chovani obou systémii vlastnich ¢isel.

V kapitole 3 klasickou t¥fbodovou tdlohu rozsifujeme o tlumici ¢len:

u”(t) + 200/ (t) + Au(t) = 0,
u(0) = 0,
u(m) = u(n),

kdet € (0,m), A\ e R, ne (0,7), b > 0.

Analogicky jako u t¥ibodové tlohy hledame vlastni ¢isla a jim odpovidajici
systémy vlastnich funkci. V podkapitole 3.1 se snazime analyticky spocitat
vlastni ¢isla, pro néz netrividlni feSeni okrajové tlohy existuje. Ukazujeme, Ze
analyticky pfedpis pro vlastni ¢isla neni snadné nalézt. Hlub&im zkoumanim
se nam alespon dai{ vymezit intervaly pro vlastni ¢isla A, za kterych existuje
netrivialn{ feSeni tiibodové okrajové tlohy s tlumenim.

V podkapitole 3.2 formulujeme tfibodovou okrajovou tlohu s tlumenim v obec-
ném piipadé podle I. T. Kiguradzeho a A. G. Lomtatidzeho ([9]). Uvadime
dilezitou vétu, ze které vyplyvaji podminky na existenci pouze trividlniho
feSeni vicebodové okrajové ulohy.

V odstavci 3.2.2 aplikujeme vétu na nase konktrétni nelokalni okrajové ulohy.
Nasledné formulujeme piislugné zavéry pro existenci netrivialniho fesSeni t¥i-
bodové okrajové tlohy s tlumenim a vysledek ilustrujeme na 3D grafu.

V odstavci 3.2.3 ukazujeme zajimavou myslenku transformace vicebodové
okrajové tlohy na jinou dlohu a na piikladé ukazujeme ekvivalenci pouzitych
postupt. Obdrzeny vysledek porovnavame s vysledkem, ktery jsme obdrzeli
v kapitole 2.

V odstavci 3.2.4 naznacujeme dvé dal§i transformace vicebodové okrajové
ilohy s tlumenim na vicebodovu okrajovou tlohu bez tlumeni. OvSem za-
platime za to tak, Ze bud’ obdrzime okrajovou tlohu s jinymi koncovymi
body a nekonstantnim koeficientem v rovnici, anebo dostaneme tlohu s ji-
nou tifibodovou podminkou s nejednotkovym koeficientem.
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V kapitole 4 této prace se zabyvame ¢tyfbodovou okrajovou tlohou ve tvaru:

40+ dult) = 0,

kde t € (0,7), A€ R, n e (0,7), { € (0,7).

V podkapitole 4.1 opét hleddme systémy vlastnich ¢isel dlohy a jim pfislusné
systémy vlastnich funkci. Obdrzené vysledky analyzujeme a graficky znazor-
nujeme.

Dale se zabyvame limitnimi ptipady, kdy oba dva parametry ,posilame*
do hrani¢nich hodnot uvazovaného intervalu. Podle ocekdvani dostavéame
znamé okrajové tlohy, pro néz vlastni ¢isla a vlastni funkce jsou dobfe znamé:
periodicka dloha, Dirichletova-Neumannova tloha, Dirichletova tiloha, Neu-
mannova tloha.

V odstavci 4.1.1 stejné jako u t¥fbodové tlohy podrobné&ji zkouméme struk-
turu vlastnich trojic a vlastnich funkci. Mnozinu v8ech vlastnich trojic
(n,&,A) € (0,7) x (0,7) x R oznacujeme o.

V kapitole 5 se zabyvame titbodovou okrajovou tlohou Fuéikova typu.

V podkapitole 5.1 hledame tzv. Fuéikovo spektrum tfibodové tdlohy. Daéle
ukazujeme analytické predpisy Fucikovych vétvi a hleddme netrivialni fe-
geni tlohy pomoci prostiedi MATLAB. Jinymi slovy hledame vlastni funkce
piislusné ulohy. Veskeré vysledky pro rtizné hodnoty parametri graficky zna-
zoriiujeme.

V podkapitole 5.2 naznacujeme problém ¢tyibodové okrajové tilohy Fuéikova
typu.

V zévéretné kapitole jsou shrnuty dosazené vysledky a naznaceny sméry,
kterymi by se mohlo ubirat dalsi studium nelokdlnich okrajovych uloh.
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Nelokalni m-bodova okrajova tiloha

Necht’ f : {a,b) x R? — R je funkce spliujici Caratheodoryho podminky,
e : (a,b) — R je funkce z prostoru Li(a,b), a;,b; € R, & € (a,b),i =
1,2,..m—-2,a<& <& <. <€ < b,

Potom definujeme nelokdlni m-bodovou okrajovou ilohu jako ulohu ve tvaru:

() = ful), () +elt), a<t<b,
m—2
u(a) = a;u(&i),
=1
m—2
u(b) = biu(&:)
=1

V této praci se zabyvame vyhradné tifbodovou tlohou nebo &étyibodovou
ilohou, tj. m = 3 nebo m = 4.

Nelokalni okrajové tlohy predstavuji zajimavé zobecnéni klasickych okrajo-
vych tloh a zaroven se pfirozenym zptsobem objevuji pfi konstrukci mate-
matickych modelt redlnych procesa a jeva ve fyzice, v elokogii, v sociologii,
v inZenyrstvi apod.

V roce 1963 se objevila vyznamna prace J. R. Cannona ,, The solution of the
heat equation subject to the specification of energy* ([3]), kde autor definuje
nésledujici nelokalni okrajovou tlohu:
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) 92
Y 2 gcr<1, 0<t<T,

ot 0x2’
w(0,8) = ¢i(t), [y ulz,t)de = pa(t),
u(z,0) = wup(x),

kde ¢1(.), p2(.), up(.) jsou zadané hladké funkce.

Tato vicebodova okrajova tiloha zapocala novy smér ve zkouman{ nelokdlnich
okrajovych tuloh.

V roce 1969 byla publikovana préce A. V. Bitsadzeho a A. A. Samarského
,O jednom zobecnéni linearnich eliptickych okrajovych aloh“ ([1]). Uloha
byla formulovana v obecném tvaru, avSak jednoznacnost FeSeni a jeji fesitel-
nost byly dokdzany pro pfipad Laplaceovy rovnice:

oo _
ox2 = Oy?

s okrajovymi podminkami:

0, —-l<x<l, O0<y<l, [=Xkonst.>0,

u(z,0) = ¢p1(z), wu(z,1) = ¢ga(z), —I1<z<I,

u(=ly) =¢3(y), 0<y<Il, w0,y =uly), 0<y<lI,

kde ¢;, (i = 1,2, 3) jsou zadané spojité funkce.

Intenzivni vyzkum nelokilnich okrajovych tloh Bitsadzeho-Samarského a

e, ee

leti. Mezi vyznamné fefitele nelokalnich okrajovych tloh déle patii dva rusti
matematici V. A. II'in a E. I. Moiseev (viz|7], [8]).



Kapitola 2

Tribodova okrajova uloha

2.1 Vlastni ¢isla a vlastni funkce tfibodové okra-
jové ulohy

Vychozi t¥ibodova okrajova tuloha pro linedrni diferencidln{ rovnici druhého
fadu s okrajovymi t¥fbodovymi podminkami mé tvar:

u’(t) + Au(t) = 0, te(0,7),
u(0) = 0, (2.1)
u(m) = u(n),

kde A € R a 5 € (0, 7). ReSenim tlohy (2.1) rozumime takovou funkci u(t),
pro kterou je diferencialni rovnice v okrajové tloze (2.1) splnéna pro kazdé
t € (0,7) a kterd vyhovuje okrajovym podminkdm u(0) = 0 a u(w) =
u(n), n € (0,m).

Dvojici (n,A) € (0,7) x R nazveme vlastni dvojici, jestlize uloha (2.1) ma
netrivialni feSeni u(t), hodnotu A = A(n) pak budeme standardné nazyvat
vlastnim ¢islem. P¥islugné nenulové nésobky w(t) nazyvame vlastnimi funk-
cems okrajové ulohy.

Obecné feseni diferencialni rovnice v okrajové tloze (2.1) budeme hledat
ve tvaru exponencialy, to znamena ve tvaru: u = e, ¢ € C. Po dosazeni
do rovnice v (2.1) obdrzime:

£2eS 4 Nett = 0,
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(€ + ) =0,
Dostavame charakteristickou rovnici ve tvaru:
E+a=0. (2.2)

V zéavislosti na parametru A ziskdme hledané feSenf charakteristické rovnice
(2.2).

1. Pokud X < 0, pak charakteristickd rovnice (2.2) mé Fedeni
L=V &E=—-V-A\
Obecné Teseni rovnice nasi okrajové ulohy mizeme tedy vyjadfit jako

libovolnou linearni kombinaci prvki: eV = a e™V=M které tvoif tzv.
fundamentalni systém. Obecné feSeni ma tedy tvar:

u(t) = C1emt + Cge_‘/j‘t, kde C1,Cs € R.

Upravime-li obecné feSeni, obdrzime:

V=Xt —V/=Xt V=Xt —V/=Xt
e +e —
5 + (Cl — 02)6 26 .

u(t) = (C1 + Ca)
Dostavame tedy obecné Feseni pro A < 0 ve tvaru:

u(t) = Cy cosh(vV=At) + Cosinh(vV=At), C1,Cs € R,

respektive pokud poloZime Ci=0CraCy= Cy, potom:

u(t) = Cy cosh(v/=\t) + Cysinh(vV—=Xt), C1,Co € R.

Po dosazeni okrajovych podminek do obecného feseni z (2.1) obdrzime:
u(0) = C cosh(0) + Cysinh(0) =0 = C; = 0.
u(m) = Cosinh(v —A7m) = Cysinh(v —An) = u(n).
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Cy(sinh(v/—=Am) — sinh(v/—\n)) = 0.

Vime ale, ze

sinh(v/=Ar) # sinh(v/=\n)

pro n # m. Tedy pro pfipad A < 0 dostédvame pouze trividlni Feseni
u(t) = 0 pro libovolné n € (0, ).

. Pokud A = 0, pak rovnice (2.2) mé jeden dvojnésobny nulovy kofen,
jinymi slovy dostavame:

§12=0.

Obecné feSeni v tomto pfipadé bude opét libovolna linearni kombi-
nace prvki fundamentélniho systému, ktery se v tomto pripadé sklada
ze dvou prvku {1,t}, a tak mame:

u(t) =C1 4+ Cqt, C1,C5 € R.

Po dosazeni okrajovych podminek do obecného feSeni z (2.1) obdrzime:

u(m) = Com = Cyn = u(n) = Cy =0,
znovu tak dostavame pouze trivialni feSeni. A proto muZeme ucinit

zavér, ze A = 0 neni vlastnim ¢islem t¥ibodové okrajové ulohy (2.1).

. Pokud X\ > 0, pak rovnice (2.2) mé dva komplexni kofeny:
&=V, & =—iVA
7 Eulerovy identity

e =cosp +ising

plyne, Ze obecné Fedeni rovnice v okrajové tloze (2.1) bude libovolnéd
linearni kombinaci prvki {cos(ﬁt), sin(ﬁt)}, tedy:

u(t) = Cy cos(VAt) + Casin(vAt), C1,Cs € R.
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Po dosazeni okrajovych podminek do obecného feSeni z (2.1) obdrzime:
u(0) = Crcos(0) + Cosin(0) =0 = C;=0.

u(m) = Cosin(VAr) = Cosin(VAn) = u(n),
Cy(sin(vAr) — sin(v/An)) = 0,

.
bud’ Cy = 0, anebo (sin(vAr) — sin(vAn)) = 0.

Jelikoz chceme ziskat netrividlni feSeni, pozadujeme Cy # 0. Uzitim
znadmych trigonometrickych vzorcti miizeme odvodit nésledujici vztah:

2sin <M> cos <W> =0.
2 2

Proto plati bud’

tedy

COS<W>—0 == <W>—ﬂk—ﬂ, k e N,



tedy

(2k — D\ ?
A1 = | ———— k € N. 2.4
2k—1 < Tt ) € (2.4)

Odpovidajici vlastni funkce prislugné ziskanym vlastnim ¢islim jsou:

. 2nmt
ugn (t) = sin <7T77) , neN (2.5)
nebo
. 2k — 17t
u2k—1(t) = sin <(’f]—|-72> , keN. (26)

2.1.1 Ortogonalita systému vlastnich funkci

V tomto odstavci uvedeme definici tzv. Sturmovy-Liouwvilleovy dlohy. Pozdgji
ukdzeme, Ze nage vychozi tfibodova okrajova tloha neni diky nelokalnim
okrajovym podminkdm standardni S.-L. tlohou.

Definice 2.1 (Sturmova-Liouvilleova tloha [11]) Okrajovou tdlohu ve tvaru:

du

f% {p(t)dt] + (b —dw(u =0, te (a,b),

aju(a) + agu/(a) =0,  Pru(b) + B2u’(b) =0,

2.7)

nazgvdme S.-L. dlohou. Cisla X\, pro kierd existuje netrividlng feSend wlohy
(2.7) nazgvame vlastni ¢isla a jim odpovidajici netrividlni FeSeni nazyjvdme
vlastni funkce S.-L. dlohy.

Pro vlastni ¢isla a vlastni funkce S.-L. tlohy plati nékolik podstatnych vlast-
nost{, které uvedeme v nasledujici véte.
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Véta 2.1 (Vlastnosti vlastnich cisel a vlastnich funkci S.-L. «ilohy [11])

Viastni ¢isla N\, okrajové ilohy (2.7) jsou redlnd, tvoii nekoneénow posloup-
nost, pricemz A, — +00 pro n — 400 a maji ndsobnost jedna.

Viastni funkce u,(t),ur(t) okrajové dlohy (2.7), které odpovidagi riznym
vlastnim ¢islim \n, Mg, jsou navzdjem ortogondlni na intervalu {(a,b) s viho-
vou funkci w(t), tj. plati:

/b Un (t)ug(t)w(t)dt =0 pro A, # M.

Ozna¢me L linearn{ operator p¥islugny tloze (2.1), L : L?(0,7) — L?(0,7),
tj.:

Lu:=—u", D(L):={ue C*0,7)NC(0,7)): u(0) =0, un) = u(x)}.

Poznamka 2.1 TFibodovd iloha (2.1), neni diky nelokdlnim okrajovym pod-
minkdm standardni Sturmovou-Liouvilleovou dlohou, operdtor L neni samo-
adjungovany, tedy neni zarucena ortogonalita prislusného systému vlastnich
funkct.

Pfipadnou ortogonalitu systému vlastnich funkei {wg,}, {uor_1} danych
predpisy (2.5), (2.6) provéfime nasledujicim zptsobem.

Necht’ u,(t), u;(t) jsou vlastni funkce, odpovidajici vlastnim &islim Ay, A,
Am 7 A;. Potom jsou splnény nésledujici rovnosti:

AU, = —uln, (2.8)

/\lul = —u;/ (2.9)

Déle vynasobime rovnost (2.8) funkei w; a rovnost (2.9) funkei u,, a potom
je na intervalu (0, 7) zintegrujeme. Jinymi slovy vynésobime skalarné prvni
rovnost funkci u; a druhou rovnost funkei u,,. Dostavame:

Mo [0yt =~ [t



Po odecteni:

Am — Al)/OTr U () () dt = /OTr w) (8)um (t)dt — /07r u (Ow(t)dt.  (2.10)

Uzitim per-partes dostavame na pravé strané rovnosti (2.10) vyraz:

/07r w) () (t)dt — /OTr ulr () (t)dt =

= [u(Oun (0] = [ ()] - | "ty (£ + / "ty (£)dt =

= g (7 )ty () = e, (7 )y (7).

Zabyvame se otazkou ortogonality piislusného systému vlastnich funkci. Tedy
ptame se, kdy je integrél na levé strané vztahu (2.10) nulovy vzhledem k pod-
mince A, # A;. Jinymi slovy se ptame, kdy plati rovnost:

) (70) U () — b, (70)uy () = 0. (2.11)

Budeme rozlisovat tfi rtizné pripady:
® Uy = Ugp, U = Ugk 7 (2.5),
® Uy = Ugp—1,U = Ugk—1 Z (2.6),

® Uy = Uy 7 (2.5), up = ugk—1 z (2.6).

1. Necht’ ugy, ugr z (2.5). Potom:

="

2kt
u%(t):&n( U ), keN

="



A odpovidajici derivace budou mit tvar:

2 2nmt
uh, (t) = nn cos< nr >,

=" =
, 2k 2kmt
u%(t)zw_ncos )

Po dosazeni do vztahu (2.11) dostavame rovnost:

2km ( 2km? > ) < 2nm? ) 2n < 2nm? ) . < 2k >
cos sin — cos sin =0,
T™—n T™T—n T™T—n T™—n T™T—n T™—n

kde k,n € N, k # n, n € (0,7). Zavedeme-li nésledujici substituce:

2km n 2nm

dostaneme:

acos(am) sin(fm) — B cos(fBm) sin(ar) = 0.

Upravime-li pfedchozi vztah, obdrzime:
(a — B)sin(ar + 7)) — (o + B) sin(ar — ) =0,
kde

(@=f)= Z(k=n). (a+0) = —(k+n).

T

Abychom mohli odpovédét na otézku, zda rovnost (2.11) muze nabyvat nuly
pro Vn, k € N, n # k, musime zjistit, kdy plati:
27
™=
Jinymi slovy pozadujeme takové hodnoty n € (0, ), pro néz plati podminka:

=leN.

=2
e
pricemz n € (0,7). Jednoduchou upravou dostévame, ze pozadovana pod-
minka plati pro VI > 3.

n T,
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Tak jsme dostali, Ze rovnost ve vztahu (2.11) pro p¥ipad ugy,, usg z (2.5) mize
byt splnéna pro specidlné zvolené parametry 7, a to napitklad pro takové,

které spliuji vztah:

Potom miuze platit orotogonalita piislusnych vlastnich funkci: Vk,n € N :

U,QnJ_UQk.

2. Necht” ugp—1, ugk—1 z (2.6). Potom:

<(2n— 1)7?25)7 neN.
T™+n

. 2k — )rt
'LLQk-fl(t) = Sin ((7-‘-4_77)) 5 k S N

A odpovidajici derivace maji tvar:

(2n-Dr ((2n - 1)m> |

/
t) =
U1 (t) T+ T+
2k —1 2k —1
uh_1(t) = (2k = L cos (( i )m) :
T+ n ™+ n

Analogicky po dosazeni do vztahu (2.11) dostavame rovnost:

(2k—1)r ((% — 1)7r2> i ((2n—1)7r2> B

T™+n T™+n T™+n

m — o 2 o 2
_(2n-Drm cos ((Zn 1)m )sin <(2k 1) > _0

T™+n T™+n T™+n

kde k,n € N, k #n, n € (0, ).

Zavedeme substituci:

o= (21@—1)7r’ = (2n— 1)
m™+n m™+n

potom dostaneme:

11



a cos(am) sin(fm) — B cos(fBm) sin(ar) = 0.
Upravime-li pfedchozi vztah, obdrzime:
(a — B) sin(am + Br) — (a+ B) sin(ar — fr) =0,
kde

2 2w
(a—ﬁ)zﬂ_i_n(k—n), (a+ﬁ)=m(k‘+n—1).

Abychom mohli odpovédét na otézku, zda rovnost (2.11) maZe nabyvat nuly
pro libovolné n,k € N, n # k, musime vySetfit pro jaké hodnoty n € (0, )
plati vztahy:

2 2
" (k-n)ez A —Z
T+ T+

(k+n—-1)eN.

Jinymi slovy pozadujeme, aby platilo:

=m € N,
T™+n

coz plati pravé tehdy, kdyz

2 —
p= 22y
m

T
pricemz n € (0,7). Tedy pro m =1, tj. n = 5 muze rovnost platit.

Proto rovnost ve vztahu (2.11) pro ptipad ug,—1,usi—1 z (2.6) muze byt spl-
T

néna pro specialné zvoleny parametr n = 5

Potom miuze platit ortogonalita pfislusnych vlastnich funkci: Vk,n € N

Ugn—1-LUugk—1.

3. Necht’ uay, je z (2.5) a ugr—1 je z (2.6). Potom:

2nmt
u2n(t):sin< nr ), n € N.

™=
. [ (2k —1)mt
_1(t) = R A k e N.
ugk—1(t) sm< g , €

12



A odpovidajici derivace maji tvar:

, 2nm 2nmt
(1) = - cos ().

Uy (1) =

(2k — 1)w ((2k — 1)7rt)
COS .
T™+n T™+n

Dosazenim do (2.11) dostavame:

(2k — D)7 ((2k—1)7r2> _ (er2> 2nm <2n7r2> _ <(2k:—1)7r2)
——COS| — | sln — CoS sin| ——— | =0,
T™+n T™+n ™= T™—"n ™= T™+n

kde k,n € N, n € (0, 7).

Zavedeme opét substituci:

(2k — 1) 2nm
o = E— = s
T™+n T™—

potom dostaneme rovnost:

a cos(am) sin(fm) — B cos(fBm) sin(ar) = 0.

Upravime-li pfedchozi trigonometricky vztah, dostaneme:

(a — B) sin(arm + Br) — (a+ B) sin(ar — fr) =0,

kde
oy ™2k —=2n—1) —nr(2k +2n — 1)
@m9= (= + ) ’
2 - m(2n —
(a+5):ﬂ(2k+2n 1) +nm(2n —2k+1)

(m—n)(m+n)

Abychom mohli odpovédét na otazku platnosti vztahu (2.11) pro piipad
ugn 7 (2.5) a wugg—1 z (2.6), analogicky by bylo tfeba stejnym zptsobem
prozkoumat, kdy zaroven plati podminky «, 8 € Z, tj.:

™ ™
=pENA —— =py N,
T™+n ™=

13



2.1.2 Podrobnéjsi struktura vlastnich dvojic a vlastnich funkci

Mnozinu vsech vlastnich dvojic (n,\) € (0,7) X R zna¢ime o. Jednoducha
struktura problému (2.1) umoziuje explicitné popsat, jak vypada o. Kon-
krétné dostavame, ze plati:

0c=09% UCy_1, neNkeN,

kde

S ST

Pokud dvojice (n,\) € o, potom odpovidajici netrividlni feseni u = w, »
okrajové alohy (2.1) je, jak uz vime, vlastni funkei a je to libovolny nenulovy
nésobek vlastni funkce:

. ) 2nmt
sin v/ Aot = sin
™=

nebo

2k —1
sin )\Qk_lt = sin (()ﬂ—t) .

T™+n

Na néasledujici sérii obrazkiu si ukazeme, jak vypadaji prvni dvé vlastni funkce
pro vybrané hodnoty parametru 7. Konkrétné jsme si zvolili 4 rtzné hodnoty:

n=201, n=0>5 n=157, n=3.1

Nejdfive uvazujeme piipad (2.3) (viz obr. 2.1 a 2.2). Na obrazku 2.3 a 2.4
znazoriujeme prvni dvé vlastni funkce pro stejné hodnoty parametru 7, ale
jiz pro piipad (2.4).
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08

0B

04

02

08

0B

04

02

Obrézek 2.1: Prvni dvé vl. funkce uy, ug pro piipad (2.3) an =0.1,7 = 0.5.

Prni viastni funkce u,it) pro 1=0.1

Prni vlastni funkce u,it) pro 7=0.5

15

Druha viastni funkee u,(t) pra n=0.1

Druha viastni funkee u, (1) pro 7=0.5

35



Prvni viastni funkee u,t) pro n=pii2

08k

0B

04t

02y

02k

04k

DEF

08k

Prni viastni funkce u,it) pro 1=3.1

08y
DE
Dd
02
= 0
04
2

Druha vlastni funkee u,(t) pro =pi2

Druha viastni funkee u,(t) pra n=3.1

1} 0s 1 15 2 25 3

Obrazek 2.2: Prvni dvé vl. funkce ug, ug pro pfipad (2.3) an = 1.57,n7 = 3.1.
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Prni viastni funkce uyit) pro 1=0.1

1 T T T T

Obrézek 2.3: Prvni dvé vl. funkce uy, ug pro piipad (2.4) an=0.1,n7 = 0.5.

2 25 35
t
Prni vlastni funkce u, ) pro 7=0.5
L L
2 25 35
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Druha viastni funkee w,(t) pra n=0.1

Druha viastni funkee u,(t) pro 7=0.5
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Prvni viastni funkee u, () pro n=pii2 Druha vlastni funkee uglt) pro 1=pi2

1 T T T T T 1 T T T T T T
08r v\ B 0B8F q
08F B 0BF A
07 q 04r 4
0BF B 0zr A
L i ot 4
L 4 nzk 4
03t 1 04t 4
02t 1 06k 1
0t 1 08 4
1 : : : L L . 1 :
0 0s 1 15 2 25 3 35 [t} 05 35
t t
Prni viastni funkce uyit) pro 1=3.1 Druha viastni funkee u,(t) pra n=3.1
1 1
08r B 0B8F q
08F B 0BF A
o7t 1 o4t 1
0BF B 0zr A
= o5t 1 % aof 4
04t 1 a2k 1
03t 1 04+ 4
02r q -06F 4
0t 1 08 4
0 L L L L L L -1 L L L L L
0 0s 1 15 2 25 3 35 [t} 05 1 15 2 25 3 35
1 t

Obrazek 2.4: Prvni dvé vl. funkce w1, ug pro piipad (2.4) an = 1.57,n7 = 3.1.
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2.1.3 Limitni pfipady tifibodové tlohy

Dale se budeme zabyvat limitnimi pf¥ipady, kdy parametr n bude nabyvat
yhrani¢nich hodnot“. Necht’ tedy n — 0. Potom nase okrajova tuloha (2.1)
bude ve tvaru:

u(t) + du(t) = 0, te(0,m),
u(0) = 0, (2.12)
u(m) = u(0)=0.

Uloha (2.1) se tedy zredukuje na standardni Dirichletovu tlohu, pro ni# jsou
vlastni ¢isla a vlastni funkce znamé a to nasledujici:

Ao =102 up(t) =sinnt, neN.

Uvazujeme-li ziskané vztahy pro vlastni ¢isla (2.3) a (2.4) a jim odpovidajici
vztahy pro vlastni funkce s podminkou n — 0, potom po limitnim piechodu
dostavame:

9 2
lim Ag, = lim < nr > = (2n)2
n—0 n—=0\m™—mn

, L (@k-1Dm\? >
%1_1{(1))\%1—}]11{(1)( e = (2k - 1)~

A piislugné vlastni funkce jsou:

ugn(t) = sin(2n)t, wugg_1(t) =sin(2k — 1)t, n,k € N.

Tedy skutecné dostdvame totéz, co je obecné znamo.

Na obrazku 2.5 jsou znazornény prvni ¢ty¥i vlastni funkce u, () = sinnt,n =
1,...,4 Dirichletovy ulohy (2.12).
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preni viastni funkee u, (1) pro n=0 druha viastni funkce u,(t) pro =0

Obrézek 2.5: Prvni ¢ty#i vlastni funkce uy, ug, us, ug Dirichletovy tlohy (2.12)
an—0.
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Druhym limitnim pfipadem pro parametr n je n — .

Diky Lagrangeové vété o stfedni hodnoté vime, Ze plati:
we C((0,m) N CH0,m) Aulr) = uln) = 3¢ € (n,m) : /() = 0.

Tedy v nagem piipadé pro n — 7 ziskdvame podminku «'(7) = 0 a ptivodni
okrajova tiibodova uloha se zredukuje na Dirichletovu-Neumannovu tlohu:

u’(t) + Mu(t) = 0, te(0,m),
u(©0) = 0, (2.13)

Pro tuto tlohu jsou vlastni ¢isla a vlastni funkce rovnéz znamé a to nasle-

dujict:
2k — 12 2k — 1)t
Ak = < ) ,  ug(t) =sin <H> , keN.

2 2

Uvazujeme-li ziskané vztahy pro vlastni ¢isla (2.3) a (2.4) a jim odpovidajici
vztahy pro vlastn{ funkce s podminkou  — 7, potom po limitnim piechodu
dostavame:

. . o \2
lim A9, = lim — 400
n—m =T \T — 1N

2 2
lim Aog_; = lim <M> _ (%1) |
n—m n—m T+ 2

A piislugné vlastni funkce jsou tedy:

o) s (2520,

Prvni ¢tyfi vlastni funkce ug pro n — 7 jsou znazornény na obrazku 2.6.
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0s

05

Obrézek 2.6: Prvnf ¢tyfi

prvni viastni funkce u, (1) pro n=x

treti vlastni funkce uyit) pro 1=x

25 3

druha viastni funkce u,(t) pro =z

0s

ctwta viastni funkce u,{) pro n=x

vlastni funkce w1, us, us, uq pro pfipad n — =.



Na obrazku 2.7 uvadime strukturu mnoziny o, tj. mnozinu v8ech vlastnich
dvojic (n,\) € (0,7) x R, ze které je dobfe patrné chovani vlastnich ¢isel
v obou limitnich pfipadech n — 7 a n — 0.

sgrt(a)

Struktura o

/
/
/
/

Obrazek 2.7: Struktura mnoziny o. Zluts Coy,, modie Cop_1.
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Kapitola 3

Tribodova okrajova uloha
s tlumenim

3.1 Vlastni ¢isla a vlastni funkce tfibodové okra-
jové tlohy s tlumenim

Vychozi t¥ibodové okrajova tloha s tlumenim pro linedrni diferenciélni rov-
nici druhého Fadu s okrajovymi tiibodovymi podminkami bude mit tvar:

u’(t) + 200/ (t) + Au(t) = 0,
u(0) = 0, (3.1)
kdet € (0,7), ne(0,7), AeR, b>0.
Charakteristickd rovnice v tomto piipadé je ve tvaru:

P2 4+2r+A=0

A tak dostavame dva kofeny rovnice:

rig=—b+ Vb2 — A

Budeme rozlisovat t¥i pripady.
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1.D>0<:>)\<b2:>7“17é7”2, Tl,TQER.

Dostavdme dva realné kofeny, tj. obecné feSeni okrajové tlohy bude
linedrni kombinaci{ exponenciel, resp. kombinace sind a kosintii hyper-
bolickych, jinymi slovy plati vztah:

u(t) = e " (C1 cosh(v/ b2 — At) + Cysinh(v/b? — )\t)) :
Dosadime-li okrajové podminky, dostaneme:

u(0) = € (C} cosh(0) + Cy sinh(0)) = 0 = C = 0.

7 toho vyplyva:

u(t) = et (02 sinh(v/b? — At)) .

Potom mame:
u(m) = e " Cy sinh(v/b2 — M) = =0y sinh(v/b2 — An) = u(n).

Cy (e_b7r sinh(v/b2 — A7) — e tn sinh(v/b? — )\77)> =0.

Chceme-li dostat netrividlni feseni, musime predpokladat, ze
Cs # 0. Tedy otazkou je, zda existuje FeSeni pro n&jaké b > 0 nasledujici
rovnosti:

e " sinh(v/b2 — M) = e " sinh(1/b2 — Anp),
A<b® b>0, ne(0,m7).

Oznadime-li:

w=\b% -\,
dostaneme:
e~ sinh(wr) = e~ sinh(wn),

26



kde b >0, n € (0,7).

Nyni budeme zkoumat zavislost zavedené hodnoty w na tlumeni b.
Rozlisujeme opét tfi piipady:

e w>b=— Vb2 -A>b = A<0.
Zajimame se o chovani funkce f(z) definované predpisem:

f(z) = e " sinh (\/ b2 — Ax) = e " sinh (wx).

A ptame se, zda existuje takové n, takové A a takova kladna hod-
nota tlumici{ konstanty b, aby byla splnéna druhé okrajova pod-
minka t¥ibodové ulohy (3.1), tj. podminka:

Nejdiive si ukdzeme, ze funkce f(z) je ostie rostouci, tj. ukdzeme,
ze jeji derivace je kladné. Derivace funkce f bude mit tvar:

/
f'(z) = |e ¥ sinh (wz)| = —be " sinh (wz) + e " w cosh (wz) .

Plati nasledujici véta matematické analyzy.

Véta 3.1 (Postacujici podminka ostré monotonie [4]) Jestlize funkce
f(z) je diferencovatelnd na intrevalu (a,b) a pro libovolné x €
(a,b)f'(x) > 0 (resp. f'(x) < 0), potom f(x) je ostie rostouct
(resp. ostie klesajici) na intervalu (a,b).

Funkce f(z) je spojita na intervalu (0, 7) a f'(z) > 0 pro libovolné
x € (0,7). Podrobnéji ukdzeme platnost nerovnosti na kladnou
derivaci.

/
f'(z) = |e™ % sinh (wz)| = —be " sinh (wz) + e " w cosh (wz) =

__—bz bl
=¢e *( w cosh(wzr)—bsinh (wx)) > 0.

>0 =b >sinh(wx)
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Tedy diky postacujici podmince na ostrou monotonii funkce (viz
véta 3.1), muzeme ucinit zaveér, ze funkce f(x) je ostfe rostouci.
Nézorné si také ukazeme graf funkce f(x) s podminkou A < 0 (viz
obrazek 3.1 a 3.2).

Chovani funkce fix=e™ sinh(w ), ke w=sqrt(b®A) a w=b

Obrézek 3.1: Chovéni funkce f(z) s podminkou w >b = X < 0.

Chovani funkce f(x)=e'bxsinh(m ), kde m=sqn(b2-l) a w=h
0.8 T T T T T

0.45
04
0.35
03

Zo0zx

Obrézek 3.2: Chovani funkce f(z) s podminkou w =0 = A =0.
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Jelikoz funkce f(x) je ostfe rostouci, tedy neexistuje zadné takové
n, aby hodnota v tomto bodé byla stejné jako na konci uvazova-
ného intervalu, tedy funkéni hodnota v bodé .

To znamena, ze neexistuje zaporné ani nulové vlastn{ ¢islo dlohy

(3.1).

e w<b
= VB2 - A<b= 0< )<

Opét budeme zkoumat funkei f(z), které je definovana predpisem:
f(z) = " sinh (me) = e " ginh (wx).

Ptame se, zda existuje kladna hodnota tlumici konstanty b takové,
aby byla splnéna druhé okrajova podminka t¥ibodové tlohy (3.1):

fn) = f(m)
UkéZzeme si, jak vypada graf funkce f s ohledem na podminku
w < b.
Chovani funkce fod=esinh(o 1), kde n=sgrt(h?-3) a n<h
02 : , : : : :

0 0s 1 15 2 25 3 35

Obréazek 3.3: Chovani funkce f(z) s podminkou w < b = 0 < A < b2
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Lze ukazat, ze funkce f mé pravé jeden stacionarni bod. Pro jeji
derivaci plati:

f'(z) = 7% (w cosh(wz) — bsinh(wz)) = 0,

odtud dostavame:

tgh(wz) = (3.2)

w
b
—~—
<1
Na obréazku 3.4 je znazornéna funkce tgh(wz) na intervalu (—m, 7).

Funkce tgh{w x)

Obrazek 3.4: Chovani funkce f(x) = tgh(wz).

Je zfejmé, Ze pro w < b ma rovnice (3.2) pravé jedno feseni, tj. funkce
f(x) ma pravé jeden stacionarni bod.

MiZeme tedy ucinit zavér, %e pro pevné volené n € (0,7) lze nalézt
nejvyse jednu hodnotu A > 0 takovou, Ze je splnéna podminka:

tj. A je vlastni ¢islo ulohy (3.1).
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22.D=0<= =0 =1 =ry=—b.
Dostavame tak dva stejné nasobné charakteristické koreny a obecné
feseni rovnice z (3.1) mé potom tvar:

u(t) = (Cl + CQt)e_bt, C1,Cy € R.
Po dosazeni okrajovych podminek do obecného feSeni dostavame:

u(0) = (C1 + C20)e’ =0 = C; = 0.
7 toho plyne:

u(t) = Cote .

Potom

u(m) = Cyme™™ = Cyne™" = u(n),

Cg(mfb7r — ne*b”) =0.

Zajimame se o netrivialn{ feSeni, proto pfedpokladame, zZe
Cs # 0. Tedy otéazkou je, jestli miZze platit rovnost:

(me*b7r — neib”) =0,

respektive rovnost:

e T = pe=tn,

Opét analogicky budeme uvazovat funkci f(x), kterda ma predpis:

f(z) = ze b2,

Ptame se, zda existuje kladna hodnota tlumici konstanty b takova, aby
byla splnéna druhéa okrajova podminka t¥fbodové alohy (3.1):
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Funkce f podle stejnych tvah jako v pfipadé 2. ma pravé jeden staci-
onarni bod:

f(x) = e_b‘r(l —br)=0—z= %

Prob > % existuje pouze jedna hodnota € (0, 7), pro kterou je A = b2
vlastni ¢islo.

Ukézeme si, jak se funkce f(z) chové graficky na uvazovaném intervalu.

Chovani funkce f(x):xe'bx pro b=1; pripad a=h?, resp. D=0
0.4 T T T T T T

)

35

Obrazek 3.5: Chovani funkce f(z) s podminkou w =b = \ = b2

Lze tedy uéinit zavér, ze i pro pifpad, kdy w = b, resp. A = b? miize
byt pro specialni hodnotu n pozadovana rovnost f(n) = f(7) splnéna,
tj. A = b? muze byt vlastni &islo ulohy (3.1).

.D<0<:>)\>b2:>7‘17é7”2, r1,ro € C.

Dostavame tak dva komplexné sdruzené charakteristické kofeny a obecné
feSeni je:

u(t) = e_bt(Cl cos VA — b2t + Cosin /A — b2t), (1,05 € R.
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Po dosazeni okrajovych podminek do obecného feSeni dostavame:

u(0) = eo(cl cos(0) + Csysin(0)) =0 = C, = 0.
Z toho vyplyva:
u(t) = e "Cysin /X — b2t
Potom mame:
u(m) = e " Cysin /A — b2 = e P1Cy sin /A — b2 = u(n),
neboli
C (e_b7r sin VA — b2 — e P sin /A — b277> =0.

Potfebujeme opét netrivialni fegeni tilohy (3.1), proto polozime
C5 # 0. Potom ale musi platit:

(e_b” sin VA — b2 — e P sin /X — b277) =0,
respektive
e U sin /A — b2 = e " sin VA — b2
Oznacime-li:
w:i= V- b2,
dostaneme:
e U sinwr = e " sinwy,

kde b > 0, 7 € (0, 7).

Dale zavedeme novou funkei f(x), ktera bude mit pfedpis:
f(z) = e " sin(wz).
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Chovani funkce fog=esinh(o 1), kde n=sgrt(A-b?) a n<h
1 : . . . . .

35

Obrézek 3.6: Chovani funkce f(z) s podminkou A > b2.

a odpovidajici graf funkce je zndzornén na nasledujicim obrazku 3.6.

Tedy je mozné i v tomto pfipadé fici, ze funkéni hodnota na konci
uvazovaného intervalu v bodé 7, tj. u(m) miZe byt stejné jako libovolnéd
hodnota x € (0, 7). To znamend, Ze existuje kladné vlastni &slo alohy
(3.1).

Jednoduchou analyzou se nam povedlo ukazat, Zze pro hodnoty A < 0 existuje
pouze trivialni feSeni t¥ibodoveé tlohy s tlumenim (3.1). P¥ipadna vlastni ¢isla
A méa smysl hledat pouze na mnoziné RT.

3.1.1 Konkrétni volba hodnoty parametru 7

V tomto odstavci se pokusime zabyvat nasledujici okrajovou tlohou:

u”(t) + 26/ (t) + Au(t) = 0,



kde b > 0, A € R. Tedy volime konkrétni hodnotu parametru n = 5. UZitim
jiz nalezenych vztahii v predchozim odstavci 3.1, dospéjeme k nasledujici
rovnosti:

™

— . —bT . ™ s
e T sinwr = e b2 sinw /e b2,

sinws | 2673 coswg —-1|=0. (3.3)
N——
<1

Odtud plyne, ze pro

2 b

b>—-In2 = ¢e’2 > 2,

7

je

(2671)% cos wg — 1> #0.

Aby tedy platila rovnost (3.3), musi byt splnéna rovnost:

.
sinw— =0,

2
kde w = VA — b2, potom:

A =402 +0%, b>0,neN.

Tedy piislusny systém vlastnich funkci bude ve tvaru:

Un(t) = e sin2nt, b>0,neN.
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Na nésledujicim obrazku znazornime funkci A, = A\, (b),n € N.
Lavislost Labpron=1234
180
160
140
120
100
&0
B0
40

20

Obrazek 3.7: Zavislost A\, a b.
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3.2 Tribodova okrajova tloha s tlumenim v obec-
ném piipadé
3.2.1 Formulace problému a véta o jednoznaénosti

Pro dalsi zkoumani vyuzijeme vysledek 1. T. Kiguradzeho a A. G. Lomtati-
dzeho, ktery se tyka nasledujici obecné nelokalni dlohy s tlumenim:

u”" = pi(t)u + pa(t), (3.4)
u(a+) =0, wu(b—) = u(ty), (3.5)

kde —c0 < a < tp < b < 400, pi : (a,b) — R(k = 1,2) jsou lokalné
integrovatelné koeficienty.
Definujme operator o : Lioc((a,b)) — Lioc((a,b))! néasledujicim zptisobem:

o(p)(t) = exp [/(Hb) p(T)dT] . (3.6)

2

Pokud o(p) € Lioc([a, b)), potom:

oalp)(t) = / o(p)(r)dr (3.7)

a pokud o(p) € L([a,b]), potom:

1 t b
(t)/a U(p)(T)dT/t o(p)(r)dr. (3.8)

Uab(p) (t) = O'(p)

Resenim tovnice (3.4) rozumime funkei u € CL ((a,b)),? kterd splije rov-
nici skoro v8ude na intervalu (a,b).

'"Prostor Lioc((a,b)) je mnozina funkci p : (a,b) —> R, které jsou Lebesgueovsky
integrovatelné na (a + €,b — €) pro libovolné malé € > 0.

2Prostor Cl.((a,b)) je mnozina funkei u : (a,b) — R, které maji absolutné spojitou
prvni derivaci na [a + €,b — €] pro libovolné malé ¢ > 0.
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V ¢lanku |9] je dokazano nasledujici tvrzeni.
Véta 3.2 Necht’

o(p2) € L((a,b)), oap(p2)p1 € L((a,b)),

a necht’ existugi ¢isla A; € (0,1), 1; € (0,400) (i =1,2) ac € (to,b) takovd,
Ze

(c—a)™  (b—c)'"* _ (tg—a)l™

1-—X B 1— X - 1—X ’ (39)
+o00 _ 1—)\1
/ ds > (c—a) (3.10)
0 l1 +1lss+s 11—\

A
t—a

(t—a)p(t) > I, (t—a)M {pg(t) + ] > —ly, proa<t<ec,

A
(b_t)2>\2p1(t) > -, (b—t)AQ |:p2(t) + th:| < g, proc<t<b,
(3.11)

kde alespoti jedna z nerovnosti (3.11) je ostrd na mnoziné kladné miry. Potom
iloha (3.4), (3.5) md pouze trividlni Fesent.

3.2.2 Aplikace véty 3.2 na ulohu (3.1)

Vratime se opét k nasi tfibodové okrajové tdloze (3.1) s tlumicim ¢lenem,
tedy budeme opét uvazovat tlohu:

u”(t) + 200/ (t) + Au(t) = 0,
u(0) = 0,
u(m) = u(n),

kden € (0,7),b> 0, A € R.

V tomto odstavci se pokusime aplikovat vétu 3.2 na nasi ilohu (3.1), coZ nam
umozni stanovit podminky na parametry A a b, za kterych existuje pouze
trividlni feSeni. V naSem piipadé plati:

pl(t) = —)\, A€ R,
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p2(t) = —2b, b > 0.
Nejprve musime splnit podminky podle pfedpisi (3.6) a (3.8):

o(p2) € L((0,7)) oa(p2)p1 € L((0, 7)),

coz je v nafem pripadé automaticky splnéno. Dale pfedpokladejme, Ze exis-
tuji takova ¢isla \; € (0,1), 1; € (0,7) a ¢ € (n,7), Ze plati nerovnosti: (3.9),
(3.10), (3.11), pficemz je alespoil jedna z nerovnosti (3.11) ostra. Potom
miizeme tvrdit, Ze uloha (3.1) mé pouze trivialni feseni.

Zvolime nasledujici hodnoty ¢isel \;, [; a c:

T™+n

)\12)\220, 112’/\’,l2:2b, Cc = D)

Potom podminka (3.9) bude mit tvar:

7r+77_<7r_7r+77> —p >

2 2
Podminka (3.10) bude mit tvar:

/+oo ds - T+
0 52+2b3+|>\| - 2 ’

A posledni podminka (3.11):

pi(t) =-A=—li=—A, pa(t) =—-2b>—lp = —2b,

pi(t) = —A>—li = —|A[, pat) = —2b< 1y =2b,

Podminky (3.9), (3.11) jsou trividlné splnény pro b > 0, pficemz posledni
nerovnost je ostra.

Zbyvé vysetfit podminku (3.10).
Dostavame tak nésledujici integraln{ nerovnost:

/+°° ds >7T+77
0 S2H2bs+|N T 2

Integral na levé strané lze spocitat explicitné.
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e Jestlize |A| > b2, dostdavame:

/+oo s /+oo ds o lamg ( s+b )] "
2 o 2 2 19 ) -
0 8242bs+ A o (s+D0)2+ A0 NI =07,

1 T b T™+n
= —— | — —arct > .
MW—W(Q g(ww-¢>>‘ 2

Oznacme:

b e ) (Tt
fl()\,b) = F‘)\‘_bQ <2 tg( /‘)\‘—b2>> < 2 )

e Jestlize |A| = b2, dostavame:

/-I—oo ds _/+OO ds _/+oo ds B
o S2t+2s+ N Jo GA0Z+N -0 Jy (s+tb?
RS |
L b+s], b

fa(A,b) = % - <7T—2H’> :

o Jeslize 0 < |A| < b2, potom (b2 — \) > 0. Uzitim rozkladu na parcidlni
zlomky dostavame:

/+oo ds _/—i-oo ds _/+oo ds B
o $24+2bs+ A Sy (s+DZH|N-02 Sy (s+b)2—(2—|)\])

1

Oznalme:

((s—l—b) — \/b2——y>\|) ((s—i-b) + /b2 — |/\|>
A B

Q&+m—v@t4M>+(@+m+ b%qM)

Obdrzime dvé rovnosti:

A=-B,
b(A+ B)+ /02— N(A— B) =1,
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dosazenim dostavame:

(~2B)\/B — A = 1,

1 1

2 — || N

Integrujeme tedy nésledujici rozdil integréli:

ds

1 /+°° ds 1 /+<>°
202 — A Jo  (s+b)— /02— |A 22—\ Jo  (s+b)+ /12—

I nl1= M
21/b0% — || NZENERYE
Oznacme:
1 2,/b2 — || <7r + n>
M) =——————In |1 - ———xrn—] — .
fs(AB) = =3 I ( ‘/b2—\)\+b> 2
Abychom mohli odpovédét na otdzku existence bud’ netrividlniho feSeni,

anebo pouze trividlniho feSeni za pomoci véty 3.2, musime vySetiit, zda

f(A,b) = 0, kde

J1(A,0), I\ > b2,
fOLB) =1 fa(A D),  |[A[=0b2,
f3(\,b), 0< Al < b2

Na nésledujicim obrazku si graficky znédzornime 3D graf, na kterém ukazeme,
jak funkce f(A,b) vypada.
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30 kontury pro funkei fn(l,bj, n=1273

Obrazek 3.8: Graf funkce f,,(\,b), n =1,2,3.

Podminka (3.10) z véty 3.2 v naem konkrétnim piipadé plati pravé tehdy,
kdy7 plati nerovnost:

Foo ds T+
Ab) = - > 0.
f(2.0) /0 s2 + 2bs + || 2 =

Jak muzeme z obrézku 3.8 pozorovat, funkce f(A,b) nabyva kladnych i za-
pornych hodnot. Nalezeni dvojic (A, b), pro které f(A,b) > 0, by vyzadovalo
detailnéjsi zkoumani.
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3.2.3 Transformace okrajové tlohy

V ¢lanku [9] autofi pouZzivaji rovnéz nasledujici tvahu.

Uvazujeme okrajovou ulohu (3.4), (3.5). Budeme-li predpokladat, Ze existuje
netrivialni feseni tlohy (3.4), (3.5), tj. Ju(t) # 0, muZeme zavést transfor-
maci:

Z (3.4) dostavame:
F1(8) = pa(t) +pa(t) F(£) = F2(1).

Zabyvejme se déle pouze nasi tlohou (3.1) s konstantnimi koeficienty, tj.
uvazujme tlohu (3.4), (3.5) s volbou p;(t) = —A, p2(t) = —2b, (a,b) = (0, 7),
to = 1.

Upravime-li pfedchoz{ vztah, dostaneme:

L
A+ - 20

Integrovanim na intervalu (a, t), ziskame:

C opwa [
_/a Nt 207(1) — 12(0) ‘/a el

Polozme f(t) = x, potom f'(t)dt = dx, tedy

/f(t) dr L,
f(a) A+ 2bx + 2 o @

respektive
oo dx
—— =t—a. 3.12
/f(t) A+ 2bx + 22 “ ( )
Volime-li speciélné t = WT—H], potom dostavime:
+o0 d
/ z 2:(7””7)_0:”“7. (3.13)
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Priklad 2.3
Uvazujme okrajovou tiibodovou tlohu bez tlumeni, tj. polozme Iy = 0, resp.

b=0:

uW'(t)+ . = 0, te(0,m),
u(0) = wu(0), (3.14)

kde n € (0,7), A € R.

Uvaiujme)\>03ut:7T+77

takovy bod, Ze

Diky integralni nerovnosti (3.13) dostavame:

E

400 1

3

too (s 1 teo d 5\ 1 S T T+

= —= = —arctg | —= = —=— = .

0 A+s VA Jo 1+<i) VA \F/\o VA2 2
VN

Dostavame tak podminku:

Tedy

A= (Winf. (3.15)

Vsimnéme si, ze vztah (3.15) predstavuje vztah pro prvni vlastni ¢islo tlohy
(3.14), ktery jsme ziskali v kapitole 2.1 jinym zpisobem (viz vztah (2.4)).

3.2.4 Dvé dalsi transformace tiibodové okrajové tlohy s tlu-
menim

Pro zajimavost uvedeme dalsi dvé transformace, které prevedou piuvodni
t¥ibodovou okrajovou tlohu s tlumenim na tlohu bez tlumeni. Studovat je
vS8ak dale nebudeme.
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1. Nova zavisla proménna: u(t) — w(t)
Budeme vychézet z okajove alohy (3.1).

Vynasobime-li diferencialni rovnici z této ulohy ¢lenem e, potom do-
staneme:

e + 2be?u’ + NePtu = 0.

bt

Dale zavedeme nové oznaceni e’’u =: w. Potom:

W' = bePu + e

W' = b26btu + 2bebtu/ + ebtu//,

tedy obdrzime nasledujici transformovanou diferencialni rovnici:

W+ (A= b*)w =0.

Také potFebujeme transformovat okrajové podminky. Vime, ze plati:

u(0) =0 = w(0) =0.

Také plati:

z ¢ehoz plyne:

w(m) = eTu(m) = uln) = Sw).

Tak jsme ziskali novou tiibodovou okrajovou tlohu bez tlumeni ve

tvaru: W)+ A=bHw(t) = 0, te(0,m),

w(0) = 0,

ebT(

w(m) = —-w(n),

ebn

(3.16)
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kde A € R, n € (0, 7).

Jak mutzeme vidét, obdrzeli jsme tlohu se stejnymi koncovymi body,
ale mame jinou t¥ibodovou podminku s nejednotkovym koeficientem!

2. Nova nezavisla proménna: u(t) — u(x)

Budeme opét vychazet z t¥ibodové okrajové tlohy (3.1). Zavedeme
novou nezavislou proménnou ve tvaru:

(e—%(t—g) _ ebw) '

to t
T = / elr2 ("W g / e 2063 gs = L

Zavedeme nové oznageni efr/2(72% _. o(s), potom plati:

o(s) = e_%(S_g)

a odpovidajici derivace:

o'(s) = —9pe2(5-3),

Dale polozme:

potom pro prvni a druhou derivaci plati:

_ dV(z)dr dV(x)a(t) _ av(z) o—2b(t-%)

/ —_— =
wt) == w dx d ’

() = dg;;(f)a?(t) + (—217)%6—%0—%).

Dosazenim do rovnice v uloze (3.1) dostavame:

u’(t) = dz;gr)UQ(t)—l—(—Qb)Cg;e%(tg) = _)\V(x)_}_(_Qb)d‘C/i;x)e%(tg)?

a tedy:
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V' (z) = iy @ = APV (@),

_T
V piedchozi diferencialni rovnici nam zbyva vyjadfit ¢len et(t-%) po-
moci nové nezavislé proménné x. Plati totiz:

—2by = e 2(=3) _ b

)

potom

el — 2by = e~ 2= 3)

tedy

(eb“ — 2bx)2 = (-3,

Tak dostdavame diferencialni rovnici druhého fadu s novou nezévislou
proménnou :

" o —A I~
Viz) = (eb™ — 2ba:)2 Via).

Jako posledni nam zbyva analogicky transformovat okrajové podminky.
Urcite plati:
u(0) =0 = V(0) =0.

Také vime, ze plati:

potom:

kde

=l
Il
h
2
'
N~—
QL
)
Bl
Il
N
3
)
—
&=
QU
o

47



Tak jsme ziskali novou tf¥ibodovou okrajovou tilohu bez tlumeni ve tvaru:

v"<x>+(€bﬂ:;b$)2vm> = 0, te(m),
Vo - o (3.17)
V() = V(n),

kde A\e R, b>0,n€ (0,7), 7 = [ o(s)ds, 7= [, o(s)ds.

Jak miizeme pozorovat, obdrZeli jsme netlumenou tlohu se stejnymi
t¥fbodovymi podminkami, ale s jinymi koncovymi body a nekonstant-
nim koeficientem v rovnici!
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Kapitola 4

Ctyrbodova okrajova tiloha

4.1 Vldastni ¢isla a vlastni funkce ¢tyirbodové okra-
jové tulohy

Vychozi ¢tyFbodova okrajova tloha pro linedrni diferencidlni rovnici druhého
fadu s okrajovymi ¢tyibodovymi podminkami m4 tvar:

u’(t) + du(t) = 0, te(0,m),
u(0) = u(f), (4.1)

kde A € R, € € (0,7), n € (0,7). ReSenim ulohy (4.1) budeme opét rozu-
mét takovou funkci u(t), pro kterou je diferencialni rovnice v okrajové tloze
(4.1) splnéna pro kazdé t € (0,7) a kterda vyhovuje okrajovym podminkam
u(0) = u(§) a u'(w) =u'(n), n,§ € (0, 7).

Trojici (&,m,A) € (0,7) x (0,7)x € R nazveme vlastni trojici, jestlize uloha
(4.1) ma netrividlni FeSeni u(t). Hodnoty A = A(&,7n), pak budeme stan-
dardné nazyvat vlastnim cislem. Pfislusné nenulové nasobky u(t) nazyvame
vlastnimi funkcemi okrajové tulohy.

Budeme rozlisovat tti riizné piipady v zavislosti na hodnoté .

1. Jestlize A < 0, potom obecné feseni je linedrni kombinac{ hyperbolic-
kych funkei, tedy:

u(t) = Cy cosh(v/=At) + Cysinh(vV—=Xt), C1,Co € R. (4.2)
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Po dosazeni okrajovych podminek z (4.1) do obecného feseni (4.2)
dostavame:

C1 = C cosh(vV/ =€) 4 Cy sinh(vV=XE).

V=XC sinh(V=A7) + V=AC3 cosh(vV = A7) =
= V=\C sinh(vV=\n) + vV —=ACy cosh(v/—An).

neboli v maticovém zapisu:

cosh(v/ =€) — 1 sinh(v/ =€) ] [Cl] _ [0]
(sinh(v/=A7) — sinh(v/=An)) (cosh(v/=Am) — cosh(v/=An))| | C2 0

M4-1i mit tato soustava netrivialni feSeni, musi byt determinant sou-
stavy roven nule, coz diky predpokladu A < 0 neni mozné.

Tedy hodnoty A < 0 nemohou byt vlastnimi ¢isly.

. Jestlize A = 0, zname tvar obecného feeni rovnice:

u(t) =C1+ 0%, 1,09 €R. (4.3)

Po dosazeni okrajovych podminek do obecného fegeni (4.3) dostavame:

u(O)ch—i-O:u(f):Cl+CQ§:>CQf=0/\5#0:>02=0.

7 toho plyne:

Tedy pro piipad A = 0 existuje konstantni Feeni okrajové ulohy (4.1)
u(t) = 1.
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3. Jestlize A > 0, potom vime, Ze obecné Fefeni méa tvar:

u(t) = Cy cos(VAL) + Cysin(vVAt), Cp,Co € R. (4.4)

Po dosazeni okrajovych podminek z (4.1) do obecného feseni (4.4)
dostavame:

C1 = C cos VAE + Cy sin VAL

—C1VAsin VAT + Cov A cos VAT =
= —C1VAsin VAn + Cyv/A cos V.

Tedy dostavame nésledujici soustavu:

C1(1 — cos(v/AE)) — Cysin(v/AE) = 0,
C1 (sin(v/Ar) — sin(v/An)) — Ca(cos(vAr) — cos(vAn)) = 0.
(4.5)

Uzitim trigonometrickych uprav dojdeme k ekvivalentnim rovnostem
a obdrzime dvé rovnosti. Prvni z nich ozna¢ime (A):

(VA VNS VAE
sin <2> (C’l sin <2> — (5 cos <2>> =0,

a druhou rovnost znac¢me (B):
. ™= T™+7n . T+
sin [ VA—) [ ¢ cos \F)\T + Cy sin \F)\T =0.

2

Je t¥eba prozkoumat nékolik moznych piipadi zvlast’.
2

-(8)-(7=)

o1

\ _
(a) sin <\g£> =0 A sin <\F/\M) = 0, coz plati pravé tehdy,
kdyz:




potom z obou dvou rovnosti (A) a (B) vyplyva, Ze konstanty
C1,Cy mohou byt libovolné realné. Tak dostdvame vlastni Cislo
A nasobnosti 2 a obecné feSeni pro tento piipad muZeme psat
ve tvaru:

u(t) = Cy sin(VAt) + Cycos(VAL), C1,Co € R.

Jedna se o dvé linearné nezavislé vlastni funkce sin(v/At) a cos(vV/At).
Jde o ptipad, kdy FeSeni je periodické na intervalu (0,¢) i na (0, 7).

sin (@) = 0 A sin (\F)\F2_n> =% 0, coz plati pravé tehdy,
kdyz

A
Aoy = <”> . leN, (4.6)

potom z rovnosti (B) vyplyva:

C1 cos <\F/\7T ; 7)) = —(Cysin <ﬁ7r2+77> )

Dosadime-li tuto rovnost do obecného fegeni (4.4), potom obdr-
zime feSeni ug(t) ve tvaru:

ug(t) = Dsin /g <t— 7T+n> ,

2
kde D € R, n € (0, 7).

Bez jmy na obecnosti lze polozit D = 1 a FeSeni pro tento p¥ipad
lze pséat ve tvaru:

ug(t) = sin/Ag <t— W;”) )

Obdrzené feSeni je periodické na (0,£) a spliiuje u <7r2+7]> =0.
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()

— A
sin <\F)\7T2n) =0 A sin <\g5> #£ 0, coz plati pravé tehdy,

kdyz

2mn 2
Aop, = < > , neN, (4.7)

potom z rovnosti (A) vyplyva:
A A
(' sin (?) = (5 cos (?) .

Dosadime-li vyse nalezeny vztah do obecného Feseni (4.4), zjis-
time, Ze FeSeni wugy, (t) pro tento pfipad mizeme psit ve tvaru:

ugn(t) = E cos v/ Aan (t — g) ,

kde E € R, £ € (0,7).

Bez ijmy na obecnosti Ize polozit £ = 1 a feSeni pro tento pFipad
lze psat ve tvaru

Ugn (t) = cos \/Aan (t - g) .

Obdrzené feseni je periodické na (n, ) a spliuje u’ <§> = 0.

sin (@) £0 A sin (fﬂ:”) £ 0.

Za téchto predpokladii 1ze obé dvé rovnosti (A) a (B) vhodné
upravit. Potom dostaneme vztah:

C <cos (‘/56) cos (ﬁ?) + sin <\/§§> sin (ﬁ”;")) = 0.

Hledame netrivialni FeSeni Glohy, proto pozadujeme, aby C7 # 0.
Jinak TeCeno chceme, aby platilo:

COS (\/Xﬂ-—i_n—\/j\g) —

2 2
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coz plati pravé tehdy, kdyz

2
Aok—1 = <m> , keN. (48)

Tedy FeSeni ug_1(t) miizeme psat ve tvaru:

Usk—1(t) = F cos\/Aak—_1 (t — g) ,

kde FF € R, £ € (0, 7).

Bez tjmy na obecnosti lze polozit F' = 1 a fefeni pro tento piipad lze

psat ve tvaru
u%_l(t) = cos v/ Aok_1 <t - g) .

Pro obdrzené feSeni plati: u’ <§) =0au (W ;_ 77) =0.

Shrneme nase vysledky v nasledujici tabulce.
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vlastni ¢&isla vlastni funkce

(1) Ao =0 w(t) = 1
(2) o= (:T_mn>2 zn(t) = cos v/Agn (t _ g)

(3) Agp = 2?)2 ug(t) = sin /Aoy <t B 7T42—77>
(4)  Aggp—1 = (M)Z g1 (t) = cos \/Aap_1 <t — g)

Tabulka 4.1: Systém vlastnich ¢isel a jim odpovidajicich vlastnich funkci
¢tyrbodové ulohy (4.1).

Nasli jsme tak vSechna vlastni ¢isla a vSechny vlastni funkce ¢tyrbodové
okrajové ulohy (4.1).

Na nasledujici sérii obrazku si ukazeme, jak vypadaji prvni dvé vlastni funkce
pro vybrané hodnoty parametri n a &.

Nejdifve budeme uvazovat piipad (1) tabulky 4.1. Vlastnim ¢islem je nula a
odpovidajici vlastni funkci je funkce konstantni, tedy naptiklad konstantni
jednicka.
Pro ptipad (2) tabulky 4.1. budeme uvazovat vybrané hodnoty parametri a
to nasledujici:

n=13 < £ =28,

£=13 < n=28,
n==¢=038.
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Proni vlastni funkee () pra 1=1.3, £=28 Druha viastni funkee u,t) pro =13, £28

Obréazek 4.1: Prvni dvé vlastni funkce wui,us pro piipad (4.7) a n
£ =28,

Prni viastni funkee u,(f) pro 1=2.8, &=1.3 Druha viastni funkce u,ff) pro 128, &=1.3

08
0Er
D4
Dz

5,0
0,00
=

02 H
o4l
06
-08

Obrazek 4.2: Prvni dvé vlastni funkce wuj,us pro piipad (4.7) a n
£€=13.
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Preni vlastni funkee u,(f) pro n=£=0.8

Druha wlastni funkce u, (t) pro 1=4=0.8

Obrazek 4.3: Prvni dvé vlastni funkce wuj, ug pro p¥ipad (4.7) an = 0.8 = &.

Dale budeme uvazovat p¥ipad (3) tabulky 4.1. Pro tento p¥ipad ukidzeme
graficky vlastni funkce pro stejné hodnoty parametra 7, £, tedy:

n=13< =28 £=13<n=28 n=¢=08.

Prni viastni funkee u,(f) pro 1=1.3, §=2.8 Druha viastni funkee u,ff) pro =13, &=2.8

Obréazek 4.4: Prvni dvé vlastni funkce wui,us pro piipad (4.6) a n = 1.3,
£=28.
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Prvni viastni funkee u,(f) pro =28, £=1.3 Preni vlastni funkee u,(f) pro 1=2.8, &=1.3

Obrazek 4.5: Prvni dvé vlastni funkce wuj,ug pro piipad (4.6) a n = 2.8,
£€=13.

Prni vlastni funkee () pro = &=0.8 Druha viastni funkee u,t) pro 1= $=0.8

Obrazek 4.6: Prvni dvé vlastni funkce uy, us pro ptipad (4.6) an=0.8 =&.
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A pro posledni ptipad tabulky 4.1 - (4) analogickym zptisobem ukézeme, jak
vypadaji vlastni funkce pro konkrétné zvolené kombinace parametri n,¢&.
Budeme tedy uvazovat hodnoty parametri nasledujici

n=13<E=28¢=13 <n=28n=¢& = 0.8.

Prvni viastni funkee u, () pro v=1.3, £=2.8 Druha vlastni funkee uglt) pro v=1.3, &=2.8

Obréazek 4.7: Prvni dvé vlastni funkce wuj,us pro piipad (4.8) a n
£=28.

Il
=
w

Proni vlastni funkee u () pro =28, &=1.3 Druha viastni funkee u ft) pro =28, &=1.3

Obréazek 4.8: Prvni dvé vlastni funkce wui,us pro piipad (4.8) a n = 2.8,
€ =13
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Prvni viastni funkce u, () pro v= £=0.8 Druha vlastni funkee uylf) pro v= &=0.8

Obrazek 4.9: Prvni dvé vlastni funkce wuj, ug pro p¥ipad (4.8) an = 0.8 =&.

4.1.1 Limitni pF¥ipady ¢tyibodové tlohy

Analogicky jako u t¥ibodové ulohy mohou byt pro nas zajimavymi tzv. limitni
piipady, tj. kdy parametry se budou blizit k hrani¢nim hodnotam. Budeme
tedy muset rozebirat ¢tyfi rizné piipady.

Z Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté plyne
u € C(0,7))NCHO,7) A u(0) =u(€) = Iu=0:4(u) =0.
Pro £ — 0 tedy dostaneme podminku «/(0) = 0.

Podobné dostavame:

n—m=u"(n) =0,

Potom z rovnice tlohy (4.1) plyne:

Au(m) =0 = u(m) = 0.
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1) ¢ - 0, n — 0. V tomto pfipadé okrajova tloha (4.1) bude mit tvar:

{u”(t)—i—)\u(t) 0, te(0,m),

u(0) =u/(r) = 0. (4.9)

Dostavame tak Neumannovu tlohu, pro kterou jsou vlastni ¢isla zndma a to:

Ao =12, un(t) =cosnt, neN.

2) £ » m, n — 0. Tedy okrajova tloha (4.1) bude mit tvar:

u'(t) + Au(t) = 0, te(0,m),
u(0) u(m), (4.10)
u'(m) = 4/(0).
Dostavame tak periodickou tlohu, pro kterou jsou vlastni ¢isla zndméa a maji
predpis:

An =402 u,(t) = cos2nt, v,(t) =sin2nt, n € NU{0}.
3) & —» m, n — m. Tedy okrajova uloha (4.1) bude ve tvaru:

{u”(t)—l-)\u(t) = 0, te(0,m), (4.11)

u(0) = wu(m)=0.

Dostavame tedy Dirichletovu tlohu, pro kterou jsou vlastni ¢isla také znamé
a maji predpis:

Ao =12, up(t) =sinnt, necN.

4) £ = 0, n — 7. Tedy okrajova tloha (4.1) bude:

u(t) + du(t) = 0, te(0,m),
d(0) = 0, (4.12)
u(m) =

Dostavame tak Neumannovu-Dirichletovu tlohu, pro kterou jsou vlastni ¢isla
také zndma a maji piedpis:

o —1\2 2n — 1
)\n:(n2 ), un(t)zcos<n2 t>, n € NU{0}.
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Uvazujeme-li vztahy (4.7), (4.8), (4.6), potom ocekavame, Ze vlastni &isla a
vlastni funkce v limitnich p¥ipadech splynou s predpisy vySe.

Spocitame tedy prislusné limity. Uvazujeme nejdiive vztah (4.7). Potom do-
stavame:

2 2
IMA%:hm(7m> =(2n)?, neN.
n—0 n—=0\ T —1n

£—0 £—0

Pro vztah (4.8) obdrzime:

(2k — 1)m

2
=(2k—1)%, keN.
7r+77—€> ( )

lim )\2k—1 = lim <
n—0 n—0
£—0 £—0

Pro (4.6) dostavame:

. . AN
lim Ay =lim [ — )] — +oc.
n—0 n—0
£—0 £—0

Analogickym zpiisobem spoéitame p¥islusné limity vztaha (4.7), (4.8), (4.6)
pro zbyvajici hrani¢ni hodnoty parametri n, £

Uvazujme piipad (n,§) — (0, 7).

2 2
lim Ao, = lim ( ™ > = (2n)% neN.
n—0 n—=0\ T —17n

E—m £—0

2
2k — )m
lim Aogp_; = lim g — 400.
n—0 =0\ 7m+n—¢§
E—m E—m
2
27l
lim Ay = lim | — | — +4o0.
n—0 n—0 f
E—m E—m

Déle se podivejme na piipad (n,§) — (mw, 7).

62



n—m n—m m — 77
E—m E—m

9 2
lim A9, = lim ( ™ > — 4o00.

, L (@k-Dm\ )

E—m E—m

. . A
Jim Ay = lim. () =(20)* leN.

E—m E—m g

Posledni p¥ipad, ktery prozkouméme, bude (n,£) — (m,0).

. . 2mn \ 2
lim Mg, = lim — 400.
77—)77 77—>T|'

£550 g0 NN
2k — D\ ? 2k — 1\ 2
o =t (P0E) = (H70) L ke
£—0 £—0 7r—|—77—§
orl\ 2
lim Ay = lim (”) s foo.
n—m n—m
£—0 £—0

Tedy dostavame, Ze skuteéné po dosazeni limitnich hodnot do obecnych ob-
drzenych vztahu (4.7), (4.8), (4.6) dostavame vztahy pro vlastni &isla obecné
znamych okrajovych tloh.

Celou vy8e prozkoumanou situaci lze zndzornit na nésledujicim obrazku.
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Obréazek 4.10: Oblast parametri £ a 7.

Shrneme dosazené poznatky. Vysetfujeme-li ¢tyrbodové okrajové podminky:

u(0) =u(§), u'(m)=1'(§),

potom se na body £ € (0,7) an € (0, 7) miZzeme divat jako na parametry, jez
spojuji ¢tyfi standardn{ homogenni okrajové tulohy pro diferencialni rovnici
2. fadu:

e Neumannova uloha (N) (£ — 0+, n — 0+),
e Periodicka dloha (P) (£ — 71—, n — 0+),
e Dirichletova tloha (D) ({ —7—, n— 7—),

e Neumannova-Dirichletova tloha (ND) (£ — 0+, n — 7—).
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4.1.2 Podrobné&jsi struktura vlastnich trojic a vlastnich funkci

Pfipomenime si, 7e trojici (n,&,A) € (0,7) x (0,7) x R nazyvame vlastni
trojici, pokud uloha (4.1) mé netrivialni feSeni. Mnozinu vSech vlastnich
trojic budeme opét znacit o.

0=Co,UCy_1UCy, n,kleN,

o fene (23]
Cok—1 = {(5377»)\) PA= (M)Q},

Oy = {(s,m) A= (2?)}

1) Pro pevné £ = 0.1, £ = 0.5, £ = 1.57, £ = 3.1 ukéZzeme, jak vypada
struktura mnoZiny o.

kde
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Struktura o

Obrazek 4.11: Struktura o pro & = 0.1. Zluts Coy,, modie Cop_1.

Struktura o

Obrézek 4.12: ¢ pro £ = 0.5. Zluté Cay,, modie Coj_q, cervend Coy.



Obrézek 4.13: Struktura o pro £ = 1.57. Zluts Cop, modie Cog_1, Cervené

Obrazek 4.14: Struktura o pro & = 3.1. Zluté Cay, modie Coy_q, Cervend Csy.
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2) Pro pevné n = 0.1, n = 0.5, n = 1.57, n = 3.1 ukdzeme, jak vypada
struktura mnoziny o.

Obrézek 4.16: Struktura o pron = 0.5. Zluts (9, modie Cyi_1, ¢ervené Coy,.



Struktura o

AR,
S
7//// e

sqrt(a)
r:.‘

i] 0s 1 15 2 25 3

Obrézek 4.17: Struktura o pro n = 1.57. Zluts Cy;, modie Coi_1, Cervené
Cop,.

Struktura o

Obréazek 4.18: Struktura o pro n = 3.1. Zluts Cyy, modie Coy_1.
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Poznamka 4.1 Analogicky jako u tribodové dlohy se i tady nejednd o sa-
moadjungovany operdtor. Viasini funkce tedy obecné nemusi byt navzdjem
ortogondlni.
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Kapitola 5

Fucikovo spektrum

5.1 Fucikovo spektrum tribodové okrajové tlohy

Vychozi t¥ibodova okrajova tloha pro linearni diferencidln{ rovnici druhého
fadu s okrajovymi t¥fbodovymi podminkami méla tvar:
u'(t) + Au(t) = 0, te(0,m),
u(0) = 0, (5.1)
u(m) = u(n), ne(0,m),
kde A € R. Kdybychom libovolné feSeni u(t) tulohy (5.1) rozdélili na kladnou
¢ast ut(t) = max{u(t),0} ana zdpornou ¢ast u~ (t) = max{—wu(t),0}, potom

bychom mohli pfepsat nasi rovnici jako soucet téchto dvou ¢asti, konkrétné
bychom dostali:

u’(t) + T (t) — A (t) =0, te(0,n).

Pokud jesté navic nahradime parametr A dvojici parametra (a, 3), potom
dostaneme ,novou* okrajovou tlohu pro nelinedrni rovnici 2. fadu:

u'(t) +aut(t) —pu(t) = 0, te(0,7),
u(0) = 0, (5.2)
u(m) = wu(n), nel(0,m),
kde (o, ) € R2. Refenim této okrajové tlohy budeme rozumét funkci

u € C?(0,7) N C({0,7)), pro niz je rovnice v tloze (5.2) splnéna pro kazdé
t € (0,m) a spliwje piislusné okrajové podminky. Bod, o ktery se zajimame
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a pro ktery existuje netrividlni fefeni u(t) tlohy (5.2), je tedy (a, 3) € R?
a nazyvame jej Fucikovo vlastni ¢islo. Odpovidajici netrividlni feSeni u(t) a
v8echny jeho kladné nésobky nazyvame Fucikovy vlastni funkce dané okra-
jové tlohy. Obvykle se mnozina v8ech Fuéikovych vlastnich &isel znadi jako:

¥ = {(a, 8) € R? : tloha (5.2) m4 netrividln{ fegeni} .

Fuéikovo spekrum a jeho podstatné vlastnosti byly poprvé prozkoumaéany Fu-
¢ikem! a Dancerem?. Jak tedy vidime, souvisi Gizce pojem Fuéikova spektra
s pojmem vlastniho &sla. Pokud A je vlastnim &islem t¥ibodové okrajové
ulohy (2.1), potom dvojice (A, \) € X.

Jednou z nejdillezitéjsich vlastnosti Fuc¢ikova spektra je tzv. osova soumér-
nost podle didgonaly a = (. Jinak feceno plati, Ze pokud trojice («, 3, u)
fesi okrajovou ulohu (5.2), potom trojice (3, a, —u) fesi tuto ulohu také. Toto
tvrzeni Ize jednoduse dokazat.

Diikaz Oznacme pomoci nové proménné nase fedeni okrajové ulohy s opac-
nym znaménkem v := —u. Potom ale plati, ze

Po pfepsani nasi rovnice, dostavame
—" 4 av” = vt =0.

Z ¢ehoz jednoduse vyplyva, Ze trojice (3, v, v), resp. (5, a, —u) Fesi okrajovou
tlohu (5.2) taktéz jako trojice (a, B, u).

Fucéikovo spektrum je tvoreno systémem kiivek, jez nazyvame Fulikovy vétve.
Netrivialni fegeni tlohy (5.2), které odpovida piislusnym Fuéikovym vétvim,
se sklada z kladnych a zapornych pulvin. Kladna ptlvlna, resp. zaporné
ptlvlna, je feSenim rovnice v (5.1) pro A = a, resp. A = (.

Nyni se pokusime malézt konkrétni pfedpisy Fuéikovych vétvi podle poctu
kladnych a zapornych pulvin na intrevalu (0, 7) s ohledem na splnéni tiibo-
dovych okrajovych podminek.

Definujme nasledujici operéatory:

Lu = LMy .= LPNy .= -/,

'Svatopluk Fudik, Ceskoslovensky matematik (1944-1979)
?Edward Norman Dancer, profesor matematiky, Queensland, Australia
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kde n € (0,7) a plati:

D(L) := {u € C*(0,7) N C((0,7)) : uw(0) = 0, u(r) = u(n)},

D(LP") = {u € CZ(O,W) NC{0,7)) : u(n) = u(n), v'(r) = u'(n)} ,

D(LPNY .= {u € C2(0,7) N C({0,7)) : u(0) = 0, /(- ; Ty = 0} .

Operator L tedy odpovida tiibodové okrajové tloze (5.2) a L, resp. LPN
jsou pomocné operatory odpovidajici okrajové periodické tloze na intervalu
(n, ), resp. okrajové Dirichletové-Neumannové tiloze na intervalu (0, ”T’L")

Podivame se nejdiive na operator LY na intervalu (n, ). Regeni bude peri-
odické na intervalu (n,7), pokud na ném bude mit stejuy pocet kladnych a
zépornych ptlvin:

k . ko m—n

Vo B
Regeni, které je periodické na (n,7) mizeme libovolné posunout, abychom
zajistili splnéni podminky na zaatku intervalu «(0) = 0.

ke N.

Zkoumejme dale operator LPY na intervalu (0, ”TJ“") Postupujeme obdob-

nym zptisobem. Chceme-li splnit pfislusné okrajové podminky, potom dosta-
neme konktrétni ¢tyfi predpisy pro Fucikovy vétve:

Sk k1
Va B 2ya 21’

coz jinymi slovy znamend, Ze za¢indme kladnou putlvlnou a konéime

ke NU{0},

polovinou kladné pitlvlny.

k (k‘—l—l)+ 1 7+
Ve VB Tava o

coz znamend, 7e zac¢indme zapornou ptlvinou a konéime polovinou

k € NU {0},

kladné pulviny.
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k+tD) k1 w4
Ja VB 2B om

coz znali, ze zaciname kladnou pilvinou a konéime polovinou zaporné

k € NU {0},
pilviny.

k k 1 T+
« —+ 4 -T11

Va VB 2/BT 2w

coz jinak znamené, ze za¢indme zdpornou pllvlnou a konéime polovi-

ke NU {0},

nou zaporné pulviny.

Pomoci technik pouzitych v [5] ze ukdzat platnost nasledujiciho vztahu:
S(L) =% (LM ux (LPY).

Na nésledujicich obréazcich si ukdzeme, jak jednotlivé Fuéikovy vétve pro rtizné

operéatory vypadaji.

Fucikovo spektrum periodicke ulohy na intervalu (n,m) & 1=0.05

1‘5 \
)
h\-‘_\_\_\_‘_‘—\—\_
s
-\_\_\_\_\_‘_‘—\—\__

Aol
0.

W B R '

Obrazek 5.1: Fu¢ikovo spektrum periodické alohy v soufadnicich (a, 3).
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Fucikovo spektrum Dirichlet-Meurnannovy ulohy na intervalu (0, (n+r)/2) 5 7=0.05

115 | 1 1 4 L
Ay
A
\——_________\“h
) \_
. L
A Ay oo Ay Ag

Obrézek 5.2: Fucikovo spektrum Dirichletovy-Neumannovy tlohy v soufad-
nicich («, ).

Fucikowvy vetve pro periodickou a Dirichlet-Neurnannovu ulohu

/7

Obrézek 5.3: Fudikovo spektrum obou t¥ibodovych okrajovych tloh v sou-
fadnicich (v, 8).
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Nyni se budeme zabyvat netrivialnimi feSenimi tlohy (5.2) v pfipadé pe-
riodické okrajové tulohy, tj. uvazujeme interval (n, 7). P¥i vybéru vlastniho
¢isla (a, B) se omezime na takovou vétev Fucikova spektra, kterd je déna
analytickym predpisem:

LT
va VB

Této vétvi odpovidaji FeSeni tlohy (5.2), kterd se na intervalu (7, 7) skladaji

z jedné kladné pilviny a jedné zaporné pulviny. Vyjadiime-li z (5.3) zavislost

£ na «, dostaneme:
2
T
f=—T%

Dale si muzeme zvolit pocateéni podminky u(0) = 0, v/(0) = 1 a pfislusnou
vlastni funkci ziskdme pomoci fesite ODE45 v prostiedi MATLAB. Na ob-
rdzku 5.4 ukazujeme nékolik Fuéikovych vlastnich funkci pro rtizné hodnoty
parametri. MuZzeme také pozorovat, Ze se sniZovanim parametru [, resp.
zvySovanim parametru «, se ndm zvétsuje zdpornd ptlvlna, resp. se nam
zmen$uje vina kladné.

1. (5.3)
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Fucikova viastni funkee pro o=3, p=180.2032, n=1.1 Fucikova wlastni funkce pro o=7, p=13.5269, r=1.1
1

08 06
08 06
0.4 0.4
0z 0z
g o L
02 02
04 04
06 06
08 -0.8
Yo o5 1 sz 25 3 ‘o5 1 s 2z 25 3
t t
Fucikova vlastni funkee pro o=20, p=5.5038, n=1.1 Fucikova viastni funkce pro @=190, p=3, n=1.1
1 1
08 08
06 06
0.4 0.4
0z 0z
z o s 0
02 02
-04 04
0B 0B
-08 08
o [ [ 15 2 25 3 o 05 [ 15 2 25 3
t t

Obrazek 5.4: Fu¢ikovy vlastni funkce periodické tf¥ibodové ulohy na (n, 7).
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Zbyva nam prozkoumat posledni ptipad tfibodové tulohy a to Dirichletovu-
Neumannovu tlohu na intervalu (0, "J“Tﬂ) Opét podobnym zplsobem jako
v pfedchozim piipadé budeme uvazovat jednotlivé predpisy, jez popisuji Fu-
¢ikovo spektrum Dirichletovy-Neumannovy tlohy, ze kterych vyjadiime jed-
notlivé zavislosti parametri. Pomoci fesice ODFE45 s odpovidajicimi poca-
teénimi podminkami nalezneme jednotlivé Fu¢ikovy vlastni funkce. Na ob-
razku 5.5 ukazujeme vSechny ¢tyfi moznosti, jez mohou v tomto piipadé

nastat.

Fucikova viastni funkee pro 1. pripad OM ulohy, kde =5, B= 37.45, n=2.1 =» (14)2=25
1

(k=)
06
04

02

uit)

[1}

02

-0.4

06

-08

Rl

1) 05 1 1.8 2 25 3

Fucikova viastni funkce pro 3. pripad DN ulohy, kde o=5, p= 1.67, n=2.1 => (n+n)2=26
1

08
06
04

02

1)

uit)

02

0.4

-06

-08

-1

0 0s 1 15 2 25 3
t

Fucikova viastni funkce pro 2. pripad DN ulohy, kde @=5, B= 2,68, 1=2.1 => (1+n)/2=26
1

Fucikova vlastni funkce pro 4. pripad DM ulohy, kde 0=18, p= 6.28, 7=2.1 == (1+1)2=2.6
1

Obrézek 5.5: Fulikovy vlastni funkce Dirichletovy-Neumannovy t¥ibodové

tlohy na (0, ZT).
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5.2 Fucikovo spektrum c¢tyrbodové okrajové tlohy

V této podkapitole jenom nastinime, jak by mohla ¢tyfbodova tloha Fu-
¢ikova typu vypadat. Pokud stejnym zptsobem jako v pfipadé t¥fbodové
ilohy parametr A rozdélime na dva parametry o, a odpovidajici feSeni
také rozdélime na kladnou a zépornou ¢ast, potom obdrzime étyibodovou
ulohu Fuéikova typu:

u'(t) +aut(t)— Pu=(t) = 0, te(0,7),
w(©0) = ), &§e(0,m), (5.4)
u'(m) = W'(n), ne(0mn),

kde (v, 3) € R2. Refenim této okrajové alohy budeme opét rozumét funkci
u € C%(0,7) N C((0,7)), pro niz je rovnice v tloze (5.2) splnéna pro kazdé
t € (0,7) a ktera spliiuje pfislusné okrajové podminky. Vysledky zkoumani
této ulohy lze najit v ¢lanku [5].
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Zaver

Hlavnim cilem této diplomové prace bylo prozkoumat otazku feSitelnosti
nelokalnich neboli vicebodovych okrajovych tloh. V praci jsme se zabyvali
pouze tiibodovou a étyibodovou okrajovou dlohou. Zkoumali jsme otazku
existence netrividlniho feseni. Povedlo se ndm nalézt predpisy pro vlastni
¢isla a jim odpovidajici pFedpisy pro vlastni funkce obou dvou okrajovych
uloh.

Déle jsme t¥ibodovou tlohu modifikovali pfidanim tlumiciho ¢lenu. Opét
jsme hledali predpisy pro vlastni ¢isla a vlastni funkce této okrajové dlohy.
Analytické pod&itani pfedpist na vlastni ¢isla se ukazalo jako hodné kompli-
kované. Proto jsme museli pouZit jiné metody matematické analyzy. Povedlo
se ndm vymezit intervaly pro vlastni ¢isla, na kterych mize existovat netri-
vidlni feSeni okrajové ulohy s tlumenim.

Dale jsme na zékladé ¢lanka I. T. Kiguradzeho a A. G. Lomtatidzeho formu-
lovali okrajovou tlohu s tlumenim v obecném pripadé s vétou o jednoznad-
nosti. Dale jsme vétu aplikovali na nase konkrétni okrajové tlohy a dokézali
jsme, ze dostdvame podle ocekavani stejné vysledky. Také jsme ukazali dvé
razné transformace, které naznacuji, jak se d4 tlumici ¢len eliminovat. Trans-
formace v8ak vedly bud’ na komplikovanéjsi diferencialni rovnici, anebo na
komplikované vicebodové podminky s nejednotkovym koeficientem.

Nakonec jsme zkusili feSit tfibodovou tlohu Fucikova typu, kde jsme uka-
zali analytické predpisy pro Fu¢ikovy vétve a nazorné jsme ukézali prislusné
vlastni funkce. Problém ¢tyfbodové tlohy Fucikova typu jsme jenom nazna-
¢ili s odkazem na literaturu.

U zkoumanych tloh stéle ztistava fada otazek nezodpovézenych. Naplni dalsi
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prace by urc¢ité mohla byt ¢tyrbodova okrajova uloha Fuéikova typu, dale
neline4drni vicebodova tloha s netrividlni pravou stranou, nebo dokonce ne-
linearn{ nelokalni tloha s singularitami.
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