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P°edmluva

Tato práce se zabývá otázkami °e²itelnosti nelokálních neboli vícebodových
okrajových úloh (angl. multi-point boundary value problems). Konkrétn¥
se v práci zkoumají t°i úlohy: t°íbodová okrajová úloha, t°íbodová okrajová
úloha s tlumením a £ty°bodová okrajová úloha.

V kapitole 1 formulujeme de�nici vícebodové úlohy v obecném p°ípad¥ a uvá-
díme motivaci vzniku úloh tohoto typu.

V kapitole 2 se zabýváme °e²itelností oby£ejné t°íbodové okrajové úlohy
ve tvaru: 

u′′(t) + λu(t) = 0,

u(0) = 0,

u(π) = u(η),

kde t ∈ (0, π), λ ∈ R, η ∈ (0, π).

Analyticky po£ítáme systémy vlastních £ísel úlohy a jim odpovídající sys-
témy vlastních funkcí, jinými slovy hodnoty λ = λ(η), pro které existuje
netriviální °e²ení t°íbodové úlohy.
Dále ukazujeme, ºe daná t°íbodová úloha není díky nelokálním podmínkám
standardní Sturmovou-Liuovilleovou okrajovou úlohou, p°íslu²ný operátor
není samoadjungovaný, a tedy není zaru£ena ortogonalita p°íslu²ného sys-
tému vlastních funkcí.
V odstavci 2.1.1 zkoumáme strukturu vlastních dvojic a vlastních funkcí
podrobn¥ji. Gra�cky znázor¬ujeme oba systémy vlastních funkcí pro £ty°i
r·zné pevn¥ zvolené hodnoty parametru η.
Rovn¥º se zajímáme o limitní p°ípady, kdy parametr η necháváme nabý-
vat hrani£ních hodnot intervalu (0, π). Chceme tak ukázat, ºe pro ob¥ dv¥
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hrani£ní hodnoty dochází k redukci t°íbodové úlohy na známou Dirichle-
tovu okrajovou úlohu a Dirichletovu-Neumannovu okrajovou úlohu, pro n¥º
vlastní £ísla a vlastní funkce jsou dob°e známé.
Na konci odstavce 2.1.1 gra�cky znázor¬ujeme mnoºinu σ vlastních dvojic
(η, λ) ∈ 〈0, π)× R a pozorujeme chování obou systém· vlastních £ísel.

V kapitole 3 klasickou t°íbodovou úlohu roz²i°ujeme o tlumící £len:
u′′(t) + 2bu′(t) + λu(t) = 0,

u(0) = 0,

u(π) = u(η),

kde t ∈ (0, π), λ ∈ R, η ∈ (0, π), b > 0.

Analogicky jako u t°íbodové úlohy hledáme vlastní £ísla a jim odpovídající
systémy vlastních funkcí. V podkapitole 3.1 se snaºíme analyticky spo£ítat
vlastní £ísla, pro n¥º netriviální °e²ení okrajové úlohy existuje. Ukazujeme, ºe
analytický p°edpis pro vlastní £ísla není snadné nalézt. Hlub²ím zkoumáním
se nám alespo¬ da°í vymezit intervaly pro vlastní £ísla λ, za kterých existuje
netriviální °e²ení t°íbodové okrajové úlohy s tlumením.
V podkapitole 3.2 formulujeme t°íbodovou okrajovou úlohu s tlumením v obec-
ném p°ípad¥ podle I. T. Kiguradzeho a A. G. Lomtatidzeho ([9]). Uvádíme
d·leºitou v¥tu, ze které vyplývají podmínky na existenci pouze triviálního
°e²ení vícebodové okrajové úlohy.
V odstavci 3.2.2 aplikujeme v¥tu na na²e konktrétní nelokální okrajové úlohy.
Následn¥ formulujeme p°íslu²né záv¥ry pro existenci netriviálního °e²ení t°í-
bodové okrajové úlohy s tlumením a výsledek ilustrujeme na 3D grafu.
V odstavci 3.2.3 ukazujeme zajímavou my²lenku transformace vícebodové
okrajové úlohy na jinou úlohu a na p°íklad¥ ukazujeme ekvivalenci pouºitých
postup·. Obdrºený výsledek porovnáváme s výsledkem, který jsme obdrºeli
v kapitole 2.
V odstavci 3.2.4 nazna£ujeme dv¥ dal²í transformace vícebodové okrajové
úlohy s tlumením na vícebodovu okrajovou úlohu bez tlumení. Ov²em za-
platíme za to tak, ºe bud' obdrºíme okrajovou úlohu s jinými koncovými
body a nekonstantním koe�cientem v rovnici, anebo dostaneme úlohu s ji-
nou t°íbodovou podmínkou s nejednotkovým koe�cientem.
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V kapitole 4 této práce se zabýváme £ty°bodovou okrajovou úlohou ve tvaru:
u′′(t) + λu(t) = 0,

u(0) = u(ξ),

u′(π) = u′(η),

kde t ∈ (0, π), λ ∈ R, η ∈ (0, π), ξ ∈ (0, π).

V podkapitole 4.1 op¥t hledáme systémy vlastních £ísel úlohy a jim p°íslu²né
systémy vlastních funkcí. Obdrºené výsledky analyzujeme a gra�cky znázor-
¬ujeme.
Dále se zabýváme limitními p°ípady, kdy oba dva parametry �posíláme�
do hrani£ních hodnot uvaºovaného intervalu. Podle o£ekávání dostáváme
známé okrajové úlohy, pro n¥º vlastní £ísla a vlastní funkce jsou dob°e známé:
periodická úloha, Dirichletova-Neumannova úloha, Dirichletova úloha, Neu-
mannova úloha.
V odstavci 4.1.1 stejn¥ jako u t°íbodové úlohy podrobn¥ji zkoumáme struk-
turu vlastních trojic a vlastních funkcí. Mnoºinu v²ech vlastních trojic
(η, ξ, λ) ∈ 〈0, π)× 〈0, π)× R ozna£ujeme σ.

V kapitole 5 se zabýváme t°íbodovou okrajovou úlohou Fu£íkova typu.
V podkapitole 5.1 hledáme tzv. Fu£íkovo spektrum t°íbodové úlohy. Dále
ukazujeme analytické p°edpisy Fu£íkových v¥tví a hledáme netriviální °e-
²ení úlohy pomocí prost°edí MATLAB. Jinými slovy hledáme vlastní funkce
p°íslu²né úlohy. Ve²keré výsledky pro r·zné hodnoty parametr· gra�cky zná-
zor¬ujeme.
V podkapitole 5.2 nazna£ujeme problém £ty°bodové okrajové úlohy Fu£íkova
typu.
V záv¥re£né kapitole jsou shrnuty dosaºené výsledky a nazna£eny sm¥ry,
kterými by se mohlo ubírat dal²í studium nelokálních okrajových úloh.
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Nelokální m-bodová okrajová úloha

Necht' f : 〈a, b〉 × R2 −→ R je funkce spl¬ující Caratheodoryho podmínky,
e : 〈a, b〉 −→ R je funkce z prostoru L1〈a, b〉, ai, bi ∈ R, ξi ∈ (a, b), i =
1, 2, . . .m− 2, a < ξ1 < ξ2 < . . . < ξm−2 < b.
Potom de�nujeme nelokální m-bodovou okrajovou úlohu jako úlohu ve tvaru:

u′′(t) = f(t, u(t), u′(t)) + e(t), a < t < b,

u(a) =
m−2∑
i=1

aiu(ξi),

u(b) =

m−2∑
i=1

biu(ξi).

V této práci se zabýváme výhradn¥ t°íbodovou úlohou nebo £ty°bodovou
úlohou, tj. m = 3 nebo m = 4.

Nelokální okrajové úlohy p°edstavují zajímavé zobecn¥ní klasických okrajo-
vých úloh a zárove¬ se p°irozeným zp·sobem objevují p°i konstrukci mate-
matických model· reálných proces· a jev· ve fyzice, v elokogii, v sociologii,
v inºenýrství apod.

V roce 1963 se objevila významná práce J. R. Cannona �The solution of the
heat equation subject to the speci�cation of energy� ([3]), kde autor de�nuje
následující nelokální okrajovou úlohu:
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
∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
, 0 < x < 1, 0 < t < T,

u(0, t) = φ1(t),
∫ 1
0 u(x, t)dx = φ2(t),

u(x, 0) = u0(x),

kde φ1(.), φ2(.), u0(.) jsou zadané hladké funkce.

Tato vícebodová okrajová úloha zapo£ala nový sm¥r ve zkoumání nelokálních
okrajových úloh.

V roce 1969 byla publikována práce A. V. Bitsadzeho a A. A. Samarského
�O jednom zobecn¥ní lineárních eliptických okrajových úloh� ([1]). Úloha
byla formulována v obecném tvaru, av²ak jednozna£nost °e²ení a její °e²itel-
nost byly dokázány pro p°ípad Laplaceovy rovnice:

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, −l < x < l, 0 < y < l, l = konst. > 0,

s okrajovými podmínkami:

u(x, 0) = φ1(x), u(x, 1) = φ2(x), −l ≤ x ≤ l,

u(−l, y) = φ3(y), 0 ≤ y ≤ l, u(0, y) = u(l, y), 0 ≤ y ≤ l,

kde φi, (i = 1, 2, 3) jsou zadané spojité funkce.

Intenzivní výzkum nelokálních okrajových úloh Bitsadzeho-Samarského a
také jejich r·zná zobecn¥ní se objevují jiº v 80-tých letech minulého sto-
letí. Mezi významné °e²itele nelokálních okrajových úloh dále pat°í dva ru²tí
matematici V. A. Il'in a E. I. Moiseev (viz[7], [8]).
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Kapitola 2

T°íbodová okrajová úloha

2.1 Vlastní £ísla a vlastní funkce t°íbodové okra-

jové úlohy

Výchozí t°íbodová okrajová úloha pro lineární diferenciální rovnici druhého
°ádu s okrajovými t°íbodovými podmínkami má tvar:

u′′(t) + λu(t) = 0, t ∈ (0, π),

u(0) = 0,

u(π) = u(η),

(2.1)

kde λ ∈ R a η ∈ (0, π). �e²ením úlohy (2.1) rozumíme takovou funkci u(t),
pro kterou je diferenciální rovnice v okrajové úloze (2.1) spln¥na pro kaºdé
t ∈ (0, π) a která vyhovuje okrajovým podmínkám u(0) = 0 a u(π) =
u(η), η ∈ (0, π).
Dvojici (η, λ) ∈ (0, π) × R nazveme vlastní dvojicí, jestliºe úloha (2.1) má
netriviální °e²ení u(t), hodnotu λ = λ(η) pak budeme standardn¥ nazývat
vlastním £íslem. P°íslu²né nenulové násobky u(t) nazýváme vlastními funk-
cemi okrajové úlohy.

Obecné °e²ení diferenciální rovnice v okrajové úloze (2.1) budeme hledat
ve tvaru exponenciály, to znamená ve tvaru: u = eξt, ξ ∈ C. Po dosazení
do rovnice v (2.1) obdrºíme:

ξ2eξt + λeξt = 0,
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eξt(ξ2 + λ) = 0,

Dostáváme charakteristickou rovnici ve tvaru:

ξ2 + λ = 0. (2.2)

V závislosti na parametru λ získáme hledaná °e²ení charakteristické rovnice
(2.2).

1. Pokud λ < 0, pak charakteristická rovnice (2.2) má °e²ení

ξ1 =
√
−λ, ξ2 = −

√
−λ.

Obecné °e²ení rovnice na²í okrajové úlohy m·ºeme tedy vyjád°it jako
libovolnou lineární kombinaci prvk·: e

√
−λt a e−

√
−λt, které tvo°í tzv.

fundamentální systém. Obecné °e²ení má tedy tvar:

u(t) = C1e
√
−λt + C2e

−
√
−λt, kde C1, C2 ∈ R.

Upravíme-li obecné °e²ení, obdrºíme:

u(t) = (C1 + C2)
e
√
−λt + e−

√
−λt

2
+ (C1 − C2)

e
√
−λt − e−

√
−λt

2
.

Dostáváme tedy obecné °e²ení pro λ < 0 ve tvaru:

u(t) = Ĉ1 cosh(
√
−λt) + Ĉ2 sinh(

√
−λt), Ĉ1, Ĉ2 ∈ R,

respektive pokud poloºíme Ĉ1 = C1 a Ĉ2 = C2, potom:

u(t) = C1 cosh(
√
−λt) + C2 sinh(

√
−λt), C1, C2 ∈ R.

Po dosazení okrajových podmínek do obecného °e²ení z (2.1) obdrºíme:

u(0) = C1 cosh(0) + C2 sinh(0) = 0 =⇒ C1 = 0.

u(π) = C2 sinh(
√
−λπ) = C2 sinh(

√
−λη) = u(η).
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C2(sinh(
√
−λπ)− sinh(

√
−λη)) = 0.

Víme ale, ºe
sinh(

√
−λπ) 6= sinh(

√
−λη)

pro η 6= π. Tedy pro p°ípad λ < 0 dostáváme pouze triviální °e²ení
u(t) ≡ 0 pro libovolné η ∈ (0, π).

2. Pokud λ = 0, pak rovnice (2.2) má jeden dvojnásobný nulový ko°en,
jinými slovy dostáváme:

ξ1,2 = 0.

Obecné °e²ení v tomto p°ípad¥ bude op¥t libovolná lineární kombi-
nace prvk· fundamentálního systému, který se v tomto p°ípad¥ skládá
ze dvou prvk· {1, t}, a tak máme:

u(t) = C1 + C2t, C1, C2 ∈ R.

Po dosazení okrajových podmínek do obecného °e²ení z (2.1) obdrºíme:

u(0) = C1 = 0.

u(π) = C2π = C2η = u(η) =⇒ C2 = 0,

znovu tak dostáváme pouze triviální °e²ení. A proto m·ºeme u£init
záv¥r, ºe λ = 0 není vlastním £íslem t°íbodové okrajové úlohy (2.1).

3. Pokud λ > 0, pak rovnice (2.2) má dva komplexní ko°eny:

ξ1 = i
√
λ, ξ2 = −i

√
λ.

Z Eulerovy identity

eiϕ = cosϕ+ i sinϕ

plyne, ºe obecné °e²ení rovnice v okrajové úloze (2.1) bude libovolná

lineární kombinaci prvk·
{

cos(
√
λt), sin(

√
λt)
}
, tedy:

u(t) = C1 cos(
√
λt) + C2 sin(

√
λt), C1, C2 ∈ R.
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Po dosazení okrajových podmínek do obecného °e²ení z (2.1) obdrºíme:

u(0) = C1 cos(0) + C2 sin(0) = 0 =⇒ C1 = 0.

u(π) = C2 sin(
√
λπ) = C2 sin(

√
λη) = u(η),

C2(sin(
√
λπ)− sin(

√
λη)) = 0,

tj.

bud' C2 = 0, anebo (sin(
√
λπ)− sin(

√
λη)) = 0.

Jelikoº chceme získat netriviální °e²ení, poºadujeme C2 6= 0. Uºitím
známých trigonometrických vzorc· m·ºeme odvodit následující vztah:

2 sin

(√
λ(π − η)

2

)
cos

(√
λ(η + π)

2

)
= 0.

Proto platí bud'

2 sin

(√
λ(π − η)

2

)
= 0 =⇒

(√
λ(π − η)

2

)
= nπ, n ∈ N,

√
λ2n =

2nπ

π − η
,

tedy

λ2n =

(
2nπ

π − η

)2

, n ∈ N, (2.3)

anebo

cos

(√
λ(η + π)

2

)
= 0 =⇒

(√
λ(η + π)

2

)
= πk − π

2
, k ∈ N,

√
λ2k−1 =

(2k − 1)π

η + π
,
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tedy

λ2k−1 =

(
(2k − 1)π

η + π

)2

, k ∈ N. (2.4)

Odpovídající vlastní funkce p°íslu²né získaným vlastním £ísl·m jsou:

u2n(t) = sin

(
2nπt

π − η

)
, n ∈ N (2.5)

nebo

u2k−1(t) = sin

(
(2k − 1)πt

η + π

)
, k ∈ N. (2.6)

2.1.1 Ortogonalita systému vlastních funkcí

V tomto odstavci uvedeme de�nici tzv. Sturmovy-Liouvilleovy úlohy. Pozd¥ji
ukáºeme, ºe na²e výchozí t°íbodová okrajová úloha není díky nelokálním
okrajovým podmínkám standardní S.-L. úlohou.

De�nice 2.1 (Sturmova-Liouvilleova úloha [11]) Okrajovou úlohu ve tvaru: −
d

dt

[
p(t)

du

dt

]
+ q(t)u− λω(t)u = 0, t ∈ 〈a, b〉,

α1u(a) + α2u
′(a) = 0, β1u(b) + β2u

′(b) = 0,

(2.7)

nazýváme S.-L. úlohou. �ísla λ, pro která existuje netriviální °e²ení úlohy
(2.7) nazýváme vlastní £ísla a jim odpovídající netriviální °e²ení nazýváme
vlastní funkce S.-L. úlohy.

Pro vlastní £ísla a vlastní funkce S.-L. úlohy platí n¥kolik podstatných vlast-
ností, které uvedeme v následující v¥t¥.
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V¥ta 2.1 (Vlastnosti vlastních £ísel a vlastních funkcí S.-L. úlohy [11])

Vlastní £ísla λn okrajové úlohy (2.7) jsou reálná, tvo°í nekone£nou posloup-
nost, p°i£emº λn −→ +∞ pro n −→ +∞ a mají násobnost jedna.

Vlastní funkce un(t), uk(t) okrajové úlohy (2.7), které odpovídají r·zným
vlastním £ísl·m λn, λk, jsou navzájem ortogonální na intervalu 〈a, b〉 s váho-
vou funkcí ω(t), tj. platí:∫ b

a
un(t)uk(t)ω(t)dt = 0 pro λn 6= λk.

Ozna£me L lineární operátor p°íslu²ný úloze (2.1), L : L2(0, π) −→ L2(0, π),
tj.:

Lu := −u′′, D(L) := {u ∈ C2(0, π) ∩ C(〈0, π〉) : u(0) = 0, u(η) = u(π)}.

Poznámka 2.1 T°íbodová úloha (2.1), není díky nelokálním okrajovým pod-
mínkám standardní Sturmovou-Liouvilleovou úlohou, operátor L není samo-
adjungovaný, tedy není zaru£ena ortogonalita p°íslu²ného systému vlastních
funkcí.

P°ípadnou ortogonalitu systém· vlastních funkcí {u2n}, {u2k−1} daných
p°edpisy (2.5), (2.6) prov¥°íme následujícím zp·sobem.

Necht' um(t), ul(t) jsou vlastní funkce, odpovídající vlastním £ísl·m λm, λl,
λm 6= λl. Potom jsou spln¥ny následující rovnosti:

λmum = −u′′m (2.8)

λlul = −u′′l (2.9)

Dále vynásobíme rovnost (2.8) funkcí ul a rovnost (2.9) funkcí um a potom
je na intervalu (0, π) zintegrujeme. Jinými slovy vynásobíme skalárn¥ první
rovnost funkcí ul a druhou rovnost funkcí um. Dostáváme:

λm

∫ π

0
um(t)ul(t)dt = −

∫ π

0
u′′m(t)ul(t)dt,

λl

∫ π

0
ul(t)um(t)dt = −

∫ π

0
u′′l (t)um(t)dt.
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Po ode£tení:

(λm − λl)
∫ π

0
um(t)ul(t)dt =

∫ π

0
u′′l (t)um(t)dt−

∫ π

0
u′′m(t)ul(t)dt. (2.10)

Uºitím per-partes dostáváme na pravé stran¥ rovnosti (2.10) výraz:∫ π

0
u′′l (t)um(t)dt−

∫ π

0
u′′m(t)ul(t)dt =

=
[
u′l(t)um(t)

]π
0
−
[
u′m(t)ul(t)

]π
0
−
∫ π

0
u′l(t)u

′
m(t)dt+

∫ π

0
u′l(t)u

′
m(t)dt =

= u′l(π)um(π)− u′m(π)ul(π).

Zabýváme se otázkou ortogonality p°íslu²ného systému vlastních funkcí. Tedy
ptáme se, kdy je integrál na levé stran¥ vztahu (2.10) nulový vzhledem k pod-
mínce λm 6= λl. Jinými slovy se ptáme, kdy platí rovnost:

u′l(π)um(π)− u′m(π)ul(π) = 0. (2.11)

Budeme rozli²ovat t°i r·zné p°ípady:

• um = u2n, ul = u2k z (2.5),

• um = u2n−1, ul = u2k−1 z (2.6),

• um = u2n z (2.5), ul = u2k−1 z (2.6).

1. Necht' u2n, u2k z (2.5). Potom:

u2n(t) = sin

(
2nπt

π − η

)
, n ∈ N.

u2k(t) = sin

(
2kπt

π − η

)
, k ∈ N.
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A odpovídající derivace budou mít tvar:

u′2n(t) =
2nπ

π − η
cos

(
2nπt

π − η

)
,

u′2k(t) =
2kπ

π − η
cos

(
2kπt

π − η

)
.

Po dosazení do vztahu (2.11) dostáváme rovnost:

2kπ

π − η
cos

(
2kπ2

π − η

)
sin

(
2nπ2

π − η

)
− 2nπ

π − η
cos

(
2nπ2

π − η

)
sin

(
2kπ2

π − η

)
= 0,

kde k, n ∈ N, k 6= n, η ∈ (0, π). Zavedeme-li následující substituce:

α =
2kπ

π − η
, β = α

n

k
=

2nπ

π − η
,

dostaneme:

α cos(απ) sin(βπ)− β cos(βπ) sin(απ) = 0.

Upravíme-li p°edchozí vztah, obdrºíme:

(α− β) sin(απ + βπ)− (α+ β) sin(απ − βπ) = 0,

kde

(α− β) =
2π

π − η
(k − n), (α+ β) =

2π

π − η
(k + n).

Abychom mohli odpov¥d¥t na otázku, zda rovnost (2.11) m·ºe nabývat nuly
pro ∀n, k ∈ N, n 6= k, musíme zjistit, kdy platí:

2π

π − η
= l ∈ N.

Jinými slovy poºadujeme takové hodnoty η ∈ (0, π), pro n¥º platí podmínka:

η =
l − 2

l
π,

p°i£emº η ∈ (0, π). Jednoduchou upravou dostáváme, ºe poºadovaná pod-
mínka platí pro ∀l ≥ 3.

10



Tak jsme dostali, ºe rovnost ve vztahu (2.11) pro p°ípad u2n, u2k z (2.5) m·ºe
být spln¥na pro speciáln¥ zvolené parametry η, a to nap°íklad pro takové,
které spl¬ují vztah:

η =
l − 2

l
π, l ≥ 3, l ∈ N.

Potom m·ºe platit orotogonalita p°íslu²ných vlastních funkcí: ∀k, n ∈ N :
u2n⊥u2k.

2. Necht' u2n−1, u2k−1 z (2.6). Potom:

u2n−1(t) = sin

(
(2n− 1)πt

π + η

)
, n ∈ N.

u2k−1(t) = sin

(
(2k − 1)πt

π + η

)
, k ∈ N.

A odpovídající derivace mají tvar:

u′2n−1(t) =
(2n− 1)π

π + η
cos

(
(2n− 1)πt

π + η

)
,

u′2k−1(t) =
(2k − 1)π

π + η
cos

(
(2k − 1)πt

π + η

)
.

Analogicky po dosazení do vztahu (2.11) dostáváme rovnost:

(2k − 1)π

π + η
cos

(
(2k − 1)π2

π + η

)
sin

(
(2n− 1)π2

π + η

)
−

−(2n− 1)π

π + η
cos

(
(2n− 1)π2

π + η

)
sin

(
(2k − 1)π2

π + η

)
= 0.

kde k, n ∈ N, k 6= n, η ∈ (0, π).

Zavedeme substituci:

α =
(2k − 1)π

π + η
, β =

(2n− 1)π

π + η

potom dostaneme:
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α cos(απ) sin(βπ)− β cos(βπ) sin(απ) = 0.

Upravíme-li p°edchozí vztah, obdrºíme:

(α− β) sin(απ + βπ)− (α+ β) sin(απ − βπ) = 0,

kde

(α− β) =
2π

π + η
(k − n), (α+ β) =

2π

π + η
(k + n− 1).

Abychom mohli odpov¥d¥t na otázku, zda rovnost (2.11) m·ºe nabývat nuly
pro libovolné n, k ∈ N, n 6= k, musíme vy²et°it pro jaké hodnoty η ∈ (0, π)
platí vztahy:

2π

π + η
(k − n) ∈ Z ∧ 2π

π + η
(k + n− 1) ∈ N.

Jinými slovy poºadujeme, aby platilo:

2π

π + η
= m ∈ N,

coº platí práv¥ tehdy, kdyº

η =
(2−m)

m
π,

p°i£emº η ∈ (0, π). Tedy pro m = 1, tj. η =
π

2
m·ºe rovnost platit.

Proto rovnost ve vztahu (2.11) pro p°ípad u2n−1, u2k−1 z (2.6) m·ºe být spl-
n¥na pro speciáln¥ zvolený parametr η =

π

2
.

Potom m·ºe platit ortogonalita p°íslu²ných vlastních funkcí: ∀k, n ∈ N
u2n−1⊥u2k−1.

3. Necht' u2n je z (2.5) a u2k−1 je z (2.6). Potom:

u2n(t) = sin

(
2nπt

π − η

)
, n ∈ N.

u2k−1(t) = sin

(
(2k − 1)πt

π + η

)
, k ∈ N.
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A odpovídající derivace mají tvar:

u′2n(t) =
2nπ

π − η
cos

(
2nπt

π − η

)
,

u′2k−1(t) =
(2k − 1)π

π + η
cos

(
(2k − 1)πt

π + η

)
.

Dosazením do (2.11) dostáváme:

(2k − 1)π

π + η
cos

(
(2k − 1)π2

π + η

)
sin

(
2nπ2

π − η

)
− 2nπ

π − η
cos

(
2nπ2

π − η

)
sin

(
(2k − 1)π2

π + η

)
= 0,

kde k, n ∈ N, η ∈ (0, π).

Zavedeme op¥t substituci:

α =
(2k − 1)π

π + η
, β =

2nπ

π − η
,

potom dostaneme rovnost:

α cos(απ) sin(βπ)− β cos(βπ) sin(απ) = 0.

Upravíme-li p°edchozí trigonometrický vztah, dostaneme:

(α− β) sin(απ + βπ)− (α+ β) sin(απ − βπ) = 0,

kde

(α− β) =
π2(2k − 2n− 1)− ηπ(2k + 2n− 1)

(π − η)(π + η)
,

a

(α+ β) =
π2(2k + 2n− 1) + ηπ(2n− 2k + 1)

(π − η)(π + η)
.

Abychom mohli odpov¥d¥t na otázku platnosti vztahu (2.11) pro p°ípad
u2n z (2.5) a u2k−1 z (2.6), analogicky by bylo t°eba stejným zp·sobem
prozkoumat, kdy zárove¬ platí podmínky α, β ∈ Z, tj.:

π

π + η
= p1 ∈ N ∧ π

π − η
= p2 ∈ N.
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2.1.2 Podrobn¥j²í struktura vlastních dvojic a vlastních funkcí

Mnoºinu v²ech vlastních dvojic (η, λ) ∈ 〈0, π) × R zna£íme σ. Jednoduchá
struktura problému (2.1) umoº¬uje explicitn¥ popsat, jak vypadá σ. Kon-
krétn¥ dostáváme, ºe platí:

σ = C2n ∪ C2k−1, n ∈ N, k ∈ N,

kde

C2n =

{
(η, λ) : λ =

(
2nπ

π − η

)2
}
,

C2k−1 =

{
(η, λ) : λ =

(
(2k − 1)π

η + π

)2
}
.

Pokud dvojice (η, λ) ∈ σ, potom odpovídající netriviální °e²ení u = uη,λ
okrajové úlohy (2.1) je, jak uº víme, vlastní funkcí a je to libovolný nenulový
násobek vlastní funkce:

sin
√
λ2nt = sin

(
2nπt

π − η

)
nebo

sin
√
λ2k−1t = sin

(
(2k − 1)πt

π + η

)
.

Na následující sérii obrázk· si ukáºeme, jak vypadají první dv¥ vlastní funkce
pro vybrané hodnoty parametru η. Konkrétn¥ jsme si zvolili 4 r·zné hodnoty:

η = 0.1, η = 0.5, η = 1.57, η = 3.1.

Nejd°íve uvaºujeme p°ípad (2.3) (viz obr. 2.1 a 2.2). Na obrázku 2.3 a 2.4
znázor¬ujeme první dv¥ vlastní funkce pro stejné hodnoty parametru η, ale
jiº pro p°ípad (2.4).
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Obrázek 2.1: První dv¥ vl. funkce u1, u2 pro p°ípad (2.3) a η = 0.1, η = 0.5.
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Obrázek 2.2: První dv¥ vl. funkce u1, u2 pro p°ípad (2.3) a η = 1.57, η = 3.1.
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Obrázek 2.3: První dv¥ vl. funkce u1, u2 pro p°ípad (2.4) a η = 0.1, η = 0.5.
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Obrázek 2.4: První dv¥ vl. funkce u1, u2 pro p°ípad (2.4) a η = 1.57, η = 3.1.
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2.1.3 Limitní p°ípady t°íbodové úlohy

Dále se budeme zabývat limitními p°ípady, kdy parametr η bude nabývat
�hrani£ních hodnot� . Necht' tedy η −→ 0. Potom na²e okrajová úloha (2.1)
bude ve tvaru: 

u′′(t) + λu(t) = 0, t ∈ (0, π),

u(0) = 0,

u(π) = u(0) = 0.

(2.12)

Úloha (2.1) se tedy zredukuje na standardní Dirichletovu úlohu, pro niº jsou
vlastní £ísla a vlastní funkce známé a to následující:

λn = n2, un(t) = sinnt, n ∈ N.

Uvaºujeme-li získané vztahy pro vlastní £ísla (2.3) a (2.4) a jim odpovídající
vztahy pro vlastní funkce s podmínkou η −→ 0, potom po limitním p°echodu
dostáváme:

lim
η→0

λ2n = lim
η→0

(
2nπ

π − η

)2

= (2n)2.

lim
η→0

λ2k−1 = lim
η→0

(
(2k − 1)π

π + η

)2

= (2k − 1)2.

A p°íslu²né vlastní funkce jsou:

u2n(t) = sin(2n)t, u2k−1(t) = sin(2k − 1)t, n, k ∈ N.

Tedy skute£n¥ dostáváme totéº, co je obecn¥ známo.

Na obrázku 2.5 jsou znázorn¥ny první £ty°i vlastní funkce un(t) = sinnt, n =
1, . . . , 4 Dirichletovy úlohy (2.12).
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Obrázek 2.5: První £ty°i vlastní funkce u1, u2, u3, u4 Dirichletovy úlohy (2.12)
a η −→ 0.
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Druhým limitním p°ípadem pro parametr η je η −→ π.

Díky Lagrangeov¥ v¥t¥ o st°ední hodnot¥ víme, ºe platí:

u ∈ C(〈0, π〉) ∩ C1(0, π) ∧ u(π) = u(η) =⇒ ∃ξ ∈ (η, π) : u′(ξ) = 0.

Tedy v na²em p°ípad¥ pro η −→ π získáváme podmínku u′(π) = 0 a p·vodní
okrajová t°íbodová úloha se zredukuje na Dirichletovu-Neumannovu úlohu:

u′′(t) + λu(t) = 0, t ∈ (0, π),

u(0) = 0,

u′(π) = 0.

(2.13)

Pro tuto úlohu jsou vlastní £ísla a vlastní funkce rovn¥º známé a to násle-
dující:

λk =

(
2k − 1

2

)2

, uk(t) = sin

(
(2k − 1)t

2

)
, k ∈ N.

Uvaºujeme-li získané vztahy pro vlastní £ísla (2.3) a (2.4) a jim odpovídající
vztahy pro vlastní funkce s podmínkou η −→ π, potom po limitním p°echodu
dostáváme:

lim
η→π

λ2n = lim
η→π

(
2nπ

π − η

)2

−→ +∞

lim
η→π

λ2k−1 = lim
η→π

(
(2k − 1)π

π + η

)2

=

(
2k − 1

2

)2

.

A p°íslu²né vlastní funkce jsou tedy:

uk(t) = sin

(
(2k − 1)

2
t

)
.

První £ty°i vlastní funkce uk pro η −→ π jsou znázorn¥ny na obrázku 2.6.
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Obrázek 2.6: První £ty°i vlastní funkce u1, u2, u3, u4 pro p°ípad η −→ π.
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Na obrázku 2.7 uvádíme strukturu mnoºiny σ, tj. mnoºinu v²ech vlastních
dvojic (η, λ) ∈ 〈0, π) × R, ze které je dob°e patrné chování vlastních £ísel
v obou limitních p°ípadech η −→ π a η −→ 0.

Obrázek 2.7: Struktura mnoºiny σ. �lut¥ C2n, mod°e C2k−1.
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Kapitola 3

T°íbodová okrajová úloha
s tlumením

3.1 Vlastní £ísla a vlastní funkce t°íbodové okra-

jové úlohy s tlumením

Výchozí t°íbodová okrajová úloha s tlumením pro lineární diferenciální rov-
nici druhého °ádu s okrajovými t°íbodovými podmínkami bude mít tvar:

u′′(t) + 2bu′(t) + λu(t) = 0,

u(0) = 0,

u(π) = u(η),

(3.1)

kde t ∈ (0, π), η ∈ (0, π), λ ∈ R, b > 0.

Charakteristická rovnice v tomto p°ípad¥ je ve tvaru:

r2 + 2br + λ = 0

A tak dostáváme dva ko°eny rovnice:

r1,2 = −b±
√
b2 − λ.

Budeme rozli²ovat t°i p°ípady.
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1. D > 0⇐⇒ λ < b2 =⇒ r1 6= r2, r1, r2 ∈ R.

Dostáváme dva reálné ko°eny, tj. obecné °e²ení okrajové úlohy bude
lineární kombinací exponenciel, resp. kombinace sin· a kosin· hyper-
bolických, jinými slovy platí vztah:

u(t) = e−bt
(
C1 cosh(

√
b2 − λt) + C2 sinh(

√
b2 − λt)

)
.

Dosadíme-li okrajové podmínky, dostaneme:

u(0) = e0 (C1 cosh(0) + C2 sinh(0)) = 0 =⇒ C1 = 0.

Z toho vyplývá:

u(t) = e−bt
(
C2 sinh(

√
b2 − λt)

)
.

Potom máme:

u(π) = e−bπC2 sinh(
√
b2 − λπ) = e−bηC2 sinh(

√
b2 − λη) = u(η).

C2

(
e−bπ sinh(

√
b2 − λπ)− e−bη sinh(

√
b2 − λη)

)
= 0.

Chceme-li dostat netriviální °e²ení, musíme p°edpokládat, ºe
C2 6= 0. Tedy otázkou je, zda existuje °e²ení pro n¥jaké b > 0 následující
rovnosti:

e−bπ sinh(
√
b2 − λπ) = e−bη sinh(

√
b2 − λη),

λ < b2, b > 0, η ∈ (0, π).

Ozna£íme-li:
ω :=

√
b2 − λ,

dostaneme:

e−bπ sinh(ωπ) = e−bη sinh(ωη),
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kde b > 0, η ∈ (0, π).

Nyní budeme zkoumat závislost zavedené hodnoty ω na tlumení b.
Rozli²ujeme op¥t t°i p°ípady:

• ω ≥ b =⇒
√
b2 − λ ≥ b =⇒ λ ≤ 0.

Zajímáme se o chování funkce f(x) de�nované p°edpisem:

f(x) = e−bx sinh
(√

b2 − λx
)

= e−bx sinh (ωx) .

A ptáme se, zda existuje takové η, takové λ a taková kladná hod-
nota tlumící konstanty b, aby byla spln¥na druhá okrajová pod-
mínka t°íbodové úlohy (3.1), tj. podmínka:

f(η) = f(π).

Nejd°íve si ukáºeme, ºe funkce f(x) je ost°e rostoucí, tj. ukáºeme,
ºe její derivace je kladná. Derivace funkce f bude mít tvar:

f ′(x) =
[
e−bx sinh (ωx)

]′
= −be−bx sinh (ωx) + e−bxω cosh (ωx) .

Platí následující v¥ta matematické analýzy.

V¥ta 3.1 (Posta£ující podmínka ostré monotonie [4]) Jestliºe funkce
f(x) je diferencovatelná na intrevalu (a, b) a pro libovolné x ∈
(a, b)f ′(x) > 0 (resp. f ′(x) < 0), potom f(x) je ost°e rostoucí
(resp. ost°e klesající) na intervalu (a, b).

Funkce f(x) je spojitá na intervalu (0, π) a f ′(x) > 0 pro libovolné
x ∈ (0, π). Podrobn¥ji ukáºeme platnost nerovnosti na kladnou
derivaci.

f ′(x) =
[
e−bx sinh (ωx)

]′
= −be−bx sinh (ωx)+e−bxω cosh (ωx) =

= e−bx︸︷︷︸
>0

( ω︸︷︷︸
≥b

cosh (ωx)︸ ︷︷ ︸
>sinh(ωx)

−b sinh (ωx)) > 0.
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Tedy díky posta£ující podmínce na ostrou monotonii funkce (viz
v¥ta 3.1), m·ºeme u£init záv¥r, ºe funkce f(x) je ost°e rostoucí.
Názorn¥ si také ukáºeme graf funkce f(x) s podmínkou λ ≤ 0 (viz
obrázek 3.1 a 3.2).

Obrázek 3.1: Chování funkce f(x) s podmínkou ω > b =⇒ λ < 0.

Obrázek 3.2: Chování funkce f(x) s podmínkou ω = b =⇒ λ = 0.
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Jelikoº funkce f(x) je ost°e rostoucí, tedy neexistuje ºádné takové
η, aby hodnota v tomto bod¥ byla stejná jako na konci uvaºova-
ného intervalu, tedy funk£ní hodnota v bod¥ π.

To znamená, ºe neexistuje záporné ani nulové vlastní £íslo úlohy
(3.1).

• ω < b

=⇒
√
b2 − λ < b =⇒ 0 < λ < b2.

Op¥t budeme zkoumat funkci f(x), která je de�nována p°edpisem:

f(x) = e−bx sinh
(√

b2 − λx
)

= e−bx sinh (ωx) .

Ptáme se, zda existuje kladná hodnota tlumící konstanty b taková,
aby byla spln¥na druhá okrajová podmínka t°íbodové úlohy (3.1):

f(η) = f(π).

Ukáºeme si, jak vypádá graf funkce f s ohledem na podmínku
ω < b.

Obrázek 3.3: Chování funkce f(x) s podmínkou ω < b =⇒ 0 < λ < b2.
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Lze ukázat, ºe funkce f má práv¥ jeden stacionární bod. Pro její
derivaci platí:

f ′(x) = e−bx (ω cosh(ωx)− b sinh(ωx)) = 0,

odtud dostáváme:
tgh(ωx) =

ω

b︸︷︷︸
<1

. (3.2)

Na obrázku 3.4 je znázorn¥na funkce tgh(ωx) na intervalu (−π, π).

Obrázek 3.4: Chování funkce f(x) = tgh(ωx).

Je z°ejmé, ºe pro ω < b má rovnice (3.2) práv¥ jedno °e²ení, tj. funkce
f(x) má práv¥ jeden stacionární bod.

M·ºeme tedy u£init záv¥r, ºe pro pevn¥ volené η ∈ (0, π) lze nalézt
nejvý²e jednu hodnotu λ > 0 takovou, ºe je spln¥na podmínka:

f(η) = f(π),

tj. λ je vlastní £íslo úlohy (3.1).
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2. D = 0⇐⇒ λ = b2 =⇒ r1 = r2 = −b.
Dostáváme tak dva stejné násobné charakteristické ko°eny a obecné
°e²ení rovnice z (3.1) má potom tvar:

u(t) = (C1 + C2t)e
−bt, C1, C2 ∈ R.

Po dosazení okrajových podmínek do obecného °e²ení dostáváme:

u(0) = (C1 + C20)e0 = 0 =⇒ C1 = 0.

Z toho plyne:

u(t) = C2te
−bt.

Potom

u(π) = C2πe
−bπ = C2ηe

−bη = u(η),

C2(πe
−bπ − ηe−bη) = 0.

Zajímáme se o netriviální °e²ení, proto p°edpokládáme, ºe
C2 6= 0. Tedy otázkou je, jestli m·ºe platit rovnost:(

πe−bπ − ηe−bη
)

= 0,

respektive rovnost:

πe−bπ = ηe−bη.

Op¥t analogicky budeme uvaºovat funkci f(x), která má p°edpis:

f(x) = xe−bx.

Ptáme se, zda existuje kladná hodnota tlumící konstanty b taková, aby
byla spln¥na druhá okrajová podmínka t°íbodové úlohy (3.1):

f(η) = f(π).

31



Funkce f podle stejných úvah jako v p°ípad¥ 2. má práv¥ jeden staci-
onární bod:

f ′(x) = e−bx(1− bx) = 0 −→ x =
1

b
.

Pro b > 1
π existuje pouze jedna hodnota η ∈ (0, π), pro kterou je λ = b2

vlastní £íslo.

Ukáºeme si, jak se funkce f(x) chová gra�cky na uvaºovaném intervalu.

Obrázek 3.5: Chování funkce f(x) s podmínkou ω = b =⇒ λ = b2.

Lze tedy u£init záv¥r, ºe i pro p°ípad, kdy ω = b, resp. λ = b2 m·ºe
být pro speciální hodnotu η poºadovaná rovnost f(η) = f(π) spln¥na,
tj. λ = b2 m·ºe být vlastní £íslo úlohy (3.1).

3. D < 0⇐⇒ λ > b2 =⇒ r1 6= r2, r1, r2 ∈ C.
Dostáváme tak dva komplexn¥ sdruºené charakteristické ko°eny a obecné
°e²ení je:

u(t) = e−bt(C1 cos
√
λ− b2t+ C2 sin

√
λ− b2t), C1, C2 ∈ R.
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Po dosazení okrajových podmínek do obecného °e²ení dostáváme:

u(0) = e0(C1 cos(0) + C2 sin(0)) = 0 =⇒ C1 = 0.

Z toho vyplývá:

u(t) = e−btC2 sin
√
λ− b2t.

Potom máme:

u(π) = e−bπC2 sin
√
λ− b2π = e−bηC2 sin

√
λ− b2η = u(η),

neboli

C2

(
e−bπ sin

√
λ− b2π − e−bη sin

√
λ− b2η

)
= 0.

Pot°ebujeme op¥t netriviální °e²ení úlohy (3.1), proto poloºíme
C2 6= 0. Potom ale musí platit:(

e−bπ sin
√
λ− b2π − e−bη sin

√
λ− b2η

)
= 0,

respektive

e−bπ sin
√
λ− b2π = e−bη sin

√
λ− b2η.

Ozna£íme-li:

ω :=
√
λ− b2,

dostaneme:

e−bπ sinωπ = e−bη sinωη,

kde b > 0, η ∈ (0, π).

Dále zavedeme novou funkci f(x), která bude mít p°edpis:

f(x) = e−bx sin(ωx).
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Obrázek 3.6: Chování funkce f(x) s podmínkou λ > b2.

a odpovídající graf funkce je znázorn¥n na následujícím obrázku 3.6.

Tedy je moºné i v tomto p°ípad¥ °íci, ºe funk£ní hodnota na konci
uvaºovaného intervalu v bod¥ π, tj. u(π) m·ºe být stejná jako libovolná
hodnota x ∈ (0, π). To znamená, ºe existuje kladné vlastní £íslo úlohy
(3.1).

Jednoduchou analýzou se nám povedlo ukázat, ºe pro hodnoty λ ≤ 0 existuje
pouze triviální °e²ení t°íbodové úlohy s tlumením (3.1). P°ípadná vlastní £ísla
λ má smysl hledat pouze na mnoºin¥ R+.

3.1.1 Konkrétní volba hodnoty parametru η

V tomto odstavci se pokusíme zabývat následující okrajovou úlohou:
u′′(t) + 2bu′(t) + λu(t) = 0,

u(0) = 0,

u(π) = u(π2 ),
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kde b > 0, λ ∈ R. Tedy volíme konkrétní hodnotu parametru η = π
2 . Uºitím

jiº nalezených vztah· v p°edchozím odstavci 3.1, dosp¥jeme k následující
rovnosti:

e−bπ sinωπ = e−b
π
2 sinω

π

2
/ · e−b

π
2 ,

sinω
π

2

2e−b
π
2 cosω

π

2︸ ︷︷ ︸
≤1

−1

 = 0. (3.3)

Odtud plyne, ºe pro

b >
2

π
ln 2 =⇒ eb

π
2 > 2,

je (
2e−b

π
2 cosω

π

2
− 1
)
6= 0.

Aby tedy platila rovnost (3.3), musí být spln¥na rovnost:

sinω
π

2
= 0,

kde ω =
√
λ− b2, potom:

λn = 4n2 + b2, b > 0, n ∈ N.

Tedy p°íslu²ný systém vlastních funkcí bude ve tvaru:

un(t) = e−bt sin 2nt, b > 0, n ∈ N.
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Na následujícím obrázku znázorníme funkci λn = λn(b), n ∈ N.

Obrázek 3.7: Závislost λn a b.
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3.2 T°íbodová okrajová úloha s tlumením v obec-

ném p°ípad¥

3.2.1 Formulace problému a v¥ta o jednozna£nosti

Pro dal²í zkoumání vyuºijeme výsledek I. T. Kiguradzeho a A. G. Lomtati-
dzeho, který se týká následující obecné nelokální úlohy s tlumením:

u′′ = p1(t)u+ p2(t)u
′, (3.4)

u(a+) = 0, u(b−) = u(t0), (3.5)

kde −∞ < a < t0 < b < +∞, pk : (a, b) −→ R (k = 1, 2) jsou lokáln¥
integrovatelné koe�cienty.
De�nujme operátor σ : Lloc((a, b)) −→ Lloc((a, b))

1 následujícím zp·sobem:

σ(p)(t) = exp

[∫ t

(a+b)
2

p(τ)dτ

]
. (3.6)

Pokud σ(p) ∈ Lloc([a, b)), potom:

σa(p)(t) =
1

σ(p)(t)

∫ t

a
σ(p)(τ)dτ (3.7)

a pokud σ(p) ∈ L([a, b]), potom:

σab(p)(t) =
1

σ(p)(t)

∫ t

a
σ(p)(τ)dτ

∫ b

t
σ(p)(τ)dτ. (3.8)

�e²ením rovnice (3.4) rozumíme funkci u ∈ C1
loc((a, b)),

2 která spl¬uje rov-
nici skoro v²ude na intervalu (a, b).

1Prostor Lloc((a, b)) je mnoºina funkcí p : (a, b) −→ R, které jsou Lebesgueovsky
integrovatelné na (a+ ε, b− ε) pro libovoln¥ malé ε > 0.

2Prostor C1
loc((a, b)) je mnoºina funkcí u : (a, b) −→ R, které mají absolutn¥ spojitou

první derivaci na [a+ ε, b− ε] pro libovoln¥ malé ε > 0.
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V £lánku [9] je dokázáno následující tvrzení.

V¥ta 3.2 Necht'

σ(p2) ∈ L(〈a, b〉), σab(p2)p1 ∈ L(〈a, b〉),

a necht' existují £ísla λi ∈ 〈0, 1〉, li ∈ 〈0,+∞) (i = 1, 2) a c ∈ (t0, b) taková,
ºe

(c− a)1−λ1

1− λ1
− (b− c)1−λ2

1− λ2
≥ (t0 − a)1−λ1

1− λ1
, (3.9)

∫ +∞

0

ds

l1 + l2s+ s2
≥ (c− a)1−λ1

1− λ1
(3.10)

a

(t− a)2λ1p1(t) ≥ −l1, (t− a)λ1
[
p2(t) +

λ1
t− a

]
≥ −l2, pro a < t < c,

(b− t)2λ2p1(t) ≥ −l1, (b− t)λ2
[
p2(t) +

λ2
b− t

]
≤ l2, pro c < t < b,

(3.11)

kde alespo¬ jedna z nerovností (3.11) je ostrá na mnoºin¥ kladné míry. Potom
úloha (3.4), (3.5) má pouze triviální °e²ení.

3.2.2 Aplikace v¥ty 3.2 na úlohu (3.1)

Vrátíme se op¥t k na²í t°íbodové okrajové úloze (3.1) s tlumícím £lenem,
tedy budeme op¥t uvaºovat úlohu:

u′′(t) + 2bu′(t) + λu(t) = 0,

u(0) = 0,

u(π) = u(η),

kde η ∈ (0, π), b > 0, λ ∈ R.
V tomto odstavci se pokusíme aplikovat v¥tu 3.2 na na²í úlohu (3.1), coº nám
umoºní stanovit podmínky na parametry λ a b, za kterých existuje pouze
triviální °e²ení. V na²em p°ípad¥ platí:

p1(t) = −λ, λ ∈ R,
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p2(t) = −2b, b > 0.

Nejprve musíme splnit podmínky podle p°edpis· (3.6) a (3.8):

σ(p2) ∈ L(〈0, π〉) σab(p2)p1 ∈ L(〈0, π〉),

coº je v na²em p°ípad¥ automaticky spln¥no. Dále p°edpokládejme, ºe exis-
tují taková £ísla λi ∈ 〈0, 1), li ∈ 〈0, π) a c ∈ (η, π), ºe platí nerovnosti: (3.9),
(3.10), (3.11), p°i£emº je alespo¬ jedna z nerovností (3.11) ostrá. Potom
m·ºeme tvrdit, ºe úloha (3.1) má pouze triviální °e²ení.
Zvolíme následující hodnoty £ísel λi, li a c:

λ1 = λ2 = 0, l1 = |λ|, l2 = 2b, c =
π + η

2
.

Potom podmínka (3.9) bude mít tvar:

π + η

2
−
(
π − π + η

2

)
= η ≥ η.

Podmínka (3.10) bude mít tvar:∫ +∞

0

ds

s2 + 2bs+ |λ|
≥ π + η

2
.

A poslední podmínka (3.11):

p1(t) = −λ ≥ −l1 = −|λ|, p2(t) = −2b ≥ −l2 = −2b,

pro t ∈
(
0, π+η2

)
,

p1(t) = −λ ≥ −l1 = −|λ|, p2(t) = −2b ≤ l2 = 2b,

pro t ∈
(π+η

2 , π
)
.

Podmínky (3.9), (3.11) jsou triviáln¥ spln¥ny pro b > 0, p°i£emº poslední
nerovnost je ostrá.

Zbývá vy²et°it podmínku (3.10).
Dostáváme tak následující integrální nerovnost:∫ +∞

0

ds

s2 + 2bs+ |λ|
≥ π + η

2
.

Integrál na levé stran¥ lze spo£ítat explicitn¥.
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• Jestliºe |λ| > b2, dostáváme:∫ +∞

0

ds

s2 + 2bs+ |λ|
=

∫ +∞

0

ds

(s+ b)2 + |λ| − b2
=

1√
|λ| − b2

[
arctg

(
s+ b√
|λ| − b2

)]+∞
0

=

=
1√
|λ| − b2

(
π

2
− arctg

(
b√
|λ| − b2

))
≥ π + η

2
.

Ozna£me:

f1(λ, b) :=
1√
|λ| − b2

(
π

2
− arctg

(
b√
|λ| − b2

))
−
(
π + η

2

)
.

• Jestliºe |λ| = b2, dostáváme:∫ +∞

0

ds

s2 + 2bs+ |λ|
=

∫ +∞

0

ds

(s+ b)2 + |λ| − b2
=

∫ +∞

0

ds

(s+ b)2
=

=

[
− 1

b+ s

]+∞
0

=
1

b
.

Ozna£me:

f2(λ, b) :=
1

b
−
(
π + η

2

)
.

• Jesliºe 0 ≤ |λ| < b2, potom (b2 − λ) > 0. Uºitím rozkladu na parciální
zlomky dostáváme:∫ +∞

0

ds

s2 + 2bs+ |λ|
=

∫ +∞

0

ds

(s+ b)2 + |λ| − b2
=

∫ +∞

0

ds

(s+ b)2 − (b2 − |λ|)
=

=
1(

(s+ b)−
√
b2 − |λ|

)(
(s+ b) +

√
b2 − |λ|

) =

=
A(

(s+ b)−
√
b2 − |λ|

) +
B(

(s+ b) +
√
b2 − |λ|

) .
Obdrºíme dv¥ rovnosti:{

A = −B,
b(A+B) +

√
b2 − |λ|(A−B) = 1,
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dosazením dostáváme:

(−2B)
√
b2 − |λ| = 1,

B = − 1

2
√
b2 − |λ|

, A =
1

2
√
b2 − |λ|

.

Integrujeme tedy následující rozdíl integrál·:

1

2
√
b2 − |λ|

∫ +∞

0

ds

(s+ b)−
√
b2 − |λ|

− 1

2
√
b2 − |λ|

∫ +∞

0

ds

(s+ b) +
√
b2 − |λ|

=

= − 1

2
√
b2 − |λ|

ln

(
1−

2
√
b2 − |λ|√

b2 − |λ|+ b

)
.

Ozna£me:

f3(λ, b) := − 1

2
√
b2 − |λ|

ln

(
1−

2
√
b2 − |λ|√

b2 − |λ|+ b

)
−
(
π + η

2

)
.

Abychom mohli odpov¥d¥t na otázku existence bud' netriviálního °e²ení,
anebo pouze triviálního °e²ení za pomoci v¥ty 3.2, musíme vy²et°it, zda
f(λ, b) ≥ 0, kde

f(λ, b) =


f1(λ, b), |λ| > b2,

f2(λ, b), |λ| = b2,

f3(λ, b), 0 ≤ |λ| < b2.

Na následujícím obrázku si gra�cky znázorníme 3D graf, na kterém ukáºeme,
jak funkce f(λ, b) vypadá.
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Obrázek 3.8: Graf funkce fn(λ, b), n = 1, 2, 3.

Podmínka (3.10) z v¥ty 3.2 v na²em konkrétním p°ípad¥ platí práv¥ tehdy,
kdyº platí nerovnost:

f(λ, b) =

∫ +∞

0

ds

s2 + 2bs+ |λ|
− π + η

2
≥ 0.

Jak m·ºeme z obrázku 3.8 pozorovat, funkce f(λ, b) nabývá kladných i zá-
porných hodnot. Nalezení dvojic (λ, b), pro které f(λ, b) ≥ 0, by vyºadovalo
detailn¥j²í zkoumání.
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3.2.3 Transformace okrajové úlohy

V £lánku [9] auto°i pouºívají rovn¥º následující úvahu.
Uvaºujeme okrajovou úlohu (3.4), (3.5). Budeme-li p°edpokládat, ºe existuje
netriviální °e²ení úlohy (3.4), (3.5), tj. ∃u(t) 6≡ 0, m·ºeme zavést transfor-
maci:

f(t) =
u′(t)

u(t)
.

Z (3.4) dostáváme:

f ′(t) = p1(t) + p2(t)f(t)− f2(t).

Zabývejme se dále pouze na²í úlohou (3.1) s konstantními koe�cienty, tj.
uvaºujme úlohu (3.4), (3.5) s volbou p1(t) ≡ −λ, p2(t) ≡ −2b, 〈a, b〉 = 〈0, π〉,
t0 = η.

Upravíme-li p°edchozí vztah, dostaneme:

− f ′(t)

λ+ 2bf(t)− f2(t)
= 1.

Integrováním na intervalu 〈a, t〉, získáme:

−
∫ t

a

f ′(t)dt

λ+ 2bf(t)− f2(t)
=

∫ t

a
1dt.

Poloºme f(t) ≡ x, potom f ′(t)dt = dx, tedy

−
∫ f(t)

f(a)

dx

λ+ 2bx+ x2
= t− a,

respektive ∫ +∞

f(t)

dx

λ+ 2bx+ x2
= t− a. (3.12)

Volíme-li speciáln¥ t =
π + η

2
, potom dostáváme:∫ +∞

f(π+η
2

)

dx

λ+ 2bx+ x2
=

(π + η)

2
− 0 =

π + η

2
. (3.13)
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P°íklad 2.3

Uvaºujme okrajovou t°íbodovou úlohu bez tlumení, tj. poloºme l2 = 0, resp.
b = 0: 

u′′(t) + λu = 0, t ∈ (0, π),

u(0) = u(0),

u(π) = u(η),

(3.14)

kde η ∈ (0, π), λ ∈ R.
Uvaºujme λ > 0 a t =

π + η

2
takový bod, ºe

u′(t)

u(t)
= f(t) = 0.

Díky integrální nerovnosti (3.13) dostáváme:∫ +∞

0

ds

λ+ s2
=

1√
λ

∫ +∞

0

d s√
λ

1 +
(

s√
λ

)2 =
1√
λ

arctg

[
s√
λ

]+∞
0

=
1√
λ

π

2
=
π + η

2
.

Dostáváme tak podmínku:

1√
λ

π

2
=
π + η

2
.

Tedy

λ =

(
π

π + η

)2

. (3.15)

V²imn¥me si, ºe vztah (3.15) p°edstavuje vztah pro první vlastní £íslo úlohy
(3.14), který jsme získali v kapitole 2.1 jiným zp·sobem (viz vztah (2.4)).

3.2.4 Dv¥ dal²í transformace t°íbodové okrajové úlohy s tlu-
mením

Pro zajímavost uvedeme dal²í dv¥ transformace, které p°evedou p·vodní
t°íbodovou okrajovou úlohu s tlumením na úlohu bez tlumení. Studovat je
v²ak dále nebudeme.
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1. Nová závislá prom¥nná: u(t) −→ ω(t)

Budeme vycházet z okajové úlohy (3.1).

Vynasobíme-li diferenciální rovnici z této úlohy £lenem ebt, potom do-
staneme:

u′′ebt + 2bebtu′ + λebtu = 0.

Dále zavedeme nové ozna£ení ebtu =: ω. Potom:

ω′ = bebtu+ ebtu′

a
ω′′ = b2ebtu+ 2bebtu′ + ebtu′′,

tedy obdrºíme následující transformovanou diferenciální rovnici:

ω′′ + (λ− b2)ω = 0.

Také pot°ebujeme transformovat okrajové podmínky. Víme, ºe platí:

u(0) = 0 =⇒ ω(0) = 0.

Také platí:
u(η) = u(π),

z £ehoº plyne:

ω(π) = ebπu(π) = ebπu(η) =
ebπ

ebη
ω(η).

Tak jsme získali novou t°íbodovou okrajovou úlohu bez tlumení ve
tvaru: 

ω′′(t) + (λ− b2)ω(t) = 0, t ∈ (0, π),

ω(0) = 0,

ω(π) =
ebπ

ebη
ω(η),

(3.16)
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kde λ ∈ R, η ∈ (0, π).

Jak m·ºeme vid¥t, obdrºeli jsme úlohu se stejnými koncovými body,
ale máme jinou t°íbodovou podmínku s nejednotkovým koe�cientem!

2. Nová nezávislá prom¥nná: u(t) −→ u(x)

Budeme op¥t vycházet z t°íbodové okrajové úlohy (3.1). Zavedeme
novou nezávislou prom¥nnou ve tvaru:

x =

∫ t

0
e
∫ s
π/2(−2b)dξds =

∫ t

0
e−2b(s−

π
2
)ds = − 1

2b

(
e−2b(t−

π
2
) − ebπ

)
.

Zavedeme nové ozna£ení e
∫ s
π/2(−2b)dξ =: σ(s), potom platí:

σ(s) = e−2b(s−
π
2 )

a odpovídající derivace:

σ′(s) = −2be−2b(s−
π
2 ).

Dále poloºme:
V (x) = u(t),

potom pro první a druhou derivaci platí:

u′(t) =
dV (x)

dx

dx

dt
=
dV (x)

dx
σ(t) =

dV (x)

dx
e−2b(t−

π
2 ),

u′′(t) =
d2V (x)

dx2
σ2(t) + (−2b)

dV

dx
e−2b(t−

π
2 ).

Dosazením do rovnice v úloze (3.1) dostáváme:

u′′(t) =
d2V (x)

dx2
σ2(t)+(−2b)

dV

dx
e−2b(t−

π
2 ) = −λV (x)+(−2b)

dV (x)

dx
e−2b(t−

π
2 ),

a tedy:
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V ′′(x) = − λ

e−4b(t−
π
2 )
V (x) = −λe4b(t−

π
2 )V (x).

V p°edchozí diferenciální rovnici nám zbývá vyjád°it £len e4b(t−
π
2 ) po-

mocí nové nezávislé prom¥nné x. Platí totiº:

−2bx = e−2b(t−
π
2
) − ebπ,

potom

ebπ − 2bx = e−2b(t−
π
2
),

tedy

(
ebπ − 2bx

)2
= e−4b(t−

π
2
).

Tak dostáváme diferenciální rovnici druhého °ádu s novou nezávislou
prom¥nnou x:

V ′′(x) =
−λ

(ebπ − 2bx)
2V (x).

Jako poslední nám zbývá analogicky transformovat okrajové podmínky.

Ur£it¥ platí:
u(0) = 0 =⇒ V (0) = 0.

Také víme, ºe platí:
u(π) = u(η),

potom:

V (π̄) = V (η̄),

kde

π̄ =

∫ π

0
σ(s)ds, η̄ =

∫ η

0
σ(s)ds.
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Tak jsme získali novou t°íbodovou okrajovou úlohu bez tlumení ve tvaru:
V ′′(x) +

−λ
(ebπ − 2bx)

2V (x) = 0, t ∈ (0, π),

V (0) = 0,

V (π̄) = V (η̄),

(3.17)

kde λ ∈ R, b > 0, η ∈ (0, π), π̄ =
∫ π
0 σ(s)ds, η̄ =

∫ η
0 σ(s)ds.

Jak m·ºeme pozorovat, obdrºeli jsme netlumenou úlohu se stejnými
t°íbodovými podmínkami, ale s jinými koncovými body a nekonstant-
ním koe�cientem v rovnici!
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Kapitola 4

�ty°bodová okrajová úloha

4.1 Vlastní £ísla a vlastní funkce £ty°bodové okra-

jové úlohy

Výchozí £ty°bodová okrajová úloha pro lineární diferenciální rovnici druhého
°ádu s okrajovými £ty°bodovými podmínkami má tvar:

u′′(t) + λu(t) = 0, t ∈ (0, π),

u(0) = u(ξ),

u′(π) = u′(η),

(4.1)

kde λ ∈ R, ξ ∈ (0, π), η ∈ (0, π). �e²ením úlohy (4.1) budeme op¥t rozu-
m¥t takovou funkci u(t), pro kterou je diferenciální rovnice v okrajové úloze
(4.1) spln¥na pro kaºdé t ∈ (0, π) a která vyhovuje okrajovým podmínkám
u(0) = u(ξ) a u′(π) = u′(η), η, ξ ∈ (0, π).

Trojici (ξ, η, λ) ∈ (0, π)× (0, π)× ∈ R nazveme vlastní trojicí, jestliºe úloha
(4.1) má netriviální °e²ení u(t). Hodnoty λ = λ(ξ, η), pak budeme stan-
dardn¥ nazývat vlastním £íslem. P°íslu²né nenulové násobky u(t) nazýváme
vlastními funkcemi okrajové úlohy.

Budeme rozli²ovat t°i r·zné p°ípady v závislosti na hodnot¥ λ.

1. Jestliºe λ < 0, potom obecné °e²ení je lineární kombinací hyperbolic-
kých funkcí, tedy:

u(t) = C1 cosh(
√
−λt) + C2 sinh(

√
−λt), C1, C2 ∈ R. (4.2)
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Po dosazení okrajových podmínek z (4.1) do obecného °e²ení (4.2)
dostáváme:

C1 = C1 cosh(
√
−λξ) + C2 sinh(

√
−λξ).

√
−λC1 sinh(

√
−λπ) +

√
−λC2 cosh(

√
−λπ) =

=
√
−λC1 sinh(

√
−λη) +

√
−λC2 cosh(

√
−λη).

neboli v maticovém zápisu:[
cosh(

√
−λξ)− 1 sinh(

√
−λξ)

(sinh(
√
−λπ)− sinh(

√
−λη)) (cosh(

√
−λπ)− cosh(

√
−λη))

] [
C1

C2

]
=

[
0
0

]

Má-li mít tato soustava netriviální °e²ení, musí být determinant sou-
stavy roven nule, coº díky p°edpokladu λ < 0 není moºné.

Tedy hodnoty λ < 0 nemohou být vlastními £ísly.

2. Jestliºe λ = 0, známe tvar obecného °e²ení rovnice:

u(t) = C1 + C2t, C1, C2 ∈ R. (4.3)

Po dosazení okrajových podmínek do obecného °e²ení (4.3) dostáváme:

u(0) = C1 + 0 = u(ξ) = C1 + C2ξ =⇒ C2ξ = 0 ∧ ξ 6= 0 =⇒ C2 = 0.

u′(t) = C2 = 0.

Z toho plyne:

u(t) = C1.

Tedy pro p°ípad λ = 0 existuje konstantní °e²ení okrajové úlohy (4.1)
u(t) ≡ 1.
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3. Jestliºe λ > 0, potom víme, ºe obecné °e²ení má tvar:

u(t) = C1 cos(
√
λt) + C2 sin(

√
λt), C1, C2 ∈ R. (4.4)

Po dosazení okrajových podmínek z (4.1) do obecného °e²ení (4.4)
dostáváme:

C1 = C1 cos
√
λξ + C2 sin

√
λξ.

−C1

√
λ sin

√
λπ + C2

√
λ cos

√
λπ =

= −C1

√
λ sin

√
λη + C2

√
λ cos

√
λη.

Tedy dostáváme následující soustavu: C1(1− cos(
√
λξ))− C2 sin(

√
λξ) = 0,

C1(sin(
√
λπ)− sin(

√
λη))− C2(cos(

√
λπ)− cos(

√
λη)) = 0.

(4.5)

Uºitím trigonometrických úprav dojdeme k ekvivalentním rovnostem
a obdrºíme dv¥ rovnosti. První z nich ozna£íme (A):

sin

(√
λξ

2

)(
C1 sin

(√
λξ

2

)
− C2 cos

(√
λξ

2

))
= 0,

a druhou rovnost zna£me (B):

sin

(√
λ
π − η

2

)(
C1 cos

(√
λ
π + η

2

)
+ C2 sin

(√
λ
π + η

2

))
= 0.

Je t°eba prozkoumat n¥kolik moºných p°ípad· zvlá²t'.

(a) sin

(√
λξ

2

)
= 0 ∧ sin

(√
λ
π − η

2

)
= 0, coº platí práv¥ tehdy,

kdyº:

λ =

(
2lπ

ξ

)2

=

(
2nπ

π − η

)2

.
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potom z obou dvou rovností (A) a (B) vyplývá, ºe konstanty
C1, C2 mohou být libovolné reálné. Tak dostáváme vlastní £íslo
λ násobnosti 2 a obecné °e²ení pro tento p°ípad m·ºeme psát
ve tvaru:

u(t) = C1 sin(
√
λt) + C2 cos(

√
λt), C1, C2 ∈ R.

Jedná se o dv¥ lineárn¥ nezávislé vlastní funkce sin(
√
λt) a cos(

√
λt).

Jde o p°ípad, kdy °e²ení je periodické na intervalu (0, ξ) i na (0, π).

(b) sin

(√
λξ

2

)
= 0 ∧ sin

(√
λ
π − η

2

)
6= 0, coº platí práv¥ tehdy,

kdyº

λ2l =

(
2πl

ξ

)2

, l ∈ N, (4.6)

potom z rovnosti (B) vyplývá:

C1 cos

(√
λ
π + η

2

)
= −C2 sin

(√
λ
π + η

2

)
.

Dosadíme-li tuto rovnost do obecného °e²ení (4.4), potom obdr-
ºíme °e²ení u2l(t) ve tvaru:

u2l(t) = D sin
√
λ2l

(
t− π + η

2

)
,

kde D ∈ R, η ∈ (0, π).

Bez újmy na obecnosti lze poloºit D = 1 a °e²ení pro tento p°ípad
lze psát ve tvaru:

u2l(t) = sin
√
λ2l

(
t− π + η

2

)
.

Obdrºené °e²ení je periodické na (0, ξ) a spl¬uje u
(
π + η

2

)
= 0.
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(c) sin

(√
λ
π − η

2

)
= 0 ∧ sin

(√
λξ

2

)
6= 0, coº platí práv¥ tehdy,

kdyº

λ2n =

(
2πn

π − η

)2

, n ∈ N, (4.7)

potom z rovnosti (A) vyplývá:

C1 sin

(√
λξ

2

)
= C2 cos

(√
λξ

2

)
.

Dosadíme-li vý²e nalezený vztah do obecného °e²ení (4.4), zjis-
tíme, ºe °e²ení u2n(t) pro tento p°ípad m·ºeme psát ve tvaru:

u2n(t) = E cos
√
λ2n

(
t− ξ

2

)
,

kde E ∈ R, ξ ∈ (0, π).

Bez újmy na obecnosti lze poloºit E = 1 a °e²ení pro tento p°ípad
lze psát ve tvaru

u2n(t) = cos
√
λ2n

(
t− ξ

2

)
.

Obdrºené °e²ení je periodické na (η, π) a spl¬uje u′
(
ξ

2

)
= 0.

(d) sin

(√
λξ

2

)
6= 0 ∧ sin

(√
λ
π − η

2

)
6= 0.

Za t¥chto p°edpoklad· lze ob¥ dv¥ rovnosti (A) a (B) vhodn¥
upravit. Potom dostaneme vztah:

C1

(
cos

(√
λξ

2

)
cos

(√
λ
π + η

2

)
+ sin

(√
λξ

2

)
sin

(√
λ
π + η

2

))
= 0.

Hledáme netriviální °e²ení úlohy, proto poºadujeme, aby C1 6= 0.
Jinak °e£eno chceme, aby platilo:

cos

(
√
λ
π + η

2
−
√
λξ

2

)
= 0,
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coº platí práv¥ tehdy, kdyº

λ2k−1 =

(
(2k − 1)π

π − ξ + η

)2

, k ∈ N. (4.8)

Tedy °e²ení u2k−1(t) m·ºeme psát ve tvaru:

u2k−1(t) = F cos
√
λ2k−1

(
t− ξ

2

)
,

kde F ∈ R, ξ ∈ (0, π).

Bez újmy na obecnosti lze poloºit F = 1 a °e²ení pro tento p°ípad lze
psát ve tvaru

u2k−1(t) = cos
√
λ2k−1

(
t− ξ

2

)
.

Pro obdrºené °e²ení platí: u′
(
ξ

2

)
= 0 a u

(
π + η

2

)
= 0.

Shrneme na²e výsledky v následující tabulce.
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vlastní £ísla vlastní funkce

(1) λ0 = 0 u0(t) = 1

(2) λ2n =

(
2πn

π − η

)2

u2n(t) = cos
√
λ2n

(
t− ξ

2

)
(3) λ2l =

(
2πl

ξ

)2

u2l(t) = sin
√
λ2l

(
t− π + η

2

)
(4) λ2k−1 =

(
(2k − 1)π

π + η − ξ

)2

u2k−1(t) = cos
√
λ2k−1

(
t− ξ

2

)

Tabulka 4.1: Systém vlastních £ísel a jim odpovídajících vlastních funkcí
£ty°bodové úlohy (4.1).

Na²li jsme tak v²echna vlastní £ísla a v²echny vlastní funkce £ty°bodové
okrajové úlohy (4.1).

Na následující sérii obrázk· si ukáºeme, jak vypadají první dv¥ vlastní funkce
pro vybrané hodnoty parametr· η a ξ.

Nejd°íve budeme uvaºovat p°ípad (1) tabulky 4.1. Vlastním £íslem je nula a
odpovídající vlastní funkcí je funkce konstantní, tedy nap°íklad konstantní
jedni£ka.
Pro p°ípad (2) tabulky 4.1. budeme uvaºovat vybrané hodnoty parametr· a
to následující:

η = 1.3 < ξ = 2.8,

ξ = 1.3 < η = 2.8,

η = ξ = 0.8.
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Obrázek 4.1: První dv¥ vlastní funkce u1, u2 pro p°ípad (4.7) a η = 1.3,
ξ = 2.8.

Obrázek 4.2: První dv¥ vlastní funkce u1, u2 pro p°ípad (4.7) a η = 2.8,
ξ = 1.3.
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Obrázek 4.3: První dv¥ vlastní funkce u1, u2 pro p°ípad (4.7) a η = 0.8 = ξ.

Dále budeme uvaºovat p°ípad (3) tabulky 4.1. Pro tento p°ípad ukáºeme
gra�cky vlastní funkce pro stejné hodnoty parametr· η, ξ, tedy:

η = 1.3 < ξ = 2.8; ξ = 1.3 < η = 2.8; η = ξ = 0.8.

Obrázek 4.4: První dv¥ vlastní funkce u1, u2 pro p°ípad (4.6) a η = 1.3,
ξ = 2.8.
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Obrázek 4.5: První dv¥ vlastní funkce u1, u2 pro p°ípad (4.6) a η = 2.8,
ξ = 1.3.

Obrázek 4.6: První dv¥ vlastní funkce u1, u2 pro p°ípad (4.6) a η = 0.8 = ξ.
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A pro poslední p°ípad tabulky 4.1 - (4) analogickým zp·sobem ukáºeme, jak
vypadají vlastní funkce pro konkrétn¥ zvolené kombinace parametr· η, ξ.
Budeme tedy uvaºovat hodnoty parametr· nasledující

η = 1.3 < ξ = 2.8; ξ = 1.3 < η = 2.8; η = ξ = 0.8.

Obrázek 4.7: První dv¥ vlastní funkce u1, u2 pro p°ípad (4.8) a η = 1.3,
ξ = 2.8.

Obrázek 4.8: První dv¥ vlastní funkce u1, u2 pro p°ípad (4.8) a η = 2.8,
ξ = 1.3.

59



Obrázek 4.9: První dv¥ vlastní funkce u1, u2 pro p°ípad (4.8) a η = 0.8 = ξ.

4.1.1 Limitní p°ípady £ty°bodové úlohy

Analogicky jako u t°íbodové úlohy mohou být pro nás zajímavými tzv. limitní
p°ípady, tj. kdy parametry se budou blíºit k hrani£ním hodnotám. Budeme
tedy muset rozebírat £ty°i r·zné p°ípady.

Z Lagrangeovy v¥ty o st°ední hodnot¥ plyne

u ∈ C(〈0, π〉) ∩ C1(0, π) ∧ u(0) = u(ξ) =⇒ ∃µ = 0 : u′(µ) = 0.

Pro ξ −→ 0 tedy dostaneme podmínku u′(0) = 0.

Podobn¥ dostáváme:

u′(η) = u′(π) =⇒ ∃ν = 0 : u′′(ν) = 0.

η −→ π =⇒ u′′(π) = 0,

Potom z rovnice úlohy (4.1) plyne:

λu(π) = 0 =⇒ u(π) = 0.
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1) ξ → 0, η → 0. V tomto p°ípad¥ okrajová úloha (4.1) bude mít tvar:{
u′′(t) + λu(t) = 0, t ∈ (0, π),

u′(0) = u′(π) = 0.
(4.9)

Dostáváme tak Neumannovu úlohu, pro kterou jsou vlastní £ísla známá a to:

λn = n2, un(t) = cosnt, n ∈ N.

2) ξ → π, η → 0. Tedy okrajová úloha (4.1) bude mít tvar:
u′′(t) + λu(t) = 0, t ∈ (0, π),

u(0) = u(π),

u′(π) = u′(0).

(4.10)

Dostáváme tak periodickou úlohu, pro kterou jsou vlastní £ísla známá a mají
p°edpis:

λn = 4n2, un(t) = cos 2nt, vn(t) = sin 2nt, n ∈ N ∪ {0}.

3) ξ → π, η → π. Tedy okrajová úloha (4.1) bude ve tvaru:{
u′′(t) + λu(t) = 0, t ∈ (0, π),

u(0) = u(π) = 0.
(4.11)

Dostáváme tedy Dirichletovu úlohu, pro kterou jsou vlastní £ísla také známá
a mají p°edpis:

λn = n2, un(t) = sinnt, n ∈ N.

4) ξ → 0, η → π. Tedy okrajová úloha (4.1) bude:
u′′(t) + λu(t) = 0, t ∈ (0, π),

u′(0) = 0,

u(π) = 0.

(4.12)

Dostáváme tak Neumannovu-Dirichletovu úlohu, pro kterou jsou vlastní £ísla
také známá a mají p°edpis:

λn =

(
2n− 1

2

)2

, un(t) = cos

(
2n− 1

2
t

)
, n ∈ N ∪ {0}.
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Uvaºujeme-li vztahy (4.7), (4.8), (4.6), potom o£ekáváme, ºe vlastní £ísla a
vlastní funkce v limitních p°ípadech splynou s p°edpisy vý²e.

Spo£ítáme tedy p°íslu²né limity. Uvaºujeme nejd°íve vztah (4.7). Potom do-
stáváme:

lim
η→0
ξ→0

λ2n = lim
η→0
ξ→0

(
2πn

π − η

)2

= (2n)2, n ∈ N.

Pro vztah (4.8) obdrºíme:

lim
η→0
ξ→0

λ2k−1 = lim
η→0
ξ→0

(
(2k − 1)π

π + η − ξ

)2

= (2k − 1)2, k ∈ N.

Pro (4.6) dostáváme:

lim
η→0
ξ→0

λ2l = lim
η→0
ξ→0

(
2πl

ξ

)2

−→ +∞.

Analogickým zp·sobem spo£ítáme p°íslu²né limity vztah· (4.7), (4.8), (4.6)
pro zbývající hrani£ní hodnoty parametr· η, ξ

Uvaºujme p°ípad (η, ξ) −→ (0, π).

lim
η→0
ξ→π

λ2n = lim
η→0
ξ→0

(
2πn

π − η

)2

= (2n)2, n ∈ N.

lim
η→0
ξ→π

λ2k−1 = lim
η→0
ξ→π

(
(2k − 1)π

π + η − ξ

)2

−→ +∞.

lim
η→0
ξ→π

λ2l = lim
η→0
ξ→π

(
2πl

ξ

)2

−→ +∞.

Dále se podívejme na p°ípad (η, ξ) −→ (π, π).
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lim
η→π
ξ→π

λ2n = lim
η→π
ξ→π

(
2πn

π − η

)2

−→ +∞.

lim
η→π
ξ→π

λ2k−1 = lim
η→π
ξ→π

(
(2k − 1)π

π + η − ξ

)2

= (2k − 1)2, k ∈ N.

lim
η→π
ξ→π

λ2l = lim
η→π
ξ→π

(
2πl

ξ

)2

= (2l)2 l ∈ N.

Poslední p°ípad, který prozkoumáme, bude (η, ξ) −→ (π, 0).

lim
η→π
ξ→0

λ2n = lim
η→π
ξ→0

(
2πn

π − η

)2

−→ +∞.

lim
η→π
ξ→0

λ2k−1 = lim
η→π
ξ→0

(
(2k − 1)π

π + η − ξ

)2

=

(
2k − 1

2

)2

, k ∈ N.

lim
η→π
ξ→0

λ2l = lim
η→π
ξ→0

(
2πl

ξ

)2

−→ +∞.

Tedy dostáváme, ºe skute£n¥ po dosazení limitních hodnot do obecných ob-
drºených vztah· (4.7), (4.8), (4.6) dostáváme vztahy pro vlastní £ísla obecn¥
známých okrajových úloh.

Celou vý²e prozkoumanou situaci lze znázornit na následujícím obrázku.
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Obrázek 4.10: Oblast parametr· ξ a η.

Shrneme dosaºené poznatky. Vy²et°ujeme-li £ty°bodové okrajové podmínky:

u(0) = u(ξ), u′(π) = u′(ξ),

potom se na body ξ ∈ (0, π) a η ∈ (0, π) m·ºeme dívat jako na parametry, jeº
spojují £ty°i standardní homogenní okrajové úlohy pro diferenciální rovnici
2. °ádu:

• Neumannova úloha (N) (ξ → 0+, η → 0+),

• Periodická úloha (P) (ξ → π−, η → 0+),

• Dirichletova úloha (D) (ξ → π−, η → π−),

• Neumannova-Dirichletova úloha (ND) (ξ → 0+, η → π−).
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4.1.2 Podrobn¥j²í struktura vlastních trojic a vlastních funkcí

P°ipome¬me si, ºe trojici (η, ξ, λ) ∈ 〈0, π) × 〈0, π) × R nazýváme vlastní
trojicí, pokud úloha (4.1) má netriviální °e²ení. Mnoºinu v²ech vlastních
trojic budeme op¥t zna£it σ.

σ = C2n ∪ C2k−1 ∪ C2l, n, k, l ∈ N,

kde

C2n =

{
(ξ, η, λ) : λ =

(
2nπ

π − η

)2
}
,

C2k−1 =

{
(ξ, η, λ) : λ =

(
(2k − 1)π

π + η − ξ

)2
}
,

C2l =

{
(ξ, η, λ) : λ =

(
2lπ

ξ

)2
}
.

1) Pro pevné ξ = 0.1, ξ = 0.5, ξ = 1.57, ξ = 3.1 ukáºeme, jak vypadá
struktura mnoºiny σ.
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Obrázek 4.11: Struktura σ pro ξ = 0.1. �lut¥ C2n, mod°e C2k−1.

Obrázek 4.12: σ pro ξ = 0.5. �lut¥ C2n, mod°e C2k−1, £erven¥ C2l.
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Obrázek 4.13: Struktura σ pro ξ = 1.57. �lut¥ C2n, mod°e C2k−1, £erven¥
C2l.

Obrázek 4.14: Struktura σ pro ξ = 3.1. �lut¥ C2n, mod°e C2k−1, £erven¥ C2l.
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2) Pro pevné η = 0.1, η = 0.5, η = 1.57, η = 3.1 ukáºeme, jak vypadá
struktura mnoºiny σ.

Obrázek 4.15: σ pro η = 0.1. �lut¥ C2l, mod°e C2k−1, £erven¥ C2n.

Obrázek 4.16: Struktura σ pro η = 0.5. �lut¥ C2l, mod°e C2k−1, £erven¥ C2n.

68



Obrázek 4.17: Struktura σ pro η = 1.57. �lut¥ C2l, mod°e C2k−1, £erven¥
C2n.

Obrázek 4.18: Struktura σ pro η = 3.1. �lut¥ C2l, mod°e C2k−1.
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Poznámka 4.1 Analogicky jako u t°íbodové úlohy se i tady nejedná o sa-
moadjungovaný operátor. Vlastní funkce tedy obecn¥ nemusí být navzájem
ortogonální.
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Kapitola 5

Fu£íkovo spektrum

5.1 Fu£íkovo spektrum t°íbodové okrajové úlohy

Výchozí t°íbodová okrajová úloha pro lineární diferenciální rovnici druhého
°ádu s okrajovými t°íbodovými podmínkami m¥la tvar:

u′′(t) + λu(t) = 0, t ∈ (0, π),

u(0) = 0,

u(π) = u(η), η ∈ (0, π),

(5.1)

kde λ ∈ R. Kdybychom libovolné °e²ení u(t) úlohy (5.1) rozd¥lili na kladnou
£ást u+(t) = max{u(t), 0} a na zápornou £ást u−(t) = max{−u(t), 0}, potom
bychom mohli p°epsat na²i rovnici jako sou£et t¥chto dvou £ástí, konkrétn¥
bychom dostali:

u′′(t) + λu+(t)− λu−(t) = 0, t ∈ (0, π).

Pokud je²t¥ navíc nahradíme parametr λ dvojicí parametr· (α, β), potom
dostaneme �novou� okrajovou úlohu pro nelineární rovnici 2. °ádu:

u′′(t) + αu+(t)− βu−(t) = 0, t ∈ (0, π),

u(0) = 0,

u(π) = u(η), η ∈ (0, π),

(5.2)

kde (α, β) ∈ R2. �e²ením této okrajové úlohy budeme rozum¥t funkci
u ∈ C2(0, π) ∩ C(〈0, π〉), pro niº je rovnice v úloze (5.2) spln¥na pro kaºdé
t ∈ (0, π) a spl¬uje p°íslu²né okrajové podmínky. Bod, o který se zajímáme
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a pro který existuje netriviální °e²ení u(t) úlohy (5.2), je tedy (α, β) ∈ R2

a nazýváme jej Fu£íkovo vlastní £íslo. Odpovídající netriviální °e²ení u(t) a
v²echny jeho kladné násobky nazýváme Fu£íkovy vlastní funkce dané okra-
jové úlohy. Obvykle se mnoºina v²ech Fu£íkových vlastních £ísel zna£í jako:

Σ :=
{

(α, β) ∈ R2 : úloha (5.2) má netriviální °e²ení
}
.

Fu£íkovo spekrum a jeho podstatné vlastnosti byly poprvé prozkoumány Fu-
£íkem1 a Dancerem2. Jak tedy vidíme, souvisí úzce pojem Fu£íkova spektra
s pojmem vlastního £ísla. Pokud λ je vlastním £íslem t°íbodové okrajové
úlohy (2.1), potom dvojice (λ, λ) ∈ Σ.

Jednou z nejd·leºit¥j²ích vlastností Fu£íkova spektra je tzv. osová soum¥r-
nost podle diágonaly α = β. Jinak °e£eno platí, ºe pokud trojice (α, β, u)
°e²í okrajovou úlohu (5.2), potom trojice (β, α,−u) °e²í tuto úlohu také. Toto
tvrzení lze jednodu²e dokázat.

D·kaz Ozna£me pomocí nové prom¥nné na²e °e²ení okrajové úlohy s opa£-
ným znaménkem v := −u. Potom ale platí, ºe

v− = u+, v+ = u−.

Po p°epsaní na²í rovnice, dostáváme

−v′′ + αv− − βv+ = 0.

Z £ehoº jednodu²e vyplývá, ºe trojice (β, α, v), resp. (β, α,−u) °e²í okrajovou
úlohu (5.2) taktéº jako trojice (α, β, u).

Fu£íkovo spektrum je tvo°eno systémem k°ivek, jeº nazýváme Fu£íkovy v¥tve.
Netriviální °e²ení úlohy (5.2), které odpovídá p°íslu²ným Fu£íkovým v¥tvím,
se skládá z kladných a zaporných p·lvln. Kladná p·lvlna, resp. záporná
p·lvlna, je °e²ením rovnice v (5.1) pro λ = α, resp. λ = β.
Nyní se pokusíme malézt konkrétní p°edpisy Fu£íkových v¥tví podle po£tu
kladných a záporných p·lvln na intrevalu (0, π) s ohledem na spln¥ní t°íbo-
dových okrajových podmínek.
De�nujme následující operátory:

Lu := LPηu := LDNu := −u′′,
1Svatopluk Fu£ík, �eskoslovenský matematik (1944-1979)
2Edward Norman Dancer, profesor matematiky, Queensland, Australia
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kde η ∈ (0, π) a platí:

D(L) :=
{
u ∈ C2(0, π) ∩ C(〈0, π〉) : u(0) = 0, u(π) = u(η)

}
,

D(LPη) :=
{
u ∈ C2(0, π) ∩ C(〈0, π〉) : u(π) = u(η), u′(π) = u′(η)

}
,

D(LDN ) :=

{
u ∈ C2(0, π) ∩ C(〈0, π〉) : u(0) = 0, u′(

π + η

2
) = 0

}
.

Operátor L tedy odpovídá t°íbodové okrajové úloze (5.2) a LPη, resp. LDN

jsou pomocné operátory odpovídající okrajové periodické úloze na intervalu
(η, π), resp. okrajové Dirichletov¥-Neumannov¥ úloze na intervalu

(
0, π+η2

)
.

Podíváme se nejd°íve na operátor LPη na intervalu (η, π). �e²ení bude peri-
odické na intervalu (η, π), pokud na n¥m bude mít stejný po£et kladných a
záporných p·lvln:

k√
α

+
k√
β

=
π − η
π

, k ∈ N.

�e²ení, které je periodické na (η, π) m·ºeme libovoln¥ posunout, abychom
zajistili spln¥ní podmínky na za£átku intervalu u(0) = 0.

Zkoumejme dále operátor LDN na intervalu
(
0, π+η2

)
. Postupujeme obdob-

ným zp·sobem. Chceme-li splnit p°íslu²né okrajové podmínky, potom dosta-
neme konktrétní £ty°i p°edpisy pro Fu£íkovy v¥tve:

• k√
α

+
k√
β

+
1

2
√
α

=
π + η

2π
, k ∈ N ∪ {0},

coº jinými slovy znamená, ºe za£ínáme kladnou p·lvlnou a kon£íme
polovinou kladné p·lvlny.

• k√
α

+
(k + 1)√

β
+

1

2
√
α

=
π + η

2π
, k ∈ N ∪ {0},

coº znamená, ºe za£ínáme zápornou p·lvlnou a kon£íme polovinou
kladné p·lvlny.
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• (k + 1)√
α

+
k√
β

+
1

2
√
β

=
π + η

2π
, k ∈ N ∪ {0},

coº zna£í, ºe za£ínáme kladnou p·lvlnou a kon£íme polovinou záporné
p·lvlny.

• k√
α

+
k√
β

+
1

2
√
β

=
π + η

2π
, k ∈ N ∪ {0},

coº jinak znamená, ºe za£ínáme zápornou p·lvlnou a kon£íme polovi-
nou záporné p·lvlny.

Pomocí technik pouºitých v [5] lze ukázat platnost následujícího vztahu:

Σ(L) = Σ
(
LPη

)
∪ Σ

(
LDN

)
.

Na následujících obrázcích si ukáºeme, jak jednotlivé Fu£íkovy v¥tve pro r·zné
operátory vypadají.

Obrázek 5.1: Fu£íkovo spektrum periodické úlohy v sou°adnicích (α, β).

74



Obrázek 5.2: Fu£íkovo spektrum Dirichletovy-Neumannovy úlohy v sou°ad-
nicích (α, β).

Obrázek 5.3: Fu£íkovo spektrum obou t°íbodových okrajových úloh v sou-
°adnicích (α, β).
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Nyní se budeme zabývat netriviálními °e²eními úlohy (5.2) v p°ípad¥ pe-
riodické okrajové úlohy, tj. uvaºujeme interval (η, π). P°i vyb¥ru vlastního
£ísla (α, β) se omezíme na takovou v¥tev Fu£íkova spektra, která je dána
analytickým p°edpisem:

π√
α

+
π√
β

= π − η. (5.3)

Této v¥tvi odpovídají °e²ení úlohy (5.2), která se na intervalu (η, π) skládají
z jedné kladné p·lvlny a jedné záporné p·lvlny. Vyjád°íme-li z (5.3) závislost
β na α, dostaneme:

β =

(
π

π − η − π√
α

)2

.

Dále si m·ºeme zvolit po£áte£ní podmínky u(0) = 0, u′(0) = 1 a p°íslu²nou
vlastní funkci získáme pomocí °e²i£e ODE45 v prost°edí MATLAB. Na ob-
rázku 5.4 ukazujeme n¥kolik Fu£íkových vlastních funkcí pro r·zné hodnoty
parametr·. M·ºeme také pozorovat, ºe se sniºováním parametru β, resp.
zvy²ováním parametru α, se nám zv¥t²uje záporná p·lvlna, resp. se nám
zmen²uje vlna kladná.
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Obrázek 5.4: Fu£íkovy vlastní funkce periodické t°íbodové úlohy na (η, π).
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Zbývá nám prozkoumat poslední p°ípad t°íbodové úlohy a to Dirichletovu-
Neumannovu úlohu na intervalu (0, η+π2 ). Op¥t podobným zp·sobem jako
v p°edchozím p°ípad¥ budeme uvaºovat jednotlivé p°edpisy, jeº popisují Fu-
£íkovo spektrum Dirichletovy-Neumannovy úlohy, ze kterých vyjád°íme jed-
notlivé závislosti parametr·. Pomocí °e²i£e ODE45 s odpovídajícími po£á-
te£ními podmínkami nalezneme jednotlivé Fu£íkovy vlastní funkce. Na ob-
rázku 5.5 ukazujeme v²echny £ty°i moºnosti, jeº mohou v tomto p°ípad¥
nastat.

Obrázek 5.5: Fu£íkovy vlastní funkce Dirichletovy-Neumannovy t°íbodové
úlohy na (0, η+π2 ).
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5.2 Fu£íkovo spektrum £ty°bodové okrajové úlohy

V této podkapitole jenom nastíníme, jak by mohla £ty°bodová úloha Fu-
£íkova typu vypadat. Pokud stejným zp·sobem jako v p°ípad¥ t°íbodové
úlohy parametr λ rozd¥líme na dva parametry α, β a odpovídající °e²ení
také rozd¥líme na kladnou a zápornou £ást, potom obdrºíme £ty°bodovou
úlohu Fu£íkova typu:

u′′(t) + αu+(t)− βu−(t) = 0, t ∈ (0, π),

u(0) = u(ξ), ξ ∈ (0, π),

u′(π) = u′(η), η ∈ (0, π),

(5.4)

kde (α, β) ∈ R2. �e²ením této okrajové úlohy budeme op¥t rozum¥t funkci
u ∈ C2(0, π) ∩ C1(〈0, π〉), pro niº je rovnice v úloze (5.2) spln¥na pro kaºdé
t ∈ (0, π) a která spl¬uje p°íslu²né okrajové podmínky. Výsledky zkoumání
této úlohy lze najít v £lánku [5].
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Záv¥r

Hlavním cílem této diplomové práce bylo prozkoumat otázku °e²itelnosti
nelokálních neboli vícebodových okrajových úloh. V práci jsme se zabývali
pouze t°íbodovou a £ty°bodovou okrajovou úlohou. Zkoumali jsme otázku
existence netriviálního °e²ení. Povedlo se nám nalézt p°edpisy pro vlastní
£ísla a jim odpovídající p°edpisy pro vlastní funkce obou dvou okrajových
úloh.

Dále jsme t°íbodovou úlohu modi�kovali p°idáním tlumícího £lenu. Op¥t
jsme hledali p°edpisy pro vlastní £ísla a vlastní funkce této okrajové úlohy.
Analytické po£ítaní p°edpis· na vlastní £ísla se ukázalo jako hodn¥ kompli-
kované. Proto jsme museli pouºít jiné metody matematické analýzy. Povedlo
se nám vymezit intervaly pro vlastní £ísla, na kterých m·ºe existovat netri-
viální °e²ení okrajové úlohy s tlumením.

Dále jsme na základ¥ £lánk· I. T. Kiguradzeho a A. G. Lomtatidzeho formu-
lovali okrajovou úlohu s tlumením v obecném p°ípad¥ s v¥tou o jednozna£-
nosti. Dále jsme v¥tu aplikovali na na²e konkrétní okrajové úlohy a dokázali
jsme, ºe dostáváme podle o£ekávání stejné výsledky. Také jsme ukázali dv¥
r·zné transformace, které nazna£ují, jak se dá tlumící £len eliminovat. Trans-
formace v²ak vedly bud' na komplikovan¥j²í diferenciální rovnici, anebo na
komplikované vícebodové podmínky s nejednotkovým koe�cientem.

Nakonec jsme zkusili °e²it t°íbodovou úlohu Fu£íkova typu, kde jsme uká-
zali analytické p°edpisy pro Fu£íkovy v¥tve a názorn¥ jsme ukázali p°íslu²né
vlastní funkce. Problém £ty°bodové úlohy Fu£íkova typu jsme jenom nazna-
£ili s odkazem na literaturu.

U zkoumaných úloh stále z·stává °ada otázek nezodpov¥zených. Náplní dal²í
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práce by ur£it¥ mohla být £ty°bodová okrajová úloha Fu£íkova typu, dále
nelineární vícebodová úloha s netriviální pravou stranou, nebo dokonce ne-
lineární nelokální úloha s singularitami.
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