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Název práce:

Chováńı metody sdružených gradient̊u v konečné aritmetice

Abstrakt:

Výsledky spočtené metodou sdružených gradient̊u (CG) v konečné aritmetice poč́ıtače

se často výrazně lǐśı od ideálńıch (přesných) hodnot. Vlivem konečné aritmetiky docháźı ke

ztrátě ortogonality, zpožděńı konvergence, př́ıpadně k zastaveńı metody na hladině maximálńı

dosažitelné přesnosti řešeńı. Analýza chováńı metody sdružených gradient̊u v konečné aritme-

tice byla předmětem mnoha praćı. Např. Greenbaum a Strakoš ve svých článćıch vysvětluj́ı,

že na výpočty CG aplikované na systém Ax = b v konečné aritmetice lze hledět jako na

výpočty přesné CG aplikované na jinou soustavu Âx̂ = b̂, která záviśı na iteračńım kroku.

Také ukazuj́ı, že výpočty v konečné aritmetice jsou podobné přesným výpočt̊um aplikovaným

na soustavu Āx̄ = b̄, která na iteračńım kroku nezáviśı. Jinak řečeno, některé teoretické

vlastnosti CG z̊ustavaj́ı zachovány i v konečné aritmetice.

Hlavńım ćılem diplomové práce bude shrnut́ı poznatk̊u o chováńı CG v konečné aritmetice

poč́ıtače. Součást́ı práce budou numerické experimenty ukazuj́ıćı výše zmı́něné jevy (ztráta

ortogonality, zpožděńı konvergence, maximálńı dosažitelná přesnost, podobnost FP výpočt̊u

aplikovaných na Ax = b a přesných výpočt̊u aplikovaných na Âx̂ = b̂ nebo na Āx̄ = b̄) a

daľśı. Budou zkoumány vlastnosti simulace FP výpočt̊u (úlohy Âx̂ = b̂) a problémy spojené

s matematickým modelem FP výpočt̊u (s úlohou Āx̄ = b̄).

Kĺıčová slova:

Metoda sdružených gradient̊u, Gaussova kvadratura, Lanczos̊uv algoritmus, konečná aritme-

tika poč́ıtače, ztráta ortogonality, zpožděńı konvergence, maximálńı dosažitelná přesnost
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Title:

The conjugate gradient method and its behavior in finite precision arithmetic

Abstract:

Results of finite precision conjugate gradient computations can dramatically differ from

their ideally (exact) counterparts. When computing in finite precision aritjmetic, orthogo-

nality is usually lost, convergence is delayed and there is a limitation on the accuracy of

the computed solution (ultimate attainable accuracy). Behavior of finite precision conjugate

gradient computations was object in several papers. In their papers Greenbaum and Strakoš

explain, that finite precision conjugate gradient computations applied to Ax = b correspond

to exact computations applied to another system Âx̂ = b̂, which depends on number of iterati-

ons. They also explain, that finite precision computations are similar to exact computations

applied to system Āx̄ = b̄, which doesn’t depend on number of iterations. In other words,

some theoretical properties CG hold in finite precison computations.

The main aim of this diploma thesis will be summary of results on behavior of conjugate

gradient method in finite precision arithemtic. We will present numerical experiments showing

above-mentioned phenomena, thus loss of orthogonality, delay of convergence, ultimate at-

tainable accuracy, resemblance between FP computations Ax = b and exact computations

Âx̂ = b̂ (Āx̄ = b̄) and others. Properties of the system that simulates FP computations

(Âx̂ = b̂) and properties of the system associated with the mathematical model of FP com-

putations (Āx̄ = b̄) will be investigated too.

Key words:

Conjugate Gradient method, Gauss-quadrature, Lanczos algorithm, finite precision arithme-

tic, loss of orthogonality, delay of convergence, ultimate attainable accuracy
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1.5.2 Důkazy ekvivalence algoritmů . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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Seznam použitých symbol̊u a zkratek

symbol význam

{a1, a2, . . . , aN} množina prvk̊u a1, a2, . . . , aN

A = [Aij ]
N
i,j=1 matice daná výčtem prvk̊u Aij

A = diag[a1, a2, . . . , aN ] diagonálńı matice, jej́ıž nenulové prvky jsou dány č́ısly ai

A = [a1,a2, . . . ,aN ] matice, jej́ıž sloupce jsou vektory a1,a2, . . . ,aN

e(i) i-tý sloupec jednotkové matice

f(x) funkce f závislá na proměnné x

F (x) funkcionál F závislý na proměnné x

Kk(A, r0) k-tý Krylov̊uv prostor generovaný matićı A a vektorem r0

o nulový vektor

O(k) č́ıslo bĺızké hodnotě k

pk polynom stupně k

rand náhodné reálné č́ıslo

rank(A) hodnost matice A

RN×N N ×N rozměrný prostor reálných č́ısel

span{a1,a2, . . . ,aN} lineárńı obal vektor̊u a1,a2, . . . ,aN

x = [x1, x2, . . . , xN ]T sloupcový vektor daný výčtem prvk̊u x1, x2, . . . , xN

xT transponovaný vektor k vektoru x

xk vektor generovaný v k-tém kroce algoritmu

ε strojová přesnost

κ(A) č́ıslo podmı́něnosti matice A

zkratka význam

CG Metoda sdružených gradient̊u (Conjugate Gradient method)

FP výpočty výpočty provedené v konečné aritmetice (finite precision)

GQ Gaussova kvadratura (Gauss quadrature)

HS verze Hestenesova-Stiefelova verze

HY verze Hagemanova-Youngova verze

R verze Rutishauserova verze



Úvod

Řešeńım soustavy lineárńıch algebraických rovnic

Ax = b,

kde A ∈ RN×N je čtvercová matice, x ∈ RN označuje hledaný vektor a b ∈ RN je vektor

pravé strany, se zabývaj́ı metody, které lze obecně rozdělit na metody př́ımé a iteračńı.

Pro př́ımé metody je charakteristické, že naleznou řešeńı soustavy po konečném počtu

krok̊u. Jejich principem je eliminace neznámých a jsou vhodné, pokud matice A je malá a

plná. Jejich nevýhodou je, že jsou pamět’ově náročné a jejich algoritmus muśı být spuštěn po

stejný počet krok̊u i v př́ıpadě, že chceme pouze přibližné řešeńı.

Iteračńı metody jsou efektivńı předevš́ım pro velké ř́ıdké matice. Základńı myšlenkou je

využit́ı násobeńı matice vektorem ke konstrukci posloupnosti aproximaćı řešeńı. Jednotlivé

iteračńı metody se od sebe lǐśı t́ım, jakým zp̊usobem se určuj́ı nové aproximace řešeńı.

Je-li matice A symetrická a pozitivně definitńı je vhodné k řešeńı soustavy použ́ıt tř́ıdu

metod nazvaných gradientńı metody. Těmito metodami se zabývá část 1.2, kde je ukázána

jejich souvislost s minimalizaćı kvadratického funkcionálu. Mezi tyto metody patř́ı i metoda

sdružených gradient̊u, která je zde označena zkratkou CG (CG = Conjugate Gradient).

Kapitola 1 je věnovaná metodě sdružených gradient̊u a r̊uzným zp̊usob̊um jej́ı algoritmické

realizace. Je rozdělena na několik část́ı. Prvńı z nich představuje metodu stejně jako byla

představena v roce 1952 jej́ımi autory, tedy algoritmem A1. Daľśı části se věnuj́ı matematické

podstatě CG. Nejprve jej́ı souvislost́ı s minimalizaćı funkcionálu, jak bylo uvedeno výše, poté

jej́ım vztahem s Krylovovými metodami a nakonec souvislost́ı s Gaussovou kvadraturou.

Vztah mezi CG a Gaussovou kvadraturou je velmi d̊uležitý, protože na základě této sou-

vislosti vznikla myšlenka matematického modelu výpočt̊u CG v konečné aritmetice, viz. [4, 6].

Teoríı založenou na této myšlence se zabývá podstatná část práce. Dále je zde představeno

několik zp̊usob̊u realizace CG a d̊ukazy jejich ekvivalence. Na závěr kapitoly jsou zde uvedeny

a dokázány nejd̊uležitěǰśı algebraické vlastnosti algoritmů.

Kapitola 2 popisuje chováńı CG v konečné aritmetice. Je zde prezentován vliv zaokrouh-

lovaćıch chyb na některé vlastnosti CG, např́ıklad na zachováńı ortogonality reziduových

vektor̊u nebo na konvergenci rezidua k nulovému vektoru. Je zde ukázán i vliv na Gaussovu
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kvadraturu a také vliv na CG z pohledu Gaussovy kvadratury. Druhá část této kapitoly po-

rovnává r̊uzné algoritmické realizace metody. Je zde vybráno několik vlastnost́ı a ukázáno

jejich zachováńı v konečné aritmetice pro tři r̊uzné verze algoritmu CG.

Kapitola 3 se zabývá simulaćı výpočt̊u provedených v konečné aritmetice (FP výpočty)

pomoćı přesných výpočt̊u aplikovaných na pomocný systém. Je založena na článku [4], kde

je dokázáno, že výpočty v konečné aritmetice odpov́ıdaj́ı přesným výpočt̊um aplikovaným

na větš́ı systém rovnic Âx̂ = b̂, kde Â má všechna vlastńı č́ısla umı́stěna ve shlućıch okolo

vlastńıch č́ısel matice A a je sestrojena zp̊usobem uvedeným v článku [4]. Jsou zde experi-

menty potvrzuj́ıćı výsledky tohoto článku a také návrh jiného postupu sestrojeńı matice Â,

který je zjednodušeńım postupu p̊uvodńıho. Přestože tato matice Â nesplňuje předpokládané

vlastnosti, přesné výpočty aplikované na ńı simuluj́ı FP výpočty déle.

Matice Â je sestrojena na základě dat źıskaných pomoćı výpočt̊u provedených v konečné

aritmetice. Jde tedy o aposteriorńı konstrukci systému. Kapitola 4 se zabývá apriorńı kon-

strukćı systému, pomoćı něhož lze modelovat FP výpočty. Narozd́ıl od simulace se zde tedy

výpočty modeluj́ı pouze pomoćı znalosti spektrálńıch vlastnost́ı matice A a znalosti pro-

jekćı pravé strany do ortonormálńı báze vlastńıch vektor̊u matice A. Kapitola je založena na

myšlence uvedené v článku [6]. Jsou zde prezentovány experimenty inspirované t́ımto článkem

a nav́ıc je zde uveden jiný model, který může, ale i nemuśı lépe aproximovat FP výpočty,

viz. sekce 4.2. V těchto experimentech použ́ıváme speciálńı matice, které jsou označené jako

Strakošovy matice a jejichž d̊uležité vlastnosti jsou popsány v kapitole 2.

Kromě výše zmı́něného jsou v práci uvedeny i jiné grafy, které jsou inspirované r̊uznými

články. V těchto př́ıpadech je vždy v popisu obrázku napsáno, jakým článkem je experi-

ment inspirován. Všechny výpočty byly uskutečněny pomoćı programu Matlab 7.11.0 a jejich

zdrojové kódy jsou na přiloženém CD spolu s návodem, jak se orientovat v jeho adresářové

struktuře.



Kapitola 1

Metoda sdružených gradient̊u (CG)

1.1 Klasický algoritmus

Jak bylo uvedeno v úvodu, metoda sdružených gradient̊u je iteračńı metoda řeš́ıćı soustavy

lineárńıch algebraických rovnic

Ax = b, (1.1)

kde vektor x je neznámá, A je symetrická pozitivně definitńı matice typu N × N a b je

vektor pravé strany. Takové soustavy vznikaj́ı např́ıklad při numerickém řešeńı eliptických

parciálńıch diferenciálńıch rovnic metodou konečných prvk̊u či konečných diferenćı.

Metoda sdružených gradient̊u byla představena Hestenesem a Stiefelem v roce 1952 v

článku [9]. Byla zde vysvětlena bez odvozeńı pomoćı algoritmu A1, a proto i tato práce bude

zač́ınat t́ımto algoritmem. Princip odvozeńı metody pomoćı minimalizace funkcionálu bude

popsán až v následuj́ıćı podkapitole a je založen na pracech [3, 24].

Algoritmus A1 Hestenes-Stiefel

1: vstup A, b, x0

2: r0 := b−Ax0

3: p0 := r0

4: for k = 1, 2 . . .

5: γk−1 :=
rTk−1rk−1

pT
k−1Apk−1

6: xk := xk−1 + γk−1pk−1

7: rk := rk−1 − γk−1Apk−1

8: δk :=
rTk rk

rTk−1rk−1

9: pk := rk + δkpk−1

10: end

Algoritmus A1 je nejpouž́ıvaněǰśı realizaćı metody sdružených gradient̊u, ale existuj́ı i jiné

algoritmické realizace, kterým bude věnována část 1.5.1.

Z matematického hlediska existuje několik př́ıstup̊u, kterými lze popsat tuto metodu. V
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následuj́ıćıch sekćıch budou uvedeny některé z nich, konkrétně:

• CG jako minimalizace funkcionálu,

• CG jako projektivńı metoda,

• CG jako Gaussova kvadratura.

1.2 Souvislost s minimalizaćı funkcionálu

Na gradientńı metody lze nahĺıžet jako na optimalizačńı metody, které hledaj́ı minimum

funkcionálu

J(x) =
1

2
xTAx− xTb. (1.2)

Ekvivalence hledáńı řešeńı rovnice (1.1) a hledáńı minima tohoto funkcionálu je zřejmá. Gra-

dient tohoto funkcionálu je totiž tvaru ∇J(x) = Ax− b, a protože tento funkcionál je kvad-

ratický, muśı pro jeho globálńı minimum xm platit ∇J(xm) = 0.

Dı́ky tomuto př́ıstupu ke gradientńım metodám v́ıme, jak nejlépe měřit vzdálenost mezi

přesným a přibližným řešeńım soustavy. Z vyjádřeńı funkcionálu pro aproximaci řešeńı xk

J(xk) =
1

2
xTkAxk − xTkAx =

=
1

2
xTkAxk − xTkAx +

1

2
xTAx− 1

2
xTAx =

=
1

2
(x− xk)

TA(x− xk)−
1

2
xTAx

totiž plyne, že ke globálńımu minimu funkcionálu se můžeme přibĺıžit pouze pokud minima-

lizujeme člen (x− xk)
TA(x− xk), jehož velikost je dána energetickou normou chyby:

‖ek‖A = ‖x− xk‖A =
√

(x− xk)TA(x− xk). (1.3)

Minimalizaćı této chyby se tedy minimalizuje i funkcionál (1.2).

Jak bylo řečeno v úvodu, všechny iteračńı metody se po zvoleńı počátečńıho odhadu řešeńı

postupně přibližuj́ı přesnému řešeńı. V iteraci k tedy metody předpokládaj́ı znalost xk−1 a

lǐśı se t́ım, jakým zp̊usobem voĺı xk. Gradientńı metody hledaj́ı xk pomoćı předpisu

xk := xk−1 + γk−1pk−1.

Výše uvedený tvar aproximace řešeńı xk se tedy objevuje i v algoritmu A1. Princip gradi-

entńıch metod spoč́ıvá v nalezeńı nové aproximace řešeńı xk na př́ımce dané bodem xk−1 a

směrovým vektorem pk−1. Tato aproximace je poté vybrána tak, aby J(xk) bylo co nejmenš́ı,
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to znamená

J(xk−1 + γk−1pk−1) = min
γ
J(xk−1 + γpk−1).

Konkrétńı tvar parametru γ je tedy určen tak, aby derivace J(xk−1 + γpk−1) podle γ byla

nulová

∂J

∂γ
(xk−1 + γpk−1) =

∂

∂γ

[
1

2
(xk−1 + γpk−1)T A (xk−1 + γpk−1)− (xk−1 + γpk−1)T b

]
=

=
1

2
xTk−1Apk−1 +

1

2
pTk−1Axk−1 + γpTk−1Apk−1 − pTk−1b =

= pTk−1 (Axk−1 − b) + γpTk−1Apk−1 = 0.

Odvodili jsme tedy parametr tvaru

γk−1 :=
pTk−1rk−1

pTk−1Apk−1

(1.4)

a daľśımi algebraickými úpravami lze źıskat tvar A1:(5).

Jednotlivé gradientńı metody se lǐśı t́ım, jak voĺı směrové vektory pk. Pokud jsou zvoleny

tak, aby byly sdružené (A-ortogonálńı)

pTi Apj = 0, i, j = 0, 1, ..., k, i 6= j (1.5)

vznikne metoda sdružených směr̊u. Tato vlastnost směrových vektor̊u je d̊uležitá, protože z

ńı vyplývá A-ortogonalita chyby ek ke směrovým vektor̊um pi, tj.

〈ek,pi〉A = 0, i = 0, 1, . . . , k − 1,

což je podmı́nkou minimality A-normy chyby ‖ek‖A. Princip odvozeńı spoč́ıvá ve vyjádřeńı

chyby ve tvaru

ek = e0 −
k∑
i=1

γipi

a lze ho nalézt v [24]. Daľśım d̊uležitým d̊usledkem (1.5) je, že algoritmy těchto metod naleznou

řešeńı soustavy rovnic (minimum funkcionálu) nejvýše po N kroćıch, kde N je velikost matice

A.

Uchovávat všechny směrové vektory ale může být pamět’ově náročné. Proto byla metoda

sdružených gradient̊u navržena tak, aby A-ortogonalitu pk ke všem předchoźım směrovým

vektor̊um zajistila pouze pomoćı pk−1 a rk. CG nový směrový vektor poč́ıtá pomoćı předpisu

pk := rk + δkpk−1,
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kde tvar koeficientu δk zajǐst’uje lokálńı A-ortogonalitu. Muśı tedy platit

pTk−1Apk = pTk−1A(rk + δkpk−1) = pTk−1Ark + δkp
T
k−1Apk−1 = 0, (1.6)

δk := − pTk−1Ark

pTk−1Apk−1

. (1.7)

Globálńı A-ortogonalitu směrových vektor̊u lze pak dokázat pomoćı indukce, viz. podkapitola

1.6. Jak źıskat rovnice určuj́ıćı parametry γk−1 a δk, které se objevuj́ı v algoritmu A1, lze naj́ıt

např. v [22].

1.3 CG jako projektivńı metoda

CG lze chápat i jako projektivńı metodu. Algoritmus totiž ve svém pr̊uběhu vytvář́ı po-

sloupnost Krylovových podprostor̊u, ve kterých hledá nejlepš́ı aproximace řešeńı. To znamená,

že v těchto prostorech najde vektory, pro něž je A-norma chyby nejmenš́ı. Aproximace řešeńı

je projekćı přesného řešeńı do prostoru, který algoritmus vytvář́ı. Výše zmı́něný prostor je

k-tý Krylov̊uv podprostor generovaný matićı A a vektorem r0

Kk(A, r0) ≡ span{r0,Ar0,A
2r0, . . . ,A

k−1r0}. (1.8)

Tento prostor se během výpočt̊u CG zvětšuje, dokud algoritmus nenalezne přesné řešeńı.

Největš́ı možná dimenze podprostor̊u (1.8) úzce souviśı s počtem nenulových složek rezidua r0,

který je vyjádřený v ortogonálńı bázi vlastńıch vektor̊u matice A. Plat́ı, že s rostoućım počtem

nulových složek r0 klesá počet iteraćı algoritmu potřebných k dosažeńı přesného řešeńı a tedy

i největš́ı dimenze, které může posloupnost Krylovových podprostor̊u dosáhnout. Nejvýše pak

ale hodnoty N.

Metoda sdružených gradient̊u je z pohledu projektivńıch metod popsána následuj́ıćım

zp̊usobem

xk = x0 +

k−1∑
i=0

γipi ∈ x0 +Kk(A, r0),

‖x− xk‖A = min
y∈x0+Kk(A,r0)

‖x− y‖A. (1.9)

Tyto vztahy jsou v podstatě matematická interpretace výše zmı́něné myšlenky o minimalizaci

A-normy chyby přes vektory Krylovova prostoru. Podmı́nka (1.9) je ekvivalentńı podmı́nce

x− xk ⊥A Kk(A, r0),

která ř́ıká, že vektor x− xk je A-ortogonálńı k prostoru Kk(A, r0), tzn.

(x− xk)
TAdi = 0, i = 1, 2, . . . , k,
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kde di tvoř́ı bázi tohoto prostoru.

Jednou z d̊uležitých vlastnost́ı prostoru (1.8) je, že jeho ortogonálńı bázi tvoř́ı vektory

{r0, r1, . . . , rk−1} a jeho A-ortogonálńı bázi tvoř́ı {p0,p1, . . . ,pk−1}. Princip d̊ukazu tohoto

tvrzeńı lze nalézt např. v [22]. Plat́ı proto d̊uležitý vztah

span{r0, r1, . . . , rk−1} = Kk(A, r0) = span{p0,p1, . . . ,pk−1}.

Metodami Krylovových podprostor̊u se podrobně zabývá [23].

1.4 CG a Gaussova kvadratura

1.4.1 Lanczos̊uv algoritmus

Lanczosova metoda slouž́ı k výpočtu vlastńıch č́ısel symetrické matice A ∈ RN×N a je

založena na Lanczosově algoritmu. Vstupem algoritmu je právě tato matice a počátečńı vektor

v ∈ RN . Lanczos̊uv algoritmus je zde označen A2.

Algoritmus A2 Lanczos̊uv algoritmus

1: vstup A, v
2: v0 := o
3: v1 := v

‖v‖
4: β1 := 0
5: for k = 1, 2 . . .
6: w := Avk − βkvk−1

7: αk := vTk w
8: w := w − αkvk
9: βk+1 := ‖w‖

10: vk+1 := w
βk+1

11: end

Vektory generované t́ımto algoritmem v k-té iteraci splňuj́ı vztah

AVk = VkTk + βk+1vk+1e
T
(k), (1.10)

kde matice Tk je složena z koeficient̊u αi a βi

Tk =


α1 β2

β2 α2
. . .

. . .
. . . βk

βk αk

 , (1.11)

matice Vk = [v1,v2, . . . ,vk] je složena z vektor̊u vk, resp. sloupce této matice se rovnaj́ı

jednotlivým vektor̊um, a e(k) = [0, 0, . . . , 0, 1]T ∈ Rk.
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Po rozepsáńı (1.10) vyplývá, že nový směrový vektor vk+1 se poč́ıtá pomoćı tř́ıčlenné

rekurence

βk+1vk+1 = Avk − αkvk − βkvk−1. (1.12)

Během chodu tohoto algoritmu vzniká ortonormálńı báze Krylovových podprostor̊u

Kk(A,v) ≡ span{v,Av,A2v, . . . ,Ak−1v}. (1.13)

Tyto podprostory se budou zvětšovat až do iteracem ≤ N , pro kterou bude člen βm+1vm+1e
T
(m)

rovnice (1.10) roven nule, tzn. bude platit

AVm = VmTm. (1.14)

Vlastńı č́ısla Tm se pak budou rovnat vlastńım č́ısl̊um matice A a vlastńı vektory Tm

budou určovat vlastńı vektory A pomoćı součinu VmQ, kde Q je matice vlastńıch vektor̊u

Tm. Toto tvrzeńı plyne z následuj́ıćı úpravy výrazu (1.14). Necht’ Tm = QΛQT je spektrálńı

rozklad matice Tm. Pak plat́ı

AVm =VmQΛQT ,

AVmQ =VmQΛ.

V [22] je ukázáno, že pokud nebude splněna rovnice (1.14), pro vlastńı č́ısla µ1, µ2, . . . , µk

a vlastńı vektory q1,q2, . . . ,qk matice Tk plat́ı

‖Azi − µizi‖ = βk+1|eT(k)qi|, i = 1, 2, . . . , k, (1.15)

kde zi ≡ Vkqi. Na tomto vztahu je založen princip Lanczosovy metody, který spoč́ıvá v

určeńı aproximaćı vlastńıch č́ısel matice A jako vlastńıch č́ısel matice Tk (Ritzova č́ısla). A

za aproximace vlastńıch vektor̊u A považuje vektory zi (Ritzovy vektory).

Nav́ıc pomoćı pravé strany (1.15) lze kontrolovat, jak moc jsou Ritzova č́ısla vzdálena od

skutečných vlastńıch č́ısel λ1, λ2, . . . , λN matice A. Plat́ı totiž

min
j=1,2,...,N

|λj − µi| ≤ βk+1|eT(k)qi|, i = 1, 2, . . . , k.

Důkaz tohoto tvrzeńı lze opět nalézt v [22].

1.4.2 Vztah Lanczosova algoritmu s CG

Lanczosova metoda souviśı s metodou sdružených gradient̊u velmi úzce. Plat́ı totiž, že

pokud jako počátečńı vektor Lanczosova algoritmu zvoĺıme
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v =
r0

‖r0‖
, (1.16)

oba algoritmy budou ve svém pr̊uběhu vytvářet stejné Krylovovy podprostory, to znamená

Kk(A,v) = Kk(A, r0), k = 1, 2, ...,m,

kde Kk(A,v) je dáno předpisem (1.13) a Kk(A, r0) (1.8). Parametr m je stejně jako v

předchoźı části určen iteraćı, ve které Lanczosova metoda nalezne všechna vlastńı č́ısla nebo

CG nalezne přesné řešeńı.

Krylov̊uv podprostor (1.8) lze kromě již zmı́něných báźı (viz. podkapitola 1.3) určit i

ortonormálńı báźı {v1,v2, . . . ,vk}. Proto aproximace řešeńı xk muśı j́ıt vyjádřit pomoćı

xk = x0 + Vkyk. (1.17)

Protože reziduum rk je ortogonálńı k prostoru (1.8), viz. sekce 1.3, plat́ı

0 = VT
k rk = VT

k (b−Axk) = VT
k [b−A(x0 + Vkyk)] = VT

k r0 −VT
k AVkyk =

= ‖r0‖e(1) −Tkyk. (1.18)

Z toho plyne, že aproximaci řešeńı xk úlohy (1.1) s počátečńım odhadem x0 a př́ıslušným re-

ziduem r0 můžeme źıskat pomoćı Lanczosova algoritmu s počátečńım vektorem (1.16) pomoćı

vztahu (1.17), kde yk je dáno rovnićı (1.18).

A naopak, matici Tk lze źıskat z algoritmu metody sdružených gradient̊u porovnáńım

rekurenčńıch koeficient̊u z A1 a A2:

αk+1 =
1

γk
+
δk−1

γk−1
, (1.19)

βk+2 =

√
δk
γk

(1.20)

s počátečńımi koeficienty δ−1 ≡ 0 a γ−1 ≡ 1. Matici Vk = [v1,v2, . . . ,vk] pak určuj́ı norma-

lizovaná rezidua

vj+1 = (−1)j
rj
‖rj‖

, j = 0, 1, . . . , k − 1. (1.21)

Odvozeńı těchto vztah̊u lze nalézt např. v [13, 22] a je založeno na vyjádřeńı rezidua rk pomoćı

tř́ıčlenné rekurence (eliminaćı směrového vektoru pk) a jej́ım srovnáńım s tř́ıčlennou rekurenćı

(1.12). Z tohoto odvozeńı také vyplývá, že metoda sdružených gradient̊u pomoćı koeficient̊u

γi a δi poč́ıtá Choleského rozklad matice Tk, tedy

Tk = LkL
T
k ,
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kde

Lk =



1√
γ0√
δ1
γ0

. . .

. . .
. . .√
δk−1

γk−2

1√
γk−1

 .

1.4.3 Gaussova kvadratura (GQ)

Nejprve je potřeba naznačit, co to Gaussova kvadratura (GQ) vlastně je (GQ = Gauss

Quadrature). Jde o matematický nástroj slouž́ıćı k numerické aproximaci hodnoty integrálu.

V této práci budeme aproximovat Riemann̊uv-Stieltjes̊uv integrál spojité funkce f(ξ).

Definice 1. Riemann̊uv-Stieltjes̊uv integrál reálné funkce f(ξ) na intervalu 〈a, b〉 vzhledem k

reálné distribučńı funkci ω(ξ) je označen

b∫
a

f(ξ)dω(ξ) (1.22)

a definován následuj́ıćı limitou (pokud existuje)

lim
‖D‖→0

n∑
j=1

f(cj)[ω(ξj+1)− ω(ξj)], (1.23)

kde D ≡ {ξ0, ξ1, . . . , ξn} je děleńı intervalu 〈a, b〉, kde a = ξ0 ≤ ξ1 ≤ . . . ≤ ξn = b,

cj ∈ 〈ξj , ξj+1〉 a norma D je definována předpisem

‖D‖ ≡ max
j=1,2,...,n

(ξj − ξj−1).

Tento integrál existuje, pokud f(ξ) je spojitá funkce a pro funkci ω(ξ) existuje konstanta

M taková, že pro libovolné děleńı D intervalu 〈a, b〉 plat́ı:

n∑
k=1

|ω(ξk)− ω(ξk−1)| ≤M.

Funkce splňuj́ıćı tuto vlastnost se označuje jako funkce s omezenou variaćı. Pro existenci

integrálu ale stač́ı i opačná podmı́nka, tzn. funkce f(ξ) má omezenou variaci a funkce ω(ξ) je

spojitá. Je tedy patrné, že integrál (1.22) je obecněǰśı než klasický Riemann̊uv integrál. Nav́ıc

za podmı́nky hladkosti funkce ω(ξ) plat́ı

b∫
a

f(ξ)dω(ξ) =

b∫
a

f(ξ)ω′(ξ)dξ.
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Nás ale budou zaj́ımat př́ıpady, kdy funkce ω(ξ) je po částech konstantńı, viz. obr. 1.1.

Výraz (1.23) definuj́ıćı integrál se d́ıky tomu zredukuje na

n∑
i=1

ωif(ξi),

kde ξi je hodnota, ve které má funkce ω(ξ) skok a ωi je výška tohoto skoku.

Obrázek 1.1: Náčrt distribučńı funkce ω(ξ).

Gaussova kvadratura aproximuje integrál (1.22) pomoćı sumy

k∑
i=1

ωki f(ξki ),

kde a < ξk1 < ξk2 < . . . < ξkk < b jsou tzv. uzly a ωki jsou tzv. váhy Gaussovy kvadratury.

Podrobné informace o Gaussově kvadratuře lze nalézt např. v [1, 19].

1.4.4 Souvislost mezi GQ a CG

Vztah mezi GQ a CG je d̊uležitý, protože v daľśıch kapitolách budeme na problém chováńı

CG v konečné aritmetice nahĺıžet z pohledu Gaussovy kvadratury. Tento vztah byl popsán

už v p̊uvodńı práci [9] z roku 1952. Odvozeńı souvislosti lze nalézt v [13, 22] a jeho náznak je

uveden ńıže.
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Necht’ je dán skalárńı součin

〈f(λ), g(λ)〉ω =

b∫
a

f(λ)g(λ)dω(λ), (1.24)

kde ω(λ) je neklesaj́ıćı a nezáporná funkce. Z teorie ortogonálńıch polynomů (viz. [2]) a GQ

vyplývá, že pomoćı tř́ıčlenné rekurence lze sestrojit posloupnost polynomů, které jsou v̊uči

tomuto skalárńımu součinu ortogonálńı. Z koeficient̊u této rekurence lze sestavit tridiagonálńı

matici Θ, jej́ıž vlastńı č́ısla a prvńı komponenty vlastńıch vektor̊u určuj́ı uzly a váhy Gaussovy

kvadratury aproximuj́ıćı integrál, pomoćı něhož byl skálárńı součin určen.

Necht’ je dána symetrická pozitivně definitńı matice A. Tuto matici můžeme vyjádřit ve

tvaru

A = UΛUT , UUT = UTU = I,

kde U = [u1, . . . ,uN ] je unitárńı matice se sloupci odpov́ıdaj́ıćımi vlastńım vektor̊um A a Λ

je diagonálńı matice, jej́ıž prvky {λ1, λ2, . . . , λN} jsou vlastńı č́ısla A.

Při výpočtu metodou sdružených gradient̊u źıskáme reziduum rk, které lze d́ıky (1.8)

napsat ve tvaru polynomu s proměnnou A

rk = pk(A)r0,

kde pk(A) je polynom stupně k. Ze vzájemné ortogonality rezidúı vyplývá ortogonalita poly-

nomů pk v̊uči skalárńımu součinu

〈f(λ), g(λ)〉ω =

N∑
i=1

ωif(λi)g(λi). (1.25)

Váhy ωi jsou určeny

ωi = (v,ui)
2, (1.26)

kde ui jsou sloupce výše zmı́něné matice U a v = r0.‖r0‖−1.

Posloupnost polynomů ortogonálńıch v̊uči tomuto skalárńımu součinu lze źıskat i Lanczo-

sovým algoritmem aplikovaným na matici A a vektor v.

Skalárńı součin (1.25) lze chápat jako skalárńı součin ve tvaru (1.24), pokud jako dis-

tribučńı funkci ω(λ) uvažujeme funkci definovanou

ω(λ) =


0 λ < λ1
j∑
i=1

ωi λj ≤ λ < λj+1

1 λN ≤ λ

. (1.27)

Tato funkce je nav́ıc nezáporná a neklesaj́ıćı, a proto v́ıme, že polynomy pk(A) vzniklé
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během chodu algoritmu CG (Lanczosova algoritmu) určuj́ı uzly a váhy Gaussovy kvadra-

tury aproximuj́ıćı integrál (1.22), kde ω(λ) je dána (1.27). Nyńı zbývá doplnit, jak se tyto

parametry určuj́ı.

Necht’ Tk je tridiagonálńı matice (1.11) źıskaná Lanczosovým algoritmem v iteraci k.

Tuto matici lze źıskat i algoritmem CG pomoćı vztah̊u (1.19) a (1.20). Tk odpov́ıdá matici

Θ zmı́něné na začátku této sekce.

Nyńı je potřeba provést spektrálńı rozklad matice

Tk = UkΛkU
T
k , UkU

T
k = UT

kUk = I (1.28)

a d́ıky němu spoč́ıtat uzly a váhy GQ. Uzly λki se budou rovnat vlastńım č́ısl̊um matice Λk a

pro koeficienty ωki bude platit

ωki = (e(1),u
k
i )

2, (1.29)

kde uki jsou sloupce Uk a e(1) = [1, 0, . . . 0] ∈ Rk.
Gaussovu kvadraturu aproximuj́ıćı Riemann̊uv-Stieltjes̊uv integrál spojité funkce f(λ)

v̊uči funkci ω(λ) lze tedy zapsat ve tvaru

∫ b

a
f(λ)dω(λ) ≈

k∑
i=1

ωki f(λki ), (1.30)

kde nav́ıc pravá strana rovnice definuje integrál spojité funkce f(λ)∫ b

a
f(λ)dωk(λ)

vzhledem k váhové funkci

ωk(λ) =


0 λ < λk1

j∑
i=1

ωki λkj ≤ λ < λkj+1

1 λkk ≤ λ

. (1.31)

Plat́ı tedy ∫ b

a
f(λ)dω(λ) ≈

∫ b

a
f(λ)dωk(λ) =

k∑
i=1

ωki f(λki ).

Z toho plyne, že metoda sdružených gradient̊u jednoznačně určuje Gaussovu kvadraturu in-

tegrálu (1.22). Daľśı informace o souvislosti CG a GQ lze nalézt v [12, 14, 21, 23].
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1.5 Daľśı algoritmické realizace CG

1.5.1 Rutishauserova a Hagemanova-Youngova verze

Algoritmus A1 je nejznáměǰśı algoritmická verze metody sdružených gradient̊u. Neńı ale

jediná možná. Už v části 1.4.1 je př́ıklad jiné realizace metody sdružených gradient̊u. K

výpočtu aproximace řešeńı se totiž může použ́ıt Lanczos̊uv algoritmus A2 aplikovaný na

matici A a startovaćı vektor (1.16) společně se vztahy (1.17) a (1.18).

Algoritmus A3 Rutishauser

1: vstup A, b, x0

2: r0 := b−Ax0

3: ∆r−1 := o
4: ∆x−1 := o
5: η−1 := 0
6: for k = 1, 2 . . .

7: τk−1 :=
rTk−1Ark−1

rTk−1rk−1
− ηk−2

8: ∆rk−1 :=
−Ark−1+∆rk−2ηk−2

τk−1

9: ∆xk−1 :=
rk−1+∆xk−2ηk−2

τk−1

10: rk := rk−1 + ∆rk−1

11: xk := xk−1 + ∆xk−1

12: ηk−1 := τk−1
rTk rk

rTk−1rk−1

13: end

Algoritmus A4 Hageman - Young

1: vstup A, b, x0

2: r0 := b−Ax0

3: r−1 := o
4: x−1 := o

5: λ0 :=
rT0 r0
rT0 Ar0

6: ρ0 := 1
7: for k = 1, 2 . . .
8: rk := ρk−1(−λk−1Ark−1 + rk−1) + (1− ρk−1)rk−2

9: xk := ρk−1(λk−1rk−1 + xk−1) + (1− ρk−1)xk−2

10: λk :=
rTk rk
rTk Ark

11: ρk :=

(
1− λk

λk−1

rTk rk
rTk−1rk−1

1
ρk−1

)−1

12: end

Daľśımi možnostmi jsou např. verze založená na tř́ıčlenných rekurenćıch nebo tzv. Ru-

tishauserova (R) verze. Algoritmus založený na tř́ıčlenných rekurenćıch lze nalézt např. v knize

[8], a proto zde tato verze bude označena podle jmen autor̊u této knihy, tedy Hagemanova-
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Youngova (HY). Jej́ı algoritmus je zde označen A4. Rutishauserova varianta daná algoritmem

A3 byla publikována už v roce 1959 v [18].

Důkazy, že tyto verze jsou ekvivalentńı s p̊uvodńı verźı CG jsou těžko k nalezeńı, a proto

jsou v následuj́ıćı části práce uvedeny. Otázkou r̊uzné realizace metody sdružených gradient̊u

se zabývá i článek [17].

1.5.2 Důkazy ekvivalence algoritmů

Než začneme s d̊ukazy ekvivalence jednotlivých algoritmů, uprav́ıme výraz pTkApk do

vhodného tvaru. Úprava je založena na rovnićıch A1:(9) a (1.7):

pTkApk = (rk + δkpk−1)T A (rk + δkpk−1) =

= rTkArk + 2δkp
T
k−1Ark + δ2

kp
T
k−1Apk−1 =

= rTkArk − 2δ2
kp

T
k−1Apk−1 + δ2

kp
T
k−1Apk−1 =

= rTkArk − δ2
kp

T
k−1Apk−1. (1.32)

Vztah (1.32) bude použit v obou následuj́ıćıch d̊ukazech.

Věta 1. Rutishauserova verze metody sdružených gradient̊u daná algoritmem A3 je ekviva-

lentńı Hestenesově-Stiefelově verzi dané algoritmem A1.

D̊ukaz: Důkaz spoč́ıvá nejprve v odvozeńı algoritmu A3 z algoritmu A1 a to vyřazeńım

směrových vektor̊u.

i) Odvozeńı reziduových vektor̊u rk vycháźı z rovnice A1:(9):

Apk = Ark + δkApk−1,

rk − rk+1

γk
= Ark +

δk
γk−1

(rk−1 − rk) ,

rk+1 = rk + γk

[
−Ark +

δk
γk−1

(rk − rk−1)

]
= (1.33)

= rk + ∆rk, (1.34)

τk := γ−1
k ,

ηk−1 := δkγ
−1
k−1,
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∆rk =
1

τk
[−Ark + ηk−1 (rk − rk−1)] =

=
1

τk
(−Ark + ηk−1∆rk−1) . (1.35)

Nyńı již rovnice (1.34) a (1.35) odpov́ıdaj́ı těm uvedeným v algoritmu. K odvozeńı bylo zat́ım

potřeba jen algebraických úprav založených na rovnićıch z A1 a definováńı nových koeficient̊u

τk a ηk−1.

ii) Odvozeńı aproximace řešeńı xk je velmi podobné předchoźımu odvozeńı rk. Dosazeńım

A1:(6) do A1:(9) a algebraickou úpravou vzniknou vztahy, které po dosazeńı nově definovaných

koeficient̊u źıskaj́ı tvar A3:(11) a A3:(9).

iii) Nyńı je potřeba dokázat, že pomoćı vztah̊u z A1 je možné koeficienty τk a ηk−1 vyjádřit

ve tvaru A3:(7) a A3:(12):

τk = γ−1
k =

pTkApk
rTk rk

=
rTkArk

rTk rk
− δ2

k

pTk−1Apk−1

rTk rk
=

rTkArk

rTk rk
− δk

pTk−1Apk−1

rTk−1rk−1
=

=
rTkArk

rTk rk
− δkγ−1

k−1 =
rTkArk

rTk rk
− ηk−1,

ηk−1 = δkγ
−1
k−1 =

rTk rk

rTk−1rk−1
τk−1.

Tato úprava koeficient̊u byla kromě vztah̊u z obou algoritmů založena ještě na rovnici

(1.32). Je tedy ukázáno, že Rutishauserovu verzi lze odvodit z klasické verze. HS verze lze z

R verze odvodit přesně opačným postupem. Obě verze jsou tedy ekvivalentńı.

Věta 2. Hagemanova-Youngova verze metody sdružených gradient̊u daná algoritmem A4 je

ekvivalentńı Hestenesově-Stiefelově verzi dané algoritmem A1.

D̊ukaz: Odvozeńı HY varianty metody sdružených gradient̊u z HS verze spoč́ıvá v podobném

postupu použitým v předchoźım d̊ukazu, a proto jeho prvńı část bude z tohoto d̊ukazu

vycházet.

i) Lehce upravená rovnice (1.33)

rk+1 = −γkArk +

(
1 +

γkδk
γk−1

)
rk −

γkδk
γk−1

rk−1

po definováńı koeficient̊u

ρk := 1 +
γkδk
γk−1

,

λk := γk

(
1 +

γkδk
γk−1

)−1
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źıská výsledný tvar A4:(8).

ii) Postupem popsaným v druhé části předchoźıho d̊ukazu lze źıskat rovnici

xk+1 = γkrk +

(
1 +

γkδk
γk−1

)
xk −

γkδk
γk−1

xk−1,

která po dosazeńı nových koeficient̊u odpov́ıdá A4:(9).

iii) Nyńı je potřeba dokázat, že koeficienty λk a ρk jdou vyjádřit ve tvaru A4:(10) a A4:(11):

ρk = 1 +
γkδk
γk−1

= 1 +
δk
γk−1

rTk rk

pTkApk
=
γk−1p

T
kApk + δkr

T
k rk

γk−1p
T
kApk

=

=
γk−1r

T
kArk − γk−1δ

2
kp

T
k−1Apk−1 + δkr

T
k rk

γk−1p
T
kApk

=
γk−1r

T
kArk

γk−1p
T
kApk

=

(
pTkApk
rTkArk

)−1

=

=

(
1− δ2

k

pTk−1Apk−1

rTkArk

)−1

=

(
1− δk

rTk rk

rTk−1rk−1

pTk−1Apk−1

rTkArk

)−1

=

=

(
1− δk

γk−1

rTk rk

rTkArk

)−1

=

(
1− λk

λk−1

rTk rk

rTk−1rk−1

1

ρk−1

)−1

,

λk = γk

(
1 +

γkδk
γk−1

)−1

= γk
pTkApk
rTkArk

=
rTk rk

rTkArk
.

Dokázáńı opačné implikace, tj. odvozeńı HS verze z HY verze, je zřejmé.

Pokud tedy poč́ıtáme přesně, algoritmy jsou ekvivalent́ı. Při poč́ıtáńı v konečné aritmetice

ale tato vlastnost neplat́ı. Experiment̊um porovnávaj́ıćım chováńı těchto variant v konečné

aritmetice je věnována sekce 2.7.

1.6 Vybrané vlastnosti algoritmů

Vlastnosti, které jsou zde uvedeny a dokázány, jsou výběrem nejd̊uležitěǰśıch vlastnost́ı

algoritmů CG. Na následuj́ıćı věty se budou daľśı kapitoly práce odkazovat a jejich d̊ukazy

jsou zde uvedeny právě z d̊uvodu jejich d̊uležitosti pro zkoumáńı vlastnost́ı CG v konečné

aritmetice. V předchoźı části je dokázáno, že algoritmy HS, R a HY jsou ekvivalentńı, a

proto následuj́ıćı vlastnosti CG budou dokázány jen pro p̊uvodńı HS variantu. V sekci 1.2

bylo napsáno, že metoda byla odvozena tak, aby směrové vektory byly A-ortogonálńı. Je

tedy potřeba ukázat, že algoritmus tuto vlastnost splňuje. Spolu s t́ım zde bude dokázána i

ortogonalita reziduových vektor̊u, monotonie A-normy chyby a monotonie euklidovské normy

chyby.
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Věta 3. Předpokládejme, že A ∈ RN×N je symetrická pozitivně definitńı matice a vektory

rk a pk jsou generované algoritmem A1. Pak vektory rk jsou ortogonálńı a vektory pk jsou

A-ortogonálńı, tj.

rTi rj = 0, pTi Apj = 0, i, j = 0, 1, . . . , k, i 6= j.

D̊ukaz: Jde o d̊ukaz indukćı.

i) Pro k = 1:

rT1 r0 = (r0 − γ0Ap0)T r0 = rT0 r0 − γ0p
T
0 Ar0 = rT0 r0 −

rT0 r0

pT0 Ap0

pT0 Ar0 = 0.

K d̊ukazu ortogonality nultého a prvńıho rezidua bylo potřeba pouze vztah̊u z algoritmu,

konkrétně (3), (5) a (7) a dále symetrie matice A. A-ortogonalita vektor̊u

pT1 Ap0 = 0

plat́ı, protože tvar δ byl odvozen tak, aby dva po sobě jdoućı směrové vektory byly A-

ortogonálńı, viz. (1.6) a (1.7).

ii) Předpokládejme, že směrové vektory jsou A-ortogonálńı a reziduové vektory jsou orto-

gonálńı až do kroku k (pokud rk+1 6= o), tzn.

rTi rj = 0, pTi Apj = 0, i, j = 1, 2, . . . , k, i 6= j.

iii) Chceme ověřit, že

rTk+1rj = 0, pTk+1Apj = 0, j = 0, 1, . . . , k.

K tomu bude potřeba vztah̊u A1:(7), A1:(9), symetrie matice A a samozřejmě indukčńıch

předpoklad̊u. Pro j = 1, 2, . . . , k − 1 plat́ı

rTk+1rj = (rk − γkApk)
T rj = rTk rj − γk(Apk)

T rj = −γkpTkA(pj − δjpj−1) = 0,

pTk+1Apj = (rk+1 + δk+1pk)
TApj = rTk+1Apj = rTk+1γ

−1
j (rj − rj+1) = 0

a pro j = k plat́ı

rTk+1rk = (rk − γkApk)
T rk = rTk rk − γkpTkA(pk − δkpk−1) = rTk rk −

rTk rk

pTkApk
pTkApk = 0.

Proč pTk+1Apk = 0 je popsáno v podkapitole 1.2 v (1.6) a (1.7).
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Věta 4. Předpokládejme, že A ∈ RN×N je symetrická pozitivně definitńı matice, vektory xk

jsou generovány algoritmem A1 a x je přesné řešeńı rovnice Ax = b. Pak plat́ı

‖x− xk‖2A − ||x− xk+1||2A = γk‖rk‖2 > 0,

tj. A-norma chyby je klesaj́ıćı.

D̊ukaz: Důkaz vycháźı z rovnice A1:(6), ze které vyplývá vztah

‖x− xk+1‖2A = ‖x− xk − γkpk‖2A.

Nyńı, protože vektor x−xk+1 je A-ortogonálńı k vektoru pk (viz. podkapitola 1.3) lze použ́ıt

Pythagorovu větu

‖x− xk − γkpk‖2A = ‖x− xk‖2A + γ2
k‖pk‖2A.

Odsud již vyplývá dokazovaný vztah

‖x− xk‖2A − ‖x− xk+1‖2A = γ2
k‖pk‖2A = γk

‖rk‖2
‖pk‖2A

‖pk‖2A > 0.

Nejen A-norma chyby je klesaj́ıćı. I klasická euklidovská norma chyby je klesaj́ıćı. K

d̊ukazu monotonie této normy je potřeba uvést a dokázat následuj́ıćı lemma:

Lemma 1. Předpokládejme, že A ∈ RN×N je symetrická pozitivně definitńı matice a vektory

pk jsou generovány algoritmem A1. Pak plat́ı:

pTi pj ≥ 0, i, j = 0, 1, . . . , N.

D̊ukaz: Důkaz je založen na indukci.

i) Pro k = 1:

pT1 p0 = (r1 + δ1p0)Tp0 = rT1 p0 + δ1p
T
0 p0 = rT1 r0 + δ1p

T
0 p0 = δ1p

T
0 p0 ≥ 0.

ii) Indukčńı předpoklad: pTi pj ≥ 0, i, j = 1, 2, . . . , k.

iii) K dokázáńı: pTk+1pj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , k + 1:

pTk+1pj = (rk+1 + δk+1pk)
Tpj = rTk+1pj + δk+1p

T
k pj =

rTk+1rk+1

rTk rk
pTk pj ≥ 0.
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Věta 5. Předpokládejme, že A ∈ RN×N je symetrická pozitivně definitńı matice, vektory xk

jsou generované algoritmem A1 a x je přesné řešeńı rovnice Ax = b. Pak plat́ı:

‖x− xk‖2 − ‖x− xk+1‖2 > 0.

D̊ukaz. Důkaz je postaven na stejném principu jako v předchoźı větě:

‖x− xk‖2 − ‖x− xk+1‖2 = 2γk(x− xk)
Tpk − γ2

k‖pk‖2 =

= 2γk

n∑
j=k

γjp
T
j − γ2

k‖pk‖2 =

= 2γk

n∑
j=k+1

γjp
T
j pk > 0.

Protože koeficienty γj a výrazy pTj pk jsou kladné, celá pravá strana tohoto výrazu je kladná.



Kapitola 2

Chováńı CG v konečné aritmetice

2.1 Ztráta ortogonality

Už v p̊uvodńı práci Hestense a Stiefela [9] je uvedeno, že algoritmus CG v konečné arit-

metice ztráćı vlastnosti, d́ıky nimž najde řešeńı nejvýše po N kroćıch. Zaokrouhlovaćı chyby

totiž v algoritmu A1 hraj́ı významnou roli. Dı́ky nim se velmi rychle ztráćı ortogonalita mezi

reziduovými vektory a A-ortogonalita mezi směrovými vektory.

Z předchoźı kapitoly vyplývá, že podmı́nka A-ortogonality směrových vektor̊u je velmi

d̊uležitá. Algoritmus si vynucuje tuto podmı́nku v rovnici A1:(9). Je zde patrné, že nový

směrový vektor se poč́ıtá pouze pomoćı vektor̊u źıskaných z minulé iterace. Zajist́ı tak př́ımo

A-ortogonalitu k minulému směrovému vektoru a pak pomoćı indukce lze dokázat, že je

A-ortogonálńı i ke všem minulým směrovým vektor̊um (viz. podkapitola 1.6, věta 3).

I tato vlastnost, tzn. źıskáváńı směrového vektoru pouze pomoćı vektor̊u vypočtených v

minulé iteraci, přisṕıvá k rychlému š́ı̌reńı zaokrouhlovaćıch chyb. Ztrátu ortogonality rezi-

duových vektor̊u lze vysvětlit podobným zp̊usobem.

Na obr. 2.1 demonstrujeme ztrátu ortogonality i daľśı jevy zp̊usobené zaokrouhlovaćımi

chybami. Porovnávaj́ı se zde dvě veličiny źıskané bud’ algoritmem A1 poč́ıtaj́ıćım v konečné

aritmetice nebo algoritmem, který simuluje poč́ıtáńı v přesné aritmetice, viz. [6]. Tento algo-

ritmus se od A1 lǐśı t́ım, že v každém kroku se reziduum dvakrát reortogonalizuje proti všem

předchoźım rezidúım pomoćı

rk = rk −Vk(V
T
k rk),

rk = rk −Vk(V
T
k rk),

kde Vk je matice Lanczosových vektor̊u (1.21).

FP výpočty tohoto pozměněného algoritmu odpov́ıdaj́ı přesným výpočt̊um algoritmu A1 s

relativńı chybou řádu 10−15. Proto zde bude označován jako přesný. Algoritmu A1 poč́ıtaj́ıćım

v konečné aritmetice budeme ř́ıkat FP algoritmus (FP = Finite Precision).



KAPITOLA 2. CHOVÁNÍ CG V KONEČNÉ ARITMETICE 22

0 10 20 30 40 50 60 70
10

−20

10
−15

10
−10

10
−5

10
0
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Obrázek 2.1: A-norma chyby ‖x−xk‖A vypočtená přesným algoritmem (modře) a FP algorit-
mem (modře přerušovaně), ztráta ortogonality ‖I−VT

k Vk‖F vypočtená přesným algoritmem
(černě) a FP algoritmem (černě přerušovaně). Hodnota d představuje zpožděńı konvergence.
Inspirováno [22].

Vstupńı hodnoty algoritmu pro tento výpočet jsou dány rovnicemi

x0 = [0, 0, . . . , 0]T , b = Axe, xe = [1, 1, . . . , 1]T (2.1)

a matici A (LF10.mtx) lze naj́ıt na CD přiloženém k práci a také na webové adrese [10].

Křivka ‖I − VT
k Vk‖F reprezentuje ztrátu ortogonality reziduových vektor̊u a je vykres-

lena černě. Jde o Frobeniovu normu rozd́ılu jednotkové matice a matice VT
k Vk, která by při

přesném výpočtu byla jednotková. Modře je zobrazena A-norma chyby (1.3). Přerušovaně

jsou značeny výsledky FP výpočt̊u a plnou čarou jsou vykresleny výsledky přesných výpočt̊u.

2.2 Limitńı přesnost

V sekci 1.2 bylo ukázáno, že vhodný zp̊usob jak měřit rozd́ıl mezi přesným řešeńım a

aproximaćı řešeńı je pomoćı A-normy chyby (1.3). Ale to neńı jediný zp̊usob. K pozorováńı

konvergence metody lze použ́ıt i normu skutečného rezidua r
(t)
k (t = true):

‖r(t)
k ‖ = ‖b−Axk‖, (2.2)

přestože narozd́ıl od A-normy a euklidovské normy chyby pro normu rezidua neplat́ı, že klesá

v každém kroku (viz. sekce 1.6, věty 4 a 5).

Zaj́ımavé je, že normu rezidua lze pomoćı A-normy chyby odhadnout shora i zdola (a také

naopak). Plat́ı
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√
λ1‖x− xk‖A ≤ ‖r(t)

k ‖ ≤
√
λN‖x− xk‖A,

1√
λN
‖r(t)
k ‖ ≤ ‖x− xk‖A ≤

1√
λ1
‖r(t)
k ‖,

kde λ1 (λN ) je nejmenš́ı (největš́ı) vlastńı č́ıslo matice A. Princip odvozeńı jednotlivých

nerovnost́ı je velmi podobný, a proto zde bude uvedeno pouze jedno odvozeńı:

‖r(t)
k ‖ = ‖Ax−Axk‖ = ‖A1/2A1/2(x− xk)‖ ≤

≤ ‖A1/2‖‖A1/2(x− xk)‖ =
√
λN‖x− xk‖A.

Analýzou konvergence metody pomoćı rezidúı se zabývala A. Greenbaum ve svém článku

[5]. Ukázala zde, že nelze očekávat, že norma skutečného rezidua klesne pod určitou hodnotu,

tzv. hladinu limitńı přesnosti.

Tato hladina byla odvozena na základě rozd́ılu mezi skutečnými a rekurzivńımi rezidui

fk = b−Axk − rk, (2.3)

kde rekurzivńı reziduum rk je to objevuj́ıćı se v algoritmu, tedy A1:(7). Bylo zde dokázáno,

že plat́ı:

‖fk‖ ≤ ε‖A‖‖x‖O(k)

(
1 + max

j≤k

‖xj‖
‖x‖

)
, (2.4)

kde ε je strojová přesnost a O(k) je č́ıslo bĺızké hodnotě k.

Také zde bylo numericky ukázáno, že v pr̊uběhu algoritmu rekurzivńı rezidua CG kon-

verguj́ı k nulovému vektoru, nebo alespoň jejich norma bude mnohem menš́ı než je strojová

přesnost ε. Za určitých podmı́nek (např. malé č́ıslo podmı́něnosti) a pro některé varianty CG

lze tato vlastnost i dokázat.

V těchto př́ıpadech pravá strana (2.4) dává rozumný odhad nejmenš́ıch možných hodnot

skutečných rezidúı, tzn. hladinu limitńı přesnosti. Tento jev lze pozorovat i při výpočtu A-

normy chyby v konečné aritmetice, jak ukazuje obr. 2.1.

2.3 Vliv konečné aritmetiky na Gaussovu kvadraturu

Z části 1.4.3 vyplývá, že metoda sdružených gradient̊u a Gaussova kvadratura spolu úzce

souviśı. Je tedy očekávatelné, že vliv konečné aritmetiky bude patrný i při poč́ıtáńı Gaussovy

kvadratury.

Následuj́ıćı experiment je inspirovaný článkem [15]. Obrázek 2.2 byl vytvořen pomoćı

přesného i FP algoritmu metody sdružených gradient̊u aplikovaného na matici A, která se

jmenuje bcsstk01.mtx a lze ji naj́ıt na přiloženém CD nebo v [11] a vstupńı vektory byly
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zvoleny následuj́ıćım zp̊usobem:

b = [1, 1, . . . , 1]T , x0 = [0, 0, . . . , 0]T . (2.5)
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Obrázek 2.2: Chyba E = |I − Ik| pro přesný algoritmus (modře) a FP algoritmus (modře
přerušovaně). Inspirováno [15].

V grafu je vykreslena chyba Gaussovy kvadratury integrálu (1.22), tedy rozd́ıl levé a pravé

strany rovnice (1.30), pro funkci f(λ) = λ−1 v závislosti na počtu iteraćı k. Tato chyba je zde

označená E a poč́ıtá se pomoćı vztahu

E = |I − Ik|, I =

N∑
i=1

ωi
λi
, Ik =

k∑
i=1

ωki
λki
,

kde v př́ıpadě přesných výpočt̊u jsou λki a ωki dány vztahy (1.28) a (1.29) pro k = 1, 2, . . . , N−1

a λi a ωi jsou dány stejnými vztahy pro k = N , kde N je velikost matice A. V př́ıpadě FP

výpočt̊u se λki a ωki poč́ıtá pro k = 1, 2, . . . , 2N − 1 a λi a ωi jsou dány koeficientem k = 2N .

Na obrázku je patrné, že konečná aritmetika ovlivnila chybu Gaussovy kvadratury in-

tegrálu (1.22) funkce f(λ) = λ−1 podobně jako A-normu chyby metody sdružených gradient̊u.

2.4 Vliv na CG z pohledu Gaussovy kvadratury

Bylo pozorováno, že Lanczos̊uv algoritmus provedený v konečné aritmetice často nena-

lezne všechna vlastńı č́ısla matice A ∈ RN×N do kroku N . Lanczosovy FP rekurence totiž v

některých iteraćıch mı́sto nové aproximace vlastńıho č́ısla naleznou aproximaci velmi bĺızkou

již nalezenému Ritzovu č́ıslu, tzv. kopii Ritzova č́ısla. Vlivem konečné aritmetiky na výpočty
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Lanczosova algoritmu se zabývá článek [6]. Jsou zde přehledné grafy ukazuj́ıćı např́ıklad kolik

Ritzových č́ısel FP algoritmus našel v kroku k a jaké kopie do tohoto kroku vygeneroval.

V části 1.4.4 bylo naznačeno, že při přesném poč́ıtáńı Lanczos̊uv algoritmus generuje

posloupnost polynomů, které jsou ortogonálńı vzhledem ke skalárńımu součinu, který je dán

vztahem (1.25) s vahami (1.26) (nebo vztahem (1.24) s distribučńı funkćı (1.27)). Plat́ı, že

kořeny těchto polynomů odpov́ıdaj́ı Ritzovým č́ısl̊um źıskaným Lancosovým algoritmem, viz.

[2].

Pokud by se tedy aproximace vlastńıch č́ısel A určovaly jako kořeny polynomů źıskaných

pomoćı přesného výpočtu CG, kopie Ritzových č́ısel by se neobjevovaly. Na druhou stranu

výskyt kopíı je očekávatelný, pokud bychom Ritzova č́ısla źıskávali jako kořeny polynomů,

které jsou ortogonálńı v̊uči skalárńımu součinu, který by byl dán jiným systémem vah. Tento

systém by byl větš́ı a jeho váhy by vždy byly rozprostřeny okolo vlastńıch č́ısel A. Velikost

těchto vah by byla dána tak, aby součet vah bĺızkých jednomu vlastńımu č́ıslu odpov́ıdal

p̊uvodńı váze v tomto vlastńım č́ısle, tedy ωi. Př́ıklad distribučńı funkce sestavené z těchto

vah je ukázán na obr. 2.3. Docháźı k rozmazáńı funkce.

Obrázek 2.3: Náčrt distribučńı funkce odpov́ıdaj́ıćı výpočt̊um CG v konečné aritmetice

Posloupnost polynomů ortogonálńıch v̊uči skalárńımu součinu daném novým systémem

vah ω̂i nebo novou distribučńı funkćı ω̂(λ) lze źıskat aplikováńım přesného Lanczosova algo-

ritmu na matici Â, která je větš́ı než p̊uvodńı matice a jej́ıž vlastńı č́ısla lež́ı uvnitř malých

interval̊u okolo vlastńıch č́ısel p̊uvodńı matice A.

Polynom pk této posloupnosti pak může mı́t několik kořen̊u bĺızkých jednomu vlastńımu

č́ıslu A a přitom nemı́t kořeny odpov́ıdaj́ıćı ostatńım vlastńım č́ısl̊um A. Tato vlastnost tedy

odpov́ıdá vzniku kopíı Ritzových č́ısel u Lanczosova FP algoritmu, a protože těchto polynomů

je v́ıce než N, nelze od algoritmu CG očekávat, že nalezne řešeńı po N kroćıch.
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Z těchto úvah vyplývá, že na výpočty FP algoritmu metody sdružených gradient̊u apli-

kovaného na soustavu rovnic Ax = b lze hledět jako na výpočty přesného algoritmu apliko-

vaného na větš́ı systém rovnic Âx̂ = b̂ a také jako na Gaussovu kvadraturu Riemannova-

Stieltjesova integrálu
b∫
a

f(λ)dω̂(λ). (2.6)

2.5 Konvergence

2.5.1 Zpožděńı

Důležitým d̊usledkem ztráty lineárńı nezávislosti rezidúı je zpožděńı konvergence metody

sdružených gradient̊u, které je patrné na obr. 2.1. Toto zpožděńı reprezentuje hodnota d

představuj́ıćı počet iteraćı, které FP algoritmus potřebuje nav́ıc, aby dosáhl stejné úrovně

poklesu A-normy chyby źıskané přesným výpočtem. Plat́ı:

d ≈ m− rank(Vm), (2.7)

kde m je počet krok̊u, který potřebuje FP algoritmus, aby dosáhl dané A-normy chyby a

rank(Vm) je hodnost (počet lineárně nezávislých sloupc̊u) matice Vm vystupuj́ıćı v (1.10).

Odvozeńı tohoto vztahu lze nalézt v [13, 23] a jeho princip je následuj́ıćı.

Rychlost konvergence v přesné aritmetice můžeme napsat ve tvaru

‖e0‖2A − ‖ek‖2A = ‖r0‖2
k∑
i=1

ωki
λki
,

kde suma na pravé straně odpov́ıdá k-té Gaussově kvadratuře integrálu (1.22) pro f(λ) = λ−1.

V konečné aritmetice lze tento vztah vyjádřit pomoćı

‖e0‖2A − ‖ek‖2A = ‖r0‖2
k∑
i=1

ω̂ki
λ̂ki

+O(ε),

kde suma představuje k-tou Gaussovou kvadraturu integrálu (2.6) a O(ε) je č́ıslo úměrné

strojové přesnosti.

Hodnoty těchto k-tých kvadratur se ale mohou podstatně lǐsit, protože Gaussova kvad-

ratura integrálu (2.6) může určit několik uzl̊u, které jsou velmi bĺızké již nalezeným uzl̊um

(kopie uzl̊u). Pokud se tak stane v kroku j, GQ nedává lepš́ı aproximaci integrálu než tu

určenou v kroku j−1. Z toho vyplývá, že aby si Gaussovy kvadratury integrál̊u (1.22) a (2.6)

odpov́ıdaly, muśı GQ integrálu (2.6) udělat d krok̊u nav́ıc. Hodnota d je určena počtem kopíı

uzl̊u.
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Necht’ m = d+k a matice Vm je matice Lanczosových vektor̊u źıskaná algoritmem prove-

deným v konečné aritmetice. Pak d můžeme určit jako rozd́ıl počtu sloupc̊u matice a hodnosti

matice, viz. (2.7).

2.5.2 Odhad

Existuje několik praćı zabývaj́ıćıch se odhadováńım konvergence metody v konečné arit-

metice. Např. v [21] je dokázáno, že pokles chyby v konečné aritmetice splňuje vztah

‖ek‖2A − ‖ek+1‖2A = γk‖rk‖2 + ςk, (2.8)

kde velikost ςk záviśı na kvalitě zachováńı ortogonality mezi rk+1 a pk. Vztah odpov́ıdaj́ıćı

(2.8) pro přesné výpočty je dokázán větou 4 v části 1.6.

Dı́ky tomuto vztahu můžeme vyjádřit dolńı odhad ‖ek‖2A ve tvaru

k+r−1∑
l=k

γl‖rl‖2.

Půjde o dobrý odhad, pokud ‖ek+r‖2A � ‖ek‖2A. Tato hranice je málo ovlivněna zaokrouhlo-

vaćımi chybami pro ‖ek‖A/‖e0‖A > ε, viz. [13].

Pokud tedy v kroku k chceme určit odhad A-normy chyby, muśıme udělat r iteraćı al-

goritmu nav́ıc. Počet krok̊u r potřebných k źıskáńı dobrého odhadu záviśı na tom, jak moc

A-norma chyby kolem kroku k klesá. Volba hodnoty r tedy z̊ustavá otázkou.

2.5.3 Strakošovy matice

Nyńı se budeme věnovat určitým typ̊um matic, na kterých lze dobře demonstrovat možný

vliv konečné aritmetiky na chováńı CG. Tyto matice jsou závislé na parametru ζ, který určuje

rozložeńı vlastńıch č́ısel v matici. Zaj́ımavé je, že malou změnou tohoto parametru źıskáme

velké změny v zaokrouhlovaćıch chybách algoritmu CG v konečné aritmetice.

V následuj́ıćıch pokusech bude matice A sestavená takto:

Aii = λi = λ1 +
i− 1

N − 1
(λN − λ1)ζN−1, i = 2, 3, . . . , N − 1. (2.9)

Nejprve se muśı zvolit parametry N,λ1, λN a ζ, kde N určuje velikost matice, λ1 a λN určuj́ı

nejmenš́ı a největš́ı vlastńı č́ıslo matice a parametr ζ reprezentuje rozložeńı vlastńıch č́ısel v

požadované matici. Z těchto vstupńıch hodnot a předpisu (2.9) lze źıskat celou matici A.

Parametr ζ se voĺı z intervalu (0, 1〉. Plat́ı, že pro ζ = 1 je rozložeńı vlastńıch č́ısel uni-

formńı, tedy vlastńı č́ısla jsou rovnoměrně rozložena v intervalu 〈λ1, λN 〉. S klesaj́ıćım ζ se

tato vlastnost ztráćı a vlastńı č́ısla se přesouvaj́ı směrem k λ1, jak ukazuje obr. 2.4. Vstupńı
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parametry tohoto grafu jsou dány rovnicemi: N = 24,

λ1 = 0.1, λN = 100 (2.10)

a je zde vykresleno rozložeńı vlastńıch č́ısel pro r̊uzné hodnoty parametru ζ.
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Obrázek 2.4: Rozložeńı vlastńıch č́ısel matic sestavených pomoćı (2.9) pro r̊uzné hodnoty
paramteru ζ. Inspirováno článkem [6].

2.5.4 Vliv rozložeńı vlastńıch č́ısel

Na obr. 2.5 je naznačeno, jak rozložeńı vlastńıch č́ısel ovlivňuje konvergenci CG. Matice

A, pro kterou je výpočet realizován, je sestrojena pomoćı (2.9, 2.10) a N = 40. Vstupńı

vektory pro algoritmus CG jsou dány (2.1). Je zde vykreslena A-norma chyby v závislosti na

počtu iteraćı pro r̊uzné hodnoty ζ. Obrázek vlevo je vytvořen pomoćı přesného algoritmu CG

a vpravo pomoćı FP algoritmu.

Je patrné, že zat́ımco pro některé hodnoty ζ se odpov́ıdaj́ıćı křivky velmi lǐśı, pro ζ = 1

je křivka vpravo a vlevo obrázku 2.5 stejná. To znamená, že parametr ζ ovlivňuje výskyt

zaokrouhlovaćıch chyb ve výpočtech algoritmu CG.

V článku [20] bylo ukázáno, že existuje kritická hodnota ζ (označená ζ∗), ve které jsou

zaokrouhlovaćı chyby maximálńı. Jev patrný na obr. 2.5 ukazuje z trochu jiného úhlu pohledu

i obr. 2.6, kde je v závislosti na parametru ζ vykreslen počet iteraćı algoritmu CG, kterých

bylo potřeba k dosáhnut́ı určité bĺızkosti aproximace řešeńı a skutečného řešeńı. Ta je dána

zastavovaćı podmı́nkou

‖ek‖A
‖e0‖A

< 10−12. (2.11)
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Obrázek 2.5: A-norma chyby ‖x − xk‖A vypočtená přesným algoritmem CG (vlevo) a FP
algoritmem (vpravo) v závislosti na kroku k a pro r̊uzné rozložeńı vlastńıch č́ısel ζ. Inspirováno
článkem [6].

Výpočty algoritmu byly provedeny v konečné aritmetice se vstupńımi hodnotami (2.5) a

matice A byla źıskaná z (2.9) pomoćı (2.10) a N = 24, 48, 96.
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ać
ı
k

 

 

N = 24

N = 48

N = 96

Obrázek 2.6: Počet iteraćı k algoritmu CG potřebných k źıskáńı zastavovaćı podmı́nky (2.11)
v závislosti na ζ a pro N = 24, 48, 96. Inspirováno článkem [20].

Nyńı již je patrné, že malá změna ζ v okoĺı jeho kritické hodnoty vyvolá velkou změnu v

zaokrouhlovaćıch chybách algoritmu CG, jak bylo napsáno v začátku podkapitoly 2.5.3.

K daľśımu zkoumáńı tohoto jevu poslouž́ı dva grafy v obr. 2.7. Oba grafy byly sestrojeny

pomoćı vstupńıch hodnot použitých již v předchoźım př́ıpadě. Tentokrát zde ale bylo poč́ıtáno

s N ∈ (0, 100〉. Graf vlevo ukazuje, jak se vyv́ıj́ı kritická hodnota ζ∗ v závislosti na počtu

vlastńıch č́ısel N a druhý (vpravo) ukazuje, kolik iteraćı je potřeba k dosažeńı podmı́nky
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Obrázek 2.7: Kritická hodnota ζ∗ v závislosti na N (vlevo) a počet iteraćı potřebných k
dosažeńı podmı́nky (2.11) pro kritické ζ∗ odpov́ıdaj́ıćı hodnotě N .

(2.11) pro kritické ζ∗ dané počtem vlastńıch č́ısel N .

Je patrné, že ζ∗ globálně roste, ale může i lokálně klesat. Stejně tak i počet iteraćı, ale

lokálńı pokles je zde méně znatelný.

2.6 Použit́ı násobné aritmetiky

V sekci 2.1 bylo popsáno, jak lze v konečné aritmetice až na malou nepřesnost simulovat

přesné výpočty. Tomuto zp̊usobu simulace budeme ř́ıkat dvojitá reortogonalizace. Z obr. 2.1

je patrné, že ztráta ortogonality ‖I−VT
k Vk‖F vypočtená pomoćı dvojité reortogonalizace je

řádu 10−15.

Přesněǰśı výpočty můžeme źıskat pomoćı násobné aritmetiky (Matlab: Symbolic Math

Toolbox), kde můžeme zvolit, na kolik platných desetinných mı́st bude program zaokrouh-

lovat. Samotná implementace algoritmu A1 pomoćı násobné aritmetiky ale nedává dobré

výsledky ani pro velký počet platných desetinných mı́st. Pokud tedy chceme zpřesnit výpočet,

muśıme v násobné aritmetice aplikovat algoritmus, který v každém kroku dvakrát reortogo-

nalizuje reziduový vektor proti předchoźım rezidúım. Výsledky vypočtené t́ımto zp̊usobem

budeme označovat jako výsledky vypočtené násobnou aritmetikou.

Obr. 2.8 slouž́ı k demonstrováńı těchto simulaćı. Pro vstupńı hodnoty stejné jako v př́ıpadě

obr. 2.1 je zde vykreslena ztráta ortogonality v závislosti na iteraci k. Černě přerušovaně jsou

zobrazeny hodnoty vypočtené FP algoritmem. Simulace pomoćı dvojité reortogonalizace je

zobrazena černě a zbylé křivky jsou vypočteny násobnou aritmetikou. V pr̊uběhu výpočtu

program zaokrouhloval na 30, 40 nebo 50 platných desetinných mı́st (zobrazeno červeně,

modře nebo zeleně).
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Obrázek 2.8: Ztráta ortogonality vypočtená pomoćı FP algoritmu (černě přerušovaně), pomoćı
dvojité reortogonalizace (černě) a pomoćı násobné aritmetiky s 30 platnými desetinnými č́ısly
(červeně), 40 platnými desetinnými č́ısly (modře) a 50 platnými desetinnými č́ısly (zeleně).

2.7 Různé varianty CG

2.7.1 Zaokrouhlovaćı chyby při výpočtu rozd́ılu rezidúı

Lokálńımi zaokrouhlovaćımi chybami dvoučlenných rekurenćı a tř́ıčlenných rekurenćı se

zabývali např. Martin Gutknecht a Zdeněk Strakoš ve své práci [7], kteř́ı se zde často odka-

zovali na práci Anne Greenbaum [5], kde analyzovala lokálńı chyby dvoučlenných rekurenćı.

V článku [7] lze tedy naj́ıt odvozeńı lokálńıch zaokrouhlovaćıch chyb pro tř́ıčlenné rekurence

a v článku [5] odvozeńı téhož pro dvoučlenné rekurence. Oba články použ́ıvaj́ı k této analýze

rozd́ıl mezi skutečnými a rekurzivńımi rezidui.

Výsledky jednotlivých analýz pro dvoučlenné a tř́ıčlenné rekurence se velmi lǐśı. Rozd́ıl

mezi rezidui spočtenými dvoučlennými rekurencemi je dán:

fk+1 = f0 −
k∑
j=0

lj , lj := Amj + nj , (2.12)

kde mj představuje lokálńı zaokrouhlovaćı chybu vzniklou implementaćı A1:(6) v konečné

aritmetice a nj je chyba vzniklá implementaćı A1:(7), tzn.

xk+1 := xk + γkpk + mk,

rk+1 := rk − γkApk + nk.

Tento rozd́ıl fk+1 je ve skutečnosti pouze součet lokálńıch chyb.

Oproti tomu rozd́ıl mezi rezidui spočtenými tř́ıčlennými rekurencemi je složitěǰśı. Pro jeho
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odvozeńı v [7] autoři předpokládali, že tř́ıčlenné rekurence objevuj́ıćı se v algoritmu vypadaj́ı

v konečné aritmetice následovně

rk+1 = (Ark − rkαk − rk−1βk−1 + gk) /ϕk,

xk+1 = − (rk + xkαk + xk−1βk−1 − hk) /ϕk.

Koeficient ϕk je záměrně vybrán tak, aby ϕk = −(αk + βk−1). Výsledkem jejich analýzy

je tedy tvar rozd́ılu fk+1 mezi skutečnými a rekurzivńımi rezidui pro algoritmy založené na

tř́ıčlenných rekurenćıch:

fk+1 = f0 − l0

− l0
β0

α1
− l1

− l0
β0β1

α1α2
− l1

β1

α2
− l2

...

− l0
β0β1 · · ·βk−1

α1α2 · · ·αk
− . . .− lk−1

βk−1

αk
− lk,

kde lk = (−bεk + Ahk + gk)
1
ϕk

a εk je zaokrouhlovaćı chyba vzniklá poč́ıtáńım koeficientu

ϕk v konečné aritmetice, tj. ϕk = −(αk + βk−1) + εk.

Na prvńı pohled je patrné, že tvar této mezery je mnohem složitěǰśı. Velikost fk+1 zálež́ı

na v́ıce proměnných než u (2.12), a proto je možné, že bude mnohem větš́ı. Jak bylo napsáno

v části 2.2, větš́ı rozd́ıl může znamenat, že je algoritmus v́ıce poznamenán zaokrouhlovaćımi

chybami a maximálńı dosažitelná přesnost řešeńı je horš́ı. Tento jev je patrný na obr. 2.9.

Oba grafy obr. 2.9 jsou vytvořeny pomoćı FP algoritmů A1, A3 a A4. Je zde tedy

porovnána Hestenesova-Stiefelova, Rutishauserova a Hagemanova-Youngova verze metody

sdružených gradient̊u. Vstupńı parametry byly nastaveny následuj́ıćım zp̊usobem:

A = VTVT , x0 = [0, 0, . . . , 0]T , b = Axe,

kde xe = [1, 1, . . . , 1]T , V je unitárńı matice źıskaná pomoćı QR rozkladu matice náhodné a

T je tridiagonálńı matice s koeficienty

T11 = 10−7, TNN = 107,

Tii = 105, Ti−1,i = Ti,i−1 = 10−2, i = 2, 3, . . . N − 1.

Prvńı z graf̊u vykresluje euklidovskou normu skutečného rezidua ‖r(t)
k ‖ danou (2.2) v

závislosti na iteraci k a druhý euklidovskou normu rozd́ılu (2.3) také v závislosti na počtu

iteraćı k.
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Obrázek 2.9: Norma skutečného rezidua ‖r(t)
k ‖ (vlevo) a norma rozd́ılu rezidúı ‖fk‖ (vpravo).

Oba grafy byly vypočteny třemi r̊uznými algoritmy: Hestenesovým-Stiefelovým algoritmem
(zeleně), Rutishauserovým algoritmem (modře) a Hagemanovým-Youngovým algoritmem
(červeně). Inspirováno článkem [7].

Z obrázku je patrné, že algoritmy CG založené na dvoučlenných rekurenćıch (tedy HS a R

verze) maj́ı oproti algoritmu založeném na tř́ıčlenných rekurenćıch (HY verze) mnohem menš́ı

normu rozd́ılu ‖fk‖ i normu skutečných rezidúı ‖r(t)
k ‖. To tedy znamená, že tyto varianty jsou

méně poznamenány zaokrouhlovaćımi chybami a také, že jejich hladiny limitńı přesnosti jsou

menš́ı.

2.7.2 Vliv zaokrouhlovaćıch chyb při analýze zachováńı ortogonality

Daľśı jev, d́ıky kterému lze porovnávat r̊uzné varianty metody sdružených gradient̊u, je

zachováńı ortogonality. Pro HS variantu byla totiž v [23] dokázána vlastnost

|pTj rj+1| ≤ ε‖rj‖2
√
κ(A)O(jn+

j2

2
) +O(ε2), j = 1, 2, . . . , N − 1, (2.13)

kde ε je strojová přesnost a κ(A) je č́ıslo podmı́něnosti matice A.

Obr. 2.10 ale ukazuje, že tato vlastnost pro ostatńı verze CG neplat́ı. Graf je vytvořen

opět pomoćı FP algoritmů A1, A3 a A4. Tentokrát se vstupńımi parametry

x0 = [0, 0, . . . , 0]T , b =
b

‖b‖ , b = [1, 1, . . . , 1]T (2.14)

a matice A (bcsstk01.mtx) je na přiloženém CD a v [11]. V grafu je vykreslena lokálńı or-

togonalita mezi normalizovanými vektory pj a rj+1, kde pro algoritmy R a HY je vektor

pj nahrazen vektorem xj+1 − xj . Plat́ı totiž, že normalizované vektory odpov́ıdaj́ıćı těmto
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vektor̊um jsou si rovny, viz. A1:(6). V grafu jsou tedy vykresleny hodnoty výrazu

|pTj rj+1|
‖pj‖‖rj+1‖

, resp.
|(xj+1 − xj)

T rj+1|
‖xj+1 − xj‖‖rj+1‖

(2.15)

v závislosti na hodnotě iterace j.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
10

−20

10
−15

10
−10
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Obrázek 2.10: Lokálńı ortogonalita (2.15) vypočtená Hestenesovým-Stiefelovým algoritmem
(zeleně), Rutishauserovým algoritmem (modře) a Hagemanovým-Youngovým algoritmem
(červeně).

V grafu je kromě samotných skalárńıch součin̊u (2.15) vykreslena i hranice

ε
√
κ(A),

která je odvozená z hranice (2.13). Je patrné, že ani jedna z křivek odpov́ıdaj́ıćıch verzi R

nebo HY nelež́ı celá pod touto hranićı a také, že jejich lokálńı ortogonalita se ztráćı velmi

rychle.

Křivka odpov́ıdaj́ıćı HS algoritmu neńı souvislá. Plat́ı, že v mı́stech přerušeńı se hodnota

(2.15) rovná nule. V přesné aritmetice by se vždy tato hodnota rovnala nule. Důkaz se oṕırá

o vyjádřeńı parametru γj ve tvaru (1.4), tedy

pTj rj+1 = pTj (rj − γjApj) = pTj rj −
pTj rj

pTj Apj
pTj Apj = 0.

Obr. 2.11 se opět zabývá ztrátou ortogonality mezi reziduovými a směrovými vektory.

Tentokrát ale vývojem ztráty ortogonality, tedy poč́ıtá se výraz |rTk pi|, i = 1, 2, . . . , k− 1 pro

předem daný počet krok̊u k a normalizované vektory rk a pi. Vstupńı hodnoty jsou zvoleny
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stejně jako v předchoźım př́ıpadě. Vykresleny jsou tedy hodnoty výraz̊u

|rTk pi|
‖rk‖‖pi‖

, resp.
|rTk (xi+1 − xi)|
‖rk‖‖xi+1 − xi‖

(2.16)

pro k = N , kde N je velikost matice A, v závislosti na parametru i.
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Obrázek 2.11: Vývoj ztráty ortogonality (2.16) vypočtený Hestenesovým-Stiefelovým algorit-
mem (zeleně), Rutishauserovým algoritmem (modře) a Hagemanovým-Youngovým algorit-
mem (červeně).

Zachováńı ortogonality vektor̊u rk a pi je pro algoritmy d̊uležité, protože pokud tato

vlastnost je zachována, metoda sdružených gradient̊u konverguje rychleji. Výraz rTk pi totiž

měř́ı kvalitu zachováńı A-ortogonality chyby ek k předchoźım směrovým vektor̊um (tj. ke

koresponduj́ıćımu Krylovovu podprostoru):

rTk pi = (b−Axk)
Tpi = (x− xk)

TApi.

A pokud je tato vlastnost ortogonality zachována, znamená to, že A-norma chyby je mi-

nimálńı, viz. sekce 1.2.

Daľśı obrázek (obr. 2.12) byl vykreslen opět se stejnými vstupńımi hodnotami, tedy matice

A je dána [11] a vektory jsou dány (2.14). Ukazuje A-normu chyby v závislosti na kroku k

pro všechny tři algoritmy.

Lze zde pozorovat, že aproximace řešeńı źıskané HS algoritmem konverguj́ı rychleji než

ty źıskané ostatńımi algoritmy, což odpov́ıdá tomu, že algoritmus lépe zachovává podmı́nku

A-ortogonality chyby k prostoru danému směrovými vektory pi, tj. ke Krylovovým podpro-

stor̊um (1.8). Tento jev tedy potvrzuje výsledek našeho předchoźıho experimentu.

Na obrázku je patrný i jev popsaný v podkapitole 2.2, tzn. A-norma chyby neklesne

pod určitou hladinu přesnosti, která je pro R a HS algoritmus mnohem menš́ı než pro HY

algoritmus.
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Obrázek 2.12: A-norma chyby ‖x − xk‖A vypočtená Hestenesovým-Stiefelovým algoritmem
(zeleně), Rutishauserovým algoritmem (modře) a Hagemanovým-Youngovým algoritmem
(červeně).

2.7.3 Vliv na skalárńı součin směrových vektor̊u

Náš daľśı experiment se zabývá zachováńım vlastnosti

pTi pj ≥ 0, i, j = 0, 1, . . . , N (2.17)

při výpočtech v konečné aritmetice. Tato vlastnost je pro přesné výpočty dokázána v lemmatu 1

uvedeném v části 1.6. Nejprve se budeme věnovat př́ıpadu se dvěma po sobě jdoućımi směrovými

vektory, tj.

pTj pj+1 ≥ 0, j = 0, 1, . . . , N − 1. (2.18)

Myšlenka d̊ukazu zachováńı (2.18) v konečné aritmetice by mohla být následuj́ıćı. Rovnice

A1:(9) poč́ıtaná v konečné aritmetice je dána předpisem

pj+1 = rj+1 + δj+1pj + qj+1,

kde qj+1 je vektor obsahuj́ıćı zaokrouhlovaćı chyby. Přenásobeńım této rovnice zleva směrovým

vektorem pTj źıskáme

pTj pj+1 = pTj rj+1 + δj+1p
T
j pj + pTj qj+1.

Výrazy pTj rj+1 a pTj qj+1 jsou velmi malé (úměrné strojové přesnosti). Vektor qj+1 totiž

odpov́ıdá zaokrouhlovaćı chybě a absolutńı hodnota pTj rj+1 je shora omezená pravou stranou
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nerovnice (2.13). Zanedbáme-li pro jednoduchost obě č́ısla úměrné ε, dostaneme

δj+1p
T
j pj =

rTj+1rj+1

rTj rj
pTj pj > 0.

Obrázek 2.13 byl vypočten pro vstupńı hodnoty opět danými [11] a (2.14). Vlevo je graf

vykresluj́ıćı hodnotu skalárńıho součinu po sobě jdoućıch normalizovaných směrových vektor̊u.

V př́ıpadě R a HY algoritmu se normalizované směrové vektory určuj́ı stějně jako v předchoźım

př́ıpadě. Poč́ıtáme tedy

pTj pj+1

‖pTj ‖‖pj+1‖
resp.

(xj+1 − xj)
T (xj+2 − xj+1)

‖xj+1 − xj‖‖xj+2 − xj+1‖
, j = 1, 2, . . . , N − 1. (2.19)

Vpravo je vykreslen skalárńı součin normalizovaného k-tého a i-tého směrového vektoru (ana-

logicky k obrázku 2.11), tedy

pTk pi
‖pk‖‖pi‖

, resp.
(xk+1 − xk)

T (xi+1 − xi)

‖xk+1 − xk‖‖xi+1 − xi‖
, i = 1, 2, . . . , k − 1, (2.20)

kde k je určeno jako velikost matice A.
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Obrázek 2.13: Skalárńı součin daný vztahem (2.19) (vlevo) v závislosti na iteraci j a skalárńı
součin daný (2.20) (vpravo) v závislosti na iteraci i pro k = N . Křivky byly vypočteny Hes-
tenesovým-Stiefelovým algoritmem (zeleně), Rutishauserovým algoritmem (modře) a Hage-
manovým-Youngovým algoritmem (červeně).

Důkaz zachováńı vlastnosti pTk pi ≥ 0 v konečné aritmetice vyžaduje řádnou analýzu

zaokrouhlovaćıch chyb, která je nad rámec této práce. Přesto obrázek naznačuje, že vlastnost

(2.17) může být pro všechny tři verze CG zachována.



Kapitola 3

Simulace výpočt̊u CG v konečné

aritmetice

3.1 Úvod do problému

V sekci 2.4 bylo naznačeno, proč lze na FP výpočty Lanczosova algoritmu hledět jako na

výpočty přesného algoritmu aplikovaného na větš́ı matici Â. Touto myšlenkou se podrobně

zabývala Anne Greenbaum ve své práci [4].

Jedńım z ćıl̊u jej́ı práce bylo dokázat, že výpočty pomoćı jakýchkoliv trochu perturbo-

vaných rekurenćı Lanczosova algoritmu jsou ekvivalentńı (až na malou nepřesnost) přesným

výpočt̊um s vhodnou matićı Â a startovaćım vektorem v̂. Matice Â je určena tak, aby

všechna jej́ı vlastńı č́ısla ležela v malých intervalech okolo vlastńıch č́ısel p̊uvodńı matice,

tzv. shlućıch vlastńıch č́ısel, a vektor v̂ je zvolen tak, aby jeho prvńı komponenta byla rovna

normě p̊uvodńıho vektoru v a ostatńı komponenty byly nulové.

K tomu bylo potřeba dokázat, že pro každou iteraci k se matice Tk generovaná Lan-

czosovým FP algoritmem aplikovaným na A rovná matici, která je generovaná přesnými

rekurencemi aplikovanými na Â. Nejprve bylo nutno ukázat, že každá Tk může být rozš́ı̌rena

na matici Tk+m, jej́ıž vlastńı č́ısla jsou rozprostřena okolo vlastńıch č́ısel A.

Z toho d̊uvodu navrhla metodu, jak z matice Tk źıskat Tk+m. Tato metoda spoč́ıvá

v rozš́ı̌reńı Tk o koeficienty vypočtené Lanczosovým algoritmem, který bude nové vektory

reortogonalizovat navzájem a také v̊uči nezkonvergovaným Ritzovým vektor̊um. Dokázala, že

pro tuto matici do kroku N +m, kde N je velikost matice A a m je počet zkonvergovaných

vektor̊u, bude β rovna nule. Za předpokladu, že tato skutečnost nastane v nejhorš́ım př́ıpadě,

tedy v kroku N +m, bude βN+m+1 rovna nule a matice Tk+m bude odpov́ıdat matici Â.

Postup sestrojeńı matice Tk+m a tedy i postup sestrojeńı systému, jehož přesné výpočty

odpov́ıdaj́ı perturbovaným výpočt̊um p̊uvodńıho systému, byl v [4] popsán pečlivě. V daľśım

budeme o přesných výpočtech tohoto systému uvažovat jako o simulaci FP výpočt̊u.
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3.2 Sestrojeńı simulačńı soustavy rovnic

Př́ıklad simulace FP výpočt̊u, který vycháźı z postupu uvedeného v [4] a který byl použit

pro experimenty zde uvedené, je následuj́ıćı.

Nejprve se pomoćı porušených Lanczosových rekurenćı (FP algoritmus) aplikovaných na

matici A a vektor v vytvoř́ı matice Vk = [v1,v2, . . . ,vk] a Tk, viz. (1.10). Z těchto matic a

také z hodnoty βk+1 se zjist́ı, jaké vektory nejsou zkonvergované následuj́ıćım zp̊usobem.

• Vypočte se spektrálńı rozklad matice Tk:

Tk = STΘS,

kde matice Θ má na své diagonále uložena Ritzova č́ısla a matice S má ve svých

sloupćıch uloženy ortogonálńı vlastńı vektory matice Tk.

• Provede se taková normalizace, aby posledńı komponenty vlastńıch vektor̊u byly kladné

a pomoćı této upravené matice S se vypoč́ıtaj́ı Ritzovy vektory

Z = VkS.

• Následuje posouzeńı, zda Ritzova č́ısla jsou dobře oddělená nebo zda se nacháźı v shluku.

Plat́ı, že Ritzovo č́ıslo θi je součást́ı shluku, pokud

min
i 6=j

|θi − θj |
‖A‖ ≤ µ,

kde µ je vhodná tolerance. Vlastńı č́ısla, která tuto vlastnost nesplňuj́ı, jsou označena

jako dobře oddělená.

• Ritzovy vektory zi odpov́ıdaj́ıćı dobře oddělenému Ritzovu č́ıslu se nazývaj́ı zkonvergo-

vané, pokud

βk+1s
i
k ≤ ϑ,

kde sik je i-tá komponenta k-tého vlastńıho vektoru matice Tk a ϑ je opět vhodná

tolerance, ovšem obecně jiná než µ. Ostatńı vektory odpov́ıdaj́ıćı odděleným Ritzovým

č́ısl̊um jsou označeny jako nezkonvergované.

• Pro vlastńı č́ısla, která jsou součást́ı jednoho shluku, se urč́ı tzv. vektor shluku, který

je lineárńı kombinaćı všech Ritzových vektor̊u odpov́ıdaj́ıćıch těmto Ritzovým č́ısl̊um,

tedy

z̃ =
1

υ

∑
l

slkzl, υ =

√∑
l

(
slk
)2
,
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kde l je koeficient Ritzových č́ısel patř́ıćıch do shluku. Zda je vektor shluku zkonvergo-

vaný, se kontroluje pomoćı podmı́nky

βk+1υ ≤ ϑ.

• Hodnoty parametr̊u µ a ϑ mohou být zvoleny r̊uzně. Zde jsou určeny pomoćı strojové

přesnosti a v př́ıpadě ϑ také pomoćı normy matice A:

µ :=
√
ε, ϑ :=

√
ε‖A‖.

Od k-tého kroku spust́ıme pozměněný Lanczos̊uv algoritmus, tj. aplikujeme pozměněný

algoritmus na matici A a vektor v = vk. Tento algoritmus v každé iteraci reortogonalizuje

nově vzniklý vektor proti všem vektor̊um již spočteným t́ımto algoritmem a také proti ne-

zkonvergovaným vektor̊um z a z̃. Koeficienty βk+j a αk+j vznikaj́ıćı během toho výpočtu se

postupně ukládaj́ı do matice

Tk+j =



Tk βk+1

βk+1 αk+1 βk+2

βk+2
. . .

. . .

. . .
. . . βk+j

βk+j αk+j


od indexu k. Pokud βk+j+1 = 0, tato matice bude odpov́ıdat matici Â uvažované v předchoźı

podkapitole. V [4] je dokázáno, že vlastńı č́ısla Tk+j jsou všechna umı́stěna ve shlućıch okolo

vlastńıch č́ısel p̊uvodńı matice A. Zde je tedy ukázáno, jak matici Tk rozš́ı̌rit na matici Â.

V [4] je také dokázáno, že výpočty Lanczosovým algoritmem aplikovaným na matici A a

vektor v v konečné aritmetice je možné simulovat pomoćı přesných výpočt̊u aplikovaných na

matici Â = Tk+j (za předpokladu βk+j+1 = 0) a startovaćı vektor v̂ = ‖v‖e(1).

Podobná vlastnost lze dokázat i pro výpočty provedené algoritmem metody sdružených

gradient̊u. Pomoćı FP algoritmu a rovnic (1.19) a (1.20) se sestroj́ı matice Tk, najdou se

nezkonvergované vektory a pak se pokračuje v sestavováńı matice Tk+j pozměněným algo-

ritmem (reortogonalizace rezidúı proti nezkonvergovaným Ritzovým vektor̊um a vzájemná

reortogonalizace), dokud βk+j+1 nebude rovno nule.

Plat́ı, že výpočty FP algoritmu aplikovaného na soustavu Ax = b odpov́ıdaj́ı (až na malou

nepřesnost) výpočt̊um přesného algoritmu aplikovaného na soustavu

Âx̂ = b̂, kde Â = Tk+j a b̂ = ‖b‖e(1). (3.1)
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3.3 Srovnáńı simulace se skutečnost́ı

3.3.1 Experimenty

Tato sekce se bude zabývat experimenty srovnávaj́ıćımi FP výpočty algoritmu metody

sdružených gradient̊u s jejich simulacemi.

Následuj́ıćı experiment ukazuje, že pokud přesný algoritmus je určen algoritmem po-

psaným v sekci 2.1, simulace odpov́ıdá skutečnosti až na relativńı chybu řádu 10−10. Jako

matice A je zde vybrána opět matice bcsstk01.mtx (viz. [11]), jej́ıž velikost označ́ıme N a

vstupńı vektory jsou dány (2.5).

V grafu vlevo obrázku 3.1 je černou barvou vykreslena A-norma chyby vypočtená po-

moćı algoritmu CG v konečné aritmetice a červeně a modře jsou vykresleny Â-normy chyby

vypočtené pomoćı přesného algoritmu aplikovaného na soustavu rovnic (3.1). Matice Â vznikla

postupem popsaným v podkapitole 3.2 pro hodnotu parametru k = N (zobrazeno modře) a

pro k = 2N (zobrazeno červeně). Přerušované křivky určuj́ı iteraci k pro obě simulace FP

algoritmu. Modrá určuje hodnotu N a červená 2N .

Graf vpravo obrázku 3.1 vykresluje relativńı rozd́ıl A-normy chyby vypočtené FP algorit-

mem s Â-normou chyby vypočtenou simulaćı, tedy

D =
‖x− xk‖A − ‖x̂− x̂k‖Â

‖x− xk‖A
. (3.2)

Modře je vykreslen relativńı rozd́ıl odpov́ıdaj́ıćı modré a černé křivce grafu vlevo a červeně

relativńı rozd́ıl odpov́ıdaj́ıćı červené a černé křivce grafu vlevo.
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k-tá iterace

n
or
m
a
ch
y
b
y

20 40 60 80 100 120

10
−10

10
−5

10
0
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Obrázek 3.1: Vlevo je vykreslena A-norma chyby ‖x−xk‖A vypočtená FP algoritmem (černě)
a Â-norma chyby ‖x̂−x̂k‖Â vypočtená přesným algoritmem pro matici Â danou parametrem
k = N (modře) a k = 2N (červeně). Vpravo je relativńı rozd́ıl chyb určený vztahem (3.2)
odpov́ıdaj́ıćı stejným simulaćım.
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Z předchoźıch úvah vyplývá, že do kroku označeném přerušovanou čarou by křivka určená

přesným algoritmem aplikovaným na (3.1) měla odpov́ıdat křivce určené FP algoritmem pro

(1.1), což tento obrázek potvrzuje. Dále by mělo platit, že βk+j+1 odpov́ıdaj́ıćı matici Â =

Tk+j se rovná nule. Pro matici Â źıskanou přechoźım experimentem a danou parametrem

k = N plat́ı βk+j+1 = 3.9 ∗ 10−33 a pro k = 2N plat́ı βk+j+1 = 3.0 ∗ 10−29, takže i tato

vlastnost simulace plat́ı.

3.3.2 Přesněǰśı výpočty pomoćı násobné aritmetiky

Pomoćı násobné aritmetiky lze matici Â určit přesněji. Pokud výpočty algoritmu, pomoćı

něhož sestavujeme druhou část matice Â provedeme násobnou aritmetikou, źıskáme mnohem

menš́ı hodnotu βk+j+1. Např́ıklad pokud program zaokrouhluje na 50 platných desetinných

mı́st, v předchoźım experimentu pro k = N vyjde βk+j+1 = 3.1 ∗ 10−60.

Lepš́ı aproximace FP řešeńı ale pomoćı násobné aritmetiky nedostaneme. Relativńı rozd́ıl

chyb (3.2) v tomto př́ıpadě totiž neklesne pod hranici 10−12, přestože i výpočet Âx̂ = b̂

provád́ıme násobnou aritmetikou.

3.4 Jiné varianty simulace

Podobné výsledky při výpočtu A-normy chyby FP algoritmem dává i přesný algoritmus

aplikovaný na soustavu (3.1), kde matice Â vznikla následuj́ıćım postupem. Nejprve se vytvoř́ı

matice Tk pomoćı FP algoritmu a poté se pokračuje v sestaveńı Tk+j pomoćı přesného

algoritmu. Tento algoritmus bude reortogonalizovat nově vzniklá rezidua v̊uči předchoźım

rezidúım (vzniklým až při poč́ıtáńı přesného algoritmu), ale nebude reortogonalizovat v̊uči

nezkonvergovaným Ritzovým vektor̊um Tk. Za matici Â pak bude považovaná matice Tk+j ,

pro kterou plat́ı βk+j+1 = 0, kde parametr j bude obecně jiný než v předchoźım př́ıpadě.

Vektor b̂ bude opět dán vztahem b̂ = ‖b‖e(1), kde velikost matice e(1) je dána velikost́ı

matice Â.

Matici Â, která vznikla postupem popsaným v části 3.2, budeme značit ÂG (G = Gre-

enbaum) a matici, která vznikla t́ımto postupem, budeme značit ÂFE (FE = Finite-Exact).

Obrázek č. 3.2 byl vykreslen pro stejné vstupńı hodnoty jako v předchoźım př́ıpadě. Graf

vlevo ukazuje A-normu chyby vypočtenou pomoćı FP algoritmu aplikovaného na soustavu

(1.1) (černě), ÂFE-normu chyby vypočtenou přesným algoritmem (modře) a ÂG-normu chyby

vypočtenou přesným algoritmem (červeně). Parametr k byl tentokrát pro obě simulace zvolen

stejně a jeho hodnota je zobrazena černě přerušovaně.

Graf vpravo je závislost́ı relativńıho rozd́ılu norem chyb spočteného stejným zp̊usobem

jako v předchoźım př́ıpadě, tj. pomoćı (3.2) na počtu iteraćı. Červeně je vykreslen relativńı

rozd́ıl A-normy chyby a ÂG-normy chyby a modře rozd́ıl A-normy chyby s ÂFE-normou

chyby.
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Obrázek 3.2: Vlevo je vykreslena A-norma chyby vypočtená FP algoritmem (černě), ÂFE-
norma chyby vypočtená přesným algoritmem (modře) a ÂG-norma chyby vypočtená přesným
algoritmem (červeně). Vpravo je relativńı rozd́ıl chyb určený vztahem (3.2) pro odpov́ıdaj́ıćı
křivky z grafu vlevo.

Je patrné, že ÂFE-norma chyby odpov́ıdá A-normě chyby déle než ÂG-norma chyby.

Matice ÂFE ale nesplňuje vlastnost, která byla pro matici Â předpokládaná. V matici ÂFE

totiž existuj́ı vlastńı č́ısla, která nejsou bĺızká žádnému vlastńımu č́ıslu matice A. V článku [4]

je dokázáno, že velikost shluk̊u matice ÂG nepřesáhne určitou hranici a následuj́ıćı obrázek

ukazuje, že pro ÂFE je tato hranice překročena.

Obr. 3.3 je vypočten pro stejné vstupńı hodnoty jako v předchoźıch př́ıpadech. Je zde pro

každé č́ıslo matice ÂFE (modře) a ÂG (červeně) vykreslena jeho vzdálenost k nejbližš́ımu

vlastńımu č́ıslu matice A, tedy

min
j=1,2,...,N

|θi − λj |, i = 1, 2, . . . , k + j,

kde θi jsou vlastńı č́ısla matice ÂG (resp. ÂFE) a λj jsou vlastńı č́ısla matice A. Černě je

vykreslena hranice

10ε‖A‖,

která byla odvozena z článku [4] a která udává odhad velikosti shluku matice ÂG.

Je patrné, že vzdálenost vlastńıch č́ısel matice ÂFE od vlastńıch č́ısel A převyšuje tuto

hranici o 15 řád̊u. Jinak řečeno, vlastńı č́ısla této matice nelež́ı ve shlućıch okolo vlastńıch

č́ısel A.

Hlavńım př́ınosem článku [4] bylo ukázáńı, že rekurence CG implementované v konečné

aritmetice se stále chovaj́ı jako rekurence CG (aplikované na jiný systém rovnic). Z toho plyne,

že některé vlastnosti metody sdružených gradient̊u v konečné aritmetice můžeme určit jako
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Obrázek 3.3: Vzdálenost θi od nejbližš́ıho vlastńıho č́ısla λj vykreslená pro hodnoty parametru
i = 1, 2, . . . , k + j. Červeně jsou vykresleny vzdálenosti pro vlastńı č́ısla matice ÂG a modré
značky odpov́ıdaj́ı vzdálenostem vlastńıch č́ısel ÂFE od λj .

vlastnosti metody poč́ıtaj́ıćı ÂGx̂ = b̂.

Tuto myšlenku ukazuje i náš experiment, tedy některé vlastnosti výpočt̊u aplikovaných na

ÂFE odpov́ıdaj́ı vlastnostem FP výpočt̊u aplikovaných na A. Otázkou ale je, zda matice ÂFE

je užitečná pro daľśı experimenty či teoretické účely. Matice ÂG totiž d́ıky svým vlastnostem

umožňuje daľśı zamyšleńı nad problémem.

Této otázce se věnuje i článek [16], jehož výsledky připomı́naj́ı zpětnou analýzu zaokrouh-

lovaćıch chyb, přestože se o standardńı analýzu nejedná. Je zde ukázáno, že aplikováńım

přesného Lanczosova algoritmu na

Â =

[
Tk o

o A

]
+ Hk, v̂ =

[
o

v

]
,

kde Hk je matice určená perturbacemi, źıskáme po k kroćıch matici Tk,k+1, která odpov́ıdá

matici źıskané FP algoritmem aplikovaným na A a vektor v. Sami autoři ovšem naznačuj́ı,

že neńı zřejmé, jak tento výsledek chápat a interpretovat. Jeho daľśı použit́ı bude vyžadovat

hlubš́ı zamyšleńı.



Kapitola 4

Model CG v konečné aritmetice

4.1 Model FP výpočt̊u

4.1.1 Konstrukce modelu

V kapitole 3 bylo ukázáno, že FP výpočty algoritmu metody sdružených gradient̊u až

na malou nepřesnost odpov́ıdaj́ı přesným výpočt̊um aplikovaným na soustavu Âx̂ = b̂ danou

(3.1). Bylo ukázáno, že matice Â má všechna vlastńı č́ısla umı́stěna ve shlućıch okolo vlastńıch

č́ısel A. Šlo o simulaci FP výpočt̊u, která vznikla aposteriorńı konstrukćı systému, tedy na

základě dat spočtených při FP výpočtu se sestrojila matice Â, pomoćı ńıž simulujeme výpočty

CG v konečné aritmetice.

Tato část práce se zabývá modelem výpočt̊u provedených v konečné aritmetice. Tento

model je vytvořen na základě myšlenky uvedené v kapitole 3, ale jde o apriorńı konstrukci

systému, tzn. systém je sestrojen pouze na základě znalosti spektrálńıch vlastnost́ı matice A

a projekćı pravé strany do ortonormálńı báze vlastńıch vektor̊u A. Plat́ı, že výpočty přesného

algoritmu aplikovaného na tento systém (Āx̄ = b̄) jsou podobné výpočt̊um FP algoritmu

aplikovaného na systém Ax = b.

Model je sestrojen na základě článku [6]. Autoři zde chtěli ukázat, že přesný výpočet

aplikovaný na jakoukoliv matici Ā, která má vlastńı č́ısla rozprostřena okolo vlastńıch č́ısel

A, je podobný FP výpočtu aplikovaného na matici A. To je tedy daľśım rozd́ılem mezi

modelem a simulaćı, protože při simulaci jde o konkrétńı matici.

V následuj́ıćıch experimentech je matice Ā dána předpisem

Ā = diag[λ11, λ12, . . . , λ1m, λ21, . . . , λ2m, . . . , λN1, . . . , λNm], (4.1)

kde λij jsou vlastńı č́ısla uvnitř shluku odpov́ıdaj́ıćımu i-tému vlastńımu č́ıslu matice A. Tyto
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vlastńı č́ısla jsou rovnoměrně rozložena na intervalu velikosti χ a jsou dána vztahem

λij = λi +
j − m+1

2

m− 1
χ, j = 1, 2, . . . ,m, m = 7, χ = 10ε‖A‖, (4.2)

kde m je počet vlastńıch č́ısel v shluku.

Vektor b̄ je určen pomoćı vektoru b následuj́ıćım zp̊usobem

b̄ = [b11, b12, . . . , b1m, b21, . . . , b2m, . . . , bN1, . . . , bNm]T . (4.3)

Hodnoty bi1, . . . , bim odpov́ıdaj́ıćı č́ıslu bi se rovnaj́ı a plat́ı, že

m∑
j=1

b2ij = (UT b)2
i , (4.4)

kde sloupce U odpov́ıdaj́ı jednotkovým vlastńım vektor̊um matice A.

4.1.2 Experimenty

Následuj́ıćı experiment vykresluje A-normu chyby vypočtenou algoritmem provedeným v

konečné aritmetice a aplikovaným na matici A popsanou v části 2.5.3 a danou vztahy (2.9) a

(2.10) pro velikost matice N = 40 a vhodný parametr ζ. Vektory b a x0 jsou zvoleny podle

(2.1). Dále je zde vykreslena Ā-norma chyby źıskaná přesným algoritmem aplikovaným na

matici Ā (4.1, 4.2) a vektor b̄ (4.3, 4.4), které jsou vypočtené z A a b. Vektor x̄0 byl i zde

zvolen jako nulový.

V grafu na obr. 4.1 jsou vykresleny křivky vypočtené pro r̊uzné hodnoty parametru ζ.

Plnou čarou jsou označeny A-normy chyby vypočtené v konečné aritmetice. Tyto A-normy

chyby jsou vykreslené již v grafu 2.5. Přerušovaně jsou označeny Ā-normy chyby vypočtené

přesným algoritmem.

Z obrázku je patrná určitá podobnost konvergenčńıho chováńı FP výpočt̊u a přesných

výpočt̊u aplikovaných na modelový systém. Např́ıklad obě křivky odpov́ıdaj́ıćı ζ = 0.8 maj́ı

etapy, kdy nedocháźı k přibližováńı aproximace řešeńı k přesnému řešeńı vystř́ıdané prudkým

poklesem chyby.

4.2 Konstrukce daľśıho modelu

Tato část práce se zabývá hledáńım modelu, který by odpov́ıdal lépe. V předchoźım mo-

delu byly složky vektoru b̄ = [bi1, bi2, . . . , bim] stejné, což odpov́ıdá stejným vahám v i-tém

shluku distribučńı funkce ωG(λ), dané (1.27). Plat́ı, že polynomy sestrojené přesnou meto-

dou sdružených gradient̊u jsou ortogonálńı v̊uči skalárńımu součinu, který je dán distribučńı

funkćı ω(λ), (1.27).
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k-tá iterace

n
or
m
a
ch
y
b
y

 

 

ζ = 0.4

ζ = 0.6

ζ = 0.8

ζ = 0.9

ζ = 1

Obrázek 4.1: Ā-norma chyby vypočtená přesným algoritmem CG (přerušovaně) a A-norma
chyby vypočtená algoritmem v konečné aritmetice (plnou čarou) v závislosti na kroku k a pro
r̊uzné rozložeńı vlastńıch č́ısel ζ. Inspirováno článkem [6].

Pokud tedy poč́ıtáme simulaci aplikováńım přesných sdružených gradient̊u na soustavu

ÂGx̂ = b̂, źıskáme polynomy, které jsou ortogonálńı v̊uči skalárńımu součinu, který je dán

jinou (porušenou) distribučńı funkćı ωG(λ). Tato distribučńı funkce bude odpov́ıdat funkci

ω̂(λ) sestrojené FP algoritmem a ukázané v sekci 2.4 na obrázku 2.3. Pomoćı souvislosti CG

a Gaussovy kvadratury v́ıme, že tuto ωG(λ) lze aproximovat pomoćı funkce ωkG(λ), která je

dána předpisem (1.31).

Následuj́ıćı experiment vykresluje v obr. 4.2 aproximace vah źıskané FP algoritmem apli-

kovaným na (1.1). Tyto aproximace budou určeny jako váhy (1.29) dané přesným algoritmem

aplikovaným na větš́ı soustavu ÂGx̂ = b̂.

Matice ÂG zde byla sestrojena zp̊usobem uvedeným v sekci 3.2 pro A danou (2.9, 2.10) s

N = 24 a ζ = 0.9. Vektory b a x0 byly zvoleny stejně jako v předchoźım př́ıpadě, tedy (2.1).

Pro iteraci k, která udává velikost matice Tk vypočtené FP algoritmem, plat́ı k = 12N , kde

N je velikost matice A.

Vykreslené váhy jsou spočteny pomoćı

ωGi = (eT(1)û
k+j
i )2, (4.5)

kde ûk+j
i znač́ı i-tý sloupec matice Ûk+j źıskané pomoćı spektrálńıho rozkladu matice T̂k+j ,

tedy T̂k+j = Ûk+jΛ̂k+jÛ
T
k+j . Matice T̂k+j je tridiagonálńı matice, kterou vypoč́ıtal přesný

algoritmus metody sdružených gradient̊u aplikovaný na matici ÂG a vektor b̂ po k+j kroćıch,

kde k + j je velikost matice ÂG. Tyto váhy jsou vykresleny modrými značkami.
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Červenou značkou je vykreslena váha

ωi = (eT(1)u
N
i )2, (4.6)

kde uNi je sloupec matice UN dané spektrálńım rozkladem TN = UNΛNUT
N , kde TN vznikla

přesným algoritmem aplikovaným na p̊uvodńı soustavu (1.1) po N kroćıch.

Protože tyto váhy jsou spočteny přesným algoritmem a dostatečným množstv́ım krok̊u,

měly by odpov́ıdat vahám daným (1.26), tedy

ωGi =

(
b̂T ûi

‖b̂‖

)2

, ωi =

(
bTui
‖b‖

)2

,

kde ûi odpov́ıdá i-tému sloupci matice Û źıskané rozkladem ÂG = ÛΛ̂ÛT a ui odpov́ıdá

sloupci matice U źıskané z rozkladu A = UΛUT .

Graf vlevo ukazuje vlastńı č́ısla θj (λi) a jim př́ıslušné váhy ωGj (ωi) patř́ıćı do shluku kolem

čtvrtého vlastńıho č́ısla matice A. Souřadnice (x, y) jednotlivých bod̊u jsou dány následovně:

x = θj − λi, (x = 0), j = 1, 2, . . . ,

y = ωGj , (y = ωi), j = 1, 2, . . . ,

kde i = 4.

V pravém grafu jsou vykreslena vlastńı č́ısla θj a λi patř́ıćı do 15. shluku. Grafy od-

pov́ıdaj́ıćı ostatńım shluk̊um byly velmi podobné.
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Obrázek 4.2: Modré body představuj́ı jednotlivá vlastńı č́ısla θj matice T̂k+j patř́ıćı do shluku
kolem i-tého vlastńıho č́ısla λi matice A. Toto č́ıslo je označeno červeně. Na ose x je vykreslen
rozd́ıl θj − λi a na ose y váhy dané (4.5), popř. (4.6).
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Z obrázku 4.2 je patrné, že váhy jednotlivých č́ısel ve shluku se velmi lǐśı. Předchoźı model

byl ale sestaven tak, aby se rovnaly. Proto jsme se rozhodli sestavit model, který by vytvořil

vektor b̄ tak, aby výsledné váhy lépe odpov́ıdaly těm na obrázku.

Tento model sestav́ı matici Ā stejně jako předchoźı model, tedy pomoćı (4.1, 4.2), ale

vektor b̄ je jiný. Tento nový vektor pravých stran budeme značit ¯̄b a je dán vztahy

¯̄bij = rand.ϑ, j = 2, 3, . . . ,m, (4.7)

¯̄bi1 = (UTb)2
i −

m∑
j=2

¯̄bij (4.8)

pro i = 1, 2, . . . , N . Z tohoto předpisu vyplývá, že kromě ¯̄bi1 jsou hodnoty ¯̄bij dány násobkem

náhodného č́ısla s parametrem ϑ, kde ϑ je vhodné malé č́ıslo.

K vytvořeńı grafu 4.3 bylo použito matice A dané vztahy (2.9, 2.10) a parametry N = 40

a ζ = 0.9, vektor̊u b a x0 danými (2.5), matice Ā sestavené pomoćı (4.1, 4.2), vektoru b̄

sestaveného pomoćı (4.3, 4.4) a také vektoru ¯̄b daného (4.7, 4.8) s ϑ = 10−4.

V grafu je vykreslena A-norma chyby vypočtená algoritmem provedeným v konečné arit-

metice (modře), Ā-norma chyby vypočtená přesným algoritmem aplikovaným na soustavu

Āx̄ = b̄ (zeleně) a Ā-norma chyby vypočtená přesným algoritmem aplikovaným na soustavu

Āx̄ = ¯̄b (červeně).
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Obrázek 4.3: A-norma chyby vypočtená FP algoritmem (modře), Ā-norma chyby vypočtená

přesným algoritmem aplikovaným na soustavu Āx̄ = b̄ (zeleně) nebo soustavu Āx̄ = ¯̄b
(červeně).

Přestože obrázek naznačuje, že přesné výpočty systému Āx̄ = ¯̄b modeluj́ı výpočty v

konečné aritmetice lépe, neńı tomu tak vždy. Zálež́ı hlavně na volbě parametru ϑ, jak na-
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značuje obr. 4.4. Vstupńı hodnoty tohoto obrázku byly zvoleny stejně jako v předchoźım

př́ıpadě, ale s volbou ϑ = 10−2 (zobrazeno černě) a ϑ = 10−10 (zobrazeno černě přerušovaně).

FP výpočty (resp. výpočty předchoźıho modelu) jsou opět zobrazeny modře (resp. zeleně).
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Obrázek 4.4: A-norma chyby vypočtená FP algoritmem (modře), Ā-norma chyby vypočtená

přesným algoritmem aplikovaným na soustavu Āx̄ = b̄ (zeleně), soustavu Āx̄ = ¯̄b s ϑ = 10−2

(černě) a soustavu Āx̄ = ¯̄b s ϑ = 10−10 (černě přerušovaně).

Otázkou tedy z̊ustavá, zda lze pomoćı spektrálńıch vlastnost́ı matice A předem určit

hodnotu ϑ a zda v̊ubec lze apriorńı model FP výpočt̊u vytvořit.



Závěr

Diplomová práce byla zaměřena na analýzu chováńı metody sdružených gradient̊u v

konečné aritmetice. Samotné analýze předcháźı popis metody při přesném poč́ıtáńı zaměřený

na vlastnosti, které jsou d̊uležité pro analýzu v konečné aritmetice, viz. kapitola 1. Je zde

nast́ıněna jak matematická podstata metody, tak jej́ı algoritmické realizace. Prvńı kapitola je

shrnut́ım informaćı źıskaných z článk̊u a knih uvedených na konci práce s výjimkou d̊ukaz̊u

ekvivalence jednotlivých algoritmů, viz. věty 1 a 2.

V kapitole 2 jsou popsány a demonstrovány základńı jevy, k nimž docháźı vlivem konečné

aritmetiky. Při popisu těchto jev̊u hraje d̊uležitou roli vztah mezi CG a Gaussovou kvadratu-

rou, který je pro celou tuto práci velmi d̊uležitý a který je v této i předchoźı kapitole uveden.

Nav́ıc jsou některé z těchto jev̊u demonstrovány pro r̊uzné algoritmické realizace. Jde tedy o

jakési porovnáváńı těchto realizaćı CG.

Za zmı́nku stoj́ı náš experiment uvedený v části 2.7.2, který ukazuje, že lokálńı ortogonalita

směrového a reziduového vektoru je lépe zachovaná pro HS verzi metody, což může být d̊uvod

rychleǰśı konvergence této verze metody.

Kapitola 3 je založena na článku [4], kde je dokázáno, že výpočty CG provedené v konečné

aritmetice je možné simulovat pomoćı přesných výpočt̊u CG aplikovaných na jiný systém

rovnic. Je zde uveden experiment, který potvrzuje správnost závěru tohoto článku. Tento

systém se však sestrojuje poměrně obt́ıžným postupem, proto jsme uvedli i jiný systém, jehož

sestrojeńı je výrazně lehč́ı a experimentem ukázali, že i pro náš systém plat́ı závěr článku [4].

Otázkou ale z̊ustává, zda je tento nový systém vhodný pro daľśı zamyšleńı nad problémem.

Posledńı kapitola se věnuje vytvořeńı apriorńıho modelu FP výpočt̊u CG. V kapitole

jsou experimenty zabývaj́ıćı se modelem uvedeném v článku [6]. Tzn. přesné výpočty jsou

aplikovány na matici Ā, jej́ıž vlastńı č́ısla jsou rovnoměrně rozložena kolem vlastńıch č́ısel A,

a vektor b̄, jehož komponenty odpov́ıdaj́ıćı jedné složce b se rovnaj́ı.

Uvedli jsme zde i naš́ı obdobu tohoto modelu, tedy model s vektorem ¯̄b, který má jednu

komponentu mnohem větš́ı než ostatńı komponenty odpov́ıdaj́ıćı stejnému vlastńımu č́ıslu.

Tento model by mohl odpov́ıdat FP výpočt̊um lépe. Záviśı ovšem na parametrech, které zat́ım

neumı́me předem odhadnout. Otázkou z̊ustává, zda tyto parametry předem odhadnout lze.
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