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Kapitola 1
Uvod

Ve své diplomové préci jsem se zabyvala odhadovanim normy chyby v metodé sdruZze-
nych gradienti. Pro pocitdni odhadi jsem pouzivala rtizné druhy kvadraturnich pra-
videl. Cilem mé prace bylo nastudovat metodu sdruzenych gradientti a jeji souvislosti
s Gaussovou kvadraturou. Déle se pak vénovat hornimu odhadu A-normy chyby za-
loZeném na Gauss-Radau kvadratufe. Jak je tento odhad citlivy na vstupni data nebo
jaky vliv ma na vypocet kone¢nd aritmetika. Pomoci horntho odhadu se poté pokusit
navrhnout adaptivni volbu parametru d.

Préce je rozdélena do ¢ty¥ ¢asti. V prvni kapitole je popsdna metoda sdruzenych gra-
dientt (CG conjugate gradient) odvozend pomoci minimalizace funkcionélu. Pfi popisu
jsem vychdzela pfevazné ze skript [2], kapitola 8. Jsou zde popsdny nékteré vlastnosti
metody sdruzenych gradientd, jak je mozné odhadovat rychlost konvergence metody
nebo jakd lze pouzit zastavovaci kritéria. Tedy jak muZeme méfit kvalitu aproximace
x1. Ja jsem se hlavné vénovala sledovani A-normy chyby, ale pouZivaji se i jina kritéria.
V dalsi ¢asti této kapitoly je uveden Lancozstiv algoritmus, ktery generuje ortogondlni
bézi vektori pomoci tficlenné rekurence a jeho souvislosti s metodou sdruZenych gra-
dientti. Jaké jsou vztahy mezi koeficienty a vektory vznikajicimi v CG a Lanczosové
algoritmu.

V nasledujici kapitole jsem popsala ortogonélni polynomy vzhledem ke skaldrnimu
soucinu definovanému Riemann-Stieltjesovym integralem. Ukézala jsem, jak je mozné
pocitat je pomoci tficlenné rekurence, kterou je mozné zapsat Jacobiho matici. V dalsi
¢asti jsem popsala obecné kvadraturni pravidlo a jak aproximaci Riemann-Stieltjesova
integrdlu ziskdme Gaussovu kvadraturu, ve které jsou uzly urceny jako kofeny orto-
gondlnich polynomt nebo Gauss-Radau a Gauss-Lobatto kvadraturu, ve které si jeden
resp. dva uzly pfedepiSeme a zbyvajici uzly ur¢ime tak, abychom doséhli co nejvyssi
algebraické pfesnosti. Déle jsem uvedla, jak je mozné pomoci tficlenné rekurence ge-
nerujici ortonormdlni polynomy pocitat uzly a vahy Gaussovy, Gauss-Radau a Gauss-
Lobatto kvadratury a jaky tvar md pfislusna Jacobiho matice na zdkladé rekurentnich
vztaht.

Pochopeni souvislosti téchto jednotlivych témat umozZnuje ve tfeti ¢asti pohled na
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metodu sdruZenych gradientti jako na Gaussovu kvadraturu, jejiz uzly jsou vlastni ¢isla



Jacobiho matice a vahy jsou urceny pomoci vlastnich vektorti Jacobiho matice, kterou
ziskavame v pritbéhu CG pomoci koeficientti metody sdruzenych gradient. Analo-
gie mezi aproximaci Riemann-Stieltjesova integralu Gassovou kvadraturou a metodou
sdruzenych gradientd dava moznost odhadovat A-normu chyby feSeni (x —zy) v k-tém
kroku CG. V posledni ¢asti této kapitoly je uvedena LDL” faktorizace t¥idiagondlni
matice, protoZe v metodé sdruzenych gradienttt nevznika pfimo Jacobiho matice, ale
pravé jeji LDL” faktorizace. Souvislost mezi koeficienty metody sdruZenych gradientti
a LDL" faktorizaci modifikované Jacobiho matice piislusné Gaussové, Gauss-Radau
a Gauss-Lobatto kvadratufe ndm umoZznuje vytvofit efektivni algoritmus pro pocitani
hornich a dolnich odhad@ pomoci jednotlivych kvadraturnich pravidel.

V posledni kapitole jsou popsdny numerické vypocty v programu MATLAB™. Po¢i-
tala jsem horni a dolni odhady A-normy chyby zaloZené na Gaussové, Gauss-Radau a
Gauss-Lobatto kvadratufe. Déle jsem sledovala chovani horniho odhadu pomoci Gauss-
Radau kvadratury a jeho citlivosti na pfedepsany uzel. Zkoumala jsem jeho numerické
chovani pfi vypoctech v kone¢né aritmetice. Je-li pfedepsany uzel blizky nejmensimu
vlastnimu &islu A\, matice A, miZze béhem vypoctu dojit k numerické nestabilité. Jak
odhalit misto nestability, pop¥. jak horni odhad v tomto misté vylepsit, tomu jsem se
vénovala v dalSich experimentech. Na zavér prace jsem se snazila navrhnout postup,
jak volit adaptivné parametr d a tim zlepsit dolni odhad, o kterém vime, Ze je nume-
ricky stabilni.



Kapitola 2

Metoda sdruzenych gradientt -
Lanczosuv algoritmus

V této kapitole shrneme, jaké jsou zdkladni metody pro feSeni soustavy linedrnich rov-
nic Az = bajaké jsou mezi nimi rozdily. Poté si odvodime pomoci minimalizace funkci-
onalu F(z) metodu sdruZenych gradient(i a ukdZeme nékteré jeji vlastnosti. V posledni
¢asti této kapitoly uvedeme Lanczostiv algoritmus a jeho souvislosti s metodou sdruze-
nych gradientt.

2.1 Metody feSeni soustavy linearnich rovnic

Soustavy linearnich rovnic Az = b je moZné fesit riznymi zptisoby. Metody feSeni
muZeme rozdélit do dvou zdkladnich skupin - metody pfimé a iterac¢ni.

1. Metody piimé
Pomoci pfimé metody urcime feSeni soustavy v kone¢ném poctu kroki. Pokud
feSime soustavy pfimou metodou, musime vzdy provést cely vypocet, na konci
kterého ziskdme feSeni. Pfimé metody jsou vétSinou pamétoveé ndro¢né. Proto jsou
téZko pouzitelné pro velké systémy. Mezi zakladni metody z této skupiny patfi
Gaussova elimina¢ni metoda, LU rozklad a jejich modifikace.

2. Metody itera¢ni
Itera¢ni metody fesi soustavy linedrnich rovnic tak, Ze si zvolime pocate¢ni aproxi-
maci a snazime se postupné pfiblizovat k pfesnému feSeni. Oproti pfimym meto-
dam muZeme itera¢ni metodu zastavit po k krocich, dosdhne-li aproximace fesSeni
ndmi pozadované pfesnosti. Tyto metody jsou vhodné pro velké fidké matice. Ite-
ra¢ni metody se daji jesté rozdélit na dvé skupiny

e klasické, jsou metody, které pocitaji novou aproximaci zj.; pomoci predchozi
iterace z;. Sem mutZeme zafadit napf. Gauss-Seidlovu metodu, Jacobiho me-
todu nebo metodu SOR.



e krylovovské, jsou metody, které hledaji aproximace v Krylovové podprostoru
pomoci bazovych vektori. Miizeme je jesté rozdélit na metody, které fesi sou-
stavu s nesymetrickou matici A nebo metody, které fesi soustavu se symet-
rickou matici A. Hlavni rozdil mezi témito metodami je, Ze metody s nesy-
metrickou matici generuji aproximaci pomoci vSech pfedchozich bazovych
vektorti, kdeZto metody feSici soustavu se symetrickou matici generuji apro-
ximaci pouze pomoci dvou pfedchozich bazovych vektorti, coz je podstatné

méné pamétoveé ndrocné. Mezi metody, které fesi soustavu se symetrickou
pozitivné definitni matici, patfi metoda sdruZenych gradientti.

2.2 Metoda sdruzenych gradientt

Metoda sdruZenych gradientt - ddle budeme pouzivat zkratku CG(z anglického conju-
gate gradient) - fesi soustavy linedrnich algebraickych rovnic Az = b s redlnou symet-
rickou pozitivné definitni matici popfipadé s hermitovskou pozitivné definitni matici.
Metodu sdruZenych gradientti 1ze odvodit nékolika zptisoby, nap¥. z Lanczosova algo-
ritmu nebo pomoci minimalizace funkcionédlu. Metodu sdruZenych gradientt zformu-
lovali v roce 1952 Hestenes a Stiefel [8]. JiZ tehdy podrobné uvedli vztahy mezi mini-
malizaci funkciondlu a CG, ale i vztahy mezi CG a Gaussovou kvadraturou. Dokonce
naznacili, jaké mohou byt problémy v kone¢né aritmetice pocitace.

Nejprve ukdZeme odvozeni CG pomoci minimalizace funkcionélu viz [2]. UvaZujme
soustavu linedrnich algebraickych rovnic

Az =0,

kde A € R"™" je symetricka pozitivné definitni matice a b € R" je vektor pravé strany.
Ulohu mtizeme pfevést na problém minimalizace kvadratického funkcionalu

F(z) = %:pTAx — 27D,
kde plati

VF(x)= Az —b.
F(x) nabyva minima v bodé VF(z) = 0, tj. v bodé z, pro ktery se Az = b. Uvazujme
aproximaci zj;. Funkciondl v bodé z;, je pak uréen vztahem

1 1
Flxy) = 5(95 — ) A(x — xp) — ixTAx
1

1
= Sl =l - Sl
Aproximaci v k-tém kroku konstruujeme podle rekurentni formule

Tl = Tp—1 + Ve—1Pk—-1,
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kde pj_1 je smérovy vektor v kroku k a koeficient ;_; ur¢ime tak, aby vektor z; byl
bodem minima F(z(vy)) na pfimce z(y) = x5_1 + ypr—1. Z nutné a postacujici podminky
minima poloZime derivaci podle v rovnou nule.

|z — zpalla — 29Dh_1me—1 + 7V 0h_ 1 ADk_1,

F(xp—1 +vpp—1) =
0= —2pj 17%1 + 2vpi_1Apr_1.

Minima je dosaZeno pro koeficient v, ktery je ddn vztahem

5 . pz_ﬂnkfl
k-1= —F -
p£_1Apk—1

Okamzitym dtisledkem volby je ortogonalita rezidua v k-tém kroku r; a smérového
vektoru py,

pE ok = P (Peet — Ye—1Apr_1) = 0.

Musime tedy jesté urcit smérové vektory p;.. Nejjednodussi pocatecni volbou je py = 7.
Pokud bychom volili p;, = 7, pro k = 1,2, ..., dostali bychom metodu nejvétsiho spadu,
kterd ndm neddvéd Zadné minimaliza¢ni vlastnosti na vicedimenzionalnim prostoru.

Nejjednodussi volbou, abychom takovéto vlastnosti doséhli, je volit smérovy vektor
jako kombinaci nového rezidua a pfedchoziho smérového vektoru

Pk = Tk + OpDr—1-
Nezavisle na volbé ¢,
T T T T 2
DTk =TTk + 5kpk—1rk =TTy = HTkH .

Itera¢ni proces se zastavi, pokud je bud’ p;, = 0 nebo 7, = 0. Koeficienty ¢ volime
tak, aby posloupnost sméra p,, k = 0,1, ... tvofila systém A-ortogondlnich vektort.
Abychom podminku A-ortogonality smérovych vektorti splnili, volime ¢, tak, aby dva
po sobé jdouci vektory byly A-ortogondlni.

pZ—1Apk =0

_ pfflAm

p£71Apk—1 ’
coz nam dava lokdlni A-ortogonalitu dvou po sobé jdoucich smérovych vektort pj_;
a pi. Lze ale ukazat viz napt. [2], Ze zvolime-li takovyto J;, novy smérovy vektor, bude
A-ortogondlni nejen k pfedchozimu smérovému vektoru, ale i ke vSem pfedchozim

smérovym vektortim p;, j = 0,1, ... a tedy ndm zarucuje globédlni A-ortogonalitu. Dosa-
zenim do rekurentniho vztahu pro p; dostaneme

5 =

Dk =Tk — Dy ATk Pk—1
Z_lApk,1 7



Pr_1Th-1 = ||mi_1*.

VyuZzijeme-li toho, Ze plati

T
Tk — Tk—1 Pr_1Api—1
—Apj 1= ——= (1 — Tk_l)kli

T bl
Vk—1 Pr_1Tk—1

pak po dosazeni ziskdme zndmé tvary pro koeficienty v a d:

T
v Tp—1Tk—1
k—1 — T
pkflApk—l
LTy
Op = ———.
Te—1Tk-1

2.3 Algoritmus metody sdruZenych gradienta

Na zédkladé uvedenych vztahti mizeme napsat algoritmus pro feSeni soustavy rovnic
Az = b metodou sdruZenych gradientti:

Algoritmus 1: CG

vstupni data A, b, z
To = b— AZL‘Q

Po=To

k=1

for k=1,2...

T
~ Tk—1Tk—1
k-1= 7 A
pk_1Apk—1

Tk = Tp—1 + Vek—1Pk—1

Tk = Th—1 — Yh—1ADr—1
5k _ TT’]{T’]C

T—1Tk=1

Dk = Tk + OkDr—1

test kvality aproximace
end

2.4 Konvergence metody sdruZzenych gradienti

Metoda sdruzenych gradientt se zastavi, kdykoliv je ||rx|| = 0, tj. 2, = z, coZ musi v
pfesné aritmetice nastat v nejvyse n krocich. Nés ale vétSinou zajima, jak rychle se apro-
ximace 1, Za, ... priblizi ,dostate¢né blizko” k presnému feseni, kde pojem ,dostate¢né
blizko” vétSinou zavisi na konkrétnim feSeném problému.
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Méjme k-ty Kryloviv podprostor generovany matici A a vektorem v
Kr(A,v) = span{v, Av, A%, ... A* v}

Pokud nedojde k zastaveni vypoctu v dtisledku dosaZeni pfesného feSeni, pak z orto-
gonality rezidui 7,_; a A-ortogonality smérovych vektorti p,_; plyne, Ze jsou linedrné
nezdvislé a tedy prostor span{ry,...,r,_1} a span{po, ..., px—1} jsou stejné dimenze k a
tedy generuji stejny Krylovtiv podprodstor

span{ro, ..., rx_1} = Kr(A,10) = span{po, ..., px_1}-

Potom k-td aproximace z;, spliiuje vztah

k—1
Ty = To + Z%‘Pi € xo+ Ki(A, 1) (2.1)

=1

a vektor rezidua r je ortogondlni ke k-tému Krylovovu podprostoru, neboli vektor (x —
xi) je A-ortogondlni ke k-tému Krylovovu podprostoru

T LICK(A, 70) = span{rg, ..., Tk_1}, (2.2)
r — l'kJ_AICk(A, 7“0).

Ze vztaht .1) a (2.2) vyplyvd, Ze minimaliza¢ni vlastnost metody sdruZenych gradi-
entti maZeme vyjadfit nasledovné
|l —axfla=  min - flz—yla.
yEzo+Ki(A,ro)

Krylovtiv podprostor (A, ry) neni nic jiného neZ mnoZina vSech linedrnich kombi-
naci vektort ro, Arg, ..., A¥ " 1ry. Tzn. Ze libovolny vektor z tohoto prostoru 1ze psat ve
tvaru ¢(A)ro, kde ¢ je polynom stupné nejvyse k — 1. ReSeni z;, miZeme psét ve tvaru
polynomu z;, = x + q(A)ry a stejné tak chybu v k-tém kroku ) = 2 — z;, 1ze psét ve
tvaru

e®) = (x — x0) — (x, — x0) = — 20 — q(A)rg = e — Ag(A)e® = p(A)el®,
kde
p(A) =T—Aq(A)

je polynom stupné nejvyse k s vlastnosti p(0) = 1. Z minimality A-normy k-té chyby
e®) plyne

|z = alla = lle®la = min|lp(A)e@]la, (2.3)
kde 7, je mnozina vSech polynomt stupné nejvyse k, pro které plati, Ze p(0) = 1. Uva-
Zujeme spektralni rozklad matice A = QAQ’, kde A = diag()\;,...\,) aQ'Q =1Ta

definujeme si vektor
T _ 7
w=(wi,...,wn)" = Q 1o,
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ktery je projekci pocate¢niho rezidua ry do prostoru vlastnich vektort matice A. VyuZijeme-

li vztahtt mezi euklidovskou normou a A-normou vektoru v ||v||a = ”A%’UH, muzeme
psat

Ip(A)e@x = [Ip(A)A 2O 2 = [[p(A) AL 21|

- Jwsf?
= lp(A)AY 2wl =37 Hp())?
j=1 "7

a chybu v k-té iteraci CG ve vztahu muiZeme piepsat

n 1/2
(bl
i =l = ¥4 = min (Z O P @4
j=1

J

A-normu chyby v k-tém kroku CG s vyuzitim Ceby$evovych polynomf, Ize shora
omezit pomoci ¢isla podminénosti matice A. Plati viz [12]

k
lo—amla <2 (YA D)
VE2(A)+1

a k2 oznacuje ¢islo podminénosti matice A vzhledemk || - || spektrdlni normé
ra(A) = Al A7

Relativni A-normu chyby mtiZeme odhadnout shora nasledovné

le®]la A -1\
ECN (w/@(A) + 1) ' 29)

Tento odhad nam #ikd, Ze pokud je ¢islo podminénosti x2(A) velmi malé, konverguje

metoda sdruZenych gradientti rychle. Je-li ale ¢islo podminénosti velké, Zadnou tako-
vouto informaci nemédme, protoZe 1ze najit matice, které maji velmi velké ¢islo podmi-
nénosti a presto metoda sdruzenych gradientt konverguje rychle.

V praktickych vypoctech se snazime zvysit rychlost konvergence tim, Ze pouZijeme

pfedpodminéni matici P

P'AP Pz =P 1

Matici P volime tak, aby byla reguldrni a umoznila nam zrychlit konvergenci CG. Jed-
nou z moZnosti je snaZit se, aby ¢islo podminénosti matice P~ AP~ bylo mensi nez
¢islo podminénosti matice A. Pro pfedpodmirniovani je mozné pouZzit napf. netplny
Choleského rozklad.
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2.5 Zastavovaci kritéria

Existuji rizné moZnosti, jak testovat kvalitu aproximace x; a podle toho rozhodovat o
zastaveni metody sdruZenych gradientti. Ukézali jsme, Ze je pfirozené soustiedit se na
A-normu chyby, protoze zachovava minimaliza¢ni vlastnosti metody sdruzenych gra-
dientti. V ¢lanku [1]] bylo ukdzano, Ze pokud napf. chceme numericky pomoci metody
koneé¢nych prvki fesit eliptickou parcidlni diferencidlni rovnici v samoadjungovaném
tvaru, je vhodné jako zastavovaci kritérium pouZit relativni A-normu chyby, protoze
odpovida relativni chybé mezi pfesnym a diskrétnim feSenim dané parcidlni diferenci-
alni rovnice. Relativni A-normu chyby

|z — 2¢||a
]| a

béhem CG iteraci nezndme, protoZe nezndme pfesné feSeni z. Je ale moZné tuto hodnotu
odhadovat pomoci kvadraturnich pravidel. Déle ukaZeme odvozeni odhadu algebraic-
kou cestou viz [2]. Jeho souvislost s Gaussovou kvadraturou si ukdZeme pozdéji.
Na chybu (z—z;) 1ze pohliZet jako na rozklad A-ortogondlnich komponent a pomoci
Pythagorovy véty ji miiZeme zapsat takto
lz = 2;lla = llz = 2jaalla = vellpella = welirell® (2.6)

Seltenim vztahti (2.6) pro j = k az j = k + d pro d > 0 dostaneme

k+d—1

|z = 2l — o — zpealla = Y llrsll (2.7)
=k

Vyraz .7) l1ze pouzit k odhadu A-normy chyby. Vime-li, Ze béhem d krokt poklesne
A-norma chyby tak, Ze plati

lz = willa > [lz — 2irallas (2.8)
potom odmocnina ze sumy na pravé strané dobfe aproximuje A-normu chyby v k-tém

kroku CG iteraci
k+d—1 1/2
[ER A N ( > %‘HTJ‘||2> :

j=k
Déle se budeme snazit o odvozeni dolniho odhadu relativni A-normy chyby. VyuZijeme-
li nasledujicich vztahti

|l = wolla = [lzl[a — 2020 + a5 Azo = ||z[[a — 0"z0 — (b — Aw) g

/A = llz = zolla + (b +70)" 0
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a dosadime do (2.7) dostaneme

k+d—1
lellh = llo = @esallh = b+ o) a0 + D ™ 29)
=0
Pokud je spInéna podminka ||z — zo||a < ||z| a plati
o _ oz —aplld — llv — weralla _ Nl — zella

0< Ok =

lzl[2 = ll= = x-valla (&5

Nerovnost plati z algebraického vztahu pro redlnd ¢isla o, 3,7, kde 8 >y >0a 8 > «

B—y =B

S pouzitim vztaht (2.7) a (Z.9) je moZné vyjad¥it o, 4 ndsledujicim vztahem

k+d—1 1/2

pos— ( ik il )

k.d — k+d—1 :
(b+70)Two + D525 Il

Pokud béhem d iteraci dojde k dostatecnému poklesu A-normy chyby, g;, 4 ndm dava
dobry dolni odhad relativni A-normy chyby v k-tém kroku. Otazkou ale zistava, jak
volit parametr d, neboli jak poznat, Ze doslo k dostatecnému poklesu A-normy chyby.
Touto otdzkou se budu zabyvat déle, zvl4sté v experimentalni ¢ésti.

Jednou z dal$ich moZnosti jak sledovat kvalitu aproximace je testovat normovanou
relativni zpétnou chybu. Aproximaci z; si miZeme predstavit jako pfesné feSeni poru-
Sené (perturbované) soustavy

a-y o

(A + AA)zy = b+ Ab. (2.10)

AAL 1A

a tak,
1Al Rl
aby z; bylo pfesnym fesenim (2.10). Normovanou zpétnou chybu o(z;) l1ze vyjad¥it ve
tvaru viz napft [2]

a nas zajimé nejmensi velikost moZznych poruch méfenych pomoci

7]
ol + [1AN el
Dalsi moZnosti jak testovat kvalitu feSeni je chdpat rezidum rj v k-tém kroku CG,
pro které plati Az, = b — 1, jako zménu pravé strany

o(zy) = |

Azy =b— Ab. (2.11)

Tell . s PR y . ket 3
Potom hodnota H ndm udava relativni velikost zmény pravé strany a feSeni z;, je
pfesnym FeSenim (2.11). Nékteré vyhody & nevyhody téchto kritérii je mozné nalézt

napft. viz [1]
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2.6 Lanczosuv algoritmus

Lanczostv algoritmus ndm generuje ortonormaélni baze v, ..., v, Krylovova podpro-
storu Ky(A,v;). Lze ho snadno odvodit z Arnoldiho algoritmu, ktery je zaloZen na
Gram-Schmidtové ortogonalizaci. Arnoldiho algoritmus lze reprezentovat maticové né-
sledujicim vztahem

AV, = V. Hy, + hiy1 10161

kde matice A € R"*", vektor v € R", V, = [v1, ..., v¢] je matice s ortogondlnimi sloupci,
které jsou generovany algoritmem.
H,, € C***je horni Hessenbergova matice.

[ hig hig s .. hig ]
hop haoo has ... ha
H= .. .. ..
o hgog
L k-1 Pk

Je-li A symetrickd, pak plati

Potom matice Hj, je pouze tfidiagondlni. V dal$im textu je oznacovéna jako Tj.

[ B i
Ba p P
Ty = B3 -
Br
i Br o

PouZijeme-li Arnoldiho algoritmus pro symetrickou matici A, ziskdvdme ortogo-
nélni bazi pouze pomocdi tficlenné rekurence. Takovyto algoritmus se nazyva Lanczo-
stv. Maticové mtiZzeme Lanczostv algoritmus zapsat takto

AV, =V, Tj + Bei1Vk164 -

RozepiSeme-li si maticovy zapis po jednotlivych sloupcich, dostaneme nasledujici reku-
rentni vztah
/BjJrlUjJrl = AU]' — QU5 — ﬁj’l]jfl, kde j = 1, RN k. (212)

Lanczostv algoritmus ndm tficlennou rekurenci generuje ortogondlni bazi Krylovova
podprostoru, kde (3,1 je normaliza¢ni koeficient a koeficient o;; uréime z podminky
ortogonality vektort v;;-Lv,
N * .
a; = vjAvj.
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Protoze matice A je symetrickd, lokdlni ortogonalita vektort v;;1,v;, v;—1 ndm zarucuje
lobalni ortogonalitu vektoru v, ke vSéem pfedchozim vektortim.
i+

Algoritmus 2. Lanczostiv algoritmus
vstupni data A, v

Vo = 0

v =v/|v]|

p1=0

fork =1,2...

w = Av — Br_1vr1
= v w

wW =W — VL

Br1 = |lwl|

Vpy1 = W/ B

end

2.7 Vztah mezi CG a Lanczosovym algoritmem

Lanczostv algoritmus aplikovany na matici A a vektor v generuje ortonormalni bazi
{v1, ..., s} Krylovova podprostoru (A, ). Ukdzali jsme, Ze pro aproximaci z;, plati
xy, € ko + Ki(A, 1), 1ze ji proto vyjadfit ve tvaru

T = xo + Vi,
kde Vi = [v1, ...vx] a yi je vektor soufadnic. Reziduum v k-tém kroku mtizeme zapsat
rr=b—Axr =b— A(xo+ Viyr) = 70 — AViys.

Reziduum je ortogondlni k prostoru K;(A,ry) a tedy musi byt ortogondlni i ke vsem
bazovym vektortim vy, ..., v; a plati

0=Vir,=Vi(ro— AViy) = |[roller — VAV, = [Iroller — Trys,

kde T} je Jacobiho matice vznikajici v priabéhu Lanczosova algoritmu. Aproximaci zy
v metodé sdruZenych gradienti 1ze pocitat pomoci Lanczosova algoritmu. Miizeme ji
vyjadfit ve tvaru

T, = 2o + Vi, 70ller = Ty (2.13)

Je tedy vidét, Ze jak metoda sdruZenych gradientti s pocateénim x, tak i Lanczostv
algoritmus s poc¢atecnim vektorem 7, generuji ortogondlni bazové vektory w; Krylovo-
vych podprostorti tak, Ze plati

Wj+1 S le+1(A,7’0> Wji+1 1 le(A,To), kde j = 1, vy k.
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V metodé sdruZenych gradientti jsou témito vektory rezidua r;, v Lanczosové algoritmu
to jsou ortogonalni vektory v;, ;. Vektory w; jsou ur¢eny jednoznac¢né aZ na nasobek. Z
toho jiz vyplyvé, Ze normalizovand rezidua jsou rovna vektortim v;,; aZ na znaménko.
To uréime tak, Ze porovname algoritmy 1.CG a 2.Lanczostv algoritmus a z toho jak jsou
tyto vektory pocitany, dostaneme vztah mezi nimi

Vj+1 = (—1)]—, j = O, ,k’

Jesté urcime jaké jsou vztahy mezi koeficienty v Lanczosové algoritmu «; a 3; a koe-
ficienty vystupujicimi v metodé sdruzenych gradienti v; a J,. Rezidua r; a smérové
vektory p; jsou v metodé sdruzenych gradientt pocitany ve dvou dvouclennych reku-
rentnich vztazich

rj=Trj-1—Y-1Apj—1,  pj=r1;+0;pj-1.
Budeme-li tyto vztahy ddle upravovat, miizeme reziduum r; vyjadfit pomoci jedné
tficlenné rekurence.

Ty ="7Tj-1— 'Vj—lApj—l

= T’j_l —_— 'yj_lA(r]_l + 5]—1p]—2)

i —Tj_
=7Tj_1— Vj—1Arj_1 — V-10j1 =2 =
-2
8 6
Vi-2 Vi—2
(2.14)
VyuZzijeme-li toho, Ze plati
175 T
\/KI ’ a v =(—1) e
T riall ! 17511
muzeme rekurenci (2.14) viz [2] upravit na nésledujici tvar
V9 < 1 5 ) 5
Vg1 =Av; — | — 4+ —L— v, — LT——v;_;. (2.15)
Vi o\ vw—2) 7 e

Dostali jsme tedy tvar, jehoz koeficienty u v; a v;_; miiZeme porovnat s tficlennou reku-
renci (2.12) a tim ziskdme nasledujici vztahy

d; 1 0
Bit1 = —\FJ aj = — + 2. (2.16)
Vi-1 Yi-1 o V-2
Vztahy mlizeme zapsat v maticovém tvaru pomoci Jacobiho matice T,
o f2 0

.= |2 (2.17)

0 e B

Br o
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r 1 -
— 0
1 0 Yo 1
N 0 -
0o .-
| 1
L Ve—1

a je tedy ziejmé, ze LDL™ faktorizace Jacobiho matice T}, mtiZeme zapsat pomoci ko-
eficientt v, a §; a plati
T, = L,D,L}. (2.19)
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Kapitola 3

Ortogonalni polynomy a Gaussova
kvadratura

3.1 Ortogonalni polynomy

V této ¢asti uvedeme ortogondlni polynomy na kone¢ném interval[a, b] € R vzhledem
ke skaldrnimu soucinu definovanému pomoci Riemann-Stieltjesova integralu viz [6].

Definice 3.1.1. Riemann-Stieltjestiv integrdl redlné spojité funkcef(\) podle funkce w(\) na
intervalu [a, b] je zapsdn takto

b
/ FA)dw(N). (3.1)

Uvazujeme omezeny uzavieny interval [a,b]. Necht’ m je libovolné délent tohoto intervalu tak,
Zea=py<p <---<p,=banormu toho déleni si definujeme jako

.....

||| = j:HllaXN(Pj — Pj-1)-

Riemann-Stieltjesiiv integrdl je definovdn jako limita (pokud existuje), normy ||| na intervalu
la, b] jdouct k nule, ze sumy

> fle)@lpirn) = wlps),

piE™

kde c; je libovolnyj bod z intervalu [p;, p;+1]. Tedy

[ o) =t chz w(pisa) — w(p)

|7r||—>0

1V této kapitole b zna&i hranici intervalu, ne vektor pravé strany jak tomu bylo v predeslé kapitole.
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Obrazek 3.1: Distribu¢ni funkce w(\)

Riemann-Stieltjestiv integral existuje, pokud funkce f je spojitd a funkce w(A) ma
kone¢nou variaci na intervalu [a, b].

Riemanntv integral dostaneme, jestlize dw(\) = d\. JestliZe w je spojitd a diferenco-
vatelnd, potom integrél (4.24) je rovny

/ FO (VA

Méjme uzavieny interval [a, b]. V dalsim textu budeme uvazovat funkci w(\), kterd je
neklesajici, po ¢astech konstantni a je uréena uzly );, které jsou uspofadany nasledovné
a <M\ <..<M\, <bviz obrazek[3.1l

Necht wy, ..., w, jsou kladnd &isla, kterd budeme nazyvat vdhy a jsou normalizovand

tak, ze
n
D wi=1
j=1

a dale budeme uvazovat, Ze funkce w(\) je uré¢ena body \; a kladnymi &isly wy, ..., wy,

néasledovné )

0 pro A <Ay,
k
w(A) = Zwi pro A, <A< Ag1, 1<EkE<n, (3.2)
i=1
1 pro A, <A

Takovouto po ¢astech konstantni funkci w(\) budeme nazyvat distribu¢ni funkci. Potom
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Riemann-Stieltjestiv integral Ize zapsat ve tvaru sumy

b n
/ FON) = e f (V). (3.3)

Definujeme skaldrni souc¢in dvou polynomti pomoci Riemann-Stieltjesova integralu s
takovouto distribu¢ni funkci

.aha = [ POVINE) = 3 wiph)a(n) 64

Lze snadno ovéfit, Ze (p, q),, je skute¢né skaldrni soucin.

Definice 3.1.2. Méjme uzavieny interval [a,b] a distribucni funkci w(\) tak, jak jsme si ji
definovali vijSe. Rekneme, Ze posloupnost polynomii 1;,i = 0,1, ... je ortogondlni vzhledem ke
skaldrnimu soucinu (3.4), jestliZe je stuperi polynomu 1 roven i a plati

/ i (N)h;(N)dw(N) =0 pro i #j.

Norma polynomu ) je definovdna takto

el = ( / bw<A>2dw<A>)1/2.

Vime, Ze mnozina takovychto polynom ; tvoii vektorovy prostor.

Véta 3.1.1. V takovémto vektorovém prostoru se skaldrnim soucinem existuje posloupnost orto-
gondlnich polynomii 1.

Diikaz. Dtikaz lze provést matematickou indukci. Zvolme polynom vy rovny nenulové
konstantni funkci. Takovy vektor tvoii ortogondlni bazi. Dale budeme pfedpokladat, ze
polynomy )y, . . . ¢, tvoii ortogondlni bazi a chceme ukézat, Ze 1ze urcit polynom 1,
tak, aby tvofil ortogondlni bazi

k
k
P41 = Z cith; + ezt

i=0
Protoze poZadujeme, aby polynomy byly ortogonalni dostaneme podminky

k
(Wi, Y ety + ™), =0, =12,k

1=0

Indukénim predpokladem ziskame
¢V, V) = Crp1 (W1, 2, =12,k
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a tedy

b
i — <¢jaxk+l>w Cril = fa :L‘kJrlqu)jdw
o _\Fpr Jw g=—de T
’ (V55 ¥5)w f;’ Y2 dw
Koeficient ¢, zvolime jako libovolnou nenulovou konstantu. OJ

Uvazujeme monické ortogondlni polynomy.
Véta 3.1.2. Monické ortogondlni polynomy 1o, Yn, . .. Ypy1 Ize pocitat t¥iclennou rekurenci
Vi (z) = (x — ap)e — Bribr—1(x) (3.5)
Yo(z) =1, ¢ =z—an
Koeficienty oy, a By, jsou ddny
Jo w0k ()d Jo V()
ap = —m——— =4
IACLE S VR ()

Diikaz. Méjme dan polynom 1)y, coZ je polynom stupné k + 1 a mtiZeme jej tedy zapsat
jako linedrni kombinaci pfedchozich polynomi

B

T = Chp1Vks1 + Cpi + - - -+ a1 + cotdo.

Pokud tento vztah pfendsobime polynomem v;, kde j = 0,1,...,k — 2 a celou rovnost
zintegrujeme od a do b podle dw(z), dostaneme

Uk, 205) 0 = Crg1t (Vir1, Vi) + Ck(Vhs Vg + - -+ 1 (1, Vj)w + co(Yo, Vj)w- (3.6)

VyuZijeme ortogonality a potom levé strana rovnice bude rovna nule. Stejné tak na
pravé strané rovnice vyuzitim ortogonality budou vSechny c¢leny nulové, az na ¢len
c;j(¥j,1%;)w. Z toho plyne, Ze koeficient ¢; je roven nule pro j = 0,1,...,k — 2. A je
tedy zfejmé, Ze nenulové jsou pouze koeficienty ¢ 1, ¢, cx—1. Jednoduchymi tpravami
vzorce (3.6) ziskdme vztahy pro koeficienty oy a f;. Koeficient ¢4 je rovenjedné. O

Budeme-li uvazovat polynomy, které jsou vzdjemné ortonormdlni dostaneme ndsle-
dujici rekurentni vztah viz [6]

VBer1rii(N) = (= aptnN) = VBrbk-1(V), k=0,1...

1 b
Y_1(A) =0,1(N) = \/ﬁ’ By = / dw,

kde koeficienty oy a 5 jsou stejné jako v pfipadé rekurentniho vztahu pro ortogondlni
polynomy a dtikaz by se provedl analogicky.
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T¥i¢lennou rekurenci pro vektor Py, = [)g(A), ¥1(N), ..., ¥x_1(\)]" 1ze potom pomoct
Jacobiho matice

Te=| o . . . (3.7)

Br-1 Qp_1 \/@
i VB

zapsat nasledovné
APy = TPy + \/ Brtoe (Ve (3.8)

kde e* je k-ty sloupec jednotkové matice velikosti k.
Je-li 1 koFenem polynomu v, plati, Ze ¢ (1) = 0 a tfi¢lenna rekurence (3.9) pomoci
Jacobiho matice ndm dava vztah
Py = Ty Py, 3.9)

protoZe z definice vime, Ze ¢y # 0 musi byt P; netrividlni vlastni vektor a ;¢ vlastnim
¢islem Jacobiho matice T. Navic 1ze ukdzat, Ze kofeny ortonormdlniho polynomu
jsou redlné a jednoduché a tedy vSechny jeho kofeny jsou vlastnimi ¢isly matice T.

3.2 Kvadraturni pravidla

V této ¢asti definujeme kvadraturni pravidla v souvislosti s Riemann-Stieltjesovym in-
tegralem viz [3] a ukdZeme, jak je moZné pocitat uzly a vahy jednotlivych kvadraturnich
pravidel viz [6].

Méjme distribu¢ni funkci w na uzavfeném intervalu [a, b]. Potom n— bodové kvad-
raturni pravidlo funkce f(t) je uréeno nasledovné

b n
[ r0det) = > wt(m) + B, (3.10)

kde suma na pravé strané aproximuje integral na levé strané a R, je chyba aproximace,
jejiz velikost obvykle neni zndma piesné. 7, jsou uzly, které jsou vzdjemné rtzné a w,
se nazyvaji védhy kvadraturniho pravidla. Rikdme, Ze kvadraturni pravidlo (3.10) m4
stupen pfesnosti h, jestlize

R,(p) =0  provsechny polynomy  p € Py,
kde P;, je mnoZina vSech polynomi stupné h a zdroven existuje né€jaky polynom ¢ €
P11, pro ktery R, (q) # 0. Kvadraturni pravidlo (3.10) se stupném piesnosti h = n — 1
se nazyva interpolac¢ni. Funkce f mtiZe byt aproximovana interpola¢nim polynomem,

napt. Lagrangeovym polynomem.

24



Véta 3.2.1. Mé&jme k € N takové, Ze 0 < k < n, kvadraturni pravidlo 3.10) md stuperi
presnosti h = n — 1 + k prdvé tehdy, kdyzZ jsou splnény obé ndsledujici podminky

1. Pravidlo (3.10) je interpola¢ni

n

2. pro polynom r,(t) = H(t — 7;) plati

T=1

b
/ ro(t)p(t)dw(t) =0 provsechny  p € Py_;.

Dtikaz mtizeme nalézt napt. viz[3].

Jestlize funkce w je kladnd a k = n, tedy h = 2n — 1 kvadraturni pravidlo (3.10) ma
nejvyssi mozny stupen pifesnosti. Pokud bychom polozili £ = n + 1, znamenalo by to,
Ze bychom vyZzadovali podminku ortogonality w vSech polynomii stupné h < n, coz by
ale znamenalo, Ze polynom

[I¢-7)

k=1
je ortogondlni sdm na sebe a to neni mozné. Optimdlni kvadraturni pravidlo s k& = n
ma tedy stupen pfesnosti h = 2n — 1 a nazyva se Gaussovo kvadraturni pravidlo. Pod-
minka ortogonality ndm potom ukazuje, Ze uzly 7, jsou kofeny ortogonalniho poly-
nomu stupné n s vahovou funkci w.

Vyuzijeme-li pfedchozich poznatki mtizeme aproximaci Riemann-Stieltjesova inte-
gralu zapsat pomoci Gaussovy kvadratury nasledovné

[ FNde) = Yot () + B, e RuEa) =0 @D

R, (f) je chyba aproximace v n-tém kroku Gaussovy kvadratury, kterd ma ndsledujici

tvar napft. viz [3]
@)y [ [ 2
R (f) = f(zngl)/a (H(A—M) dw(N),

v=1

kde 7, jsou uzly Gaussovy kvadratury, které obecné nezndme. Nékdy je ale vyhodné po-
uzit kvadraturni pravidlo, ve kterém si pfedepiSeme néktery uzel resp. uzly 7; a ostatni
ur¢ime tak, aby kvadraturni pravidlo mélo co nejvyssi stupen pfesnosti. Pokud volime
jeden uzel 74, vétSinou si pfedepisujeme 7, = a nebo 7; = b nebo se predepisuji oba sou-
¢asné. Pro aproximaci Riemann-Stieltjesova integrélu s pfedepsanymi uzly dostaneme
nésledujici tvar

b k m
| T = () + 35 ) + Rulh)
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a chyba aproximace Rj(f) ma tvar

2k; m)
Rk(f)_ . /H —F)TTO = 7)Pdw(N).

(2k + m)! 1

e Pro m = 0 dostaneme Gaussovo pravidlo tak, jak jsme si ho definovali vyse. Pro
chybu R, (f) je ze vztahu vidét, Ze pokud je f** > 0 pro viechny \ € [a, b], potom
R(f) >0

e pro m = 1 dostaneme Gauss-Radau pravidlo a pro chybu aproximace R, (f) je ze

vztahu vidét, predepiSeme-li 7, = a, pak pokud f*** < 0 pro viechny A € [a, 0] a

a < Ay, R (f) < 0. Analogicky, pokud 7 = ba f®**1) > 0 pro vSechny A € [a, b]
ab> )\, potom R;GRb)(f) >0

e prom = 2 dostaneme Gauss-Lobatto pravidlo a pro chybu aproximace R,,( f) plati,
predepiSeme-lisi 7, = aa 7 = ba f**™ > 0 pro viechny A € [g,b]aa < )\, a
b > \,, potom R,(gGL)(f) < 0.

Chceme-li pocitat uzly a vahy Gaussovy kvadratury, jednou z moznosti je vyuzit
pfedeslych poznatkd o ortogondlnich polynomech a jejich souvislosti s Jacobiho ma-
tici. Jak jiz bylo feceno, kofeny ortogonalnich polynomi jsou uzly Gaussovy kvadra-
tury. Mé&jme posloupnost polynomt py(A), pi(A), ..., které jsou ortonormalni s distribuéni
funkci w a tedy plati

b .
[ nomeaee = {5 B2

a polynom p,, md stupen pfesnosti h = k. Vime, Ze kofeny polynomu p;, lezi v intervalu
la, b]. Ukédzali jsme, Ze posloupnost téchto polynomt je uréena tii¢lennou rekurenci (3.7),
kterou mizeme zapsat pomoci Jacobiho matice T (3.9). Z toho vyplyv4d, Ze vlastni ¢isla
Jacobiho matice (Ritzova ¢isla 0;), kterd, jak jsme ukézali, jsou také kofeny polynomii
Pk, jsou uzly Gaussovy kvadratury. Vahy w; 1ze ur¢it pomoci vlastnich vektort Jacobiho
matice.

Chceme-li pocitat uzly a vahy Gauss-Radau kvadratury, znamena to, Ze si pfedepi-
Seme jeden uzel 7; a ostatni uzly uréime tak, abychom dosahli co nejvétsi algebraické
pfesnosti. Pouzijeme Gaussovu kvadraturu, o které vime, Ze ma optimalni stupen pres-
nosti 2n — 1 a zkonstruujeme novy polynom ¥, tak, aby ndmi pfedepsany uzel napft.
71 = p byl kofenem tohoto polynomu a aby tento novy polynom ¥, byl ortogo-
nélni ke vSem pfedchozim polynomtm ;. Takovyto polynom mtiZzeme vytvofit po-
moci t¥iclenné rekurence (3.5), coZ zapiSeme nésledovné

0= Br+10kt1(p) = (1t — dps) () = Bete—1(p), k=0,1,... (3.12)
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To znamend, Ze chceme urcit &y, tak, aby 71 = p bylo vlastnim ¢islem modifikované
matice T} ;. Vztah (3.12) ndm dava nésledujici podminku

~ Yr—1(p)
Qg1 = fL — .
k1 = 10— Br ()
Oznacime si 5,2” - ¢£_z(l; ) . Da se ukazat viz napt. [6], Ze (5,5;“ ) uréime jako posledni
K\

slozku vektoru, ktery ziskdme jako feSeni soustavy s posunutou Jacobiho matici (T} —
pl)s™ = Bie*, coz mtizeme maticové zapsat nésledovné

ar—p B0 5 0
[/ : _ |

0 ' - B 51(;?1 02
Br—1 g —p 5,2”) Bi

Z Choleského rozkladu posunté Jacobiho matice (T) — pI) se jiz dd snadno ukazat, Ze
pro a1 plati
2

W s _ B
koo % = :

O — 1
Jacobiho matice T}, odpovidajici Gauss-Radau kvadratute s piedepsanym uzlem 7, =
i ma potom nasledujici tvar

pp1 = i+ 0 (3.13)

ar B
B g
Tgﬁl: e Bt 319
Be-1 Br
B dl(’fle

Chceme-li pouzit Gauss-Lobatto pravidlo, pfedepiSeme si 71 = pa 75 = 1 a budeme

postupovat stejné jako v pfedchozim odstavci. Budeme chtit, aby platilo

0= Brr1Prir () = (1 — ) r(p) — Brtosa(p), k=0,1,...,
0= Ber1¥ri1(n) = (1 — s or(n) — Bute1(n), k=0,1,...,

tim ziskdme soustavu dvou rovnic pro neznamé &\ a 3"

_ 2 _ 2
dii/ﬂ) _ M+< lium)) 5}({#)’ d}({lﬂ) _ 77+< éum)) 5}87)’ (3.15)

kde 5,8‘ ' a (5,87) opét uréime jako posledni sloZzku feSeni systému rovnic s posunutou Ja-
cobiho matici
(Ty, — pI)o®W = g2k a
(T — n1)6"™ = B2eF,  kde
30 = [0 6w a6 =[5 ... 6.
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Jacobiho matice T}, odpovidajici Gauss-Lobatto kvadratuie s pfedepsanymi uzly 7, =
[t a7, = n ma potom nasledujici tvar

aq 51

51 (8%
T = o B . (3.16)

2wm)  ~(pm)
k k+1
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Kapitola 4

Odhady normy chyby

V této kapitole ukdZeme souvislosti mezi CG, Gaussovou kvadraturou, Jacobiho matici
a ortogondlnimi polynomy viz napt. [11] a jak diky témto souvislostem je mozné odha-
dovat A-normu chyby ||z — xi||a popf. euklidovskou normu chyby ||z — x|z V k-tém
kroku CG.

4.1 Souvislosti mezi CG a Gaussovou kvadraturou

Méjme vlastni ¢isla matice A usporddany vzestupné tak, Zea < A\ < Ay < ... < A, <b.
Uvazujme distribu¢ni funkci w(\), pro kterou plati

(

0 pro A< A,

k
w(A) = Zwi pro M <A< Meq1, <k<n,
i—1

1 pro An <A,

potom Riemann-Stieltjestiv integrdl ma tvar

b n
/ fOde = Y el (V).

V kapitole o metodé sdruzenych gradientd jsme uvedli, zZe z;, = x¢ + ¢(A)r, kde gi(A)
je polynom stupné k, tedy reziduum r, mtiZeme zapsat jako polynom matice A a plati
i = qx(A)ro. Podobné je mozné odvodit nasledujici vztah pro vektory v, vznikajici v

Lanczosové algoritmu
1

Vi1 = Pi(A)vr - m>
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kde 7; je polynom stupné j. UzZitim ortogonality mizeme odvodit

145 (A)or]| = Jun [ (Aol = Join (Z(Ulaui)zwz()‘i)) , (4.1)

kde M oznacuje mnozinu monickych polynomt stupné j. UvaZujeme-li CG nebo Lan-
czosuv algoritmus, ziskdvame posloupnost monickych polynomii 1, ¢4, v, . . ., 111, které
jsou ortogondlni vzhledem ke skaldrnimu soucinu (3.4), jak jsme si ho definovali v ka-
pitole o ortogonalnich polynomech

(FNgN)ew = Zwif(A )g(Ai)

kde véhy w; jsou ureny takto

Wws Ul7uz 7 E wz_l

Potom vztah (4.I) mtazeme pfepsat ve smyslu Rlemann-Stleltjesova integralu

1
b 2
2 :_
(S argwrg}\r/ll‘ (/a ) ()\)dw) , j=1,2,....n.

Jak jiz bylo feceno, iterace CG resp. Lanczostiv algoritmus se startovacim vektorem
|70|lv1 resp. vy urcuji symetrickou tfidiagondlni Jacobiho matici T}, jejiz vlastni ¢isla
(Ritzova cisla ¢;) aproximuji vlastni ¢isla matice A. Rozklad Jacobiho matice mtizeme
psat

T; = S;0,S} s.Ts.:s-s.T:I

J 70
kde ©, = diag(6y, ... ,0;”), S, = [s¥,..., 5 )], Analogicky jako ]sme zkonstruovah
vahy w; a distribu¢ni funkei w(A) pro matici A, zkonstruujeme vahy wi ) a distribuéni
funkci w') pro Jacobiho matici T}

W = (e, s, YWl =1
aproa < (99), ey QJ(.j) < b, je prvnich j vektort z posloupnosti {1, 1, s, ..., 1, } uréeno

podminkou
J)
Jg}&l] (/ w dw ))

Potom j-tou aproximaci Riemann-Stieltjesova integrdlu pomoci Gaussovy kvadratury
zapsanou takto

1/2

k
[ o) = 3l ), 42)
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nazyvame j-bodovym Gaussovym kvadraturnim pravidlem. Pro polynomy, které jsou
stupné 2n — 1, dostdvame pfesnou hodnotu Riemann-Stieltjesova integralu. Necht’ tedy
mame matici A a poc¢atecni vektor rezidua r, potom Riemann-Stieltjestiv integral a jeho
aproximace pomoci Gaussovy kvadratury jsou pro j = 1,2, ..., n jednozna¢né urceny.
Pak distribu¢ni funkce w) jednoznaéné uréuje matici T; a ta spole¢né se vztahy (2.13)
ur¢uje CG aproximace ;. Budeme-li uvazovat funkci f(A) = X! resp. f(\) = A7,
muzeme vztah (2.4) psat ve smyslu Riemann-Stieltjesova integralu a dostaneme

n b
Wi _
o = aolly = ol 32 = ol [ A () @3)
i=1"" a

n b
Wi —
o = ol = Il Y- 55 = Il | -2
i=1 a

s pouzitim vztaht

|z — zol|a = (ro, A 'rg) = [Irol|*(e1, T er) = ||rol (T )1 (4.4)

lz = zoll* = (ro, A™%r0) = [[roll*(ex, T,,%e1) = 7ol (T, )10

muizeme Riemann-Stieltjestv integral pro funkci f(\) = A" resp. f(\) = A\™? zapsat
nasledovné

/ab At dw(N) = (T, )1, /ab A 2dw(N) = (T;2)1.1.

Analogicky mtiZeme psat pro j-ty krok

b b
/ AN dwP (N) = (T )1y, / A2 dwP (X) = (T;%)14.

Je ziejmé, Ze pouzijeme-li f(A) = A%, mlizeme odvozovat i vztahy pro euklidovskou
normu ||z — xx||2, ale to nenf cilem této prace. Dalsi podrobnosti je mozné najit nap¥. viz
[9] a dale se budeme jiZ vénovat pouze A-normé chyby.

Ozna¢ime-li Ry (f) chybu k-té aproximace funkce f Gaussovou kvadraturou, mi-
Zeme Riemann-Stieltjestiv integral zapsat takto

b b
[ ) = [0y + Rl
coz miiZeme prepsat pomoci Jacobiho matice T

(T M01 = (T D+ RO,

n

Pfenéasobime rovnici ||r||* a uZitim vztahu (#.4) dostaneme

_ _ G _
lz = aoll% = Iroll” (T )11 = rolP(T un + ol PR AT, (4.5)

n
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1
Chybu aproximace v k-tém kroku pro funkci f(\) = X viz [7] 1ze zapsat ve tvaru

@ 1y e — x|
BT =0E

Dosadime-li chybu aproximace do vztahu (.5) dostaneme
I = zolla = ll7oll*(Ty i + [l — x4 (4.6)
Uzitim vztaht CG iteraci viz [11] 1ze ukazat, Ze rovnici (4.6) mtiZeme piepsat

k—1

lz = wolla = Y sllrsll® + Nl — 2.
5=0

Z tohoto vztahu a ze vztahu (@.6) mizeme vyjadfit rovnici pro (T} '),

k-1
_ 1
(T 1 = W Z”Yj”erz- (4.7)
=0

Pro odhadovédni A-normy chyby v CG pouZijeme Gaussovo kvadraturni pravidlo v
k-tém kroku

|z — @ol|A = lIroll (T )11 + |2 — 2la- (4.8)

Stejné tak mtizeme zapsat odhad v (k + d)-tém kroku pro d > 0
lz = ol = llroll*(Tylp)i + Rira(A ), (4.9)

kde T}, 4 zna&i matici vypoétenou v kroku k 4 d pomoci Gaussovy, Gauss-Radau nebo
Gauss-Lobatto kvadratury. Odeétenim vztaht (£.11) a (4.8) dostaneme

|z — 2| = [|7oll? ((T/;id)l,l - (T21)1,1> — Ripa(A7h). (4.10)

Oznacime si ) X
Qua = lIrol® (Tt s = (T3 na) (4.11)

V ¢asti o kvadraturnich pravidlech jsme uvedli, jaké podminky musi byt spInény, abychom
mohli fict, zda-lije R4 > 0 nebo R4 < 0.

e Pro Gaussovu kvadraturu je pro funkci f = A~* derivace f*" > (. Proto Rj44 > 0
a dostaneme dolni odhady A-normy chyby ||z — x4 a.

2k-+1)

e Pro Gauss-Radau” predpokladame )\, < napro funkci f = A~ je derivace f! >

0. Proto Rj.4 > 0 a dostaneme dolni odhady A-normy chyby ||z — 24/ a.
e Pro Gauss-Radau” predpokldadame p < )\, a pro funkci f = \! je derivace

f*D) < 0. Proto Ry, 4 < 0 a dostaneme horni odhady A-normy chyby ||z — x| -
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e Pro Gauss-Lobatto predpokldddme (1 < M A A, < 1) a pro funkci f = At je
derivace f®**» > 0. Proto Ry,4 < 0 a dostaneme horni odhady A-normy chyby
|z — k|-

Vypotet Qi 4 ndm dé horni resp. dolni odhad A-normy chyby podle toho jaké kvadra-
turni pravidlo pouzijeme. Z hlediska pocitacové aritmetiky neni vhodné pocitat prvky
(T, 112 (’i‘,;i 4)11 a potom je odedist, protoZe miiZeme ztratit pfesnost vysledku. Misto
odecitani téchto prvki si rozdil jesté upravime

k+d—2

(T_i )1 1= (lel)l,l (Tk+d) (Tl;rd i+ Z ]+1 (Tj_l)Ll] :

Z vyrazu (4.7) dostaneme, Ze
7ol [(T534)1a — (T Y] = llml%

Potom vztah pro @, ; miiZeme psat nasledovné

k+d—2
Qe = lIrol* (Tl = (Tky i) + 3 wllrl @12)
j=k
a A-normu chyby v k-tém kroku CG mtiZeme zapsat
) k+d—2
|z — zxld = lIroll? ((T/;-il-dh,l - (T/;id_ﬁl,l) + Z Yillril* = Riga(A7). (4.13)
j=k

Koeficienty v; a rezidua r; ziskdvdme v priibéhu metody sdruZenych gradientti tzn., Ze
problém odhadovéani A-normy chyby se ndm redukuje na problém, jak vypocitat rozdil
dvou prvki Jacobiho matic

((Tﬁd)m - (Tﬁid_1)1,1> : (4.14)

V &ésti o metodé sdruZenych gradientti a jejich souvislostech s Lanczosovym algo-
ritmem jsme ukézali, Ze v priibéhu CG ziskavdme koeficienty v; a d,. Tyto koeficienty
nam neuréuji pfimo Jacobiho matici Ty, ale jeji LDL” faktorizaci. ProtoZe se chceme
vyhnout explicitnimu vyjadfeni Jacobiho matice, odvodime si, jaky tvar ma LDL” fak-
torizace Jacobiho tfidiagonalni matice T a faktorizace modifikované Jacobiho matice
T}, odpovidajici Gauss-Radau a Gauss-Lobatto kvadratuie tak, jak jsme si je uvedli
ve vztazich (3.14) resp. (3.16). Téchto LDL” rozkladi poté vyuZijeme k po¢itani rozdilu
(@.14), . budeme pocitat (4.14) bez explicitnich znalosti prvkt modifikované Jacobiho
matice a tedy ukdzeme jak odhadovat A-normu chyby.
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4.1.1 Faktorizace tfidiagondlni matice

Méjme symetrickou tfidiagondlni matici T}, s prvky na hlavni diagonéle «; a s prvky
B; # 0 na vedlejsi diagondle.

[ By i
B
T, = . Bas (4.15)
Br—2 0k—1 Pr—1
L Br-1 g i
Potom faktorizaci LDLT matice T} = LkaLkT zapiSeme takto
1 0 TrMdy 0 171 4 T
Iy 0 ds 0 -
e . (4.16)
0 lp—1
L lh—w 11 L dp | L 0 1 ]

Jednotlivé prvky mtizeme pocitat ndsledujicimi rekurentnimi vztahy viz [10]

B,
d_]~’ dj+1 = Q41 — ﬁjlj,
J

dl = Oy, lj =

4.1.2 Faktorizace posunuté tfidiagondlni matice

PouZijeme-li Gauss-Radau nebo Gauss-Lobatto kvadraturu, pfedepiSeme si jeden resp.

z X7z

dva uzly, tedy jedno resp. dvé vlastni ¢isla Jacobiho matice T.;. Ukézali jsme, Ze hle-
~ ~ 2
dané prvky d,g‘fgl Jacobiho matice T}, ; ve vztahu (3.13) a hledané prvky &,Eff}) a (g

ve vztahu (3.15) pocitdime pomoci feSeni soustavy s posunutou Jacobiho matici T, — pI
a'T, —nl Tedy i LDL” faktorizaci modifikované Jacobiho matice 'i‘kH budeme pocitat
pomoci LDL” faktorizace posunuté Jacobiho matice.

LDL” faktorizaci matice T}, — ulI zapi§eme takto

T, — pul = I‘J}iu)]jl(cu)(iéu))T.
Jednotlivé prvky lze pocitat nasledujicimi rekurentnimi vztahy

CL:OQ—/,L, Z:—

Ly+1Dg1Li,, faktorizace modifikované matice Ty, s predepsanym jednim vlastnim
¢islem, kterd vznikne rozsifenim o jeden sloupec a jeden fadek prvky ;1 a 8, pomoci
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posunuté matice T, — I ma tvar

dr

T, = Lin L, (4.17)

+
dp
dl), |

kde

_ 2
Al = alty, = Byl = p+ % — dyly.
k

My ale chceme vyuzit pouze prvki LDL” rozkladu modifikované Jacobiho matice T,
a pomoci nich pocitat prvky c;l,(g’f:l.

Lemma 4.1.1. Mé&jme y rozdil od néjakého vlastniho ¢isla matice Ty, a odpovidajici LDL”
faktorizace matice T, a matice posunuté T, — pl zapiSeme ndsledujicimi vztahy

Tir1 = L1 DL, Tii1 — pl = Ly 1 Diya Ly .

Méjme Ty, modifikovanou matici tak, Ze predepiseme y jako vlastni ¢islo matice Ty.,,. Potom

plati
dgjr)l = dpy1 — Jgﬁl
Dtikaz mtizeme nalézt viz [10]. .
V tomto clanku[10] je také dokazana nésledujici rekurentni formule pro prvky dgﬁy

které viibec nemusime pocitat pomoci prvktt LDL” rozkladu posunuté matice Ty, —

11, ale pouze z prvki LDL” rozkladu Jacobiho matice T,Ef‘ )

drdy,

dy —

dy = p, J,Effgl =p+1 pro kE<1. (4.18)

Ly.+1Dy1Li,, faktorizace modifikované matice Ty1 s dvéma predepsanymi vlast-
nimi ¢isly i a 7, kterd vznikne rozsifenim o jeden sloupec a jeden fadek prvky a1 a Sy
pomoci posunutych matic Tj, — pI a Ty, — nI ma tvar

[ 1 1[d, 0 171 1, |
I, 1 0 e 0
0o . N . - . (4.19)
Iy ~1 dy, ) 1 ZNI({MJI)
| ] | i | | »
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Prvky dy11 a [}, 1ze potitat nasledujicimi vztahy viz [10] opét bez znalosti prvkt posu-

nutych matic Ty, — uI a Ty, — 71, ale pouze z prvkit LDL rozkladu matice T,

w2 _ (e = AP (di = ") = 1) 5
(émn)) _ k k (dl(cu) _ dg?))d%,

2

ey i = ) + pd — nd” () 2

den = e — (z};‘")) . (4.20)
E T Yk

Z ptedchozich uvedenych vztahti vyplyva, Ze kdyZ mame [;,_; a dj, prvky LDL” fak-
torizace modifikované Jacobiho matice T} pomoci Gaussova, Gauss-Radau nebo Gauss-
Lobatto pravidla, umime spocitat prvky [, a dy,; pouze pomoci pfedchozich prvki
LDL” faktorizace bez implicitniho vyjadteni prvkd matice T}..

4.1.3 Jak pocitat rtizné kvadratury pomoci modifikované Jacobiho ma-
tice

Uvedli jsme, Ze pro pocitdni odhadt A-normy chyby pomoci riiznych kvadraturnich
pravidel budeme potfebovat pocitat rozdil mezi prvkem (1, 1) modifikované Jacobiho
matice T}, a Jacobiho matice T} '. Rozdil téchto dvou prvkii lze zapsat nasledujicim
vztahem viz [6]
. 12
(Tifue = (T = (.. [y, (4.21)
di41

kde [, a aAlkH jsou prvky LDL” rozkladu modifikované Jacobiho matice ’i‘kH pomoci
Gauss-Radau a Gauss-Lobatto kvadratury, které umime pocitat pomoci odvozenych

formuli4.18 a

4.2 Algoritmicka realizace

NavédZeme na vysledky predchozi ¢asti, kde jsme ukdzali, jak pocitat prvky [, a dj
v LDL” faktorizaci matice T}, a modifikované matice Tj,,. VyuZijeme algebraickych
vztaht s koeficienty +; a J; po¢itanych metodou sdruZenych gradient(i a pouZijeme je k
pocitani hornich a dolnich odhadt A—normy chyby. Koeficienty I;, a dy, ve vztahu (£.16)
odpovidajici koeficientim ~; a d; ve vztahu (2.19) si mtizeme definovat takto

Pro ptedepsané uzly p a i dostaneme rtizné modifikované dy, podle toho jaké kvadra-
turni pravidlo pouZijeme. Nasledujici tvary koeficientti v, pro Gauss-Radau”, Gauss-
Radau a Gauss-Lobatto kvadraturu si definujeme takto

~ -1 ~ -1 ~ -1
= (@) A=)t A= ) (@)
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Uzitim vztahti pro d,, @I8) a (@20) miizeme rozepsat vztahy pro 7, nasledovné

N N ”Y;i )1 Ve—1
/YO — ’Yk )
K <% 1 %—1) + 0y,
w_ 1 A = Y
Yoo ==, W= : (4.22)
U n <%§ 1 %—1) + 0y,
() < W= Yo 1) <%(£)1 - %_1) (n—n)
R ) () ’
Yeli — Vk-1) — M ”Yk; 1~ Vk—1

(4.23)

Pouzijeme-li odvozeného vztahu @21) pro rozdil mezi prvkem (1,1) matice T} !, a ma-
tice T} |, a toho, Ze plati

Irall® - flreal®
lroll* ll7a—2l®

ol (I - - lk—1)® = 7ol *61 - - - 61 = [|7o])? = lre—1l?,

muzeme vztah .11) pfepsat takto

- -1 - 12 |12
mW(Kﬂ%)] —@ﬁnqzﬁkwmwzww,
1,1

k+1 dk+1

kde dkﬂ a Zk ndm oznacuje modifikované d~k;+1 a ZNk v z4vislosti na tom, jestli jsme pouZili
Gaussovu, Gauss-Radau™, Gauss-Radau'” nebo Gauss-Lobatto kvadraturu. Ozna¢ime
si

— (T | = wellrell?

g = lIrol®

gt = ol | | (T2

2 — (T | =3 rl? (424)
L 111
o
g = Iroll* | | (TFh) | = (T ) =347 el

B —1
g™ = || |2 <T§ff{)) ] — (T, ")y, )—%ﬁ””llm_ﬂﬂ
1,1

Diky blizkému vztahu mezi koeficienty fy,i“ ), *y,f;"), fy,g a hodnotami g, g,i” ), g,i ), g,i” )

(@.29) 1ze z (A22) jednoduse odvodit rekurentni vztahy pro gy, g,i ), g,i"), g,(g“ " a mtiZeme
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je pfepsat takto

(1)
91— 9k—1
" = llrelP—7= . (4.25)
1(gp2y — ge—1) + 7%
()
91 — Gk—1
R N

(921 = gr-1) + [|7&l?

g(um) _ (gl(cli)l - gk—l)(gl(i)1 - gk—l)(ﬁ — M)
PSS )
(g, = gr1) — (g — gen)

Nyni mtiZeme popsat samotny vypocet hornich a dolnich odhadt A-normy chyby po-
(1) ()

moci hodnot g, ¢,", 9", g,g“ " které dosadime do vztahu @13).
1. Nejprve vypocteme aproximaci feseni 5, pomoci metody sdruZenych gradienti
tak, jak jsme uvedli v prvni kapitole.

2. Ve druhé &asti, kterou jsme si nazvali Kvadraturni ¢dst spocitime hodnoty gy, g,i“ ),

g\, gt 7 odvozenych vzorct @25), které pouzijeme k odhadéim A-normy chyby

pomoci Gaussova, Gauss-Radau a Gauss-Lobatto pravidla.

7 Mz

3. Ve tfeti ¢asti vypocitdme jednotlivé odhady v kroku k — d metody sdruzenych
gradientt. Hodnoty jednotlivych odhada uréime nésledujicimi vztahy:.

Jestlize k > d pak

k
GQr—da = Z 9j
j=k—d+1
Odhad_GQ(k_d) = \/ GQk—d,d Gauss (426)

Odhad_GQEZl 0= \/ GQr—qa+ g,i“ ) Gauss-Radau”

Odhad GQ(k 0 \/GQk,d a4+ g,i") Gauss-Radau™

Odhad GQEZ "d) = \/GQk dd+ g(“ ) Gauss-Lobatto,

kde Odhad_GQ4—aq) a Odhad GQ , ndm pocitaji dolni odhad A-normy chyby pokud

n> A\ a Odhad_GQEZ)_ 4 @ Odhad GQEZ ) 4 ndm potitaji horni odhad A-normy chyby
pokud 1 < Ay an > A\,. MiZeme tedy zapsat algoritmus pro vypocet hornich a dolnich
odhadt A-normy chyby.
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Algoritmus 3. CGQ

input A, b, xg, u.n
ro = b— Axg,po = 19

roll? roll?
Il _ ol

7
for k = 1,2... k-ty krok metody sdruZenych gradientti
Jk—1 = ’ka1H7’k71H2,

91@1 — gk—1

() 2
g = |l ,
(g, = gi 1) + [Iril|2

g]({:ri)l — k-1
( y(g;i’l’l = 9n0) & Il
(G = gk-1)(g") — gr—1)(n — 1)

g = |Iral?

Ve =
(9", — gr-1) — (g — ge1)
odhady(k,d)

Tento algoritmus, ktery byl odvozen a popsan v [10] je zjednodusenim néasledujiciho
algoritmu 4.CGQL, ktery byl uveden v [4] a [5]. V [10] bylo také ukazano, Ze formule
pocitané novym algoritmem davaji pfesnéjsi vysledky ve smyslu relativni chyby.
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Algoritmus 4. CGQL

input A, b, xo,

To = b-Al‘O,pQ =To

6o =0,7_1=1,c1=1,8 =0,do1,a" = p,a"

for k£ = 1 to dokud konvergence nedosdhne ndmi poZadované piesnosti
k-ty krok metody sdruZzenych gradientt

1 Op—
o = ﬁ) 5}3 = —
V-1 271972 V-1
dk = O — Bkil
d2k_1’
c
I = ||r0||2—’;
. ) BQ 2C2
B =ae—al, @l =n+ 55 gl = ol =t
d K d (1) d. — 2
k k@i de — B
) NI B w 2 i
dk :Oék;_ak 7 ak+1_77+ *() g]g ||TOH
d n d (77) ﬁ
k+1) k
7(k) 3(n)
dfc“ m 4" ;! no__#
+1 dikn) _ j;gu) diku) (ﬂcn)

(~<w>>2:7‘7(“)‘7(m (n— 1)
k jé" g(u

(BIE;M 77)) Ck;

g = ||ro|? - —
dy, (C“kﬂdk (ﬁkll’n))
202
Cerl = gzk
odhady(k,d)

Pro tplnost uvddime i ptivodni algoritmus, ktery explicitné pocita prvky modifikované
Jacobiho matice Ty, ;. Ja tento algoritmus ve své praci pouzivala k nékterym numeric-
kym experimentiim pravé proto, Ze pfimo pocita koeficienty a1, G-
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Kapitola 5

Numerické experimenty

V této kapitole se budeme vénovat odhadovéani A-normy chyby pomoci riznych kvad-
raturnich pravidel vytvofenych v programu MATLAB™ podle algoritmu 3.CGQ tak, jak
jsme ho uvedli v pfedeslé kapitole. UkdZeme, jak pomoci tohoto algoritmu mtiZeme zis-
kat dobré dolni i horni odhady A-normy chyby v k-tém kroku CG. UkdZeme ale také
pfiklady, ve kterych mtiZeme ziskat velmi nepfesny dolni i horni odhad. Pokusime se
fici, jak tyto nepfesnosti odhalit, popf. jak je odstranit napi. vhodnou volbou parametru
d. Ke vSem experimentim jsem pouZzivala matice, jejichZ zdrojem byl MATRIX MARKET]
a THE UNIVERSITY OF FLORIDA SPARSE MATRIX COLLECTION?, jednotlivé parametry
matic jsou uvedeny v samostatné ¢ésti v zavéru kapitoly. Ve vSech experimentech jsem
pouzivala vektor pravych stran b jako vektor samych jednic¢ek. Pokud neni v grafu uve-
dend jind hodnota parametrd, volila jsem vzdy u = A, 7 = A\, ad = 1, kde A\; a A, je
nejmensi a nejvétsi vlastni ¢islo dané matice A vypoctené standardni funkci MATLAB™u
eig.m.

Na avod této kapitoly si ukdZeme, jaké odhady pomoci Gaussovych kvadratur mi-
7eme ziskat viz obrdzek 5.1l Gaussova a Gauss-Radau kvadratura nam déva dolni
odhad a Gauss-Radau® a Gauss-Lobatto kvadratura horni odhad A-normy chyby. Z
obrazku je vidét, ze dolni odhady Gauss a Gauss-Radau' jsou témét shodné, stejné
tak horni odhady Gauss-Radau”) a Gauss-Lobatto. ProtoZe se na prvni pohled zd4,
7e dolni odhad Gauss-Radau” ani horni odhad Gauss-Lobatto nam nedavaji vyrazné
jiné vysledky oproti zbylym dvéma odhadtm, v dalsi ¢asti se proto budeme zajimat
pfedevsim o chovani dolniho odhadu zaloZeném na Gaussové kvadratufe a o chovéani
horntho odhadu zaloZeném na Gauss-Radau*) kvadratute. Navic z hlediska praktic-
kého vyuziti, kde chceme volit 4 = \; a n = A, pouZijeme-li dolni odhad zaloZeny na
Gauss-Radau” kvadratuie, musime nejprve ziskat aproximaci \,,, kdeZto dolni odhad
zaloZeny na Gaussové kvadratuie ziskdme pfimo z hodnot poc¢itanych CG. Podobné v
praktickém vyuZiti horniho odhadu Gauss-Lobatto, kde pfedpisujeme dva uzly a mu-
sime tedy znat aproximaci \; i )\, oproti Gauss-Radau”), kde piedepisujeme pouze

'http:/ /math.nist.gov /MatrixMarket
*http:/ /www.cise.ufl.edu /research/sparse/matrices
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Obrazek 5.1: Horni a dolni odhady matic Bcsstk01 a Nos1

jeden uzel a hledame tedy aproximaci A;.

5.1 Vyhody a nevyhody dolniho a horniho odhadu

Nejprve si uvedeme a na obrazcich ukaZeme jaké mohou byt vyhody a nevyhody dol-
niho a horniho odhadu zaloZeném na Gaussové a Gauss-Radau'”) kvadratuie. Uka-
Zeme, kdy nam tyto odhady davaji kvalitni informaci o A-normé chyby a mtiZeme se
tedy na vypocet spolehnout a pouZit ho k zastaveni metody sdruZenych gradientti. Také
ale ukdZeme piiklady, ve kterych uvidime, Ze pokud bychom se spolehli na ziskanou
informaci a metodu zastavili, dostali bychom aproximaci, kterd by byla velmi vzdalena
od nami pozadované presnosti.

5.1.1 Dolni odhad

Vime, Ze dolni odhad pomoci Gaussovy kvadratury je numericky stabilni viz [11] v
tom smyslu, Ze ndm déva vzdy dolni odhad aktudlni A-normy chyby v k-tém kroku
CG i presto, Ze vlivem konecné aritmetiky dochazi ke ztraté ortogonality rezidui ry.
Je-li splnéna podminka (2.8), jak jsme uvedli v prvni kapitole o metodé sdruzenych
gradientt ||z — zxl]|a > || — %k+alla, ziskdme dolni odhad, ktery dobfe aproximuje
A-normu chyby.

Na obrazku 5.2 je vidét, Ze pokud A-norma chyby ,rozumné” klesd, dostdvame
velmi dobry dolni odhad A-normy chyby, dokud nedosdhneme limitni hladiny pfes-
nosti A-normy chyby. Také jsme ale fekli, Ze parametr d obecné nezname.
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Obrazek 5.2: Dolni odhad pro matice Meshlem6 a Strakos(48,0.1,1,0.99)

Na obrazku [5.3]je vidét, Zze pokud A-norma chyby stagnuje, tedy neni splnéna pod-
minka (2.8), dolni odhad podhodnocuje aktudlni A-normu chyby. Kdybychom v téchto
mistech vypocet zastavili, nedosahli bychom ndmi poZadované presnosti a skutecna
A-norma chyby mtZe byt vétsii o nékolik fada.
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Obrazek 5.3: Dolni odhad pro matice Strakos(48,0.01,1000,0.99) a Bcsstk06

Tento problém se miiZeme pokusit feSit vhodnou volbou parametru d. Zvolime-li
na za¢atku vypoctu d > 1, je z obrazku 5.4 zfejmé, ze alkoliv mame dvé stejné velké
matice n = 48, stejnd volba d ndm u jedné matice zajisti dobry dolni odhad, ale u jiné
matice bychom museli zvolit d vétsi. Nemame tedy zadny ndvod, jak parametr d na
zacatku vypoctu zvolit tak, abychom dosahli co nejpfesnéjsiho dolniho odhadu. Na-
vic v praktickém pouziti, pokud bychom zvlasté u velkych matic volili parametr d pro
cely vypocet velky, museli bychom pocitat pfilis mnoho iteraci navic. Jiny piistup je,
Ze se muZeme pokusit pouze rozpoznat mista, kde A-norma chyby stagnuje a v téchto
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mistech zvétsit parametr d. ProtoZe k takovémuto pfistupu se pokusime vyuzit horni
odhad Gauss-Radau'”, nejprve si ukéZeme vlastnosti tohoto odhadu a poté se budeme

vénovat adaptivni volbé parametru d.

Odhad A-normy chyby
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Obrazek 5.4: Parametr d = 15 pro matice Strakos(48,0.01,1000,0.99) a Bcsstk01
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5.1.2 Horni odhad

Odhad pomoci Gauss-Radau® kvadratury nam dava vétsinou horni odhad. Na ob-
razku 0.5 miZeme pozorovat, Ze pokud A-norma chyby ,rozumné” klesa, dostdvame
téméf presnou hodnotu A-normy chyby.
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Obrazek 5.5: Horni odhad pro matice Strakos(48,0.1,1,0.99) a Meshlel

Jak je vidét na obrazku[5.6] muize se ale stat, ze v nékterych mistech dochdzi k nesta-
bilité. Odhad, ktery byl velmi pfesny, se v néjakém misté vyrazné zhorsi. Nevyhodou
pouziti tohoto odhadu je, Ze na za¢atku musime zvolit vstupni parametr p. Abychom
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mohli pouZit teoretické poznatky, které jsme si odvodili, chceme volit ; < A;. V prak-
tickych tlohach ale vétsinou A\; nezndme. Pokud chceme pouZit tento odhad, musime
nejprve urcit alesponl aproximaci A;. Existuji ale metody, které se touto problematikou

z N~z

zabyvaji a dokdzi velmi rychle a efektivné aproximaci \; ziskat.
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Obrazek 5.6: Horni odhad pro matice Nos1 a Besstk01

5.2 Odhad zaloZeny na Gauss-Radau kvadratufe

Uvedli jsme, Ze dolni odhad pomoci Gaussovy kvadratury je numericky stabilni. Ze i
pfi ztraté ortogonality rezidui r; vlivem konecné aritmetiky nam dévé vzdy dolni od-
had aktualni A-normy chyby. Ale jak jiz bylo feceno, nevime jak volit parametr d. Tedy
jak rozpoznat, Ze je splnéna podminka (2.8) a béhem d krokii doslo k dostate¢nému po-
klesu A-normy chyby. K volbé tohoto parametru bychom chtéli vyuZit horniho odhadu
A-normy chyby zaloZeného na Gauss-Radau” kvadratuie a proto se déle budeme vé-
novat vlastnostem a chovani tohoto odhadu. Pomoci experimentti jsem ale zjistila rtizné
prekazky, které tento zameér komplikuji.

5.2.1 Volba

Volba predepsaného uzlu p je pro tento odhad samoziejmé klicova. Aby platily teo-
retické vlastnosti, které jsme si ukdzali v predeslych kapitolach, chceme volit ;1 < ;.
Protoze ale v praktickych vypoctech miizeme ziskat aproximaci nejmensiho vlastniho
¢isla Ay, pro kterou tato podminka nemusi platit, ukdzeme i pfiklady odhadii, kde vo-
lime p € I = [A1, \,). Na obr. 5.7l mtizeme vidét, jak riznd volba p na za¢atku algoritmu
ndm dava rtizné hodnoty odhadu v prvnim kroku k£ = 1 CG pro volby u € (0, A3), kde
A3 je tfeti nejmensi vlastni ¢islo dané matice A.
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Obrézek 5.7: Horni odhady pro matice Besstk01 a 494 bus v k = 1 pro volby p € (0, A3)

® /i S )\1
Pokud pro danou matici A nedochazi ke zpozdéni konvergence CG, tzn. nedo-
chéazi k velkym zaokrouhlovacim chybdm vlivem kone¢né aritmetiky, zvolime-li
i < A1, dostaneme horni odhad A-normy chyby. Cim blize pvolime k Ay, tim lepsi
odhad ziskdme tak, jak bychom ocekévali (obrdzek5.§).
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Obrazek 5.8: Horni odhady pro matici Meshlel pro 3 riznd

Pokud ale pro danou matici A dochazi ke zpozdéni konvergence CG, tzn. do-
chazi ke ztraté ortogonality rezidui r;, nastdvad v nékterém ,misté nestabilita”, tj.
vyrazné zhorSeni odhadu, ktery do té doby byl velice pfesny. Tohle misto ztistava,
i kdyZ volime p co nejbliZe k \;. Pokud budeme 1 volit mensi, dochazi k tomu, Ze
lime ;1 < A, dostaneme od zacatku odhad, ktery velmi nadhodnocuje A-normu
chyby. Mohlo by se zdat, ze alespori kopiruje tvar kiivky A-normy chyby a neobje-
vuje se v ném ,misto nestability”, coZ by ndm dévalo dobrou informaci o poklesu
¢i stagnaci A-chyby. Kdyz ale spole¢né s odhadem vykreslime relativni chybu od-
hadu
|z — zk||a — Odhad_GQ g

|2 — 2¢||a
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Obrézek 5.9: Horni odhady pro matici 662_bus pro 3 rizna p

vidime na obr. vlevo, zZe v , misté nestability”, tj. pfiblizné v iteraci £ = 118
dochazi stile ke zhorSeni odhadu jako na obr. vpravo. Pokud by pokles A-
normy chyby byl téméf stejny jako pokles horniho odhadu, platilo by pro relativni
chybu

lz—zpialla  Odhad_GQrya

lze—zk| A Odhad_GQy, ~0
lz—2ktalla '
lz—zklla

Vykreslime-li relativni chybu, vidime na obr. vpravo, Ze pfiblizné v iteraci
k 118 rozdil poklesti dosdhne nejvyssi hodnoty a ta se pfili§ neméni az do
konce vypoctu. Tedy v ,misté nestability” klesa horni odhad pomaleji nez A-
norma chyby, ale dédl uz je pokles horniho odhadu pfiblizné stejny jako pokles
A-normy chyby. TakZe i pokud zvolime ,8patné” 1, tj. 1 < A, dostaneme velmi
nepfesny horni odhad, ve kterém se nam projevi ,,misto nestability”.
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Obrazek 5.10: Relativni chyba a rozdil poklestt hornitho odhadu pro matici Besstk01
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Dalsi moznosti, kterou jsem ve svych experimentech testovala, bylo volit y uvnit
intervalu [A;, \,]. Pokud zvolime x uvnitt intervalu, z hlediska teorie, kterou jsme
si odvodili, uz nemame zadné predpoklady, Ze takovouto volbou ziskdme horni
odhad. Pokud pro danou matici A nedochazi ke zpozdéni konvergence, dosta-
neme odhad A-normy chyby, ktery nemusi byt vzdy horni. MiZe se stat, Ze v
nékterych mistech je gj ve vztahu @.26) zadporné a dostaneme dolni odhad. Pti
vypoctu ale nedochazi k Zddné nestabilité viz obrazek 5.11]
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Obrézek 5.11: Horni odhad pro p € [\, \,)], matice Strakos(48,0.1,1,0.99),Mesh1el

Pokud pro danou matici A dochazi ke zpozdeéni konvergence dostdvdme odhad,
ktery neni vZdy horni, ale mtize byt i dolni stejné jako v pfedchozich pfikla-
dech, ale v , misté nestability” je g; zdporné a zarover je vési nez GQ(_,. Potom
bychom Odhad_GQ;—-a) ve vztahu [#.26) pocitali jako odmocninu ze zdporného

¢isla, coz by v pfesné aritmetice nemohlo nastat. V grafu jsem pouZila absolutni

hodnotu a vykreslila odhad ¢ernou barvou a tak je vidét, kde je g,i” ) zaporné a

zaroven je vési nez GQ(,_q) viz obrazek[5.12
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Obrazek 5.12: Horni odhad pro matice 494 bus, Bcsstk06
e Posledni moznosti, kterou jsem testovala pfi volbé uzlu y, bylo pfedepsat na za-
Catku p; < Ay a v prabéhu vypoctu zvolit jiné y = s z intervalu [\, A,,] viz obr.
a5.I8l Z hlediska teorie, kterou jsme ukdzali, nevim, co pfesné tahle zména
volby pfedepsaného uzlu ;1 znamena a jak tuto zménu popsat pomoci modifiko-
vané Jacobiho matice. Volba yi; byla tedy pouze experimentdlni.
o Odhad A-normy chyby o Odhad A-normy chyby
10 T T T T T T T T 10 T T T T T T T T
T 1=3417.267562595 e T ——— 1L = 500 000

=== A-norma chyby === A-norma chyby
20 Gauss—-Radau( p) 107 Gauss—-Radau( p) ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
10 I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

loll) 1010

10° V——\_/_\x/_/\dw\/_/\k/l\\ﬁ 10° m/ww
Relativni chyba

_10 Relativni chyba
10 | | | | | 10 . . . .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Obrézek 5.13: Volba j1, v iteraci k = 118 pro matici Besstk01
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5.2.2 ,Misto nestability”

Dal$im problémem p#i vypoctu horniho odhadu pomoci Gauss-Radau'”) kvadratury je
,misto nestability”, tj. misto, ve kterém dochdzi k vyraznému zhorSeni doposud velmi
pfesného horniho odhadu. V pfedchozich pifikladech jsme ukdazali, Ze vznikd u matic
A, pro které dochézi ke zpozdéni konvergence CG. V této ¢asti se tedy pokusime na-
vrhnout, jak toto misto rozpoznat, popf. jak v ném horni odhad vylepsit.

1. Jak rozpoznat ,,misto nestability”.

e Pokud volime ;1 < ); a nékde ve vypoctu se objevi g,(g” ) < 0 vime, Ze se

jednd o misto nestability, protoze, jak jsme odvodili pro takovouto volbu ,
plati, Ze g\ je kladné. Volime-li  uvnitt intervalu [A;, A,], jak jsme ukézali na
pfikladech, mtZze se ve vypoctu nékde objevit g,i” ) < 0, které zaroven je vesi
nez GQ;—q). Potom pocitame Odhad_GQEZi 4 jako odmocninu ze zaporného
Cisla a vime tedy, Ze se jednd o ,misto nestability” viz obr.[5.14]
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Obréazek 5.14: Horni odhad a misto nestability pro matice Bcsstk01, Bcsstk03

e ,Misto nestability” nastdva pfiblizné v té iteraci, kde druhé nejmensi vlastni
¢islo modifikované Jacobiho matice Ty, zacne konvergovat k nejmensimu
vlastnimu ¢&islu Jacobiho matice viz obr. coz odpovida tomu, Ze se sna-

7 ¥z

7ime ptedepsat vlastni ¢islo modifikované Jacobiho matice Ty, které uz je
vlastnim ¢islem. Nebo-li implicitné fesime systém s posunutou matici T, —uI,
ktera je téméf singuldrni, coZ pravé v konecné aritmetice mtize zptisobovat
problémy. Hledat ale misto nestability béhem vypoctu pomoci vlastnich ¢isel
Jacobiho matice by ndm vypocet velice zpomalovalo.
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Obrazek 5.15: Horni odhad a konvergence dvou nejmensich vlastnich ¢isel Jakobiho
matice - pro matice 662bus, Lund_a

e Vznik ,mista nestability“ bychom pfedpokladali, Ze se projevi v prvcich mo-
difikované Jacobiho matice T ;. V dalSich experimentech jsem tedy sledo-
vala velikost prvka LDL” rozkladu modifikované Jacobiho matice Jkﬂ al
Z grafti je vidét, Ze pokud se prvek dy 1 p¥iblizi k nejvétsimu vlastnimu &isly,
vznikd ,misto nestability” viz obr5.16 Prvky di,+1 miiZeme snadno ziskavat

v algoritmu 4.CGQL.
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Obrazek 5.16: Horni odhad a velikost prvka a~lk+1 pro matice Bssctk01, Lund_a
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2. Jak vylepsit odhad v ,misté nestability .

e Jednou z moZnosti je zvolit na za¢atku vypoctu p = py a v pribéhu vypoctu

zvolit jiné = po € [A, \,]. Ale otdzka je, kdy zvolit p, a jakou hodnotu.
Nejprve zkusme fict, kdy zvolit ;. Pokud zvolime druhé yi, p¥ili§ brzy, tzn.
pfed ,mistem nestability”, dojde v tomto misté stejné ke zhorSeni odhadu a
zména p ndm nijak nepomtize. Kdyz jej zvolime pi#ilis pozdé, az za , mistem
nestability”, hodnoty 1 , pro které bychom se hornim odhadem p#iblizili k
pfesné hodnoté A-normy chyby, bychom museli volit zdporné. Coz vzhle-
dem k tomu, Ze matice A je pozitivné definitni neni vhodné. Pokud si vy-
kreslime relativni chybu odhadu, vidime, kde mame nejpresnéjsi odhad A-
normy chyby a kdy dochézi ke zhorSeni odhadu. NezZ tedy dojde ke zhorso-
vani horntho odhadu, chceme zvolit ;1 = ps. Dalsi otdzka je, jaké po zvolit. Na
obrazku 5.17l mtiZzeme vidét hodnoty hornich odhad v iteraci k¥ = 118, coz
je iterace, ve které volime p pro matici Besstk01 a v iteraci k = 452, ve které
volime y, pro matici 494 bus, kde po¢itime odhady pro volby p € [Aq, Ag).
Z obrazku vidime, Ze mtiZeme najit nékolik hodnot, které pro pevné zvolené
k, jsou velmi blizké A-normé chyby a to jsme na obrazku vykreslili pouze
prvnich Sest vlastnich &isel.

10

ﬁ%\% * X A-norma(k) X A-norma(k)
5% * Gauss-Radau "(k) * *  Gauss-Radau "(k)
* % o VI. cisla 10'E [0 Vicisla
* E3
*
% 4 10t
*
* M
* M
10 e

107

Obrazek 5.17: Horni odhady pro matici Besstk01 v k = 118 a matici 494 bus v k = 452

To znamend, Ze néjaké jednoduché a jednoznaéné urceni p; neni ziejmé a ja
ho ur¢ovala pouze experimentdlné viz obr. alb.18
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Obrazek 5.18: Volba iy v iteraci k = 452 pro matici 494 bus
e Dalsi moznosti, jak se snaZit vylepsit odhad v kritickém misté, je pouZit jakysi
,odhad doptedu”. Odvodili jsme, Ze plati

k+d—1

lz —zella = D g+ e — zralla
i=k

a pro d = 1 mtZeme vztah pfepsat
lo — zella — g1 = llz — zaialfa-

A-normu chyby v kroku (£ + 1) mtZzeme tedy zapsat pomoci A-normy chyby
v kroku k ve tvaru

o — zecalla = /llz — 23 — g (5.1)
Pokud budeme mit dobry horni odhad A-normy chyby ||z — z4||a V k-tém
kroku CG ve smyslu relativni chyby, mohli bychom doufat, ze i vyraz (5.I)
ndm dé dobry horni odhad ve stejném fadu chyby aZ do mista, kde odhad
dosédhne této ptesnosti viz obr.[5.19 Z obrazku je ale vidét, Ze takovyto postup
ndm horni odhad nezlepsi, protoZe nejvétsi presnost, které jsme dosahli co
nejlepsi volbou p1 = Ay, byla v ¥ddu 1077 a to nestadilo na to, aby ndm tento
postup zlepsil odhad v , misté nestability”.
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Obrazek 5.19: Matice Bssctk01 - ,,Odhad dopfedu”
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5.3 Adaptivni volba d

Jednim z cilt této prace bylo také navrhnout heuristiku, pomoci které by bylo mozné
volit v pribéhu metody CG parametr d tak, abychom ziskali co nejpfesnéjsi dolni odhad
A-normy chyby. Tedy abychom dokézali navrhnout néjaky postup, jak rozpoznat, zda-
li doslo béhem d-krok@t CG k dostate¢nému poklesu A-normy chyby a mohli fict, Ze
mame dobry dolni odhad chyby. Je mozné na zacatku zvolit pevné velké d > 1 a to
pouzit béhem celého vypoctu. Potom, abychom dosahli limitni pfesnosti konvergence
CG, musime pocitat (k + d) iteraci, ¢imz bychom u velkych matic museli provést velky
pocet iteraci navic. Proto se snazime d adaptivné ménit béhem vypoctu. Tzn. snazime
se rozpoznat, kde ve vypoctu dochédzi ke stagnaci A-normy chyby.

5.3.1 Idedlnid

Nejprve vysvétlime, jak si pro teoretické ticely pro vyhodnocovéni kvality nasi heuris-
tiky uré¢ime idedlni hodnotu parametru d, kterou potom budeme porovnavat s ndmi
ziskanou hodnotou parametru d. Rekli jsme, Ze chceme, aby byla splnéna podminka
|z — xklla > ||z — 2k1al|a, abychom méli dobry dolni odhad. To si mtizeme pfepsat
nésledovné
| — 2rralla
[ = zx|a

Pokud neni tato podminka splnéna, nedoslo k dostatecnému poklesu A-normy chyby
a je tfeba volit d > 1. Jinak feceno, nedoslo-li k dostate¢nému poklesu A-normy chyby
v (k + d) krocich, jsou si hodnoty ||z — zx||a = ||* — 2x14]|a velmi blizké a jejich podil je
téméf ~ 1. V experimentech jsem pouzivala podminku

< 1. (5.2)

|z — Zryalla
|z — x| a

< 0.8, (5.3)

kterda pokud nebyla splnéna, nedoslo k dostate¢cnému poklesu A-normy chyby a bylo
tfeba zvétsit parametr d.

5.3.2 Algoritmy pro adaptivni volbu d

Zkoumdni chovani horniho odhadu zaloZeného na Gauss-Radau kvadratufe jsme se
snazili vyuzit k rozpoznavani stagnace A-normy chyby a pomoci néj volit adaptivné
parametr d.

1. Jednou z moZnosti je vyuzit pouze horniho odhadu. Stejnou podminku jakou kla-
deme na pokles A-normy chyby (5.3) pfi volbé idealniho parametru d, budeme
chtit splnit i u horniho odhadu. Tzn. pokud nedojde v d krocich k dostate¢cnému
poklesu horniho odhadu, zvétsime parametr d. Pro kazdy krok k uré¢ime hodnotu
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parametru d, tak, aby podminka poklesu hornitho odhadu byla spInéna. Tuto pod-
minku (5.2) si mazeme pomoci vztahtt (1.26) zapsat nasledovné

(w)
o —zicalla V9%

le=2lla ™ JOdhad_cQl)

Algoritmicky tento postup mtiZeme interpretovat takto

< 1.

Algoritmus 5: Adaptivni d_horni

fork=1,2,.

dp=d
g(u)
: k+i 2
while . > 0.8
ZkJrl + (1)
ko 9k T Ypti
1=1+1
end
end
Odhad A-normy chyby Odhad A-normy chyby
0 0
10 T T T T T 10 T T T
I —
10710 L i 10710 L
A-norma chyby A-norma chyby
Gauss Gauss
20 Gauss—-Radau( p) 0 Gauss-Radau( )
10 : : T . . . . . 10 . . . . |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 100 200 300 400 500 600 700 800
50 T T T T T T 50 T T T T T
~——— Adaptivni d ~——— Adaptivni d
401 Idedlni d 1 40 Idedlni d 7
30 q
20 1
10
h 0 . . 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 100 200 300 400 500 600 700 800

Obrézek 5.20: Adaptivni d pomoci algoritmu 5 - matice Besstk01,Bcsstk03
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Obrazek 5.21: Adaptivni d pomoci algoritmu 5 - matice 494 _bus,Lund_a

Z obrazkt B.211 je vidét, Ze az do ,,mista nestability” tento algoritmus ideélni
d dobfte kopiruje. V ,misté nestability“, dojde k nadhodnoceni ideédIniho d tak, jak
bychom ocekévali, protoZe horni odhad v tomto misté klesa pomaleji nez aktualni
A-norma chyby, ale potom se zase téméf vrati k hodnoté idedlniho d.

. Dal$i moZnosti je klast podminku poklesu pouze na hodnoty g,i” ), které charak-

terizuji horni odhad zaloZeny na Guass-Radau™ kvadratuie. Podminka poklesu

pomoci hodnot g

|z — Zrqalla
~Y

by se dala zapsat nasledujicim vztahem

(w)
gkid

|2 — 2¢||a

coZz mUZeme zapsat algoritmem

<1,

g

Algoritmus 6: Adaptivni d_podil

fork =1,2,... k-ty krok CG

dp, =d
g(u)A
while 2t > (.82
(1)
P
dp =di +1
1=1+1
end
end
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Z obrazkh 5.22]a[5.23/je vidét, Ze takovyto postup nam az do ,mista nestability ”
také dobfe kopiruje hodnotu idealniho parametru d, potom dochézi opét k nad-
hodnoceni, protoZe , misto nestability” se ve vypoctu projevi pravé v hodnotach

g,(c“ 'a poté uz adaptivni d opét dobte kopiruje idedlni hodnotu.

Odhad A-normy chyby

Odhad A-normy chyby

10 : : : ; 10 : : :
— et
1070 4 10
A-norma chyby A-norma chyby
Gauss Gauss
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Obrazek 5.22: Adaptivni d pomoci algoritmu 6 - matice Bcsstk01,Bcsstk03
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Obrazek 5.23: Adaptivni d pomoci algoritmu 6 - matice 494 _bus,Lund_a

3. Posledni heuristiku, kterou jsem navrhla, je pouZit soucasné dolni a horni odhad.

[l = j|la

Ukézali jsme, Ze pokles ————
[l — x| o

zime i shora, coZ zapiSeme nasledovné

ZJer gj

< Nl —==llA

d
g]Jrl + Z]JF gJ

k+d
gk

= - aly =
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k+d )
gk

miizeme odhadovat zdola. Tento pokles si ome-

(5.4)



kde j > k. Oznacime si D dolni odhad a H horni odhad poklesu A-normy chyby
mezi kroky ja k

j-+d (1) j+d
D_ 259 I— it g
= ktd = ktd :
£ Gk 9k

Pokud bychom méli dobry horni i dolni odhad, znamenalo by to, Ze se hodnoty D
a H lisi napf. nejvyse o dva fady a platilo by

D—-H

0,1< < 10.

Dosadime-li si za D a H, mtZeme tuto podminku pfepsat ndsledovné

j+d () | ~jt+d

DM I sk D
k+d k+d
k k

0,1< S <10
>
P g,
g(u)
0,1< Zj?:dl < 10. (5.5)
i 95
J

Podminku 5.5 muzeme také chapat tak, Ze chceme, aby dolni a horni odhad byly
od sebe vzdaleny v kroku j nejvyse o dva fady. To si mtiZeme zapsat algoritmicky

Algoritmus 7: Adaptivni d_suma

fork =1,2,... k-ty krok CG

di, =d
()

while | k’il > eps
9k

dp =di +1

1=1+1

end

end

Konstantu eps volime z intervalu (0, 10). Ja jsem ve vSech experimentech pouzi-
vala hodnotu eps = 5. Na obrézcich a je vidét, Ze ndm tento postup
déava velmi dobrou hodnotu parametru d az do ,mista nestability”. Potom dojde
k nadhodnoceni idedlniho d a oproti dvéma pfedchozim algoritmim se uZ ne-
zlepsi. Tento jev se dd ocekdvat, protoze algorimus je zaloZen na pfedpokladu, Ze

59



si hodnoty horniho a dolnitho odhadu jsou velmi blizké, coZ od , mista nestability”
neni splnéno a tak tam, kde horni odhad nadhodnocuje A-normu chyby, dochédzi
k nadhodnocovani i idedlniho d.
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—_— e~

A-norma chyby
Gauss
Gauss—-Radau( p)

A-norma chyby
Gauss
Gauss-Radau( )

10720 T L L L L

I I I I .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 100 200 300 400 500 600 700 800

50
~——— Adaptivni d ~——— Adaptivni d
401 Ideélni d 1 Ideéini d

0 100 200 300 400 500 600 700 800

Obrézek 5.24: Adaptivni d pomoci algoritmu 7 - matice Besstk01,Bcsstk03
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Obrazek 5.25: Adaptivni d pomoci algoritmu 7 - matice 494 _bus,Lund_a

Nejlepsi vysledky adaptivni volby parametru d ndm ddaval az do ,mista nestabi-
lity” algoritmus 7. Adaptivni d_suma, protoZe velmi dobfe kopiruje i mista, ve kterych
dochézi k velkému nartstu idedlntho parametru d. Ale dale oproti dvéma zbyvajicim
algoritmtim znacné nadhodnocuje idedlni d tam, kde nemame dobry horni odhad. Zby-
vajici dva algoritmy 5. Adaptivni d_horni a 6. Adaptivni d_podil sice nekopiruji tak
dobfe tvar idedlniho d, ale protoZe jsou zaloZeny na rozpozndvani stagnace A-normy
chyby, za ,mistem nestability” dédvaji opét dobré vysledky. Z téchto dvou algoritmiui
bych fekla, Ze je jeSté o néco lepsi algoritmus 5. Adaptivni d_horni, protoZe o trochu
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lépe kopiruje idedlni hodnotu parametru d. Z uvedenych obrazkt je zfejmé, Ze ,misto
nestability” je ve vSech tfech algoritmech velmi problematické.
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5.4 Pouzité matice

Matice, kter;’i'sem pouzivala k experimenttim, jsem ziskala z internetové stranky MAT-
RIX MARKETE a THE UNIVERSITY OF FLORIDA SPARSE MATRIX COLLECTION!]
Seznam matic:

| Nazev | Rozmér | \1(Matlab2010) |
Besstk01.mtx 48 x 48 3417.26756
Besstk03.mtx 112 x 112 29410.20464
Besstk06.mtx 420 x 420 460.62460
Nosl.mtx 237 x 237 123.35420
Nos6.mtx 675 x 675 1.00002
494 bus.mtx 494 x 494 0.012423
662_bus.mtx 662 x 662 0.0054667
1138_bus.mtx | 1138 x 1138 | 0.0035163
Meshlel.mtx 48 x 48 1.74006
Meshlem6.mtx | 48 x 48 1.17985
Nasal824.mtx | 1824 x 1824 | 11.19057
Lund_a.mtx 147 x 147 80.03513
Strakos.mat nxn a

7 Yz

Matice Strakos.mat mé vlastni ¢isla, ktera lezi v intervalu [a, b] a jsou soustfedéna u a.
Pokud zvolime vétsi hodnotu parametru p jsou vice rozptylena viz napt. [11]

Strakos(n, a, b, p)

M=a A =b
1 —1
)\i:)\1+n_1(>\n—)\1)pn”, i=2,.,n

3http:/ /math.nist.gov/MatrixMarket
4http: / /www.cise.ufl.edu/research/sparse/matrices.
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Kapitola 6
Zavér

Ve své praci jsme se sezndmila s metodou sdruZenych gradientti z jiného pohledu, nez
jak jsem se s ni setkdvala doposud béhem studia, odvozenou pomoci minimalizace kva-
dratického funkciondlu, ale sezndmila jsem se s ni jako s metodou, na kterou mohu
pohlizet jako na Gaussovu kvadraturu. Souvislosti CG s Gaussovou kvadraturou mi
pak umoznily pocitat jak dolni tak i horni odhad A-normy chyby v metodé sdruZenych
gradientd.

V experimentdlni ¢asti jsem nejprve uvedla pfiklady vSech dolnich i hornich od-
hadt, které jsme si odvodili v teoretické ¢ésti. Experimentalné jsem ukézala, Ze problém
dolntho odhadu zaloZeného na Gaussové kvadratufe spocivéd v tom, Ze pokud piresnd
A-norma chyby v d krocich stagnuje, dolni odhad podhodnocuje A-normu chyby. Uskali
horniho odhadu zaloZeného na Gauss-Radau kvadratufe je, Ze je velmi citlivy na pfede-
psany uzel p. Pro nékteré matice mald zména vstupniho parametru p zptisobila zasadni
zménu celého odhadu. Pokud pro danou matici A dochdzi ke zpozdéni konvergence
metody sdruzenych gradientti, je horni odhad nestabilni, neboli dochdzi v néjakém
misté k vyraznému zhorseni doposud velmi piesného odhadu. , Misto nestability” je
mozné rozpoznat pomoci vlastnich ¢isel modifikované Jacobiho matice nebo pomoci
prvki di.,, LDL” rozkladu modifikované Jacobiho matice, coz déva dobré vysledky a
navic prvky d,,; mtizeme snadno ziskavat v préibéhu CG.

Nakonec jsem se pokusila navrhnout tfi zptsoby, jak je moZzné adaptivné volit pa-
rametr d. Ve vSech tifech pfipadech jsem k volbé pouZivala horni odhad zaloZeny na
Guass-Radau kvadratufe. Algoritmy velmi dobte kopiruji teoretickou hodnotu ideél-
niho parametru d aZ do , mista nestability”. ProtoZe horni odhad kles4 v ,misté nesta-
bility” mnohem pomaleji a dochazi k nadhodnoceni A-normy chyby, v tomto misté do-
chazi k nadhodnocovéni idedlniho d. Otevienou otdzkou v adaptivni volbé parametru
d tedy napft. zlistava, jestli volit adaptivni parametr d v celém vypoctu pomoci horniho
odhadu a soustiedit se na vylepSeni odhadu v , misté nestability” nebo se snazit dete-
kovat ,misto nestability” a od toho mista pouZit jinou heuristiku volby adaptivniho d
zaloZenou napf. pouze na dolnim odhadu.
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Priloha A

Ovladani programu

Pro v8echny experimentalni vypocty jsem sestavila v Matlabu program, ktery je mozné
najit na pfiloZeném CD. Program se da spustit pomoci dialogového okna zapsanim
~CG*”do ptikazového fadku.

Tim se otevfe dialogové okno, ve kterém je mozné zadavat a volit tyto polozky:

e V seznamu matic si zvolime tu, pro kterou chceme provadét vypocty.

e V seznamu experimentd si zvolime, jaky chceme realizovat. Jedna se o nasledujici
moznosti:
— Odhad - funkce spocitd a zobrazi ndmi zvolené odhady pro danou matici
— Relativni chyba - horni odhad a relativni chyba odhadu
— Dvé mi - horni odhad s pfepnutim 1,

— Odhad okolo mi - pocitd hodnoty hornich odhadt pro volby p € (0,3) v
pevné iteraci k&

— Idedlni d - vykresluje idedlni hodnotu parametru d

- Odhad doptedu - experiment pro pocitani ,,odhad dopfedu”

— Adaptivni d_horni - adaptivni d algoritmem 5.Adaptivni d_horni
- Adaptivni d_podil - adaptivni d algoritmem 6.Adaptivni d_podil
- Adaptivni d_suma - adaptivni d algoritmem 7.Adaptivni d_suma

7z MYz

— Vlastni ¢isla - vykresluje dvé nejmensi vlastni ¢isla Jacobiho matice

e Po zvoleni konkrétni matice se v edita¢nim poli¢ku x a ) zobrazi hodnota nejmen-
Sitho a nejvétsiho vlastniho ¢isla. Tyto hodnoty mZeme zvétSovat resp. zmenSovat
a tim napf. pozorovat, jak se méni jednotlivé odhady v zavislosti na volbé téchto
parametrd.

e new zvolime algoritmus 3.CGQ
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e old zvolime algoritmus 4.CGQL

e MitiZzeme zvolit vypocet a vykresleni jednotlivych odhadt zaloZenych na rtiznych
kvadraturnich pravidlech:
— Gauss - pocita dolni odhad pomoci Gaussovy kvadratury
— Gauss-Radau(a) - potitd horni odhad pomoci Gauss-Radau”) kvadratury
— Gauss-Radau(b) - potitd dolnf odhad pomoci Gauss-Radau” kvadratury

— Gauss-Lobatto - pocitd horni odhad pomoci Gauss-Lobatto kvadratury

Cely vypocet se po zvoleni vSech parametrti spusti tla¢itkem Gooooo;-) na spodni ¢asti
panelu.

Pokud nechceme pocitat pro stejnou matici znovu CG ale pouze ,kvadraturni ¢ast”,
napf. pokud pouze zménime hodnotu y, staci pouzit tlacitko Update.
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