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Anotace

Diplomové prace je zaméfena na vysoce aktualni téma v oblasti vypoctové dynamiky teku-
tin (CFD), kterym je numerické modelovani turbulentniho proudéni stlacitelnych tekutin
s aplikacemi ve vnéjsi aerodynamice. Matematicky model pfedstavuje systém stifedova-
nych Navierovych-Stokesovych rovnic podle Favra, ktery je uzavien modelem turbulence.
V této praci jsou uvazovany dva modely turbulence, a to jednorovnicovy model Spalart-
Allmaras a dvourovnicovy model k-w SST. Pro numerické feSeni systému stfedovanych
Navierovych-Stokesovych rovnic s pfidruzenym modelem turbulence je pouzita metoda ko-
necnych objemt na strukturované ctyruhelnikové siti. Nevazké numerické toky sténami
kontrolnich objemi jsou aproximovany pomoci AUSM schématu, jehoZ prvni fad presnosti
v prostoru je zvySen linearni rekonstrukci feSeni s minmod limiterem. Aproximace vaz-
kych numerickych toku je provedena centralné na dudlnich buiikdch. Integrace v Case je
realizovana pomoci explicitn{ dvoustupiové Rungeovy-Kuttovy metody. VSechny navrzené
algoritmy jsou implementovany v prostiedi MATLAB a jejich verifikace je provedena na
dvou vybranych testovacich piikladech turbulentniho proudénf stlacitelné tekutiny, a to na
pripadu proudéni v okoli rovné desky a zak¥ivené stény, jejichz numerické vysledky jsou
dostupné v databéazi NASA Turbulence Modeling Resource.

Klic¢ova slova: aerodynamika, systém stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic dle
Favra, turbulentni model Spalart-Allmaras, turbulentni model k-w SST, metoda konedc-
nych objemt, AUSM schéma, linearni rekonstrukce, explicitni Rungeova-Kuttova metoda,
obtékani rovné desky, obtékani zakiivené stény



Annotation

Diploma thesis is focused on higly actual topic in the field of computational fluid dy-
namics (CFD), which is numerical modeling of turbulent compressible flow with appli-
cations in external aerodynamics. Mathematical model consists of the system of Favre
averaged Navier-Stokes equations, which is closed by a turbulence model. One-equation
model Spalart-Allmaras and two-equation model k-w SST are considered in this thesis.
The finite volume method on structured quadrilateral mesh is used for numerical solution
of averaged system of Navier-Stokes equations coupled with turbulence model equations.
Inviscid numerical fluxes through the control volume faces are approximated by the AUSM
scheme whose first-order spatial accuracy is enhanced by linear reconstruction with min-
mod limiter. Approximation of viscous numerical fluxes is carried by central scheme on
dual cells. Integration in time is realized by explicit two-stage Runge-Kutta method. All
of proposed algorithms are implemented in MATLAB and their verification is performed
on two selected test examples of turbulent compressible flow, namely on the test case of
turbulent flat plate and bump in channel whose numerical results are available in NASA
Turbulence Modeling Resource database.

Keywords: aerodynamics, system of Favre averaged Navier-Stokes equations, Spalart-
Allmaras turbulence model, k-w SST turbulence model, finite volume method, AUSM
scheme, linear reconstruction, explicit Runge-Kutta method, turbulent flat plate, bump in
channel
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Uvod

Motivaci diplomové prace je detailné proniknout do zptisobu modelovani turbulentniho
proudéni, které je stale aktualnim problémem. Turbulentni proudéni se na rozdil od lami-
narniho vyznacuje svou ndhodnosti v ¢ase i prostoru, kdy se rychlost jednotlivych ¢astic
tekutiny nepravidelné ménf a proudéni tedy neni obecné stacionarni. S komplexitou turbu-
lentniho proudéni se poji i pfistup k jeho modelovani a naslednému numerickému feSeni.
Modelovéani turbulence je klicovou otazkou v oblasti vypoc¢tové dynamiky tekutin (CFD,
Computational Fluid Dynamics), jelikoz velka vétsina inZenyrskych problémii proudéni vy-
kazuje turbulentni charakter.

Predkladana diplomova prace se vénuje zakladnimu p¥istupu k matematickému modelo-
vani turbulentnfho proudéni, kterym je popis pomoci stfedovaného systému Navierovych-
Stokesovych rovnic. Cilem prace je popsat vybrané modely turbulence, navrhnout algo-
ritmy pro jejich feSeni, implementovat je do vlastniho vyvijeného softwaru pro feSeni tur-
bulentniho proudéni stlacitelné newtonovské tekutiny a nésledné provést numerické vypo-
¢ty na zvolenych testovacich tlohéch, jejichz vysledky jsou dostupné v databéazi NASA
Turbulence Modeling Resource, a verifikovat tak spravnost navrzenych algoritmi.

Diplomovéa prace je rozdélena do tif kapitol. V prvni kapitole je uveden nelinearni sys-
tém Navierovych-Stokesovych rovnic a stru¢né je naznaceno jeho stfedovani podle Favra.
JelikoZ proces stfedovani mé za néasledek pritommnost novych ¢lentt v matematickém mo-
delu, je zde uveden i zptisob aproximace jednotlivych ¢lent. Uzavieni stfedovaného systému
je dosazeno pomoci modeli turbulence, pficemz v této praci jsou uvazovany jednorovni-
covy model Spalart-Allmaras a dvourovnicovy model k-w SST. Oba zminéné turbulentni
modely jsou detailné popsany v zavéru kapitoly.

Druhé kapitola se jiz vénuje samotnému numerickému feSeni turbulentniho proudéni
ve 2D. Je zde formulovan vychozi tvar rovnic v bezrozmérném tvaru, pfiCemz zvlastni
pozornost je vénovéana odvozeni bezrozmérného tvaru turbulentniho modelu Spalart-
Allmaras. Pro prostorovou diskretizaci systému rovnic byla zvolena metoda kone¢nych ob-
jemu formulované pro strukturovanou ¢tyiftuhelnikovou sit. Je zde popsano AUSM schéma
zaloZené na myslence Stépeni toku, jehoZ pomoci je aproximovan nevazky numericky tok
hranici kontrolntho objemu, a zpisob linearni rekonstrukce feseni uzité pro zvysSeni prvniho
rfadu presnosti schématu v prostoru. Déle je uvedena aproximace vazkého numerického toku
a zdrojového ¢lenu. Pro ¢asovou diskretizaci je popsana bézné uzivana explicitni dvoustup-
nova Rungeova-Kuttova metoda druhého fadu presnosti spolu s diskuzi moznych tuskali
této metody pri FeSeni turbulentniho proudéni. Dulezitou soucésti je zptisob implementace
okrajovych podminek, ktery je zahrnuty v samostatné podkapitole. Na zavér kapitoly je
uvedena tprava numerického schématu pro pripad turbulentntho modelu k-w SST.

Pfedmétem ¢tvrté kapitoly je verifikace vlastniho vyvinutého fesice turbulentniho prou-
déni stladitelné newtonovské tekutiny implementovaného v prostiedi MATLAB. Jsou zde
uvazovany dva testovaci priklady z databdze NASA Turbulence Modeling Resource, a sice
turbulentni proudéni v okoli rovné desky a zakfivené stény. Diplomova prace je doplnéna
dvéma piilohami, kde jsou prehledné uvedeny modely turbulence Spalart-Allmaras a k-w
SST v bezrozmérném tvaru.



Kapitola 1

Matematicky model turbulentniho
proudéni stlacitelnych tekutin

K popisu proudéni stlacitelné vazké newtonovské tekutiny uzivame systém Navierovych-
Stokesovych rovnic. Ten sestdva z nelinedrnich parcidlnich diferencidlnich rovnic odvoze-
nych ze zakona zachovani hmotnosti, hybnosti a celkové energie. Uvazujme né&jakou ome-
zenou oblast ) € R3, ktera je pevna v prostoru. P¥i zanedbani objemovych sil piisobicich
na tekutinu mutzeme konzervativni systém Navierovych-Stokesovych rovnic v diferenciél-
nim tvaru, popisujici proudéni stlacitelné vazké newtonovské tekutiny ve zvolené oblasti
Q, zapsat ve formé, [28],

ap 0 _
0 0 - an]
5; () + o] (puiu; + poij) dr, (1.2)
0 0 15)
g (pe) + oz, (peuj + puj) = oz, (oijui +q;) , (1.3)

kde t € (0,00) je ¢as, u;, i = 1,2, 3, je i-ta slozka vektoru rychlosti u odpovidajici kartézské
soufadnici x; vektoru prostorovych soufadnic x € €2, p je hustota tekutiny, p je tlak a d;;
je Kroneckerovo delta. Celkova mérna energie systému e je dana vztahem

1
e=c¢€-+ §uiui, (1.4)

kde € je mérna vnitin{ energie. V rovnici (1.3) pfedstavuje g; j-tou slozku tepelného toku.
Dle Fourierova zékona pro ni plati

oT

S P 1.
q] axj7 ( 5)

kde T je termodynamicka teplota a A je soucinitel tepelné vodivosti tekutiny. Tenzor vaz-
kych napéti Ize pro newtonovskou tekutinu zapsat ve tvaru

. 8’11,1 8’&]' 2 6uk
% = M <axj * axz) ~ 3Hm, 0 (16)

7 kinetické teorie plyni vyplyvé, Ze dynamicka viskozita tekutiny u je funkei termody-
namické teploty T'. Tyto dvé veli¢iny dava do souvislosti Sutherlandtiv vztah, ktery byva
Casto vyuzivan k uréeni dynamické vazkosti, [32],

3
T\2 Ty +Ts
_ (T 1.7
" uo<T0> hils, (1.7)

7



kde pg je dynamické vazkost pii referencni teploté Ty a T’ je tzv. efektivni teplota, nazyvana
také Sutherlandova konstanta. Pro vzduch se uvadi Ts = 110.4 [K], yo = 1.716 - 107°
[kg-m~!-s71] a Ty = 273.15 [K]. Dale miizeme definovat kinematickou viskozitu v, ktera
je s dynamickou viskozitou vazana vztahem v = p/p.

Vyse uvedeny systém rovnic (1.1) - (1.3) pFedstavuje soustavu péti rovnic pro Sest
nezndmych, kterymi jsou hustota p, slozky vektoru rychlosti u, tlak p a termodynamicka
teplota T'. K systému rovnic je tedy nutné pripojit vhodny konstitutivni vztah a timto
zptisobem ho uzavtit. Protoze stlac¢itelnou tekutinu lze povaZzovat za termodynamicky sys-
tém, doplnime tento systém rovnic o stavovou rovnici, ktera mé obecné tvar p = p(p,T)
a definuje termodynamické vlastnosti uvazované tekutiny. V této praci budeme uvazovat
stavovou rovnici idedlniho plynu, ktera je dana vztahem

P, (1.8)

o

kde 7 je mérna plynova konstanta. Pro vzduch je r = 287 [J - kg™! - K™1.

Systém Navierovych-Stokesovych rovnic (1.1) - (1.3) doplnény stavovou rovnici (1.8)
popisuje obecné laminarni i turbulentni proudéni stlacitelné vazké newtonovské tekutiny
bez nutnosti dalSich informaci. Pro numerické feSeni turbulentniho proudéni je ovSem po-
uziti systému v tomto tvaru znac¢né limitovano. Pfistup, ktery tohoto tvaru vyuziva, se
nazyva prima numerickd simulace (DNS - Direct Numerical Simulation). Aby takto bylo
mozné zachytit i ty nejmensi zmény veli¢in proudového pole, které jsou pro turbulentni
proudéni typické, je nutné vyrazné redukovat jednak velikost ¢asového kroku numerické
metody, jelikoZ turbulence je ve své podstaté vzdy nestacionarnim jevem, a dale velikost
bunék sité, na které je vypocet providén. Tato metoda tedy ziejmé klade znacné Casové
i pamétové naroky na vypocetni techniku, ¢imz je prozatim vylouceno jeji b&zné uzivani
pro komplexni prumyslové aplikace. Pro jednoduché problémy proudéni lze ovSem DNS
pouzit a na vysledky nahliZzet jako na potencionalni zdroj experimentalnich dat, jez nejsou
zatizeny chybou méfeni. Detailni popis pfimé numerické simulace lze nalézt napi. v [20].

Dalsim piistupem, ktery se jiz pouziva v hojnéjsi mife, je tzv. simulace velkych vira
(LES - Large Eddy Simulation). Zatimco velké viry jsou zde feSeny piimo, malé viry jsou
modelovany tzv. subgrid modelem. Piehled LES modelu je uveden napft. v praci [5].

Ttet{ a zatim stale nejpouzivanéjsi moznosti je ryze statisticky pristup. Ten je podle
Reynoldse, [23], zaloZen na rozlozeni okamzitych hodnot veli¢in proudového pole na st¥edni
a fluktuadni Cast s naslednym feSenim systému rovnic formulovanym pro stfedni hodnoty
veli¢in. Jak dale uvidime, pro feseni stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic (RANS
Reynolds Averaged Navier-Stokes equations nebo FANS - Favre Averaged Navier-Stokes
equations) je nutné formulovat jesté tzv. model turbulence. V této préci se budeme vé-
novat modelovani turbulentniho proudéni stlacitelné newtonovské tekutiny préavé pomoci
stfedovaného systému Navierovych-Stokesovych rovnic.

Poznamenejme jesté, ze kromé téchto t¥i zédkladnich piistupd se nékdy uzivaji i tzv.
hybridni modely, které jednotlivé pfistupy kombinuji. Jsou to nejcasté&ji DES (Detached
Eddy Simulation), [25], nebo DDES (Delayed Detached eddy Simulation), [26], které pro-
pojuji vyhody RANS a LES.

1.1 Stredovani systému Navierovych-Stokesovych rovnic

Jelikoz se turbulence sklddd z nahodnych fluktuaci proudovych veli¢in, nabizi se
k jejilmu popisu vyuziti statistickétho pristupu. Uvazujme obecnou skalarni funkci
f=f(x,t):R3x (0,00) = R, kterd ptedstavuje libovolnou veli¢inu proudového pole.
Dle Reynoldse, [23], je mozné kteroukoli proménnou proudového pole vyjadiit souctem



jeji stfedni a fluktuacni slozky. Tedy pro funkci f muzeme psat

f(X>t) = f(X,t) —|—f’(X,t), (19)
pfi¢emz stiedni hodnota f na ¢asovém tseku 7 je definovana vztahem
. t+T
f(x,t) = T / f(x,7)dr. (1.10)

Doba T by méla byt vyrazné delsi nez je maximalni perioda fluktuaci 71 a zaroven znacné
kratsi nez doba T2, béhem které se projevuji nestacionarity proudu, jejichz ptivod nesouvisi
pfimo s turbulenci, tj. 71 < T < Ta, [31].

P1i aplikaci tohoto stfedovani na systém Navierovych-Stokesovych rovnic pro stlaci-
telné proudéni se v rovnicich objevuji korelace fluktuaci hustoty a rychlosti, které zna¢né
komplikuji jeho feSeni, [22|. Naptiklad zakon zachovani hmotnosti po stfedovani dostéava
podobu

gf+£j (paj+p’u;) —0, (1.11)
ktera jednak obsahuje ¢len, jenz méa formalné stejny tvar jako odpovidajici ¢len v piavodni
rovnici kontinuity (1.1), a dale vyraz T%, ktery vyjadiuje vliv turbulence na proudéni, jiz
nem4 analogii se ¢leny v ptvodni rovnici a je obtizné ho aproximovat.

Ze zminénych divodl zavedl Favre hmotnostné podminéné stiedovani, kdy stiedni
hodnota f je definovana vztahem

t+T
f: ;T / p(x,7)f(x,7)dr (1.12)
t
a pro funkci f piSeme 3
fxt) = f(x,t) + f'(x,1). (1.13)

Tohoto stfedovani se s vyhodou vyuziva pravé pro feSeni stlacitelného proudéni. Uvédomi-
me-li si, ze defini¢ni vztah (1.12) lze pro pfipad f = u; pfepsat do tvaru

pl; = pi; (1.14)
a ze pii Reynoldsové stiedovani plati, [19],
pu; = pu; + p'ug, (1.15)

dostaneme srovnanim s rovnici (1.11) stfedovany zékon zachovani hmotnosti dle Favra
ve tvaru
ap 0
_ + -
ot 81‘j
kde se jiz problematické korelace hustoty a rychlosti neobjevuji a rovnice je formalné shodné
s puvodni rovnici kontinuity (1.1).

Pravidla stfedovani podle Reynoldse i Favra byla podrobné rozebrana napf. v pracich
[31] a [19]. Zde uvedeme pouze finalni tvar stfedovaného systému Navierovych-Stokesovych
rovnic dle Favra v konzervativnim tvaru. Poznamenejme, Ze pii odvozeni se neuvazuji fluk-
tuace dynamické vazkosti p, mérné tepelné kapacita pfi konstantnim tlaku ¢, je povaZovana
za konstantu a veli¢iny p, p a ¢; jsou stfedovany podle Reynoldse.

(pitj) =0, (1.16)



Stfedovany zakon zachovani hmotnosti je dan rovnici (1.16). Stfedované rovnice zakona
zachovani hybnosti a celkové energie lze pséat ve tvaru, [10],

a ,_. o ,__ . B o /. —
ot (pti;) + D (ptiit; + poij) = D (Uz‘j - PU;/U}/) ; (1.17)
J J
o ,_. o ,__. s a /.. ——
5 (pe) + D (pet; + puj) = e (uiaij + u} aij) —
J J
1.18
a = IIT// ol ", 1 ", ", ( )
— 87% qj + Ccppuy LT + uipugug + §pui u;ug |
které doplnime stfedovanou stavovou rovnici pro idealni plyn
D -
= =rT. (1.19)
P

Pro stfedni hodnotu j-té slozky tepelného toku g; lze s vyuzitim bezrozmérného Prandtlova
¢isla Pr = ¢,/ A, které se obvykle voli Pr = 0.72, psat
_ oT cpp OT
G=-Ag-=-2 (1.20)
x; Pr Ox;

Vidime, Ze uvedeny systém rovnic (1.16) - (1.19) je analogicky k ptvodnimu systému
Navierovych-Stokesovych rovnic (1.1) - (1.3), ale navic obsahuje rtzné korela¢ni ¢leny.
Ty predstavuji dalsi neznamé, které je nutné v zajmu numerického feSeni systému vhodné
aproximovat ¢ modelovat.

1.2 Uzavreni systému stiredovanych Navierovych-
Stokesovych rovnic

Podivame-li se na stfedovany zikon zachovani hybnosti (1.17), pak s vyjimkou nahra-
zeni okamzitych veli¢in jejich stfednimi hodnotami se lisi od pavodni rovnice (1.2) pouze
pritomnost{ ¢lenu —pu;uy.
kutiné vlivem turbulence a oznacuje se jako tenzor Reynoldsovych napéti. Déale ho budeme
oznacovat

Tento ¢len pfedstavuje ¢asové stfedovany pfenos hybnosti v te-

Tij = —pulull. (1.21)

Tenzor druhého rfadu 7;; je symetricky a ma tedy Sest vzadjemné nezéavislych prvki. Pro-
cesem stredovani jsme tak pocet neznamych vystupujicich v zédkonu zachovani hybnosti
navysili o Sest veli¢in, kterymi jsou jednotlivdi Reynoldsova napéti. Sou¢asné jsme ovSem
neobdrzeli rovnice, kterymi by bylo mozné systém rovnic doplnit a tim ho uzav¥it.

Ackoliv je mozné pro kazdé Reynoldsovo napéti odvodit exaktni diferencidlni rovnici,
napf. [31], nelze tyto rovnice pfimo pouzit, jelikoz se v nich objevuji dalsi nezndmé korelace
veli¢in proudového pole. MoZnym zpusobem, jak uzaviit dany systém rovnic, je uziti tzv.
Boussinesqovy hypotézy, [22]. Ta je zaloZzené na analogii mezi molekularnim a turbulentnim
prenosem hybnosti. Tenzor vazkych napéti vyjadifeny prostiednictvim stfednich hodnot
slozek rychlosti mizeme psat ve tvaru

- ou; ~ 0uy 2 Ouy
= — —p—=—10;j- 1.22
7= H <0:Ej + 8%) 3" 0z (122)
Definujeme-li turbulentni kinetickou energii k vztahem
1 o
j = =% (1.23)
2 p
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pak na zékladé analogie s rovnici (1.22) vyjadiime tenzor Reynoldsovych turbulentnich
napéti predpisem

Tij = UT (g;:; + ZZJZ) — ;uTgZ:éij — %ﬁk&ij, (1.24)
kde pr je turbulentni dynamicka vazkost. V porovnéni s molekularni viskozitou, u, ktera
je vlastnosti tekutiny, je turbulentni viskozita vlastnosti samotného proudéni. Posledni
¢len na pravé strané rovnice (1.24) se ¢asto zanedbava v ptipadé subsonického proudéni.
Uvédomme si, Ze samotné zavedeni turbulentni vazkosti neresi problém uzavieni soustavy
rovnic, ale slouzi pouze k nahrazeni nezndmych slozek tenzoru turbulentniho napéti jinou
neznédmou veli¢inou, kterou je oviem skalar. Dale uvidime, Ze pro urceni turbulentni visko-
zity je nutné k systému stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic pripojit jisty model
turbulence, kterym je bud algebraicky vztah nebo jedna & vice parcialnich diferencidlnich
rovnic.

Ve stfedovaném zakonu zachovani celkové energie (1.18) se kromé Reynoldsova napéti
dale objevuji ¢leny u/o;j, cppu;-’ T" a 1/2 pu! u;’ug )
tepelny tok a nejcastéji se analogicky k molekularnimu tepelnému toku (1.20) aproximuje
prostrednictvim

Vyraz cppu;’ T" predstavuje turbulentni

_epr OT
PI‘T 6xj’

kde Prr je turbulentni Prandtlovo ¢islo, pro které se obvykle pouZziva konstantni hodnota.
Konkrétné pro vzduch se uvadi Prp = 0.90, [10]. Dalsf dva vyrazy wo;; a 1/2 pujujuy,
jez odpovidaji molekularni diftizi a turbulentnimu p¥enosu turbulentni kinetické energie,

se u subsonického proudéni opét casto zanedbévaji. Lze je ovSsem aproximovat vztahem

cppuT" = (1.25)

1 1% 4 ok
w0 — ipu;/u;/u;! = (M + 0'k:> @7 (1.26)
kde o}, je konstanta.

Pomoci vySe uvedenych aproximaci prepiSeme systém stfedovanych Navierovych-
Stokesovych rovnic dle Favra do tvaru

o 0
En + oz, (ptij) =0, (1.27)

g, . o , . 0 .

5% (pti;) + oz, (ptitij + pdij) = oz, (Gij — Tij) (1.28)

7(**)+i(**~A+*~.)_ i ".(".._|_ )+
7 pE oz, peu; + puj) = oz, u; (045 + Tij

O (pmr ) O (P
+’y—1 <Pr * PrT> 0z <p>]’

kde 7y je Poissonova adiabaticka konstanta, ktera mé pro vzduch hodnotu v = 1.4. Zde jsme
upravili vyrazy se stfedni hodnotou termodynamické teploty, jelikoz s vyuzitim Mayerova
vztahu a stfedované stavové rovnice (1.19) plati, [28],

(1.29)

= YD
¢, T = —. 1.30
o=t (1.30)

Vzhledem k tomu, Ze stfedni hodnota celkové mérné energie € je dana predpisem, [31],

1
@it + k (1.31)

e:e+§

11



a pro stfedni mérnou vnitini energii € plati, [28],

. L p
= ——= 1.32
po— (1.32)

Ize stfedovanou stavovou rovnici pfepsat do tvaru
_ . 1__
p=(y—1) <pe — 5Pl — pk:) . (1.33)

Jak dale uvidime, jedné se o tvar, ktery lze s vyhodou vyuzit pfi numerickém feSeni. Casto
se obdobné jako u vyrazi (1.24) a (1.26) zanedbéava ¢len obsahujici turbulentni kinetickou
energii za predpokladu, Ze plati

1
k<< e+ iﬂiai- (1.34)

Jedinou veli¢inou v rovnicich (1.27) - (1.29), jejiz specifikace jesté nebyla uvedena, je
nyn{ jen turbulentni dynamické vazkost pp. Tu je nutné urcit na zakladé jednoho z turbu-
lentnich modeli, o kterych pojednavaji nasledujici odstavce.

1.3 Modely turbulence

Turbulentni model predstavuje soubor vztaht a rovnic, které davaji do souvislosti stfedni
hodnoty veli¢in proudového pole s korelacemi jejich fluktuaci a tim uzaviraji systém stiedo-
vanych Navierovych-Stokesovych rovnic. V modelech turbulence se vyskytuje fada konstant
¢i funkei, které vyplyvaji z experimentii na jednoduchych problémech proudéni nebo maji
Castecné empiricky charakter. Z tohoto divodu je pouziti daného modelu turbulence zna¢né
limitovano konkrétnim typem tlohy a nelze tedy kazdy model povazovat za univerzalni.

Ucelem turbulentnich modeli je ur¢it Reynoldsova napéti (1.21), coz miize byt pro-
vedeno v zasadé tfemi zpusoby. Nejjednodussim pristupem je jiz zminéné Boussinesquova
hypotéza, pficemz jsou Reynoldsova napéti analogicky k vazkym napétim dana vztahem
(1.24) a problém je pfeveden na urceni turbulentni viskozity p7. Modely turbulence poté
dale délime v zavislosti na tom, kolik parcidlnich diferencialnich rovnic vystupuje v kon-
krétnim modelu. Modely, ve kterych je turbulentni vazkost urc¢ovana pouze ze stfednich
hodnot veli¢in proudového pole, se oznacuji jako algebraické ¢i nularovnicové. V dtsledku
své jednoduchosti nejsou schopné postihnout historii turbulence a pfi pouziti na komplex-
nich oblastech jsou zna¢né nepfesné. Na druhou stranu mohou byt uzite¢né pro jednoduché
problémy proudéni nebo v pocatetni fazi vypoctu, kdy pouziti slozitéjsiho modelu muze
vést k potizim se stabilitou vypoctu. Nejznaméjsimi zastupci této skupiny jsou modely
Cebeci-Smith ¢ Baldwin-Lomax, [19].

Jednorovnicové a dvourovnicové modely jsou kromé algebraickych vztaht tvofeny pii-
slusnym poctem transportnich rovnic pro veli¢iny, pomoci nichz je definovana pp. V pfi-
padé dvourovnicovych modeld byvé touto veli¢inou nejéastéji turbulentni kineticka energie
k spolu s turbulentni disipaci e (modely k-¢) nebo mérnou rychlosti disipace w (modely
k-w). Pfednosti modela k-¢, které davaji dobré vysledky ve volném proudu, a k-w, vy-
znacujici se presnosti v blizkosti stény, byly skloubeny Menterem, [17, 18|, pfi formulaci
modelu k-w SST (Shear Stress Transport), ktery se stal v inzenyrskych aplikacich velmi
oblibenym. Klasickym predstavitelem jednorovnicovych modelid je model Spalart-Allmaras.
V této praci se podrobnéji zaméiime pravé na posledni dva jmenované.

Vsimnéme si, Ze vztah pro Reynoldsova napéti (1.24) je linearni vzhledem k tenzoru

rychlosti deformace é;; = % (gg? + g? ) Dalsim zptisobem, jak vyjadfit Reynoldsova na-
J 2

péti, je uziti nelinedrniho vztahu, ktery lze obecné zapsat ve tvaru

Tij = 2urF (€5, Sijy - --) (1.35)
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kde F nelinearni funkce vzhledem k tenzoru rychlosti deformace é;;, tenzoru vifivosti

Sij = % (g};‘; — %) nebo dalsim turbulentnim veli¢inam. Metody vyuzivajici tohoto vzta-
hu v kombinaci s nékterym dvourovnicovym modelem se oznacuji jako ARSM nebo
EARSM - (Explicit) Algebraic Reynolds Stress, |30], a predstavuji zjednoduSeni tfetiho
nejkomplexné&jsiho piistupu, kterym je model RSM (Reynolds Stress Model), jenz spoc¢iva
v TeSeni transportnich rovnic piimo pro jednotlivé slozky tenzoru Reynoldsovych napéti

doplnénych zpravidla transportni rovnici pro specifickou rychlost disipace w, [22].

1.3.1 Model Spalart-Allmaras

Model Spalarta a Allmarase, [27], je jednorovnicovy model vytvofeny zejména pro pouZiti
v aerodynamice napf. pro obtékani profili lopatek nebo obecné pro proudéni v okoli stén,
kde dochézi k tvorbé meznich vrstev. Naopak neni p¥ili§ vhodny pro korektni zachyceni
volnych smykovych vrstev ¢ odtrzeni mezni vrstvy, [31].

Modelovani turbulence je zajisténo transportni rovnici pro veli¢inu o, pfedstavujici
modifikovanou turbulentni viskozitu, ktera je svazéna s dynamickou turbulentni viskozitou
vztahem

nr = ﬁﬁfvl. (136)
Modelova transportni rovnice se ve standardni verzi, [21], uvadi v nasledujicim nekonzer-
vativnim tvaru

o O 5 a1 2%
N + uj% =cp1 (1 = fi2) ST — [Cwlfw - ?fw] <d> + )
+ l i ( + ") @ + @@ .
o | O0x; vy Ox; b2 0x; Oz |’

pricemz veli¢ina S predstavuje modifikovanou velikost tenzoru vifivosti, které je definovana
vztahem

~ 14
S =5+ fu (1.38)

kde d je vzdélenost k nejbliz§imu povrchu stény a S je velikost tenzoru vifivosti, pro niz
ve dvourozmérném proudéni plati

|00 Ou

oz Oy
Rovnice (1.37) pfipomina svou strukturou rovnice stfedniho proudu tim, Ze se v ni rovnéz
vyskytuji ¢leny pfedstavujici lokalni zménu, konvekci a diftizi. Navic zde ovSem figuruji
zdrojové Cleny - prvni ¢len na pravé strané predstavuje produkci a druhy ¢len destrukci
modifikované turbulentni vazkosti. Posledni ¢len na pravé strané je nekonzervativni vyraz,
jehoz pritomnost nemé analyticky ptivod, ale pochazi z dvourovnicovych modelti, kde maji
obdobné vyrazy pozitivni vliv na pfesnost feseni, [27].

. (1.39)

Funkce
1
3 6 1%
X X 1+ cos ] 6
— , =1 S a = s 140
fvl X3+C?,1 fv2 1+va1 fw g |:g6+6161}3 ( )
kde - -
v 6 v
X=-, g=r+en(’-r), r= Sop (1.41)

zarucuji spravné chovani modelu v rtiznych ¢astech mezni vrstvy. Pro vysoké hodnoty r je
fw konstantni, proto se ¢asto hodnota r shora omezuje napf. konstantou 10, [27]. Funkce
fio je ddna predpisem

fi2 = cizexp (_Ct4X2) (1.42)
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a ve standardni verzi modelu byvéa Gasto zanedbavéana s tim, Ze jeji pfitomnost nemé vliv na
fegeni, [21]. Funkce fo ma totiz spojitost s tzv. trip élenem fyy AU?, ktery se v zakladni verzi
modelu objevuje na pravé strané rovnice (1.37). S témito ¢leny je model Spalart-Allmaras
schopen modelovat pfechod z lamindrniho do turbulentnfho proudéni. Praktické vyuziti
tohoto modelu je v8ak omezené, jelikoz AU predstavuje rozdil mezi rychlosti v prislusném
bodé proudového pole a rychlosti v poloze pfechodu, ktera ale neni apriori znamaé, [27].
Pribeéhy jednotlivych funkci modelu v zévislosti na parametru y jsou zobrazeny na obr. 1.
Konstanty vystupujici v modelu maji nasledujici hodnoty

cp1 = 0.1355, cpy2 = 0.622, cw2 = 0.3, Cw3 = 2, 1 =171,

-+ :
K

2
c3 = 1.2, cy = 0.5, o= 3 k = 0.41, Cyl =

o
2 1 ‘
— — —vztah (1.38)
0.8 vztah (1.45)
0.6
3
~
@ (0.4
0.2 /
/
/
0 /
2 ‘ ‘ !
1072 10° 102 -3 -2 -1 0
X S/S
Obr. 1: Pribéh funkei f,1, fu2 a fio Obr. 2: Piivodni a upravena definice S

Ve fyzikalng pripustnych situacich by modifikované velikost tenzoru viFivosti S méla
byt vzdy kladna a neklesnout pod hodnotu 0.3S. Toto omezeni ale nemusi byt pro S
definovanou rovnici (1.38) vzdy splnéno. Uvedena definice pripousti nekladné hodnoty
S i pro nenulové S, jelikoz sama funkce fyo je na ur€itém intervalu y zéporna, obr. 1.
Zaporna hodnota S by naruSovala pribéh ostatnich modelovych funkei, proto Allmaras,
Spalart a Johnson predstavili v [1] upravenou definici S, ktera je identicka s (1.38) pro
S > 0.39, ale ztstava kladna pro vSechny hodnoty velikosti tenzoru vifivosti S. Nejprve
definujeme

— 1
a poté urcime S na zaklads vztahu
) S+ S B pro S > —cy»S,
S = 54 S (2,5 + c3S) iinak (1.45)

(Cvg — 261,2) S — g

kde cp2 = 0.7 a cp3 = 0.9. Pivodni a upraveny pritbéh S v zavislosti na S je v poméru
k velikosti tenzoru vifivosti S vynesen na obr. 2.

Allmaras a kol. dale uvadgji, [1], Ze model v nekonzervativnim tvaru (1.37) je obecné
platny jak pro stlacitelné, tak pro nestlacitelné proudéni a mél by byt uvazovan jako stan-
dardni. Vzhledem k tomu, Ze stfedovany systém Navierovych-Stokesovych rovnic jsme zde
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uvadéli v konzervativnim tvaru, coz dale vyuZzijeme pfi vybéru vhodné numerické metody
pro FeSeni, je vyhodné pfeformulovat rovnéz model Spalart-Allmaras do konzervativniho
tvaru a k feSeni transportni rovnice pro o poté pouZit stejny pristup jako v piipadé rovnic
stfedniho proudu. Pro pfevedeni rovnice (1.37) do konzervativniho tvaru se¢teme trans-
portni rovnici pro 7 vynasobenou p a stiedovany zakon zachovani hmotnosti (1.16) vyné-
sobeny 7,

ﬁ% o (6;) 2 (ﬁ%‘)) = pep (1 — fra) ST —

&€ i

~\ 2 — i T, 1)
i cot AN . o o
p [cwlfw 2 ft2:| (d) + . {axj <(V—i—l/) 81‘j> +Cb28xi (%:i] )

Levou stranu této rovnice lze diky pravidlu o derivaci souc¢inu funkci prepsat do tvaru

(1.46)

oy _0p _ov  _ 0 _ 0 ,_. o ,___
p— — 4 pU;— — (pu;) = = (p — (pri;) . 14
Por Vo TP gy, TV gy, P = gy () + 5 (pP) (147)
Stejnym zpusobem miiZeme rozepsat vyraz
0 e 0 _, OU .. Ov 0p
— | p — | =p=— — _— 14
81‘]' (,0 (V+V) 81‘J> pa$j ((Ver) aZL‘j> + (Ver) 3:1)]' a$j’ ( 8)

pri¢emz prvni ¢len na pravé strané rovnice se vyskytuje i v rovnici (1.46). Na zékladé dvou
ptredchozich vztaht upravime (1.46) do tvaru
N\ 2
0 P9) o (@95) = e (1~ fi2) S0 [ewn fu — o] (”) +
i " d (1.49)
170 (. _, OV _ Ov Op . O Op
+ . [83:] <p(l/+V) 83@) +pcb28xi . (v+7p) o (%zi] ,

coZ je transportni rovnice modelu Spalart-Allmaras v konzervativnim tvaru, kterou s vy-
hodou vyuzijeme pfi numerickém FeSeni.

Okrajova podminka pro modifikovanou turbulentni vazkost se ve volném proudu voli
Uso = (3 + 5)Vso, kde symbol oo zna¢i hodnotu ve volném proudu. Na pevné nepropustné
sténé se predepisuje podminka 7 = 0, [1].

1.3.2 Model k-w SST

Dvourovnicové modely nejéastéji pfedstavuji transportni rovnici pro turbulentni kinetic-
kou energii k£ [mQ . s_2] a veli¢inu, ktera vyjadiuje turbulentni délkové méfitko. Zvolime-li
za tuto veli¢inu turbulentni disipaci e [m2 . s_3], ktera predstavuje rychlost zmény tur-
bulentni kinetické energie na tepelnou energii, dostavime model k-¢. Takovy model je
v zékladni verzi pouzitelny pouze v dostatecné vzdélenosti od obtékané stény, kde je vy-
soky pomér turbulentni a molekularni vazkosti pup/u. V tésné blizkosti stény jsou vice
tlumeny fluktuace rychlosti ve sméru normaly ke sténé a z tohoto divodu zde nemé turbu-
lence izotropni charakter, a sice ani v nejmensich virech, kde probiha disipace turbulentni
energie, coZ je v rozporu s odvozenim konstant vystupujicich v rovnici pro e, [22]. Pro
feSeni tohoto problému existuje nékolik pfistupti, kterym je napiiklad tprava pro nizki
Reynoldsova ¢isla, kde se zavadi tlumici funkce a piidavné ¢leny do definice turbulentni
vazkosti a transportnich rovnic pro k a ¢, [19].

Wilcox, [31], ze zminénych divodi pouZil pro uréeni turbulentniho délkového méfitka
specifickou rychlost disipace w = ¢/k [s_l], jejiz prubéh v blizkosti stény odstranuje ne-
vyhody modelu k-¢. Zakladni verze modelu k-w tak mize byt integrovana az k povrchu
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stény bez dalsich aprav. Menter déle v praci [16] ukazal, Ze model k-w vykazuje zna¢nou
citlivost na zadani okrajové podminky pro w ve volném proudu, na zakladé ¢ehoz navrhl
dva dvouvrstvé modely, [17, 18|, které kombinuji pfednosti modelu & - w u stény (zachovani
pfesnosti a robustnosti) a k- ve volném proudu (nezéavislost modelu na volném proudu
vné mezni vrstvy).

Menter transformoval standardni model k-¢ do formulace k-w a pfedstavil pfechodo-
vou funkci Fi, ktera je rovna jedné ve vnitini ¢asti mezni vrstvy a v blizkosti jeji hranice
postupné klesa k nulové hodnoté. Slouc¢eni obou modelu je dosazeno pravé pomoci pfecho-
dové funkce, kdy transportni rovnice Wilcoxova modelu k-w jsou nésobeny piimo funkci
F arovnice standardniho k- & modelu funkci (1 — F1). Po se¢teni takto upravenych rovnic
dostavame transportni rovnice pro k a w v konzervativnim tvaru

% (pk) + 68951 (pkt;) = P — B* pwk + (f% [(u + o) gfj} , (1.50)
5 )+ 5 (o) = 22P = s+ 5 |G ) 52| + .
+2(1_F1)p2“2;i§;, |
kde P je produkéni ¢len, pro ktery plati
pP= Tijgz; (1.52)

a 7;; je tenzor Reynoldsovych napéti dany rovnici (1.24). Tento exaktni tvar produkéniho
¢lenu byva nékdy z divodu snazsi implementace nahrazovan aproximaci

ou;

P =pupS? — g pké.
kde vystupuje velikost tenzoru vifivosti (1.39), [16]. Produkéni ¢len s velikosti tenzoru
vitivosti navic u jednoduchych problémi proudéni dosahuje takika stejnych hodnot jako
exaktni produkéni ¢len, [21]. Pro stlacitelné proudéni pii nizkych rychlostech je druhy ¢len
na pravé strané rovnice (1.53) fadové mensi nez ¢len prvy a lze jej tedy v téchto pfipadech
zanedbat. Poznamenejme, Ze aproximace urS? je obdobou modifikace Kato-Launder, [12],
ktera se uzivd u modelu k-¢ a kdy je produkén{ ¢len rovnice pro k aproximovan vyrazem
puréS, kde é je velikost tenzoru rychlosti deformace. Obecné se doporucuje, [17], uzivat pro
produkéni €len v transportni rovnici pro k limiter v nasledujicim tvaru

Py, = min (P, 205 pwk) , (1.54)

ktery zabranuje nartstu turbulentni kinetické energie v okoli stagnacnich bodd omezenim
na dvacetinasobek jeji destrukce.

Modelové konstanty jsou urcovany analogicky k odvozeni transportnich rovnic ze
vztahu

[ak Ow B]T =F [ak Ow BH +(1-F) [o*k Ow ﬁ];, (1.55)
kde dolni index 1, resp. 2, oznacuje konstanty ve Wilcoxové modelu k- w
or1 = 0.5, 0wl = 0.5, B1 = 0.075, (1.56)
resp. v transformovaném modelu k-¢

op =1.0,  0u2 =0.856, B = 0.0828. (1.57)
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Koeficienty &, resp. 8%, maji konstantni hodnoty 0.41, resp. 0.09, a ~,, je definovino pomoci

B Uw/i2

LRt

Posledni ¢len v transportni rovnici pro w (1.51) pochézi z transformované rovnice pro &

a oznacuje se jako pri¢na diftze. Pritomnost tohoto ¢lenu zpisobuje, Ze model neni citlivy
na hodnoty w ve volném proudu, [6]. Pfechodova funkce je ddna vztahem

(1.58)

VEk 500v\ 4pouk
_ 4 . w
Fy =tgh (F1) , kde 'y = min [max (B*wd’ o | CDE (1.59)
Velic¢ina CDy,, v definici I'y pfedstavuje kladnou ¢ast ¢lenu pficné difaze
1 0k Ow
Dy, = 2p0u2— 27—, 10720 1.
CDy max( po Qwaazj dz; 0 > (1.60)

a d je minimalni vzdalenost k nejbliz§imu povrchu stény.

Jak jiz bylo fe¢eno, navrzeny byly dva dvouvrstvé modely. Oba modely jsou si velice
podobné. Zasadnim rozdilem je vSak definice turbulentni vazkosti. V zékladnim modelu
k-w BSL (Baseline) je turbulentni vazkost uréovana na zakladé klasického vztahu
pur = pk/w. Menter dale na zakladé BSL modelu formuloval model k-w SST (Shear Stress
Transport). Dle Bradshawova predpokladu je turbulentni smykové napéti v prevazné ¢asti
mezni vrstvy amérné turbulentni kinetické energii, tj.

T = —puv" = a1 pk, (1.61)

kde a1 = 0.31. Klasické formulace turbulentni vazkosti vSak tuto vazbu nerespektuji,

smykové napéti je v konvenénich dvourovnicovych modelech uréoviano na zékladé vztahu

7 = urS a tedy neberou v tvahu vliv transportu turbulentniho smykového napéti, [22].

Dochazi tak k nadhodnoceni pr, a to zejména pii proudéni s nepfiznivym tlakovym gra-

dientem, |6, 16]. Podstatou SST modelu je omezeni nadmérnych hodnot turbulentniho

smykového napéti pomoci upravené formulace turbulentni vazkosti ve tvaru
pairk . <Pk alpk>

HT = hax (a1w, SFy) I Sy

(1.62)

Funkce F5 slouzi k zabranéni aktivace SST limiteru ve volnych smykovych vrstvach, jeli-
koz jeji pribéh je podobny funkci F; s tim rozdilem, ze Fb zalina klesat k nule ve vétsi
vzdalenosti od stény nez F}. Je definovana vztahem

(1.63)

2VEk  500v
F2 = tgh (F%) ) kde FQ = max <B*Ml7 W) .

Modelové konstanty jsou v pfipadé SST modelu stejné jako u BSL s vyjimkou oy, ktera
zde méa hodnotu 0.85.
Menter, [18], navrhuje ve volném proudu okrajové podminky pro k a w ve tvaru

oo = (1 = 10)%’0, koo = 10~y e, (1.64)

kde L je priblizné délka vypocetni oblasti. Definice okrajovych podminek ve volném proudu
se ale ¢asto ruzni. Napt. Hellsten v praci [6] uvazuje L jako charakteristickou délku. Mnohdy
se také hodnoty ko, a wee predepisuji pomoci intenzity turbulence I, [3], nasledovné

Vk
I

koo = §(uooI)27 Woo = (/3*)_%

. (1.65)
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Na pevné nepropustné sténé se vSechny turbulentni veli¢iny kromé w nastavuji na
nulovou hodnotu. Wilcox, [31], ukazal, Ze w vyhovuje v blizkosti stény vztahu
6v
p1d?
pricemz d je vzdalenost od stény. Je tedy mozné namisto klasické okrajové podminky
predepisovat tuto hodnotu na nékolika prvnich bodech sité u stény. V praci [16] Menter
predstavil okrajovou podminku pro w pifimo na sténé ve tvaru
6v
0——,
A1 (Ad)

w —

pro d—0, (1.66)

(1.67)

ktera prinasi dostatecné presné vysledky a lze ji sndze implementovat. Symbol Ad oznacuje
vzdélenost od stény k nejblizsimu bodu sité.

1.3.3 Turbulentni mezni vrstva

Méfeni ukazuji, ze v blizkosti stény se stfedni rychlost méni se vzdalenosti od stény loga-
ritmicky. Tato vlastnost se oznacuje jako zékon stény (Law of the Wall), |31], a na zékladé
rozmérové analyzy lze mezi bezrozmérnou vzdalenosti od stény y* a bezrozmérnou rych-
losti u*, které jsou definovany vztahy

yt =2 a  ut=-_—, (1.68)
v Ur
odvodit pro pripad nestlacitelného proudéni relaci
ut =1yt +C, (1.69)

kde x = 0.41 je Von Kéarméanova konstanta, kterd vystupuje i v uvedenych modelech
turbulence, C' je integracni konstanta, kterd se pro hladké stény voli C' = 5, w je rychlost
rovnobé&zna se sténou a u, je tzv. tfeci rychlost, kterou lze definovat pomoci smykového

tfeni na sténé 7, vztahem
Tw
Up = 4 —. (1.70)
’ p
Skute¢ny profil rychlosti odpovida zakonu stény pii prekroceni y* =~ 30, obr. 3. Tuto

oblast prekryvu, jez tvori pifechod mezi vnitini a vnéjsi ¢asti turbulentni mezni vrstvy,

| Vazka podvrstva | Logaritmické oblast | Oblast aplavu
f T T 1
30
ut 20+
10+
0 . R | . R | . L] . IR R
1 10 10% 103 10*

)

Obr. 3: Typicky pribéh rychlosti v turbulentni mezni vrstvé
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nazyvame logaritmickou oblasti. V t&sné blizkosti stény (y™ < 5) mé proudéni zcela la-
minarn{ charakter, kde miizeme uvazovat 7,, = ,ug—;” a mezi yT a uT poté plati linearni
zéavislost u™ = yt.

Pfi numerickém feSeni turbulentniho proudéni se nezévisle na volbé modelu turbu-
lence pozaduje v zadjmu korektniho zachyceni tenké laminarni vrstvy, aby vzdalenost prv-
niho bodu sité od stény y; spliovala yf < 1. Pro proudéni s razovymi vlnami se uvadi
v < 0.3, [31].

Tato podminka poté vede na vysoce zahusténou sit v blizkosti povrchu stény, ¢imz je
navysen pocet elementu sité a tedy i délka samotného numerického vypoctu. Je zde proto
snaha pocet prvki u stény redukovat, a sice se za timto ucelem pouzivaji tzv. sténové funkce
(wall functions), které vychazeji ze zdkona stény a korektniho prubéhu rychlosti dosahuji
i pro 30 < yf < 200 prostfednictvim dpravy okrajovych podminek pro turbulentni veli-
¢iny a rychlost na sténé. Tento pristup ovSem muze vést k nespravnému feSeni, jelikoz se
apriori predpoklada ptritomnost logaritmické oblasti, coz zvlasté pfi proudéni s odtrzenim
mezni vrstvy splnéno neni. Z tohoto divodu se uzivani sténovych funkci obecné nedoporu-
Cuje a v této praci se tomuto pristupu dale vénovat nebudeme. Odvozeni a implementace
sténovych funkci pro nadmi uvazované turbulentni modely bylo popséno napf. v praci [11].
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Kapitola 2

Numerické reseni turbulentniho
proudéni stlacitelnych tekutin

Pro popis turbulentniho proudéni stlacitelné newtonovské tekutiny jsme v prvni kapitole
uvedli stfedovany systém Navierovych-Stokesovych rovnic podle Favra ve tvaru

op | 9(puj)

815 81‘]’

—0, (2.1)

d(pui) | 9(puuj +pdy) 0
o Dx; ~ g (3 = 7i3), 22)

d(pe)  O(peuj+pu;) 0 | Yo (p k)9 (P
ot + oz, = 0 uz(UU‘f‘Tz])‘i‘,}/_l PI+PIT dz; \ p , (2.3)

ktery jsme doplnili modelem turbulence. Podrobné popiSeme realizaci numerického reseni
pouze pro model Spalart-Allmaras, jehoZ transportni rovnice mé tvar

~\ 2
57 07) 4 g (o) = can (1= fn) 505 = p [ewn o = % ] (5) + .

179 N 05 O 9 dp
+ - pv+0) 72— | + pew v+ ) :

0wy 017

8xj 81‘j (91‘@ ax,-
Kde du;  Ou;\ 2 9
U; Uj Uk
.. R _Z 2RSS 2.5
UZ] + Tl] (lu’ + ,U,T) <8LUJ + ax1> 3 (lu’ + IU’T) afl)'k 179 ( )
dynamicka viskozita p je urcovéna ze Sutherlandova vztahu
3
T\2Ty+Ts
_ - 2.6
n=m () T (2.6)

a predpis pro turbulentni vazkost ma tvar pur = pvf,1. Rozdily v implementaci modelu
k-w SST uvedeme v samostatné podkapitole, jelikoz se principialné jedna o feSeni systému
rovnic se stejnou strukturou. V uvedenych rovnicich jiz veli¢iny proudového pole neozna-
¢ujeme Carou, resp. tildou z divodu zjednoduseni zapisu. Mame pfitom na paméti, Ze se
stale jedna o stfedni hodnoty pfislusnych veli¢in.

V této kapitole uvedeme mozny zpisob numerického FeSeni systému rovnic (2.1) - (2.4),
pricemz budeme uvazovat dvourozmérné proudéni. Stfedované Navierovy-Stokesovy rov-
nice budeme spolu s transportn{ rovnici modelu Spalart-Allmaras Fesit stejnou numerickou
metodou a za timto tGcelem turbulentni model pridruzime k systému rovnic popisujicich
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proudéni, [15]. Casto se ale voli pravé opacny pristup, kdy rovnice stfedniho proudu a turbu-
lentntho modelu jsou FeSeny postupné a pro feSenf je tedy mozné vyuzit odlisné numerické
metody. Obecné lze Fici, Ze FeSeni sdruzeného systému rovnic vede na rychleji konvergentni
numerické schéma co se tyce poctu iteraci ale ne nutné pokud jde o ¢as CPU, [31].

V kartézské souradnicové soustavé, kde x = [z, y]T je vektor prostorovych soutradnic,
lze konzervativni systém vyjadiit v kompaktni vektorové formé

ow N ofl(w) n ogl(w) _ ofV (w) n gV (w)

ot T o oy B oy TS5 (2.7)

kde vektor konzervativnich proménnych w = w(x,t), w € R®, kartézské slozky nevazkého
fi(w), gl(w) a vazkého fV(w), gV (w) konzervativniho toku a zdrojovy ¢len s(w) maji
tvar

P pu pv 0
ou pu? +p pUU 0
w=|po|, W)= | puv |, glw)= | p2ap | sw= 0|, @3
pe (pe +p)u (pe +p)v 0
pU pru prv S5
_ 0 -
Ozz + Tax
fV(w) = Oy + Tay ) (2.9)
(O + Tox)u + (Ozy + Toy)v + % (% + }’frTT) 2 (%)
I spv+D)g2 ]
_ 0 -
Oya + Tyz
g¥(w) = Oyy + Tyy , (2.10)
(0ya + Tya)u + (oyy + v + =25 (% + ng) 8% (%)
1 ~\ O
i P+ D)5 i
pricemz nenulové slozka vektoru zdrojovych ¢lent je dana jako
= Cp1 1 2
s5 = cp1 (1 — fi2) Spv —p [Cwlfw - jfw} <> +
" d (2.11)
LP 85817+817617 1( ) aﬁap+aﬁap '
|l ———t+=— |- -+ |+ —=
o "\ 0r Oz 0y Oy o Oxrdxr Oy dy
a pro soucet slozek tenzoru vazkych a turbulentnich napéti plati
. (i + ) 40u 20v
o Tz = —— 1,
ou Ov
Oxy + Tzy = Oyzx + Tyx = (M + HT) (ay + ax> s (212)

%@ 2 0u
30y 30x)

oyy + Tyy = (1 + pr) <

Systém rovnic (2.7) budeme déle transformovat do bezrozmérného tvaru tak, Ze pti-
vodni rozmérové veli¢iny vztahneme k néjaké vhodné zvolené referenéni hodnoté stejného
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rozméru. Zvolme referencni hustotu prs > 0, referenéni délku fef > 0, referencni rych-
lost upes > 0 a referen¢ni dynamickou vazkost e > 0. Bezrozmérné veliiny zavedeme
nasledovné

- ) r = ra Yy = T7 U = ) v o= ) wo=
Pref ref ref Uyef Uref Href

v

Turbulentni veli¢iny pr a 7 a vzdalenost k nejblizsi sténé d transformujeme do bezrozmér-
ného tvaru zavedenim
LA LA (2.14)

*
Hr = 9 vo= ’ ’
Href Vref Href Cref

kde v je referenéni hodnota kinematické vazkosti. Ostatni bezrozmérné veli¢iny jsou
definovany pomoci, [28§],

*x p _ p * € _ €
= T2 ¢ T e Ty
Dref Pref Wiof Cref Upof (2 15)
T T _ T rief t*:izureft '
Tret u12-ef ' Lref lret

kde 7t je referenéni hodnota mérné plynové konstanty, kterou bez tjmy na obecnosti
miizeme pro piipad idealniho plynu zvolit jako ref =7 = 287 [J - kg1 K_l].

Postup transformace do bezrozmérného tvaru ukiZeme podrobné pouze pro rovnici
modelu turbulence (2.4), jelikoz se v dostupné literatufe ¢asto neuvadi. Nejprve trans-
formujeme do bezrozmérného tvaru vSechny vztahy a funkce, které vystupuji v modelu.
Pievod provadime prostym dosazenim z definic bezrozmérnych veli¢in v (2.13) - (2.15)
za rozmérové veliiny v prislusném vztahu. Pro velikost tenzoru vifivosti S danou rovnici
(1.39) plati

ov* B ou*
oy*  Ox*

= Urel g, (2.16)

5= a Eref

8(gref y*) 8(gref 33*)
Parametr y ztstava po transformaci do bezrozmérného tvaru formalné shodny s ptivodni

definici a stejné tak modelové funkce f,1, fu2 a fi2, jelikoZ zavisi pouze na tomto parametru.
Plati

8(uref U*) a(uref U*) ‘ _ Uref

gref

~ % ~ %
Vref V-V *

X" (2.17)

Dosazenim do vztahu pro modifikovanou velikost tenzoru vifivosti (1.38) obdrzime

Vyef V* v*

& Uyef Vrefﬁ* Uyef 1 vr Uref &
G = relge | Vretl g G 4 — V) = Yrefg 2.18
Crof + K?ef K2d*2 foz Lrof < + Re k2d*? f”2> lret ( )

kde jsme zavedli referencéni Reynoldsovo ¢&islo, které je definovédno vztahem.

ref Ur vef Uref Ur
Re — u ef ef — p efu ef ef' (2.19)
Vref Href

Upraveny vztah (1.45) pro zajisténi pozitivity S se formalné nezmeni, jelikoZ v ném vystu-
puji pouze velic¢iny S a S, resp. S* a S* abude tedy v bezrozmérném tvaru za predpokladu,

7e definujeme
— 1 o

_ *
= v 2 1 (2.20)
Pro parametr r definujici modelovou funkci g, resp. fy, 1ze psat
~ %k 1 ~ %k
DotV _ Y (2.21)

B urefgref S*Iﬁlzd*z B Re g*lﬁlzd*z
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a samotné funkce g a f,, zustavaji opét formélné beze zmény, jelikoZ zavisi pouze na r.
A kone¢né, transportni rovnici (2.4) pfepiSeme do tvaru

Ure re Vre a k ~k a k ~% %k
fpff[ (05" ( )}

R A L
_ Uyef Zref Vref Co1 (1 . ft*Q) g*p*ﬂ*
ref
Pref Vr2ef * * Cb1 v*
e P |:Cw1fw thz} T ‘1' (2.22)
ref

+la*
Uax;f’o

1, ., . 00*0p
o (v +V)8:c’;8:rf}’

odkud po jednoduché tpravé obdrzime rovnici modelu Spalart-Allmaras vyjadFenou v bez-

TP Ox} Ox

rozmérném konzervativnim tvaru

0 * ~ ok 0 O * ok~ 1 * * Cbl ,x v* 2

s 170 G 0T ) = e (1 ) ' —Re{p ewsi -2 52] (5)
1[0 (.. o\ . oror . . 05 0p

+U[8a:;f (p (v +V)8x;>+p 2 F Oar (v +V)8xf8mf]}' (2.23)

Pro turbulentni viskozitu danou rovnici (1.36) muzeme psat

HT = Pref Vref P*D*f;1 = Href M}a (224)

coz je ptimo defini¢ni vztah (2.14) pro bezrozmérnou turbulentni vazkost. Obdobné mii-
Zeme pro bezrozmérnou hodnotu tlaku p* psat

pr=(-1) [p*e* - %p* (u*? + v*2)} , (2.25)

kde jsme zaroven zanedbali posledni ¢len na pravé strané rovnice (1.33) obsahujici turbu-
lentni kinetickou energii k, jelikoZ uvazujeme platnost vztahu (1.34).

V piipadé Sutherlandova vzorce (2.6), ktery udava vztah mezi dynamickou viskozitou
a termodynamickou teplotou, dochézi po prevedeni do bezrozmérného tvaru ke zna¢nému
zjednoduseni, jelikoz pro vycisleni bezrozmérné dynamické vazkosti neni nutna znalost
konstant Ty a pg. Referencni dynamickou vazkost pe pii referencni teploté Tief mtizeme
zapsat pomoci Sutherlandova vztahu ve tvaru

3
Tret \2 To+Ts
Href = MO < To > Tt + TS. (226)
Bezrozmeérnou dynamickou vazkost poté upravime nésledovné
#ref Ho /UJref B
_ ( ) T, +Ts <T0 )‘3’ et + Ts
B T +Ts \Tret To+Ts
3 (2.27)
_ ) Lref T LS + TS _
ref T + TS
3 1 + TS
(T ) T*’
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¢imz jsme prevedli Sutherlandiiv vzorec do bezrozmérného tvaru, kde se jiz konstanty Ty
a 1o nevyskytuji, a soucasné jsme zavedli Tg = Trff

Model Spalart Allmaras je v bezrozmérném tvaru souhrnné zapsan v piiloze A. Trans-
formace stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic (2.1) - (2.3) se provadi ekvivalent-
nim zpusobem a pro pripad laminidrniho proudéni, kdy systém rovnic nabyva formalné
shodného tvaru, byla podrobnéji popsana napf. v praci [29], proto ji zde uvadét nebudeme.

V dalsim textu této kapitoly, nebude-li vyslovné uvedeno jinak, budeme pracovat vy-
hradné s bezrozmérnymi veli¢inami. Z divodu jednodussiho zapisu proto jiz dale nebudeme

bezrozmérné veli¢iny oznacovat hvézdickou.

Systém stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic v bezrozmérném tvaru zapiSeme
v kompaktni vektorové formé nasledovné

ow ofH(w) N ogliw) 1 {8fv( w) n gV (w)

2.2
ot + Ox oy  Rel| oz oy }+S(W)’ (2.28)

pii¢em? vektor konzervativnich proménnych w, kartézské slozky nevazkého fl(w), g!(w)
a vazkého fV(w), gV (w) konzervativniho toku a zdrojovy ¢len s(w) maji formalné shodny
tvar s (2.8) - (2.10). Paty ¢len vektoru zdrojovych ¢lent je v bezrozmérném tvaru dan jako

| c o\ 2
s5 = co1 (1 = fr2) Spv — Re” [Cwlfw - %fﬂ} (d) +

1 P, 81/81/4_@@ _il(y_i_ 5 8uap+f9u8p
Ox dxr Oy dy Reo Ox dxr Oy dy

(2.29)

Pro feSeni systému rovnic (2.28) jsme v této praci zvolili tzv. cell-centered metodu ko-
necnych objemi pro prostorovou diskretizaci stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic
s pripojenym modelem turbulence na strukturované ¢tyrihelnikové siti ve 2D a dvoustup-
novou Rungeovu-Kuttovu metodu druhého fadu presnosti pro diskretizaci v Case.

2.1 Metoda kone¢nych objemi

Ohrani¢enou vypoétovou oblast 2 € R?, na které budeme Fedit uvazovany systém rovnic
rozdélime na koneény pocet navzajem disjunktnich podoblasti €2,, n =1,..., N takovych,
7e Qp = U1]1V=1 Q,, kde €y, je aproximace vypoc¢tové oblasti €2 pomoci uzavienych konvex-

Ami1 [xm+1: ym+1]

Obr. 4: Kontrolni objem €2;; strukturované Obr. 5: Strana I';; = Ay At
¢tytrihelnikové sité S ¢tyrihelnikové buiiky €2;;
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nich étytihelniki €,,. Tim dostavame étytihelnikovou sit S = {Q,}_; na Q. Vytvorena
sit bude strukturovana, pokud se v kazdém uzlu sité budou stykat pravé ¢tyii elementy
Q, € S. Lze tedy zavést dvé mnoziny indexi Z = {1,...,Nz} a J ={1,..., Nz} tak, ze
p¥i oznadeni Q, = Q;, i € Z, j € J plati N = Nz x N. Ctyfthelnikovy element Q;; site
S budeme nazyvat kontrolni objem nebo buiika sité. Potom N udava celkovy pocet bunék
sité S na Q.

Na obr. 4 je znazornén kontrolni objem €;; = A1 A2 A3 A4, Ay = [T, Ym), m = 1,...,4
s hranici 0Q);; = Uiz:l I‘Z‘ Symbolem F’Z?} = A Apa1 znacime m-tou stranu Etyiahelni-

kové bunky €;;, obr. 5, kde A,,4+1 = Ay pro m = 4.

Pro urceni vektoru konzervativnich proménnych v sitovych bodech (i, 7), tj. ve stfedech
bunék Q;; strukturované ¢tyitihelnikové sité, vyuzijeme metodu koneénych objemii (Finite
Volume Method), |29]. Vektorovou rovnici (2.28) integrujeme pfes kazdy kontrolni objem

Q
dS /<8f1 8g;;w)> 45 —

_ é <af;iw) + ag;;“’)> ds + / s(w) dS.

%) %)

R

(2.30)

Reseni w(x,t) systému rovnic (2.28) aproximujeme na kazdé bufice Q;; konstantni
funkei w;;(t), ktera je rovna integralnimu praméru z hledaného feSeni w(x, t) pies kontrolni
objem €;;,

1
wi;(t) = m /w(xjt) ds, (2.31)

kde [€;;| je obsah ¢tyithelnikové buiiky ;;. Poté pomoci vztahu (2.31) mtzeme upravit
prvni integral na levé strané rovnice (2.30) do tvaru

/8“’(" Das=2 o /w £)dsS = dw”( )|Q”| (2.32)

ot
Qi
kde prvni rovnost plati, jelikoz kontrolni objem €);; ziistava s ménicim se ¢asem t kon-
stantni. Obdobné jako feSeni w(x,t) budeme na buiice ;; aproximovat i zdrojovy ¢len
s(w) konstantni funkci s;;, kterou opét uréime jako integralni primér z funkce s(w) pres

bunku €2;;, tj ,
€251

Dosazenim vztahu (2.32) a (2.33) a aplikaci Greenovy véty, pomoci které prevedeme
plodné integraly nevazkych a vazkych toku pres oblast €2;; na integraly kiivkové podél jeji
hranice 0€;;, do integralni rovnice (2.31) ziskame

dWZ“ t x
d;( )’QU‘ + j{ [fI(W) ng; + gI(W) ynij] d/ =
891”' (2.34)
= Re (£ (w) "nij + gV (W) Ynyj] e+ s45(Q5],
8Qij

kde *n;;j a Yn;; jsou kartézské slozky jednotkového vektoru vngjsi normaly n;; = [*n;j;, Yng;]T
k hranici 0€2;; kontrolniho objemu 2;;. Nahradime-li v rovnici (2.34) kiivkové integraly
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vyjadiujici celkovy nevazky a Vazky tok veli¢iny w hranici 0€2;; buiiky €);; v ¢ase ¢ souctem
integrali pres jednotlivé strany IV, m = 1,. .., 4 ¢tyfihelnikového kontrolniho objemu Qj
tvorici hranici 0€2;; dostavame

dw;;(t m
g mmz / )0 + gl (w) n] de =
) g (2.35)
_ Z / w)Tnl? + gV (w) ] e+ 55|,

1 o

T
kde n;; = [“”n:’;,yn J} je jednotkovy vektor vnéjsi normaly ke strané I, pro ktery dle
obr. 5 plati

m m oy Aym  Azp,
I

nj = ["nfj, %]T = [sin ¢y, — cos )T =

(2.36)

Délka m-té strany I';? buiky €2;; je urCena vztahem

T3 = /A2, + A2, (2.87)

kde Ax,, a Ay, jsou velikosti praméta m-té strany I'J; do kartézskych souradnicovych os
a plati pro né

Az, = Tm+1 — Tm

ro m=4jex =21, =Y. 2.38
Aym_ym+1_ym}p J€ Tm+1 1 Ym+1 = Y1 ( )

Déle miizeme definovat normalovy vektor S, = [S%,, Si,]" ke strané '/ kontrolniho objemu

2j, jenz ma smér jednotkového vektoru normély n;7}, vztahem
Sm = 0 |I7j| = [Aym, —Azp]". (2.39)

Nevazky tok f,L (w) *n m—i—g}n( )¥n U,resp vazky tok fy, (w)?® m—i—gn\i( )¥n n;lj, stranou

L7} ve sméru Jednotkoveho vektoru vnéjsi normaly nj; aproximujeme konstantni funkei,
tj. nevazkym numerickym tokem

1
FI fI xnm—kgm ni N|Fm|/ [f,ln(w)xng—kggn( )ynm} de, (2.40)
ij

resp. vazkym numerickym tokem

1
szfvffnm+gm Nm/[fx(w)%;%gm( )¥nil] de. (2.41)
()

stranou I'}} ve sméru n;7. Dosazenim téchto aproximaci do rovnice (2.35) dostavame po jed-
noduché upraveé

dwm 1 Y%
_ Fl —7F I 4+ s, 2.42
g er( )\ " 4sy (2.42)

coz je soustava obycejnych diferencialnich rovnic prvnfho fadu pro neznamou funkci w;;(t)
predstavujici prostorové diskretizovanou soustavu parcialnich diferencialnich rovnic (2.28),
kde zbyva specifikovat aproximaci nevazkého F) a vazkého F,Y numerického toku a zdro-
jového clenu s;;.
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2.1.1 Aproximace nevazkého numerického toku

Aproximaci nevazkého numerického toku F L m-tou stranou kontrolniho objemu Q;;, jenz
vystupuje v soustavé (2.42), budeme v této praci provadét pomoci AUSM schématu (Ad-
vection Upstream Splitting Method), [14]. AUSM schéma je zaloZené na myslence Stépeni
toku (fluz splitting) a patii do skupiny tzv. upwind schémat, ktera lze charakterizovat
tim, Ze pfi numerickém feSeni zohlednuji zakladni fyzikalni vlastnosti proudéni tekutin
vyplyvajici z teorie hyperbolickych systému parcidlnich diferencialnich rovnic, [29].

Nevazky numericky tok F1 = f1 ng; + gl Yn;j libovolnou stranou kontrolnfho objemu
€;; miiZzeme rozdélit na dvé fyzikalné odlisné casti, a sice konvektivni ¢ast F (©) a tlakovou
cast F P numerického toku,

pa 0 pa 0
U | pua nij pua ngj
Fl= — | pra +p | Y | =May, | pva | +p | Y0 | = F© +F®), (2.43)
pha 0 pha 0
pra 0 pra 0
kde U = u-%n;; +v-Yn; = u'l . n;; je konvektivni normaélova rychlost majici smér

jednotkového vektoru vnéjsi normaly n;; k odpovidajici strané I';; ¢tyTfthelnikové buiiky
55, a je lokalni rychlost zvuku, kterou miZeme definovat vztahem

a= /=, (2.44)

Ma,, = U/a je norméalové Machovo ¢islo a h = e + p/p je mérna entalpie.

Obr. 6: Oznaceni dvou sousednich bunék se spole¢nou stranou I'z

Uvazujme obecné dvé sousedn{ buiiky strukturované ¢tyithelnikové sité S dle obr. 6 se
spolecnou stranou I'y, /z. Oznac¢ime-li ”L” kontroln{ objem nalevo od spolecné strany I'z,/r
a "R” kontrolni objem napravo od spole¢né strany I'y, /g, potom pro kazdé dva sousedni
kontrolni objemy definujeme normélova Machova ¢isla ve tvaru

T T
ur-npp  Up r_ Up nrr_Ug
—_— = —, Ma,n ==,

Mal =
ar, ar, ag ar

(2.45)
kde ay, a ar jsou hodnoty lokalni rychlosti zvuku dané vztahem (2.44) v levé a pravé buiice
a Uy, a Ug jsou konvektivni normélové rychlosti v téchto bunikdch majici smér jednotkového
vektoru normaly ny g k jejich spoletné strané I'y, /.

Machovo ¢islo na spolecné strané I'r, /g ur¢ime kombinaci prispévkii z buitky "L” a”R”
pomoci tzv. splitting funkei M*,

May, g = M™(Mak) + M~ (Maf). (2.46)
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Tyto funkce lze definovat riiznymi zpiisoby. V této praci budeme uvazovat funkce M* (M)
ve tvaru, [29],

1
N §(Mi\M|) pro |M]| > 1,
ME(M) =17 , 1 , (2.47)
+7 (M £1)"+ 3 (M?—1)" jinak.

Obdobnym zptsobem lze na spoletné strané I'y/p dvou sousednich kontrolnich objemu
pomoci splitting funkei P* urcit tlak,

pryr =pr PT(Mah) + pr P~ (Mall), (2.48)

kde pr a pr jsou hodnoty tlaku v levé a pravé buiice. Splitting funkce pro tlak zvolime
v této praci ve tvaru, [14],

;(M :]I\:}MD pro |M| > 1,
T (M & 1)?(2F M) jinak.

Pro konvektivni ¢ast nevazkého numerického toku F éc/)R spole¢nou stranou I'y/p dvou

sousednich bunék poté plati, [14],

© Mar g [ pa, pua, pva, pha, Pﬁa]z pro Mar, /g <0,
Fip = o (2:50)
Mar, r [pa, pua, pva, pha, pua]R pro Mag /g > 0.

Celkovy nevazky numericky tok m-tou stranou ng’? = I' /g kontrolniho objemu §;; 1ze pak
psat ve tvaru

0
Tpm
ij
Fl = FAM (Wi, weonl) = F1 4+ ppm [0t | (2.51)
0
0

kde wy a wg jsou hodnoty vektoru konzervativnich proménnych v levé a pravé buiice
a konkrétné pro pripad zobrazeny na obr. 6 plati w; = w;;, wg = W;;1;. Poznamenejme,
ze vztah (2.51) je mozné z duvodu snazsi algoritmizace prepsat do nasledujiciho tvaru

pa pa
1 pua pua
Ff/URSM = §MaL/R pva + | pva —
pha pha
pva | . pra | o
(2.52)
pa pa 0
1 pua pua ngj
- §\MaL/R| pva | — | pva +pL/R | Ynij
pha pha 0
pra | pra | 0
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2.1.2 Zvyseni Ffadu presnosti AUSM schématu

Upwind schémata, mezi ktera patii i AUSM schéma, jsou obecné pouze prvni fadu pres-
nosti v prostorové proménné. V uvedené cell-centered metodé konecénych objemu je feSeni
ve formé vektoru konzervativnich proménnych w(x,t) aproximovano v bodech (i,j), tj.
ve stfedech kone¢nych objemu 2;;, konstantni funkci w;;(¢) danou integralnim pramé-
rem (2.31). Rad pfesnosti uvazovaného AUSM schématu mizeme formalné zvysit tak,
ze konstantni funkce w;;(t) pii vypoc¢tu nevazkého numerického toku nahradime na kazdé
¢tyfahelnikové buiice €2;; funkcemi linedrnimi. Hovoifme pak o tzv. linearni rekonstrukci
feSeni na jednotlivych stranach kontrolniho objemu €25, [29].

Linearni rekonstrukci provadime zvlast ve sméru prirtstku indexu ¢ a j. Pro kazdou
slozku ws, s = 1,...,5 vektoru konzervativnich proménnych w € R® vypoéitame nasledu-
jici diferen¢ni podily

(O_S)%pwind _ (wS)UA— (ws)iflj’ (O_S)%ownwind — (ws)iZU - (’ws)ij7 (253)
T 1, Liplj
B} 2
o upwind _ (ws)ij — (ws)ij—l’ o downwind __ (ws)ij+1 - (ws)ij 2.54
(03 S o S 250

kde dle obr. 7 je

AJ"i*%j = xij — xi—lju AJJiJr%j = a:H_lj - xij (255)
a analogicky v druhém sméru plati
Ay 1y =vig —Yig—1, DYl = Uit — Vi (2.56)

(we)ig [

(We)ig1j |

(ws)i-1j

i+3d

N

(L) (R)

Obr. 7: Lineérni rekonstrukce hodnot s-té slozky vektoru w;; ve sméru ristu indexu i

Schémata druhého fadu pfesnosti se vyznacuji moznym vyskytem oscilaci v feSeni,
které mohou vést az ke ztraté stability numerického vypoctu. Pro zamezeni vzniku novych
extrému v feSeni se pouzivaji tzv. limitery. V této praci pouzijeme minmod limiter, ktery
aplikujeme na diferenc¢ni podily zvlast v kazdém sméru, ¢imz dostavame

(O.s);rzr_linmod = minmod ((O.S);pwind7 (O_S)%ownwind> ’
2.57
minmod __ __: upwind downwind ( )
minmod
(05)7 = minmo (o—s)j ,(05)% :
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kde minmod je funkce dvou proménnych ve tvaru, [13],

a pro |a| <[b|] a ab>0,
minmod(a,b) =< b pro |b] <la| a ab>0, (2.58)
0 pro ab<0,

tj. pokud maji argumenty a a b stejné znaménka, pak funkce minmod vybere ten, ktery je
mensi v absolutni hodnoté, v opa¢ném pfipadé je vybrana nula.

Pomoci vztahi (2.57) jiz muzeme rekonstruovat hodnoty numerického FeSeni w;; na
jednotlivych stranach kontrolniho objemu €2;; nasledovné

A.rz- +1 j R d Al‘i_ 1 j i d
W. 1, = Wl] + 2 o_i_mnmo , Wﬁl . — WZJ _ 2 o_rznlnmo ,
t+357 2 =3J 2
(2.59)
Ay ij+3 2 _minmod Ayij_i minmod
wz‘j-}—% =Ww;; + 5 o7 s wij—% =W;; — 5 T ,
kde U%linm‘)d, resp. a?mm‘)d, je sloupcovy vektor o slozkach (05)%1inm°d, resp. (aQ?iand.

Poté pro zptesnéni AUSM schématu pfi vypoctu nevazkého toku m-tou stranou I'z

spole¢nou pro levou buiiku €2;; a pravou buiku £2;41; v souladu s obr. 6 polozime ve

S R %o wrl . R . . .

vztahu (2.51) wp = WH_%]. WH_%]., pricemz WH_%]., resp. WH_%]., je rekonstruovany

vektor konzervativnich proménnych na strané I'z /g vypocteny z hodnot v levém kontrolnim
objemu £);;, resp. z hodnot v pravém kontrolnim objemu €2;11;, tedy

awpR=

I — pAUSM L R
Fm = FL/R (WH_%ja W,‘_,_%jv n;g) . (260)

2.1.3 Aproximace vazkého numerického toku

Vazky numericky tok F}, m-tou stranou kontrolniho objemu (2;; aproximujeme centralné
s druhym Fadem presnosti. Uvazujme situaci znédzornénou na obr. 8. Pro aproximaci vaz-
kého numerického toku stranou Filj = A1 Ay je nutné urcit v bodé (i + %, j) kartézské
slozky slozky vektoru rychlosti u a v, molekularni a turbulentni dynamickou vazkost p
a pr a modifikovanou turbulentni vazkost 7. Tyto veli¢iny ur¢ime v bodé (i + %, J) po-
moci aritmetického priméru z hodnot v buiikich €2;; a €;11;, tj. napf. pro slozky vektoru
rychlosti miZeme psét

1 1
Uiplj =3 (wij + wit1j), Vitd; = 5 (vij + vig1j) - (2.61)

Déle je nutné v bodé (i + %, J) vy¢islit derivace gz, gg, % a % vystupujici ve slozkach

tenzoru vazkych a turbulentnich napéti, %(p/p) (p/p) které jsou obsazeny ve slozkach

tepelného toku, a g;, 5 dané vazkymi toky v modelu turbulence. Pro vypocet derivaci

na strané F}], kterd neni soucasti hranice vypoctové oblasti Qh, muzeme zavést tzv. dudlni

¢tyrihelnikovou buiniku Q +1j = = B1ByB3B, s hranici aQ = Uk 1 BkBk+1, kde pro
k =4 je Bg+1 = By, [29].
Derivace g“ a 8” aprox1mujeme pomoci véty o stfedni hodnoté na dudlni buiice €, 1
a naslednou aphkam Greenovy véty, (8], "
u ~ L / %dS - ! 7{ un, .y -de, (2.62)
Ox .y ]Qi+%j| 1 Ox ]QH_1]|89 1
i+57 itgJ
21;}1-%]911 / gZdS_\Q.ly 7{ un, 1d€ (2.63)
2l A EXT
it+37 it
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Obr. 8: Duélni ¢tyithelnikova buiika €2, 41, = B1By;B3By
2
pro vypocet derivaci v bodé (i + %,j)

kde €, 1
2

kovy vektor vnéjsi normaly k hranici 02,

| je obsah dualni ¢tyFuhelnikové buiniky €, = ["n;j,Yny;]" je jednot-

i+5 j H— 3J
i+l Nahradlme li krlvkovy integral v rovnicich
2
(2.62) a (2.63) souctem integrala pies jednotlivé strany Ferlj = BypBpy1, k=1,...,4
2
hranice 0€2, L dostavame
2‘7

Ou Z /uk nk, sl (2.64)
dx i+%] z+23 k=1

Tirds
Ou Uk yn iy -de, (2.65)
9y H‘%] H‘zj k=1L

Tirls

_ |z k y, k . . vy . y « Tk ‘1o
kde nZ .y [ N, nz]] je jednotkovy vektor vnéjsi normély ke k-té strané I ny dualni

buiiky €, 1. Integrély ve vztazich (2.64) a (2.65) miZeme dale aproximovat takto
2

/ u n 1 dgrv ak ynﬁ;ﬂfﬁ_;ﬂ, (266)
2 2

ork
i+ 2]

/ uyn+1 d€~ukynl+ j’Fl-i- J\ (2.67)

ork
i+1j
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kde uy, je stfedni hodnota kartézské slozky vektoru rychlosti u na k-té strané Ff ey duélni
2

buiky €2, 17 \Fi‘; lj| je délka této strany. Analogicky jako v pfipadé primarnich bunék,
2
kde jsme zavedli normélovy vektor S, k m-té strané I'j? primarni buiky (2;; vztahem
(2.39), zavedeme i zde normélovy vektor Si ke k-té strané Ffj dualn{ bunky €, 1 i ktery
2

mé smér jednotkového vektoru vnéjsi normaly nf+1j vztahem
3

kde pro Az a Ay, muzeme dle obr. 8 psat

Azp = g1 — g

10 k=4 je Tpi1 = X1, Y1 = Y1 2.69

Ayk:yk+1—yk}p je @y s Yk+1 = Y1, (2.69)

piicemZ zy a y, jsou soufadnice vrcholit dudlni buiiky €2, 1 i Po dosazeni slozek normalo-
2

vého vektoru S, do aproximaci integrali (2.66) a (2.67) a naslednym dosazenim aproximaci
do (2.64) a (2.65) ziskime finaln{ vztahy pro vypodet derivaci v misté (i + 3, ) ve tvaru

ou 1 1

- Uk Ayg, (2.70)
Orlirs; Ky kZ_l

ou 1 4

— ~ — UpAxy. (2.71)
Oylivsy; 1y, g

Stfedni hodnotu uj kartézské slozky rychlosti u na k-té strané Fir 1 dualni bunky
2

Q. 1. uréime jako aritmeticky prameér

H—%J
— 1 T f— 1 +
=5 (Uz‘j + ui+%j—%) » =g (“z‘+%j—% u””) ’ (2.72)
— 1 T fr— 1 + |
=5 (“iﬂj + Ui+%j+%> Ty (u“r%ﬁr% u”) ’

pFicemz slozku rychlosti u v bodech (i+ 47— 1) a (i+ %, j+3) uréime na zakladé praméri
ze ¢tyfech sousednich kontrolnich objemt, tj.

1
U1, 1=~ (wij + i1 + Uit1j-1 + Uit15)
2 ‘11 (2.73)

Ui 3t = o (Wig + Uik + Uigajin + tij)

Ve specialnim pripadé, kdy je strana F}j kontrolnfho objemu €2;; soucasti hranice vy-
poctové oblasti £, uré¢ime derivace v bodé (i + %, j) s vyuzitim poloviny dualni ¢tyithel-
nikové bunky Qz‘—i-ljv ktera je dle obr. 8 dana trojuhelnikem Qﬁ_ 1, = B1B> B, s hranici

2 2
8QZ.A+%]. = B1ByUB3yB4U By By. Potom analogicky dle (2.70) a (2.71) jsou derivace g—g a g—Z

v misté (i + 3, j) aproximovany vztahy

ou 1
N ron 7 (WAYL + By B, AYB, By + UsAYa) (2.74)
i+57 i+57
ou 1 - B B
~ ——x— (Ar1 + U, B, AT, B, + UzAza), (2.75)
Y i1, Q4 | |
1+57 i+
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kde |QZA+ lj| je obsah duélni trojahelnikové bunky QZA_F 18 dale plati
2 2

ATEBY = Tipliud ~Tirgj—p  DVBE T Vidied “Uigyp (276)
_ 1
UBQB4:§<H PR ) (2.77)

pficemz Azy, Axy, Ay; a Ay, jsou ureny vztahy (2.69) a 4y a 14 jsou dany rovnicemi
(2.72).

Pro vypocet derivaci gg, g”, ax( v/p), 2 By 9. (p/,), 2 ) ay v bodé (i + 2,]) uZijeme analogii
vztahu (2.70) a (2.71) & (2. 74) (2.75), kde zaménfme w za piislusnou veli¢inu.

2.1.4 Aproximace zdrojového ¢lenu

Vztahem (2.33) jsme pomoci integralniho praméru ze zdrojovych ¢leni s(w) na kontrolnim
objemu €2;; zavedli konstantni funkci s;;. Aproximace s;; je funkei vektoru konzervativnich
proménnych w;;, a tedy pro jeji vyéisleni v buiice €2;; 1ze pouZzit piimo slozky vektoru w;;.
Dale ve zdrojovém ¢lenu modelu Spalart-Allmaras (2.29) vystupuji derivace %, g—z, %

a 8"’ spolu s 836 a g“, na jejichz zékladé je uréovana velikost tenzoru vifivosti dana rovnici

(1. 39). Pro vypocet derivaci v bodé (4, j) muzeme vyuzit obdobného pfistupu, kterym jsme
aproximovali derivace obsazené ve vazkych tocich.

Napft. derivace g—” a g” aproximujeme opét pomoci véty o stfedni hodnoté, tentokrat
vSak na primérni buiice QU, a naslednou aplikaci Greenovy véty. Po nahrazeni kiivkového
integralu podél hranice 9€);; souc¢tem integrali pfes jednotlivé strany I'lY, m = 1,...,4,

YR
¢tyrihelnikové buniky €2;; obdrzime

Z /I/m "ngydl = |Q”] Z Um Y0 (2.78)

Qz
‘ J | m=1 F
- 4 4
ov 1 / _
—| = U, yn d¢ ~ 7 m , (2.79)
Oyly; 18] ;Fm il 5=

kde jsme zéaroven aproximovali integraly pres jednotlivé strany I';7, pricemz Uy, je stiedni
hodnota modifikované vifivosti 7 na m-té strané¢ IJ} buiiky €;; a |Fm| je délka této strany.
S ohledem na zavedeni normélového vektoru S,, k m—te strane 77, jez méa smér jednotko-
vého vektoru normély nj? k této strang, vztahem (2.39) miZeme pro derivace na kontrolnim
objemu £);; psét

U4 A (2.80)
Oz ;1] £ e .
o7l -1 24:& Az (2.81)
dy ijN 1€25] £= ne .

kde Az, a Ay, jsou urceny vztahy (2.38).

St¥edni hodnotu 7,, modifikované vifivosti 7 miizeme na m-té strané Fm buiiky €;;
urcit jako aritmeticky pramér z hodnot ve dvou bunkéch, které maji spolecnou stranu I'77,
tj. s ohledem na situaci na obr. 4 a obr. 8 lze psat

- 1 . . - 1
vy = i(Vij + Vi+1j)7 vy = 2 (VZ] + sz—‘rl)

1 1 (2.82)
U3 3 (Tij + Uiz1j) Uy = 3 (Dij + Dij—1) .
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Pro vypocet derivaci %, gZ’ % a % na kontrolnim objemu €2;; uzijeme analogii vztaht

(2.80) a (2.81), kde zaménime 7 za prlslusnou veli¢inu.

2.2 Metoda c¢asové diskretizace

Vratme se nyni k soustavé oby¢ejnych diferencialnich rovnic (2.42) a definujme operator
prostorové diskretizace predpisem

R(Wz](t = |Q ’ Z ( — FV) ’F?}‘ + sij- (2.83)
ij

Potom soustavu oby¢ejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu (2.42) zapiSeme ve tvaru

dw;;(t
50 R vy (1) (2:84)
dt
a doplnime ji po¢ateéni podminkou
01T
wii = wii(0) = [ (o) (00)) (pe)ls ()] (2.85)

kde w% predstavuje hodnotu vektoru konzervativnich proménnych v ¢ase tyg = 0 ve stie-
dech kontrolnich objemu €2;;. Necht ¢ty < t; < ... <t, <tp,11 <...T je déleni casového
intervalu (0,7) a At = tp41 — t, je Casovy krok mezi ¢asovymi hladinami t, a t,41.
Oznatme w; aproximaci funkce w;;(t) v ¢ase t,. Pro numerické feSeni po¢atetni tlohy
(2.84) a (2.85) aplikujeme v této praci explicitni dvoustupiiovou Rungeovu-Kuttovu me-
todu druhého fadu presnosti v jeji modifikované formé, 9], ve tvaru

(1)
Wi = Wi,

wg) = WS) + a3 At'R(WS)), (2.86)

witl = WED + a9 AtR(wZ@)),

]

kde cr; = 1/2 a ag = 1. Uvedené explicitni schéma Rungeovy-Kuttovy metody je podminéné
stabilni s tzv. CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) podminkou stability, ktera ma dle [2] tvar

CFL [£2|
o(AD)ij + o(AY)i; + C [o(AY)ij + 0o(AY)i] |
kde CFL € (0, 1). Spektralni polomér Jacobiho matice nevazkych toki o(AL);; a Q(A})ij

v buifice ;; je vy¢isleny zvlast ve dvou nezavislych smérech odpovidajicich smértim pii-
rastku indexu ¢ a j nasledovné

(2.87)

)

Atémin{

o(AL)ij = ( ul; - nj ) IT%1,
(2.88)
oY)y = (|u]; -] +ay) 17,

kde u;; je vektor rychlosti a a;; je rychlost zvuku v kontrolnim objemu €2;;. Normalovy

vektor nZJ resp. ny/ > a délky stran \FZ»Ij\, resp. ]FZ |, jsou urceny jako pramér z pfislusnych

hodnot na protilehlych stranach buiiky €2;;, tj. dle obr. 4 a obr. 5 plati

(nzlj - n?j) ) ;? = (HQJ - n4J)

(T3 + 1T31) TS =5 (T3] + IT31) -

I _

(2.89)
5| =

l\DM—tl\DM—l
N =D =
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Spektralni polomér Jacobiho matice vazkych toki Q(A}’)ij mé v buiice {;; a sméru indexu

(AY)y = = ( - ) (“” ’mj) Ll (2.90)
0 i = — max y— 5+ . :
174 Re 3pij Pij Pr PI‘T |QU‘

1 tvar

Ve sméru indexu j je poté Q(A\})ij vyjadieno analogicky a konstanta C, kterou jsou v pod-
mince (2.87) nasobeny spektralni poloméry vazkych toki, se obvykle voli C' = 4, |2].
Poznamenejme, Ze Jacobiho matice nevazkych a vazkych tokt lze obecné zapsat

ve tvaru
OF! 0
I_ _ 1 I
AV = E = i(fv(w)w +g¥(w)w )
ow  Ow * vy

pfitem?z w = [wz,wy | je libovolny smérovy vektor.

Vsimnéme si, ze v CFL podmince (2.87) neni explicitné zahrnuty vliv zdrojového ¢lenu.
V piipadé fesSeni systémil parcidlnich diferencidlnich rovnic se zdrojovymi ¢leny se v jistych
piipadech muze stat, ze zdrojové ¢leny budou dominantni. Silné zdrojové ¢leny mohou
rapidné ovliviiovat proudové veli¢iny jak v prostoru, tak v Case. Zmény, které zpisobuji
zdrojové ¢leny, se ale déji na mnohem mensim ¢asovém méritku nez je ¢asové méiitko zmén
zpusobenych nevazkymi a vazkymi toky. Popisované systémy rovnic se oznacuji jako stiff
systémy a je o nich pojednano napf. v praci [13].

Uvedené vlastnost zdrojovych ¢lenti ziejmé muze vést az k situaci, kdy nami urceny
casovy krok At dany CFL podminkou nemusi zaru¢it stabilitu explicitniho schématu
a v téchto pripadech je nutné casovy krok dale snizit. I tak ale neni zajiSténo, Ze ex-
plicitnim schématem bude mozné nalézt korektni feseni, [2]. MoZnym opatienim je FeSeni
zdrojového ¢lenu implicitni metodou. Uvazujme soustavu oby¢ejnych diferenciélnich rovnic
(2.84) a pro nastinéni zminéného piistupu ji diskretizujme v ¢ase pomoci klasické Eulerovy
metody nésledovné

Wn+1 —wh 4 1

1j ?] _ 1 1\" VAT m el
Aty mZ::l [(Fm) e (Fm) } 07+ s, (2.92)

kde zdrojovy ¢len je na rozdil od nevazkého a vazkého toku vyéislen v ¢asové hlading ¢"+1.
Jelikoz hodnota s;; v Case t"*! je neznama, aproximujeme ji pomoci Taylorova rozvoje na
casové hladiné t", pficemz vezmeme v tvahu pouze prvni dva ¢leny rozvoje, tj.

n+1NSn +§
ij S

ow

S ij i

' <w”+1 - w”) . (2.93)

ij

Pokud tuto aproximaci dosadime do rovnice (2.92) a upravime ji, dostavame vztah
1 I Os |"
At ow

] (Wit = wiy) =R (wih) (2.94)
i

kde I je jednotkova matice. Uvedené schéma se nazyva bodové implicitni, jelikoz matice
v hranatych zavorkach zavisi pouze na hodnotach v kontrolnim objemu €2;;. Toto schéma
mizeme uplatnit i v piipadé vicestupnové Rungeovy-Kuttovy metody, kdy na zakladé
analogie lze pro k-ty stupen, k > 1, psat

1 gs |1

A ow

W@ = WED + ap_q

1 J 1

] _ R(wl), (2.95)

ij
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Touto operaci je vliv ¢asového méritka zdrojového ¢lenu zmirnén, ale navic je nutné urcit
Jacobiho matici zdrojového ¢lenu g—vf, a zaroven v kazdém kroku schématu invertovat matici
v hranaté zavorce. Je zfejmé, Ze vypocet Jacobiho matice miize byt znac¢né komplikovany,
pokud se v turbulentnim modelu vyskytuji rizné prechodové ¢ prepinaci funkce. Namisto
exaktni Jacobiho matice lze ale uvazovat jeji vhodnou aproximaci, [22].

V testovacich vypoctech, které byly provadény v ramci této préace, se nicméné vliv
zdrojovych ¢lenti neprojevil natolik, aby doslo ke ztraté stability numerického schématu,
a proto byla uzivana pouze Rungeova-Kuttova metoda v piuvodnim tvaru (2.86).

2.3 Okrajové podminky

Aby vychozi systém rovnic popisujici turbulentni proudéni stlacitelné newtonovské tekutiny
s pfipojenym modelem turbulence (2.28) byl fesitelny, je nutné na hranici na vypoctové
oblasti 1 € R? piedepsat pifslusné okrajové podminky. V této kapitole popiseme vlastni
implementaci okrajovych podminek, pfi¢emz vyuZijeme konceptu tzv. fiktivnich bunék.

Bez Gjmy na obecnosti mizeme uvazovat, ze na obr. 4 je pro ¢ = 1 napf. strana F‘Z’j kon-
trolniho objemu €2 ; soucasti hranice 92, aproximované vypoctové oblasti €,. Pro vypocet
nevazkého toku, vazkého toku a zdrojového ¢lenu na libovolné buiice €2;; je nutné znat hod-
noty vektoru konzervativnich proménnych v buiikdch sousednich v predchozi ¢asové vrstve
¢i piedchozim kroku explicitni Rungeovy-Kuttovy metody, tedy i ve fiktivni buiice ;.
Princip fiktivnich bunék spociva v prifazeni vrstvy myslenych kontrolnich objemi hranici
0y, tak, jak je zobrazeno na obr. 9. Geometrické charakteristiky fiktivni buiiky se uvazuji
shodné se sousednim kontrolnim objemem, ktery lezi fyzicky uvnitt oblasti €2,.

........ o0y Qo

Obr. 9: Vrstva fiktivnich bunék okolo obecné vypoctové oblasti €2
s hranici 02, = 01 U 0Qw U 020 U 0fg

Uvedenym pristupem se tak zjednodusi implementace vypoc¢tu toki ¢i derivaci na hra-
nici vypoctové oblasti 9, jelikoz vztahy uvedené v predchozich kapitolach zistavaji beze
zmény v platnosti i pro hrani¢ni bunky. Dale se budeme vénovat stanoveni vektoru konzer-
vativnich proménnych ve fiktivnich buiikidch na zakladé prislusnych okrajovych podminek,
pfi¢emZ budeme vychazet z praci [28] a [29].

Zatimco v pfipadé nevazkého systému rovnic, tj. v pfipadé Eulerovych rovnic, se pocet
predepisovanych okrajovych podminek idi po¢tem zapornych vlastnich ¢isel Jacobiovy
matice nevazkych tokt na dané hranici, v pripadé vazkého systému dosud neni teore-
ticky podlozeno, jaky pocet a typ okrajovych podminek je nutné na této hranici prede-
psat. Na zékladé praktickych zkuSenosti a numerickych experimenti se vSak ukazuje, ze
pro FeSeni Navierovych-Stokesovych rovnic je obecné nutné predepsat vétsi pocet okrajo-
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vych podminek nez pro Eulerovy rovnice, [28]. Nejinak je tomu i v piipadé stfedovaného
systému Navierovych-Stokesovych rovnic s pripojenym modelem turbulence popisujiciho
turbulentni proudéni.

V této praci budeme rozlisovat ¢tyti zakladni typy okrajovych podminek, které jsou na
obr. 9 pfedepsény na hranici 9, = 01 U 0Qw U 900 U IQg obecné vypoctové oblasti
Qp, kde 09y predstavuje vstup (inlet), tj. ¢ast hranice, kterou proud tekutiny vstupuje do
vypoctové oblasti, 0o je vystup (outlet), tj. ¢ast hranice, kterou proud tekutiny opousti
vypoctovou oblast, 0Qw reprezentuje pevnou adiabatickou sténu (wall) a 9g tvori hranici,
kde predepisujeme okrajové podminky symetrie (symmetry). Z fyzikdlniho hlediska tak
v konkrétnim piipadé na obr. 9 modelujeme pouze polovinu kanélu, ktery vznikne pfidanim
vypoCtové oblasti € symetricky nahoru dle osy danou hranici 0fg.

Dale se omezime na pripad subsonického vstupu, kdy budeme predepisovat celkovy
tlak p¢, celkovou termodynamickou teplotu 7; a thel ndbéhu proudu «. Pro stanoveni
vektoru konzervativnich proménnych wiyer = Wo; na vstupu do vypoctové oblasti, obr. 9,
nejprve extrapolujeme hodnotu statického tlaku piyet z proudového pole, tj. z vektoru

wi; = (w1, w2, w3, wy, w5Hj na kontrolnim objemu 25, uzitim stavové rovnice ve tvaru
(2.25)
wj + wj
pintet = (7 = 1) (wa = =5 —* ). (2.96)
w1

Na zékladé termodynamickych vztahi mezi statickymi a celkovymi veli¢inami, [28], mi-
Zeme na vstupu vypocitat Machovo ¢islo

y—1
9 =1
Mainlet = — [( bt ) ! - 1] (297)
7 1 Dinlet

a statickou termodynamickou teplotu

-1
v—1
Tinlet =T (1 + 2Ma12nlet> : (298)
Hodnotu hustoty dopoc¢itdme ze stavové rovnice v bezrozmérném tvaru jako

Pinlet
M pr— 2 . 99
Pinlet ,Tl et ) ( )

jelikoz jsme zvolili referen¢ni hodnotu mérné plynové konstanty ryer = 287 [J- kg™ - K~1].
Stanovime-li na vstupu velikost vektoru rychlosti ||uiniet|| pomoci vztahu (2.44) a jednotlivé
slozky vektoru rychlosti Uiplet = [Uinlet, Vinlet]T nésledovné

“YPinl .
”uinlet” = Maip]et et y  Ujnlet = Huinlet H COS ¢,  Vinlet = HuinletH S11 ¢, (2100)

inlet

pak 1ze z rovnice (2.25) vyjadrit celkovou mérnou energii ve tvaru

Dinlet 1 2
€inlet = ————— + = ||Win1 . 2.101
et Dinlet (,7 _ 1) 2|| et|| ( )

Pomoci Sutherlandova vztahu (2.27) a statické teploty na vstupu vypocitame hodnotu
dynamické vazkosti na vstupu,

3 14Ty

e 2.102
T’inlet + TS ( )

Hinlet = (Tinlet)
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Dle |27] se ve volném proudu, tj. na vstupu do vypocetni oblasti, pro bezrozmérnou mo-
difikovanou turbulentni vazkost predepisuje Diplet = (3 <+ 5)Vinlet, Pri¢em? uzijeme hodnotu
3 a dale plati Vinlet = Minlet/ Pinlet- A konecné vektor konzervativnich proménnych na vstupu
miizeme na zékladé uvedenych hodnot vstupnich veli¢in psat ve tvaru

Winlet = [pinletv PinletUinlets PinletVinlet; PinletCinlet s pinletﬁinlet]T- (2103)

V pripadé subsonického vystupu predepisujeme pouze hodnotu statického tlaku poutiet
a pro stanoveni vektoru konzervativnich proménnych wqytlet = W15 ve fiktivnich bui-
kach Qn;, 415, obr. 9, ostatni veli¢iny extrapolujeme s prvnim fadem piesnosti z proudového
pole, tj. z vektoru wy,; = [w1, wa, w3, ws, w5]JTVIj' Vyjadfime-li celkovou mérnou energii

na vystupu ve tvaru
Doutlet 1 w2 2 w3 2
outle
=+ = — — , 2.104
€outlet w0y (’Y _ 1) + 9 [(wl) + (w1> ] ( )

pak vektor konzervativnich proménnych na vystupu zapiSeme jako
w = [wy, wa, w3, wie ws]’ (2.105)
outlet 1, W2, W3, W1Coutlet, W5]" - .

Pro pfipad symetrie je nutné na hranici 92g splnit podminku nulové normélové slozky
rychlosti
U=1u"-n=un, +vn, =0. (2.106)

Vzhledem k tomu, Ze v této praci budeme hranici 9€dg uvazovat vyhradné rovnobéZnou
s osou x nebo y kartézského souradnicového systému, miuzeme vektor konzervativnich pro-
ménnych Wsymmetry = Win,+1 ve fiktivnich buiikach Q;n 11, obr. 9, odvodit na zakladé
vektoru win, = [w1, wa, w3, wy, w5LTNj ve tvaru

[w17 w2, —W3, W4, w5]T pro 8(28 Hx7

Wsymmetry = { (2107)

(w1, —wa, w3, wa, ws]T pro 0Qg || y.

Pro vstup, vystup i symetrii budeme navic uvazovat homogenni Neumannovu okrajovou
podminku pro statickou teplotu % = 0 a modifikovanou turbulentni vazkost % =0
a nulové vazké a turbulentni napéti ve sméru normaly n k hranici 99y, 9Q0 a 09g, tj.
(0ij + Tij)nj = 0, ¢ = 1,2. Tyto okrajové podminky pak vedou na nulovy vektor vazkého
numerického toku na hranici 01, 000 a €.

Na pevné sténé pfedepisujeme neskluzovou okrajovou podminku pro rychlost, tj. nu-
lové slozky rychlosti u = 0 a v = 0, a nulovou hodnotu turbulentni vazkosti ur = 0, resp.
modifikované turbulentni vazkosti 7 = 0. V pfipadé implementace téchto okrajovych pod-
minek pak ve fiktivnich bunkach 9, obr. 9, ur¢ime vektor konzervativnich proménnych
Wyall = W0 pomoci vektoru w;; = [wi, we, w3, wa, ws]]; nasledovng

Wyall = [W1, —w2, —w3, Wy, —ws]. (2.108)
Pro ptipad, kdy je sténa adiabatické, je nutné predepsat g—z = 0, tj. nulovy tepelny tok
hranici 0Qwy.
2.4 Uprava numerického schématu pro model k-w SST

Uvedené prostorova i ¢asové diskretizace zustava v platnosti i pfi pouziti modelu k-w SST,
jelikoz konzervativni systém rovnic muZzeme rovnéz zapsat v kompaktni vektorové forme,
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pri¢emz transportni rovnice pro k a w pridruzime k systému stfedovanych Navierovych-
Stokesovych rovnic stejnym zptisobem jako transportni rovnici pro 7 modelu Spalart-
Allmaras. Stfedovany systém Navierovych-Stokesovych rovnic dle Favra (2.1) - (2.3) spolu
s rovnicemi modelu k-w SST v rozmérovém tvaru,

O(pk)  O(phuy)

0 ok
= min (upS?, 208 pwk) — B*pwk + -— [(M + o) } ;

ot Ox;j Ox; Ox;
(2.109)
0 (pw 0 (pwu 0 Ow
(p )+ (p J)_,prsﬁ 5[)(.4} 4+ (/J*—i_o—w,UT)i +
ot Ox;j Ox;j Ox;
powe Ok Ow (2.110)
2(1 - Fy) =2 = 25
+2( v w Ox;0x;’
zapiSeme ve forméalné stejné vektorové formé jako u modelu Spalart-Allmaras
ow ofl(w) ogliw) ofV(w) dJgV(w)
— = 2.111
o T or oy g Ty T (2:111)

kde viak nyni vektor konzervativnich proménnych w = w(x,t), w € RS, kartézské slozky
nevazkého fl(w), g!(w) a vazkého fV(w), gV (w) konzervativniho toku a zdrojovy &len
s(w) maji tvar

p pu pv
pu pu2 +p pvu
2
pv I puv I pv® +p
= f = = 2.112
R R ] Il (7501 RN e
pk pku pkv
Lpw L pwu | pwo
_ 0 :
Ozz + Taz
Oy + T:ry
fV(w) = , 2.113
(w) (02 + Taz)u + (0ay + Tay)v + 725 (% + }’frTT> 2 (%) ( )
(1 + okpr) 3712
L (1 + owpr) {Tw i
_ 0 -
Oya + Tyz
Tyy + Tyy
\%
= 2.114
g (W) (0ya + Tya)u + (oyy + Tyy)v + ﬁ (Pr + PrT> a% (%) ’ ( )
(1 + okpr) 55
w
i (1 + owpr) By i
_ 0 -
0
0
s(w) = 0 , (2.115)

min (MTSQ, ZOﬁ*pwk) B* pwk
| 7upS? — Bpu? +2(1— Fr) %22 (G52 4 Gede) |

w
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Ukazme nyni transformaci systému rovnic (2.111) do bezrozmérného tvaru. Bezrozmérné
turbulentni veli¢iny k£ a w zavedeme pomoci vztaht

k
B= o a = Al (2.116)
Upef PrefUyef

Pro ostatni veli¢iny nadale plati transformac¢ni vztahy (2.13) - (2.15) a také jiz vime,
ze bezrozmérné velikost tenzoru vifivosti je déna pfedpisem S* = S/l /urer. Nejprve
pfevedeme do bezrozmérného tvaru funkci Fy (1.59). Pro kladnou ¢ast ¢lenu pfiéné difuze
(1.60) muzeme po dosazeni z definic pro bezrozmérné veliciny psat

~

2 * *
1 0k* 0
CD]%J — max pref2uref2 *Uw2 . w* 7 1 —20
L w* 8xj axj
(2.117)
Pref u?ef *
~ —r max | 2p 02

ref

CD;,

kw>

i Ok* dw* 10—20 = Pref U?ef
w* 0z Ox’ 2,
kde jsme zanedbali vliv referen¢nich hodnot veli¢in na konstantu 10720, ktera pouze za-
jistuje, Ze je splnéno CDyg, > 0. Argumenty vystupujici v I'1 (1.59) transformujeme do
bezrozmérného tvaru néasledovné

\/E Href \/l?k 1 \/F

_ = 2.118
B*Wd Pref Uref Ercf B*W*d* Re B*W*d* ’ ( )
. 500v __ Vref fhref 500* _ i500u* (2.119)
wd?  pref U g byef w*d*? T Re? wrd*?’
4 k 4p* o 0k*
° PO w2 _ 2P 0w2 (2120)

CDy,d? ~ CDj_ d*??"

Argumenty v I'y, na zakladé které je urc¢ovana funkce Fy (1.63), se lisi od argumenti v I'y
jen konstantou. Rovnou lIze tedy psat

1 2vEk* 1 500v
Iy = — . 2.121
2 = max (Re B*w*d*’ Re? w*d*2> ( )
Pro bezrozmérnou turbulentni vazkost plati
) < * o alp* k* )
P = MIN | firef —— Pref Uref Lref G, x| =

w S*F5

(2.122)

*k*

) a1 p*k*
= Href N <pw* ,Re SfFQ* ) = Mref N;’v

coz je pfimo defini¢ni vztah (2.14). Transportni rovnici pro turbulentni kinetickou energii
k (2.109) pfepiseme do tvaru

3 * 1% o *k*u*) 2 2 4
Pref Uper 8([) k ) (p j . Href Urer & %2 Pref Uref * ko koK
n — min [ Hrel et gx2 Pret Uref o k) -
lret [ ot* 8517;‘( o 02 br Href p P

ref

(*—I-O' *)%
H kHT al';( )

2 4 2
_ Mﬁ*p*w*k* + Href Uper 9

2
Href Eref 81’;‘

(2.123)
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odkud jednoduchou tpravou dostavame

9 (p*k*) N Ap*k*uj)
ot* 6$;

= min (Re'uTS 2 Re206*p*w k‘>—

(1" + *)%
I OkHT Ba:;f

1 0
P +Re8w§

] (2.124)

Obdobné pro specifickou rychlost disipace w (2.110) nabyvéa bezrozmérna transportni rov-
nice tvaru

2 3 K,k * g%k 2 3 4
Pref Uref 9 (p w ) 8(p w UJ)] — Pref Uref 'pr*S*Q _ pref—QuJeffﬁp*w*Q +

Href Lref ot* 8:1:;‘ efef ref
2 *
Pret Upet O (s £y O 2.125
B (W +oupy) 5y [+ (2125)
2y Ox} o
2 * * *
Pref Uper o P Ow2 Ok™ Ow
—T2(1 - F,
+ 2, ( 1) w* Oz} O}’
kterou upravime nasledovné
0(prw*) | Op'wruj) 1 2 2
ot* oz} Re P ehpiw ™+
0 1 k* O (2.126)
. . ot . p*an * Ot
— — —2(1-F .
+ Re 836; (" + owpiz) (%U; + Re ( v w* (93;3'7 (%U;f

Model k-w SST je v bezrozmérném tvaru piehledné zapsan v piiloze B. Transformované
rovnice zapiSeme spolu se systémem stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic v bez-
rozmérném tvaru v kompaktni vektorové formé

ow* n of* 1(w*) n ogl(w*) 1

8f*V<W*) N 8g*V(W*)
ot* ox* dy*  Re

ox* oy*

+s5(w), (2127

pricem7 vektor konzervativnich proménnych w*, kartézské slozky nevazkého £*1(w*),
g*l(w*) a vazkého £*V(w*), g*V(w*) konzervativniho toku maji formalné shodny tvar
s (2.112) - (2.114). Zdrojovy ¢len s*(w™*) je v bezrozmérném tvaru dan predpisem

0
0

0
s*(w") = 0 . (2.128)

min (é whS*2, Re 205*p*w*k*) — Re p*p*w*k*
s Rt 21— ) 5 (5 1 G 5)

Uvedeny systém rovnic je mozné diskretizovat v prostoru i ¢ase pomoci cell-centered
metody koneénych objemi a dvoustupiiové Rungeovy-Kuttovy metody ekvivalentnim zpi-
sobem jako v kapitole 2.1 a 2.2. Poznamenejme, Ze ani zde se pro pfipad testovacich vypoc¢ti
neprojevil negativni vliv zdrojovych ¢lent na stabilitu numerického vypoctu.

Typ a zptsob implementace okrajovych podminek na hranicich 991, 000 a 0€2g ziistava
oproti modelu Spalart-Allmaras formalné nezménén. Predepisujeme zde % =0a 38%* = 0.
Pro bezrozmérné k* a w* na vstupu dle (1.64) dale plati

* 2 * *
inlet Pref Uref . Uinlet Uref * . Usinlet
PinletOrel Uret _ (1 . q)Uinlettrel e (g . 10) Yinket 2.129
Lirof ( ) Eref inlet ( ) Re ( )

41



* 2 —(2+5), * * 2 * _ —(2+5), % *
kinleturef =10 ( )Vinletwinleturef = kinlet =10 ( )Vinletwinlet‘ (2130)

Vektor konzervativnich proménnych na vstupu miiZzeme ekvivalentnim zptsobem jako
v (2.103) zapsat vyrazem

_ N .
Pinlet
* *
Pinlet Yinlet
P* ¥
* _ inlet Yinlet
inlet — * * (2131)
Pinlet Cinlet

* *
Pinlet kinlet

* *
_P inlet winlet_

*

*
inlet> i

let> Zvolime v této

pricemz hodnotu konstanty ve vztahu pro k
praci 2, resp. 10.

Okrajovd podminka na sténé je pro turbulentni kinetickou energii k* stejné jako
v piipadé modelu Spalart-Allmaras pro modifikovanou tubulentni vazkost 7* trivialni,
tj. ki1 = 0. Specifickd rychlost disipace w* je v8ak na sténé nenulova a jeji hodnotu
(1.67) pfevedeme do bezrozmérného tvaru nasledovné

resp. ve vztahu pro w

w;:/'allpref u12‘ef — 10 6V*Vref = (.U* — 10 6V*
ivet By (Ad*)? 2 vl T T Re2B, (Ad¥)?

ref

(2.132)

Chceme-li pak vyjadrit vektor konzervativnich proménnych w_, ve fiktivnich buiikidch

obménou vztahu (2.108), ur¢ime zde hodnotu w* pomoci linearni extrapolace z hodnot
v bufice ;1 a na sténé, tj.
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Kapitola 3

Verifikace implementovanych modeli
turbulence

Pro ovéfeni spréavnosti implementace numerického schématu pro feSeni stfedovanych
Navierovych-Stokesovych rovnic s pripojenymi modely turbulence Spalart-Allmaras a k-
w SST provedeme vypocet na dvou vybranych testovacich piipadech. Jedna se o turbu-
lentni proudéni v okoli rovné desky a zakiivené stény, jenZ jsou soucasti databaze NASA
Turbulence Modeling Resource (NASA TMR), [21], slouzici zejména pro ucely verifikace
implementovanych turbulentnich modela.

Vlastni numerické vysledky budeme porovnavat s vysledky uvadénymi NASA TMR,
a sice s vysledky Tesice CFL3D, coz je implicitni FeSi¢ zaloZzeny na cell-centered metodé
kone¢nych objemu formulované pro strukturované sité s aproximaci nevazkych toki pomoci
Roeova schématu, [4].

3.1 Turbulentni proudéni okolo rovné desky

Prvnim testovacim p¥ipadem je turbulentni proudéni v okoli rovné desky, ktery se v [21]
uvadi pod oznadenim Turbulent Flat Plate. Geometrie oblasti Q € R? ve tvaru obdélniku
s hranici 92 = 9Q1 U Qg U 9w U 0o je zobrazena na obr. 10. Znaceni jednotlivych
¢asti hranice odpovida typu okrajovych podminek zavedenych v kap. 2.3. Zavedeme-li
jednotkovou referen¢ni délku £ = 1 [m|, pak ¢ast hranice 0Qw predstavujici povrch rovné
desky je dlouha 24, a vstup do vypodetni oblasti 021 je umistén ve vzdalenosti 0.334,.¢
od nabézné hrany desky. Na horni ¢asti hranice 0fdg, kterd je vzdalena f.s od pevné
stény, budeme predepisovat okrajovou podminku symetrie, ackoliv v [21] je uvaZovana
okrajova podminka typu farfield. Toto zjednoduSeni je motivovano skutecnosti, ze tloustka

: Qs !
Y 0.5F E o0 900 |
' 00 Iw :
0+ LS, ) |
-0.5 0 0.5 1 1.5 2
x

Obr. 10: Oblast € R? s hranici 09 = 991 U 9Qg U 0Qw U Q0
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turbulentni mezni vrstvy je pro tento konkrétni p¥ipad ptiblizné 0.03/,¢¢, a tedy zaména
téchto okrajovych podminek ve vysce £.of by nemeéla zptisobit vyrazné rozdilnosti v feSeni.

Vzhledem ke zvolené referen¢éni délce frof = 1 |m| jsou kartézské soufadnice = a y
a jejich bezrozmérné ekvivalenty zaménitelné. Casto tak budeme uvadst délkové rozmeéry
bez jednotky [m].

Na ¢asti hranice 09 predepisujeme celkovy tlak p, = 104190.5 [Pa], celkovou teplotu
Ty = 302.4 [K]| a nulovy thel nab&hu « = 0°. Vstupni Machovo ¢islo dosahuje Mao, = 0.2
a proudeéni je dale charakterizovano Reynoldsovym ¢islem Rey, = 5 mil. Na vystupu uva-
zujeme atmosféricky tlak poutier = 101325 [Pa).

Reynoldsovo ¢islo Re, které je definovano vztahem

_ Poo Uoo Cref

Rego = ——, 3.1

> oo (3.)
v8ak obecné nemusi odpovidat referenénimu Reynoldsovu ¢islu Re (2.19), které vystupuje
v rovnicich (2.28) a (2.127), jelikoz referen¢ni hodnoty veli¢in se nutné nemusi shodovat
s hodnotami na vstupu s indexem oo. V této praci pfedepisujeme na vstupu celkovy tlak
a nabizi se tedy volba pys = p;. Pak na zakladé zavedenych bezrozmérnych veli¢in (2.15)

ziejmé plati Uper = 4 /% =% U TOto tvrzeni miZeme ovéfit pfimym vypoctem.

Vyuzijeme-li vztahu z termodynamiky, [28|,

0 0
Dt T\t SR SV
p <T> ( T ’ (32)
pak lze statickou teplotu a staticky tlak na vstupu do vypocetni oblasti vyjadrit ve tvaru

~

_ Ti
- —1
1+ X2 MaZ

T,\ 71
= 300 [K], a  Poo =Dt| = =101324.9 [Pal.  (3.3)

T
00 T

Hustotu a velikost vektoru rychlosti na vstupu ur¢ime na zakladé stavové rovnice a definice
rychlosti zvuku jako

poo= L2 1177 kg -m ™3] A weo = Mase, /L2 =69.44 [m- 5. (3.4)
i SN Poo
Pro dynamickou vazkost na vstupu pak lze psét
14
fioo = % =1.634-107° [Pa-s). (3.5)
o0

Zvolme nyni referencéni hodnoty pro tlak per = py, teplotu Tyer = T3 a dynamickou vazkost
Uref = foo- Ze€ stavové rovnice formulované pro referenc¢ni veli¢iny a z definice bezrozmérné
teploty (2.15) ziskavame

Pref — _

Pref = L —120kg-m 3] a Uper = V/Tret Trer = 294.6 [m s, (3.6)
ref T'ref

Ziejmé tedy plati Upet # Uco & Pref # Poo, z CehoZ vyplyva Res # Re. Pomoci uvede-

nych referen¢nich hodnot veli¢in mizeme vypocitat Reynoldsovo ¢islo Re, které vystupuje

v rovnicich (2.28) a (2.127) a je tedy pfimo vstupem do numerického vypoéctu,

_ Pref Uref Lret
Href

Re ~ 21.6 mil. (3.7)
Referen¢ni hodnoty zbylych veli¢in jsou jiz dopoéitany p¥imo z definic (2.13) - (2.15).
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3.1.1 Diskretizace vypoctové oblasti

V kap. 1.3.3 bylo zminéno, Ze pro spravné zachyceni turbulentni mezni vrstvy je nutné,
aby pro prvni buitku u stény platilo y™ < 1. Vzhledem k vyraznym zménam prib&hu
veli¢in v blizkosti stény v8ak neni mozné bezrozmérnou vzdalenost od stény urcit apriori,
a proto je pri diskretizaci oblasti nutné vysku prvni buiiky u stény, kterou zde oznacime
symbolem g3, vhodnym zptisobem odhadnout.

V obecném piipadé se pro odhad y; vychazi ze znamych vysledki pravé pro piripad
turbulentniho proudéni v okoli rovné desky. Definujme tzv. soucinitel tfeni na sténé Cfy
jako podil smykového napéti na sténé 7, a dynamického tlaku na vstupu, tj.

Tw

Ci=+——5.
%Poougo

(3.8)
V literatufe se uvadi fada aproximaci pritbé¢hu Cy podél rovné desky, pficemz v této préaci
budeme uvazovat vztah dle [24],

1
5

C; = 0.0592Re; 7, (3.9)

kde Re, je Reynoldsovo ¢islo definované pomoci hodnot veli¢in na vstupu peo, Ueo & oo
a vzdalenosti od nabé&zné hrany desky z. Z rovnice (3.8) miZzeme nyni vyjadfit smykové na-
péti na sténé 7, a nasledné hodnotu t¥eci rychlosti u, z obecné definice (1.70), kde miZzeme

y Sun. 35 % 25 zameénit p za hustotu plynu na vstupu poo,

1} tj.

Tw 1
0.5} Ur \/ oo \/ 2 fUso

Z definice bezrozmérné vzdalenosti (1.68)
poté obdrzime aproximaci vySky prvni

(3.10)

buinky od stény vyjadienou pomoci hodnot
na vstupu a pozadované hodnoty y T,
Sap, 70 x 50 N
i Y1 Moo
==, 3.11
A (i = ot (8.11)

pri¢emz po dosazeni s uvazenim délky mezni
vistvy = 2 [m] a y{7 = 0.9 je pro uvazo-
vany pripad vyska prvniho kontrolniho ob-
jemu y; ~ 5.2 - 1075 [m).

Stacionarni feSeni systému stfedova-
nych Navierovych-Stokesovych rovnic s pri-
pojenym modelem turbulence (2.28) nebo
(2.127) budeme hledat pomoci metody
ustalovani, kdy pii vyse uvedenych staci-
onarnich okrajovych podminkich dosahu-
jeme ustéaleného stavu pro t — oco. Jako po-
cateéni podminky muZeme na celé oblasti
) predepsat hodnoty vektoru konzervativ-
nich proménnych na vstupu (2.103) nebo
(2.131). Vratme se nyni k CFL podmince

0 0.5 1 1.5 2z

Obr. 11: Vypocetni oblast diskretizovana

pomoci strukturovanych ¢tyfihelnikovych
siti 0 35 x 25, 70 x 50 a 140 x 100 bunkéach

45

(2.87), kterou je omezen ¢asovy krok At.
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ovlivnéna rychlosti proudéni a rozméry kontrolnich objemut. Vzhledem k tomu, Ze uva-
Zujeme subsonické proudéni pii Mas, = 0.2 a navic pozadujeme yf < 1, 1ze ocekavat, ze
casovy krok bude dosahovat nizkych hodnot a rychlost konvergence explicitniho schématu
bude rovnéz nizka.

Pro urychleni konvergence k ustalenému stavu byly béhem vypoctu pouzity tii struk-
turované ¢tyrihelnikové sité s postupné narustajicim poctem bunék, které oznacime Syy,
Son a Sy, obr. 11. Prvni sit Sy, ¢ita 35 x 25 kontrolnich objemt a je zahuSténa v blizkosti
nabézné hrany desky a u stény tak, ze prvni buiika u stény splhuje y{’ ~ 4. Po provedeni
vypodtu na této siti byly vysledky interpolovany na sit Sgj, 0 70 x 50 buiikach a y;" ~ 2,
ktera vznikla délenim kontrolnich objemt ptuvodni sité Sy na polovinu v obou smérech.
Interpolované vysledky slouzi jako pocatecéni podminka pro vypocet na siti Sop, ¢imz do-
chéazi k redukci po¢tu iteraci iteraéniho procesu. Druhym faktorem, ktery ma za nésledek
zkréceni numerického vypoctu, je kromé samotného pocétu elementt sité pravé hodnota
yf, jelikoz zifejmé z nutné podminky stability (2.87) musi za stejnych podminek platit
Atgp, > Atop, a tedy ustéleného stavu na siti Syp, je teoreticky dosazeno b&hem nizsiho
poctu iteraci nez na siti Sy Obdobny postup byl aplikovan i na tfeti sit S, s 140 x 100
bunikami a yf ~ 1, ktera jiz vyhovuje pozadované vysce y; prvni buiiky od stény.

Obr. 12: Sit Sy, (Cerné) a sit S, (Cervené)

Samotna interpolace byla provedena nasledovné. Uvazujme situaci na obr. 12 a ozna¢me
symbolem {?J-h feSeni ve stfedu kontrolniho objemu €;; ¢tyfihelnikové sité Sop, kterym mo-
hou byt slozky vektoru konzervativnich proménnych, turbulentni vazkost ¢ dalsi veli¢iny.
Nejprve interpolujeme feSeni do uzlovych bodi sité pomoci plochou vazeného priaméru
z hodnot v okolnich bunikach, obr. 12,

z e

2h re

1 = — = 3.12

I 12
reN

kde N'= {ij, i+ 1j, i+ 1j+1, ij — 1} je mnoZina indexti kontrolnich objemi sousedicich

s uzlem (i + % J— %) Reseni 5% poté uréime jako aritmeticky priameér

1
ho_ 2h | ¢2h
=3 (¢ +§i+%j_%) . (3.13)
Na obr. 13 jsou zobrazeny kontury turbulentni vazkosti modelu Spalart-Allmaras ziskané
numerickym feSenim systému rovnic (2.28) na siti Sy a kontury interpolované turbulentni
vazKkosti na siti Sgp. Je ziejmé, Ze vysledky se kvalitativné prilis nelisi, a jedna se tedy
o vhodnou aproximaci poc¢ate¢ni podminky pro vypocet na siti Sop.
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Poznamenejme, Ze vzhledem k vysoké Gasové narocnosti byly vypocty provadény na
sfti s nejvyse 140 x 100 bunkami a yf‘ ~ 1, ackoliv numerické vysledky NASA TMR,
se kterymi budeme srovnévat vlastni numerické feSeni, byly realizovany na strukturované
¢tyfihelnikové siti o 544 x 384 builkéch s yi ~ 0.1. Tento rozdil mtze vést k jistym
odchylkdm v FeSeni, ale jak uvidime dale, na zakladé samotnych numerickych vysledku lze
usuzovat, Ze pouzita sit aproximuje oblast 2 € R? pii uvazeni danych model turbulence
dostatecné presné a hlavni jevy vyskytujici se v feSeni byly na siti 140 x 100 zachyceny.

Obr. 13: Ukazka FeSeni na siti Sy, (nahote)
a interpolovaného FeSeni na siti So (dole)

Konstantu CFL vystupujici v podmince stability (2.87) jsme v tomto pfipadé zvolili
CFL = 0.9. Konvergenci pouzité numerické metody budeme v této praci méfit hodnotou
rezidua, které zavedeme jako diskrétni Lo normu z ¢asové derivace s-té slozky vektoru
konzervativnich proménnych dle vztahu

At
> €]
ij

(ws) L — <ws>:-;-] ’

> 9]
ij

Rez (ws) = (3.14)

Resent poté povazujeme za ustélené pokud hodnota Rez(w,) dosdhla dostateéné nizké
hodnoty a dale se jiz neméni.

10%, ! ‘

E —p i
100? \k —pu
Mot ‘ ‘ ' .
U

—pi

Rez

2.5 3 3.5 4
Iterace x 106

Obr. 14: Pribéh konvergence vypoc¢tu s pouzitim modelu Spalart-Allmaras
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Na obr. 14 a 15 jsou zobrazeny pribéhy konvergence numerické metody navrzené pro
feSeni turbulentniho proudéni stlacitelné tekutiny v pripadé oblasti s rovnou deskou a s vy-
uzitim obou modelt turbulence. Vyrazné §pickové hodnoty v priabéhu rezidua Rez jednotli-
vych slozek vektoru konzervativnich proménnych w predstavuji prfechod na jemnéjsi vypo-
¢etni sit. Jak jiz bylo naznaceno, pouzitd numerickd metoda konverguje relativné pomalu
k ustalenému fteSeni, pricemz nejvétsi pocet iteraci k nalezeni ustaleného stavu vyzaduji
pravé slozky obsahujici turbulentni veli¢iny.

—pv|
e
—pk
pw|

Iterace x 106

Obr. 15: Pribéh konvergence vypoctu s pouzitim modelu k-w SST

Porovnani vlastnich numerickych vysledka s vysledky NASA TMR provedeme nejprve
samostatné pro model Spalart-Allmaras a k-w SST a rozdily v feSeni pfi pouziti jednot-
livych modelti uvedeme v samostatné kapitole. Pro srovnani budeme vyuZzivat bezrozmeér-
nych veli¢in proudového pole vzhledem k hodnotéam veli¢in ve volném proudu, tj. na vstupu
do vypoctové oblasti.

3.1.2 Model Spalart-Allmaras

Obr. 16 zobrazuje pribéh bezrozmérné rychlosti u stény v mistech x = 0.97 a = = 1.90
pro pifipad numerického feSeni s turbulentnim modelem Spalart-Allmaras. Ziskané profily
rychlosti [[u|| = vu? 4+ v2 jsou v obou mistech témér identické s profily NASA TMR. Na
obr. 17 je srovnani pribéhu soucinitele t¥eni na sténé¢ Cy podél rovné desky ziskaného
vlastnim numerickym vypoétem, vysledki NASA TMR a teoretického prib&hu daného
vztahem (3.9).

Kvalitativni srovnéni numerického feSeni pirinasi obr. 18, kde je zobrazen detail kon-
tur turbulentni vazkosti pfevedené do bezrozmérného tvaru pomoci molekulérni viskozity
volného proudu. Na sténé je turbulentni vazkost nulova, smérem od stény prudce nartista
a na rozhrani{ mezni vrstvy a volného proudu za¢ina klesat. Soucasné narista turbulentni
vazkost ve sméru x se zvysujici se vzdélenosti od nabézné hrany rovné desky. S vysledky
NASA TMR uvedenymi vlevo vykazuji vlastni vysledky napravo dobrou shodu. Hodnoty
bezrozmérné turbulentni vazkosti byly pro zobrazeni omezeny na interval (0, 300) a uvedené
kontury tedy nemusi nutné zohlediiovat minimélni a maximalni hodnoty.

Hodnoty turbulentni vazkosti tedy v tomto pfipadé prevysSuji hodnoty molekularni
vazkosti o dva fady, ¢imz lze odtvodnit i skutecnost, ze reziduum slozky pr vektoru kon-
zervativnich proménnych w (obr. 14) se béhem vypoétu pohybovalo o nékolik Fadiu vyse
nez rezidua ostatnich slozek, jejichZ bezrozmérné hodnoty dosahuji fadové jednotek.

Pribéh bezrozmérné turbulentni vazkosti v fezu x = 0.97 porovnava obr. 19. V oblasti
prechodu z mezni vrstvy do volného proudu, tj. ve vysce y =~ 0.017, je jiZ mirné patrny vliv
nizsiho po¢tu bunék pouzité vypocetni sité nez ma sit vyuzita pro vypoéty NASA TMR.
Na obr. 20 je zobrazeno maximum bezrozmérné turbulentni vazkosti jako funkce x.
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Obr. 16: Prabéh bezrozmérné
velikosti rychlosti ||ul|/uso
v misté x = 0.97 a x = 1.90
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Obr. 17: Prabéh soucinitele treni
na sténé C'y podél desky
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Obr. 18: Kontury bezrozmérné turbulentni vazkosti pr/fico
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Obr. 19: Prub&h bezrozmérné turbulentni
vazkosti pr /oo v misté x = 0.97
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Obr. 20: Maximum bezrozmérné
turbulentni vazkosti pr/peo jako funkce z
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Zavislost bezrozmérné rychlosti u™ na bezrozmérné vzdalenosti od stény y*, o které
bylo pojednano v kap. 1.3.3, je vykreslena na obr. 21. Priibéh je opét porovnavan v mistech
x = 0.97 a x = 1.90 spolu s teoretickou zavislosti u* = yT platnou pro y™ < 5, resp.
zéavislosti (1.69) platnou pro 30 < y™ < 200.

30
Teorie
—-—-z=0.97, NASA TMR
257 ——x = 0.97, Vlastni vypocet
—— -z =1.90, NASA TMR
20 + ——x = 1.90, Vlastni vypocet
15
10+
51
0 — . . : : .
107! 10 10t 102 10 10" 10°
yt

Obr. 21: Zavislost bezrozmérné rychlosti «™ na bezrozmérné
vzdalenosti od stény y* v misté x = 0.97 a x = 1.90

3.1.3 Model £k-w SST

V piipadé modelu k- w SST jsou jiz numerické vysledky zatizeny vétsi chybou nez v pripadé
modelu Spalart-Allmaras. Model k-w SST je zFejmé citlivéjsi na vzdalenost prvni buiiky
sité od stény y;. Tato citlivost vyplyva ze zpusobu implementace okrajové podminky pro
specifickou rychlost disipace w na sténé (1.67), jejiz hodnota odpovida O(10/y?).

Obr. 22 zobrazuje pribéhy bezrozmérné rychlosti v blizkosti stény v mistech x = 0.97
a r = 1.90. Ackoliv vlastni numerické vysledky jsou v dobré shodé s vysledky NASA TMR,

0.04 : : ; ‘ 0.006 ‘ ‘
———2=0.97, NASA TMR ! : 0.0592Re; /?
——x = 0.97, Vlastni vypocet : : ——-NASA TMR

0.03! |-—-z =190, NASA TMR | 0.005 | —— Vlastni vypocet| |
—— 2 = 1.90, Vlastni vypocet| | '

= 0.02}

<5 0.004

0.01 ¢ 0.003 |

0.002 :
0 0.5 1 1.5 2
x
Obr. 22: Pribéh bezrozmérné Obr. 23: Prubéh soudinitele tieni
velikosti rychlosti ||u|/uso na sténé C'y podél desky

v misté x = 0.97 ax = 1.90
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lze oproti FeSeni s pouzitim modelu Spalart-Allmaras jiz jednotlivé profily rychlosti roze-
znat. Obdobna situace nastéva v pfipadé pribéhu soucinitele tfeni na sténé C'y podél rovné
desky na obr. 23.

Prechodové funkce F} a Fs modelu k-w SST jsou vykresleny v fezu x = 0.97 na
obr. 24. V jisté vzdalenosti od stény obé funkce prudce klesaji z hodnoty 1 k nule. Zde
se projevuje vliv nizkého po¢tu bunék vypocetni sité, jelikoz samotny pokles funkci je
zachycen na piiblizné péti buiikach, a dochazi tak k urcité disipaci v numerickém feSeni.

0.025

——-F;, NASA TMR
Fy, Vlastni vypocet

0.02 +

——-F,, NASA TMR
F5, Vlastni vypocet

0.015 ¢

0.01 +

0.005 |

0 02 04 06 08 1
Fy, Fy (z = 0.97)

Obr. 24: Priubéh prechodovych funkei SST modelu
Fi a Fy v misté x = 0.97

Obr. 25 - 27 zobrazuji kontury bezrozmérné turbulentni vazkosti pr/pieo, bezroz-
mérné turbulentni kinetické energie k/a?, a bezrozmérné specifické rychlosti disipace
Witoo/ (psoa?,) v blizkosti stény, pricem?z vysledky NASA TMR jsou uvedeny vlevo a vy-
sledky vlastniho numerického vypoctu vpravo. Kontury turbulentni vazkosti modelu Spalart-
Allmaras (obr. 18) jsou kvalitativné shodné s konturami modelu k-w SST (obr. 25), aviak
vyska mezni vrstvy dosahuje pro piipad modelu k-w SST nizsich hodnot.

Turbulentni kinetickid energie pfevedena do bezrozmérného tvaru pomoci rychlosti
zvuku ve volném proudu (obr. 26) je stejné jako turbulentni vazkost na sténé nulova,
jeji maximum se vSak soustfeduje té&sné za nidbéznou hranou rovné desky ve sméru prou-
déni. S rostouci vzdalenosti od nabé&zné hrany turbulentni kineticka energie klesa. I v tomto
piipadé byly hodnoty k/a2, pro potieby zobrazeni omezeny, a to na interval (0,2 - 1074).

Nejinak tomu bylo i v pfipadé bezrozmérné specifické rychlosti disipace, kdy jsou na
obr. 27 zobrazeny hodnoty z intervalu (0,107%), ackoliv v t&sné blizkosti stény dosahuje
Witoo/ (Psoa?,) o nékolik fadi vyssich hodnot. Se vzristajici vzdalenosti od stény hodnoty
w prudce klesaji, pficemz na rozhrani mezni vrstvy a volného proudu se méni skokové.

7 prubéhu bezrozmérné turbulentni vazkosti v misté x = 0.97 na obr. 28 je patrné,
Ze na uzité vypocetni siti se nepodafilo korektné zachytit zlom v horni ¢asti pribéhu, kde
turbulentni vazkost smérem od stény klesa. Na zakladé numerickych experimentt bylo zjis-
téno, Ze tento jev je zpusoben aktivaci ¢lenu obsahujici funkci F» ve vztahu pro turbulentni
vazkost (1.62). V databézi NASA TMR se vyskytuji numerické vysledky pro oblast rovné
desky s pouzitim modelu k- w BSL, ktery pro ur¢eni turbulentni vazkosti nevyuziva funkce
F> a zminény zlom se v tomto piipadé jiz neobjevuje.

Maximum bezrozmérné turbulentni vazkosti jako funkce x je vynesené na obr. 29.
Na nabézné hrané se objevuje lokalni narist turbulentni vazkosti zptusobeny nartistem
turbulentni kinetické energie, ktery nemé fyzikalni opodstatnéni, ale souvisi spiSe s nedo-
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Obr. 25: Kontury bezrozmérné turbulentni vazkosti pr/piso
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Obr. 26: Kontury bezrozmérné turbulentni kinetické energie k/a2,
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Obr. 27: Kontury bezrozmérné specifické rychlosti disipace wiioo/(pooa?,)

52



stateénym tlumenim %k v okoli stagna¢niho bodu pomoci limiteru produkce P, daného
vztahem (1.54), kterym byl produkéni ¢len omezen na dvacetinisobek destrukéniho ¢lenu.

Obr. 30 a 31 zobrazuji priubéhy bezrozmérné turbulentni kinetické energie a specifické
rychlosti disipace v misté x = 0.97. Lze Tici, Ze i ve velmi tésné blizkosti stény je vlastni
numerické feseni velice blizké vysledkim NASA TMR. V prabéhu obou turbulentnich
veli¢in se v prechodu z mezni vrstvy do vnéjsiho proudu objevuje skokova zména, ktera
je pro model k-w SST v blizkosti vn&jsi hranice turbulentni oblasti typicka, [7]. V oblasti
ostrého poklesu obou pribéhti 1ze pozorovat mirny vliv numerického vazkosti, kdy je skok
vyhlazeny diky minmod limiteru uzitému v numerickém schématu.

Na obr. 32 je vykreslena zavislost bezrozmérné rychlosti u™ na bezrozmérné vzdalenosti
od stény y* v misté x = 0.97 a x = 1.90 pro piipad modelu k-w SST. I zde je vlastni
pribéh v dobré shodé s vysledky NASA TMR.

0.025 ‘ ‘ ‘ : 400 ; ‘
_ __NASA TMR —-—--NASA TMR
—— Vlastni vypocet — Vlastni vypocet
0.02 1
300 ¢
0.015 + 38.
- £200
0.01} g
g
100 t
0.005 ¢
0 ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘ .
0 50 100 150 200 250 0 0.5 1 15 2
Obr. 28: Pribéh bezrozmérné turbulentni Obr. 29: Maximum bezrozmérné
vazkosti fir/pico v misté z = 0.97 turbulentni vazkosti pr/peo jako funkce z
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Obr. 30: Pribéh bezrozmérné Obr. 31: Pribéh bezrozmérné
turbulentni kinetické energie specifické rychlosti disipace
k/a%, v misté z = 0.97 Whtoo/ (Pso@?,) v misté x = 0.97
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Obr. 32: Zavislost bezrozmérné rychlosti u™ na bezrozmérné
vzdalenosti od stény y* v misté x = 0.97 a x = 1.90

3.2 Turbulentni proudéni okolo zakrivené stény

Druhym testovacim piikladem, na kterém budeme verifikovat implementované turbulentni
modely, je turbulentni proudéni okolo zak¥ivené stény, jenz je v databazi NASA TMR, [21],
oznacovan jako Bump-in-channel. Od pripadu proudéni v okoli rovné desky se lisi pritom-
nosti tlakovych gradientii podél stény, které jsou zpusobeny jejim zakfivenim. Geometrie
oblasti 2 € R? s hranici 092 = 091 U 0Qg U 0w U 00 je zobrazena na obr. 33. Opét
zde zavedeme jednotkovou referencni délku /¢ = 1 [m|. Pevna adiabaticka sténa 0Qw je
umisténa na spodni hranici vypoctové oblasti 2 a sahd od z = 0 do x = 1.5, pfidemz
samotné zakfiveni se nachézi v intervalu (0.3,1.2). Analyticky pfedpis pro tvar stény je
dan funkci

0 pro 0 <z < 0.3,
1
y = { 0.05sin’ [w <0"”9 - 3)] pro 0.3 <z < 1.2, (3.15)
0 pro 1.2 <z < 1.5.

Vstup 91 vypocetni oblasti €2, resp. jeji vystup 920, je umistén ve vzdalenosti 250,q¢
od nabézné hrany stény, resp. od hrany odtokové. Na spodni i horni ¢asti hranice 0flg,
které jsou od sebe vzdaleny 5¢..¢, pfedepisujeme okrajovou podminku symetrie.

Hodnoty veli¢in predepisovanych na hranici vypoc¢tové oblasti 02 ziistavaji stejné jako
v piipadé rovné desky, tedy na vstupu 9€)y predepisujeme celkovy tlak p; = 104190.5 [Pal,
celkovou teplotu T; = 302.4 [K| a nulovy thel nabéhu @ = 0° a na vystupu 0o uvazujeme
atmosféricky tlak poutiet = 101325 [Pal. Vstupni Machovo &islo Mas, dosahuje opét hodnoty
0.2, ale Reynoldsovo ¢islo Rey, charakterizujici danou tdlohu je v tomto piipadé rozdilné,
a sice 3 miliony. Dynamické vazkost tekutiny tedy na zékladé dopoéitané hodnoty hustoty
a rychlosti volného proudu (3.4) ¢ini

14
fioo = P20l _ 9 794.1075 [Pa - 5. (3.16)
Reso
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Obr. 33: Oblast Q € R? s hranici 9Q = 9Q; U 09 U 9Qw U 000

3.2.1 Diskretizace vypoctové oblasti

K dosazen{ ustaleného stavu byla i zde zvolena metodika zaloZen4a na postupnych numeric-
kych vypoctech s dvojnasobnymi pocty bunék sité v obou smérech kartézskych souradnico-
vych os nez byl pocet bunék predchozi sité a interpolaci numerickych vysledki. Z ¢asovych
davodu byl vSak vypocet proveden pouze na dvou strukturovanych ¢tyiahelnikovych sitich
s poc¢tem 88 x 30 a 176 x 60 bunék. Vypocetni sité uvedené na obr. 34 jsou zahustény
v blizkosti nabé&zné i odtokové hrany a v blizkosti stény.

K odhadu vysky prvni buiiky u stény y; se b&zné uziva vztahu (3.11), ackoliv aproxi-
mace prubéhu soucinitele tFeni na sténé plati pro rovnou desku. Pti uvazovani délky mezni
vistvy z = 1.5 [m] a pozadovaného y; = 0.9 ¢ini odhadnutd vyska y; = 8.1-107° [m].
Vlivem vysoké ¢asové naroc¢nosti numerického vypoctu se podaiilo provést vypocet pouze
na siti s y;” ~ 3, resp. y{” &~ 1.5, pfi¢em# mame na mysli odhadnuté hodnoty bezrozmérné
vzdalenosti od stény v prvni buiice. Realné hodnoty yf , které jsou vystupem vypoctu, jsou
ziejmé odlisné a na rozdil od rovné desky se zde podél stény vyrazné méni.

88 x 30 176 x 60
1 1
}\ \ \
| I \
>0.5F il 1 =0.5¢F 1 I }
0 s o e —
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
xXr T

Obr. 34: Detail vypocetni oblasti disketizované pomoci strukturovanych
¢tytahelnikovych siti o 88 x 30 a 176 x 60 bunkach

V obou predstavenych turbulentnich modelech vystupuje vzdalenost k nejblizsi sténé
d. Poznamenejme, Ze zatimco v p¥ipadé oblasti s rovnou deskou je vypocet d v kazdé buiice

strukturované sité pfimocary, pro obecné zakiivené stény je situace o néco slozit&jsi. Pro
zjednoduseni se totiz nabizi ureni vzdalenosti napt. pomoci nejmensi vzdalenosti stfedu

95



kontrolntho objemu a uzlu sité na sténé ¢i méfeni vzdalenosti ke sténé podél stran ¢tyi-
thelnikovych bunék. Tato simplifikace nicméné muze vést k jistym rozdilim v feSeni, které
narustaji v pfipadech, kdy se spojnice uzli sité vyrazné odchyluji od normaly k tseku stény
daného pfilehlou ¢tytfthelnikovou buiitkou. Redlnou vzdélenost od stény vsak ve vétging pii-
padi se zakiivenou sténou tvoii délka spojnice stfedu buiiky a bodu na sténé, kterym ale

neni sit explicitné definovana (obr. 35).

2.5 2.5
? A

L5 1.5

=

1 1

0.5 0.5
0 - 0

-1 0 1 2

xr
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Obr. 35: Urceni vzdalenosti d od nejblizsi Obr. 36: Kontury vzdélenosti d od
stény v pripadé obecné zakfivené stény nejblizsi stény pro uvazovany piipad

V této praci byl vypocet d zalozen na vzdalenosti bodu, kterym je stfed kontrolniho
objemu, od pifimky definované dvéma body, jez predstavuji dva sténové uzly sité prvni
buiiky u stény. Na obr. 36 jsou zobrazeny kontury vzdélenosti k nejblizsi sténé pro testovaci
pripad vypoctové oblasti se zakfivenou sténou.

Strukturované ¢tyfuhelnikova sit, na niz byly provedeny vypocéty NASA TMR, sestava
i zde z mnohem vétsiho poc¢tu bunék neZ sit pouzitd pro vlastni numerické feSeni stie-
dovaného systému Navierovych-Stokesovych rovnic s pfipojenymi modely turbulence. Sit
NASA TMR ¢ita 1408 x 640 bunék a prumérné bezrozmérna vzdalenost od stény dosahuje
v prvni bufice yf = 0.06. Z tohoto divodu nelze ocekavat tak vyraznou shodu s vlastnim
feSenim jako v p¥ipadé rovné desky. Srovnani vlastnich vysledkii na siti o 176 x 60 bunkéch
s vysledky NASA TMR, uvedené v nésledujicich odstavcich, je tedy z tohoto divodu spise
kvalitativniho charakteru.
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Obr. 37: Pribéh konvergence vypoctu s pouzitim jednotlivych modela turbulence
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Konstantu CFL vystupujici v podmince stability (2.87) jsme i v tomto pfipadé zvo-
lili CFL = 0.9. Konvergence pouzité numerické metody byla sledovana pomoci rezidua
Rez(ws) jednotlivych slozek vektoru konzervativnich proménnych definovaného vztahem
(3.14). Na obr. 37 je vykreslen pribéh konvergence vypo¢tu na oblasti se zak¥ivenou sté-
nou pro oba modely turbulence. PouZzitd numerickd metoda v tomto pripadé konverguje
velmi pomalu a rezidua turbulentnich veli¢in navic dosahuji i po Sesti milionech itera-
cich relativné vysokych hodnot. Druhy problém muze byt rovnéz spojeny s nedostate¢nym
poctem bunék pouzité sité.

3.2.2 Model Spalart-Allmaras

Na obr. 38 je vykreslen prubéh soucinitele tfeni na sténé C'y podél zakfivené stény ziskaného
numerickym feSenim stfedovaného systému Navierovych-Stokesovych rovnic s pfipojenym
modelem turbulence Spalart-Allmaras. Vlastni vysledky vykazuji i pfes vyrazné redukovany
pocet kontrolnich objemi sité dobrou shodu s numerickymi vysledky NASA TMR.

Obr. 39 zobrazuje pribéh soucinitele tlaku na zakfivené sténé, ktery je definovan jako
podil rozdilu tlaku na sténé p,, a referen¢niho tlaku a referen¢niho dynamického tlaku, tj.

Pw — Poo

Cp = 1 2
QpOOuoo

, (3.17)

kde jako referen¢ni hodnoty jsou uvaZovany hodnoty veli¢in ve volném proudu, tedy na
vstupu. Zde dochéazi k jistému nadhodnoceni C), vzhledem k vysledkiim NASA TMR,
a to zejména v predni a zadni ¢asti stény ve sméru proudéni.

Pro srovnani profili bezrozmeérné rychlosti zde byly vybrany pozice x = 0.75, tj. stied
zakfivené stény, resp. nejvyssi bod zakfiveni, a x = 1.20 nachazejici se v druhé poloviné
stény za zakiivenim. Tyto profily jsou vyneseny na obr. 40, kde yo pFedstavuje soufadnici
povrchu stény ve sméru osy y. Samotné zakfiveni, jehoz vyska dosahuje v nejvyssim bodé
relativné nizké hodnoty y = 0.05, zptsobuje tedy v prubéhu proudovych veli¢in vyrazné
zmény a situace je zde tak oproti pfipadu rovné desky z fyzikalniho hlediska zajimavéjsi,
coz Cinf tento testovaci piiklad komplexnéjsim z pohledu verifikace implementovanych tur-
bulentnich modeli.
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Obr. 38: Prubéh soudinitele t¥eni Obr. 39: Prubéh soudinitele tlaku
na sténé C'y podél zakfivené stény na sténé C), podél zakiivené stény
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Obr. 40: Prubéh bezrozmérné velikosti rychlosti ||u||/uco v misté x = 0.75 a x = 1.20

Kvalitativné je mozné srovnat kontury bezrozmérné turbulentni vazkosti uvedené na
obr. 41. Vlivem nizsiho po¢tu bunék pouzité sité jsou patrné rozdily mezi vlastnim feSenim
a vysledky NASA TMR. Nad druhou ¢asti stény dochazi vlivem geometrie ke znatelné pro-
dukci modifikované turbulentni vazkosti 7, resp. turbulentni vazkosti pr, coz se ve vlastnich
vysledcich projevuje neostrym zachycenim pfechodu z mezni vrstvy do volného proudu.
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BT NASA TMR I BT Vlastni vypocet !
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Obr. 41: Kontury bezrozmérné turbulentni vazkosti pr/fico

3.2.3 Model k-w SST

V piipadé modelu k-w SST je prubéh Cy a Cp, na obr. 42 a obr. 43 oproti modelu Spalart-
Allmaras v opa¢ném poméru. Zatimco u soudinitele tfeni na sténé je pribéh jistym zpiso-
bem podhodnocen vzhledem k vysledkim NASA TMR, pribéh soucinitele tlaku na sténé
dosahuje srovnatelnych hodnot.

Profily bezrozmérné rychlosti v misté x = 0.75 a x = 1.20, obr. 44, se vSak shoduji
s feSenim NASA TMR v obdobné mife jako u modelu Spalart-Allmaras. Pro vyvozeni da-
sledktt a posouzeni vlastnosti jednotlivych modelt turbulence by vSak bylo nutné provést
dalsi numerické vypocty s vétsim poctem bunék sité, ktery ma v obou pripadech nezane-
dbatelny vliv na pfesnost numerického feSeni.
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Obr. 42: Pribéh soucinitele treni
na sténé C'y podél zakfivené stény

Obr. 45 - 47 prinasi kvalitativni srovnéni kontur bezrozmérnych turbulentnich veli¢in
modelu k-w SST v blizkosti zakfivené stény ziskanych vlastnim vypocCtem s vysledky
NASA TMR. I zde je patrny vliv redukovaného poc¢tu bunék strukturované ¢tytihelnikové
sité pouzité pro numericky vypocet, a to zejména v oblasti nad druhou ¢ésti stény, kde je
pribéh veli¢in na hranici mezni vrstvy zachycen neostfe podobné jako v pfipadé modelu

Spalart-Allmaras (obr. 41).

Rozlozeni turbulentni kinetické energie dosahuje v této tloze vysokych hodnot rovnéz
na nabézné hrané zakrivené stény jako u rovné desky. Maximum k se vSak vyskytuje v druhé
casti zakfiveni. Tento jev je zptsoben nepiiznivym gradientem tlaku, ktery v této oblasti

——-NASA TMR —— Vlastni vypocet
0.4

0.2+

0 0.5 1 1.5

Obr. 43: Prubéh soudinitele tlaku
na sténé C), podél zakiivené stény

ovliviiuje i pribéh rychlosti tak, ze tloustka mezni vrstvy podél zakiiveni narista (obr. 44).

Tlakovy gradient nicméné nedosahuje tak vysokych hodnot, aby zptisobil odtrzeni mezni

vrstvy.

0.04

0.03 ¢

= 0.02

0.01}

——-z=0.75, NASA TMR
——x = 0.75, Vlastni vypocet
——-x =1.20, NASA TMR
1 |——z = 1.20, Vlastni vypocet

[all/uo

Obr. 44: Prubéh bezrozmérné velikosti rychlosti |[u||/uco v misté x = 0.75 a x = 1.20
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3.3 Porovnani modelu Spalart-Allmaras a k-w SST

Pro srovnani numerickych vysledkia obou modeli turbulence byly vybrany profily rych-
losti tlohy turbulentniho proudéni stlacitelné tekutiny v okoli rovné desky. Na obr. 48 jsou
ekvidistantné vykresleny pribéhy rychlosti ||u|]| = vu? 4+ v? ve vybranych fezech podél
rovné desky. U modelu k-w SST dochézi v oblasti pfechodu z mezn{ vrstvy do volného
proudu k dosazeni rychlosti volného proudu v nizsi vySce y nez pro piipad modelu Spalart-
Allmaras. Toto chovéni je pro model k-w SST typické, jelikoZz model mé tendenci predpo-
vidat nefyzikalné ostré vnéjsi hranice turbulentnich oblasti, [7]. P¥i praktickych vypoétech
v8ak vypocetni sité nedosahuji v téchto mistech takového rozliseni, a numerickd vazkost
tak zpisobuje vyhlazeni ostrych prechodi.

0.04 -
—Spalart-Allmaras
0.03- —k-w SST
>0.02+
0.01+
0

Obr. 48: Kvalitativni srovnani profila rychlosti ||ul|
ve vybranych fezech podél rovné desky

Vyrazné rozdily mezi numerickym fesenim turbulentniho proudéni na oblasti rovné
desky s vyuzitim jednotlivych modeli turbulence se objevuji v pribéhu turbulentni vaz-
kosti. Obr. 49 zobrazuje pribéh bezrozmérné turbulentni vazkosti pr/pieo v fezu x = 0.97
pro oba turbulentni modely. Pro vétsi nazornost je zde vynesena i zavislost bezrozmérné
turbulentni vazkosti na bezrozmérné vzdélenosti od stény y* (obr. 50), kde se v logarit-
mické oblasti oba pribéhy prekryvaji.

0.025 ‘ ‘ ‘ ‘ 250 ‘ ‘
—— Spalart-Allmaras —— Spalart-Allmaras
——k-w SST k-w SST
0.02 + 200 +
~
]
0.015 ¢ ? 150 |
= B
0.01} £ 100
~
&~
3
0.005 + 50+
0 ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘
0 50 100 150 200 250 10° 10! 102 103 10?
pr/ poo(x = 0.97) y*
Obr. 49: Zavislost bezrozmérné Obr. 50: Zavislost bezrozmérné
turbulentni vazkosti pr/peo na y turbulentni vazkosti pr /100 na y™
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Vzhledem k ovlivnéni numerickych vysledki v piipadé tlohy se zakiivenou sténou vli-
vem nedostateéného pocétu bunék strukturované ¢étyfihelnikové sité zde neni porovnani
jednotlivych modelt turbulence uvedeno. V kap. 3.2.1 bylo feceno, Ze bezrozmérna vzdale-
nost od stény v prvni bunce yf se v tomto ptipadé vyrazné odlisuje od odhadnuté hodnoty
yf, ktera byla vyuzita pfi pripravé vypocetni sité. Poznamenejme, Ze tlakovy gradient
u stény zpusobuje, Ze yf se podél zakfivené stény méni dle pribéhu na obr. 51. Carkova-
nou carou je zde vynesena stfedni hodnota prubéhu, pii jejimz vypoctu nebyly uvazovany
oblasti nabé&zné a odtokové hrany, kde se objevuji singularity. Obé stfedni hodnoty se ovSem
pohybuji pod pozadovanou hodnotou yf < 1.

— Spalart-Allmaras
——k-w SST

X

Obr. 51: Kvalitativni srovnani profila rychlosti ||ul|
ve vybranych fezech podél rovné desky

Zavislost yi (z) kvalitativng piipomina priibéhy soucinitele tfeni na sténé C ¢ (obr. 38
a 42). Singularity v pribéhu obou téchto veli¢in lze vysvétlit nasledovné. Smykové napéti
na sténé 7, na kterém zavisi vypocet y* 1 Cy, je definovano vztahem

Tw = P (gZ) , (3.18)

kde u je slozka vektoru rychlosti rovnobézné se sténou, y je vzdalenost od stény a index w
znaci hodnoty veli¢in na sténé. Pfi praktickém vypocétu je poté derivace v rovnosti (3.18)
nahrazena diferen¢nim podilem, t;j.

UL — U U1

Tw Rl ———— = fly— (3.19)

Y1 — Yw n
kde bylo zohlednéno, Ze ziejmé plati u,, = 0 a y,, = 0, jelikoZ se jedna o hodnoty na sténé.
V prvni buiice u stény za nabéZnou hranou neni jesté zcela vyvinuta mezni vrstva a plati
tedy 41 > w1, coz v pripadé podilu téchto hodnot vede na singularni hodnoty v pribéhu
veli¢in podél stény.
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JAaveér

V ramci diplomové préace byl uveden mozny zpiisob numerického feseni turbulentniho prou-
déni stlacitelné tekutiny. Autorem navrZzené algoritmy pro feSeni stfedovanych Navierovych-
Stokesovych rovnic uzavienych turbulentnimi modely Spalart-Allmaras a k-w SST byly
implementovany v prostiedi MATLAB. Vyvinuty software byl nasledné verifikovan pomoci
dvou zakladnich testovacich prikladd turbulentniho proudéni, které jsou soucasti databaze
NASA Turbulence Modeling Resource, jez slouzi zejména pro tucely verifikace. Na zakladé
uvedeného srovnani vysledkt lze Tici, Ze bylo dosazeno velmi dobré shody s feSenim uva-
dénym NASA TMR, a tim byla ovéfena spravnost implementace autorem navrzenych
algoritm.

Za hlavni pfinos prace lze povazovat to, Ze se autor pokusil detailnim zpisobem zma-
povat jeden z pristupti modelovani turbulentniho proudéni, kterym je stfedovani rovnic dle
Reynoldse (RANS), resp. Favra (FANS). Text prace je koncipovan tak, Ze umoziuje uZzi-
vatelim komerénich vypoctovych systémi, kterymi jsou napiiklad ANSYS Fluent ¢i CFX,
seznamit se hloubéji se zakladnimi principy modelovani turbulentniho proudéni a zpiisobem
implementace numerickych schémat pro jeho feSeni, jenz tvori jadro téchto vypoctovych
softward. Snahou autora zaroven bylo poukizat na mozna tskali, ktera jsou spojena s fe-
Senim rovnic modela turbulence. Soucasné muze préce slouzit i dalsim studentim, ktefi se
jiz sezndmili s numerickym feSenim laminarniho proudéni, a to pro usnadnéni orientace v
oblasti numerického modelovéani turbulentniho proudéni, jelikoz se jedna o primé rozsifeni
zékladnich principti a metod uplatiujicich se v ramci feSeni proudéni laminarniho.

Jelikoz problematika modelovani proudéni, a to zejména turbulentniho, a s ni spojena
algoritmizace numerickych metod pro feSen{ konkrétnich problému technické praxe je velice
obtiZnou disciplinou, predpoklada se, Zze se tato diplomové prace stane vychodiskem pro
dalsi védecko-vyzkumnou praci autora v ramci doktorského studia. Autor préice se dale
zaméfi na studium implicitnich schémat, kterd umoznuji vyrazné zkréceni vypocetniho
¢asu nutného pro ziskani numerického feSeni, a zejména na dalsi mozné pristupy modelovani
turbulentntho proudéni, které se v soucasnosti v oblasti CFD dynamicky rozvijeji a patii
mezi né napt. LES - Large Eddy Simulation.
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Priloha A

Model Spalart-Allmaras
v bezrozmérném tvaru

Model Spalart-Allmaras v bezrozmérném konzervativnim tvaru je definovan nasledujicimi
vztahy, kde vSechny uvedené veli¢iny jsou bezrozmeérné.

Kinematicka turbulentni vazkost:
pwr = pvfu

Transportni rovnice pro modifikovanou turbulentni vazkost v:

o . o _ B - P Cp1 7\ 2
g (p7) + @(PVW) = cp1 (1 = fi2) Spv — Re Cuwt fuw — ﬁfw} g
1 0 ., OU Py OV OU 1 . OU Jp
+ Reo Ox; <p (v +7) 8acj> + Reo Ox; 0x; Reo (v +7) ox; 0x;
Pomocné vztahy a konstanty modelu:
1
3 6 1%
X X 1+cus |°
=, fe=l-— =g |
fo X3+l fuz L+ xfor g[g6+c§UJ
_ i _v N __ v
fio = azexp (—cux?), X=-, g=r+cw (r*-r), = e
1% ov  Ou
S=S5 02, =|=— - = 2D
+ Re li2d2f 2 oxr Oy (pro 2D)

cor = 0.1355,  cpp = 0.622,  cu2 =03, cu3=2,  cn=T.1

c 1+¢
a3=12, cu=05 o=2% k=04, cw1:§+ + b2

g
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Priloha B

Model k-w SST

v bezrozmérném tvaru

Model k-w SST v bezrozmérném konzervativnim tvaru s produkénimi ¢leny v transport-
nich rovnicich aproximovanymi pomoci velikosti tenzoru vifivosti je definovan nasledujicimi
vztahy, kde vSechny uvedené veli¢iny jsou bezrozmérné.

Kinematicka turbulentni vazkost:

. [ pk Reaypk
=min | — .
ur W’ SF2
Transportni rovnice pro turbulentni kinetickou energii k:
0

3 . 1 2 *
pn (pk) + (97:15] (pkuj) = min (Re urS*, Re 203 pwk:> —

1 0 Ok
— Re Bpwk + Re 87% [(,u + oppr) 8%] ,

Transportni rovnice pro specifickou rychlost disipace w:

0 0 1 9 , 1 0 Jw
5 (pw) + T (pwuj) = =— Y,pS* — Refpw® + — — [(/J + oupr) 8303} +

xj Re Re 0x;
1 PO Ok Ow
—2(1 — F; _—
+ Re ( ) w OxjO0x;

Pomocné vztahy a konstanty modelu:

4po,
Fy = tgh (Fil) ) I’y = min [max ( vk U0V > pownk

Re B*wd’ Re? wd? | * CDyy,d?
1 9k Ow

CDy, = 2009 — — — 10720
kw maX( Po Qwaa:j ox;’ >

2wk 500v )

2
F2 = tgh (FQ) 5 FQ = max <Re B*wd’ Re2 wd2

[Uk Ow B]T:Fl [Uk Ow B]I+(1_Fl) [Uk Ow ﬁ];

Ok1 = 0.85, Oyl = 0.5, ﬁl = 0.07
okr = 1.0, ow2 = 0.856, By = 0.0828
B Uw’QQ

k= 0.41, 8* = 0.09, a; = 0.31, Yo = 57 —
p* B
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