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Abstrakt

Tato práce se zabývá úlohou kontaktu elastického tělesa s tuhou překážkou
ve 3D s uvažováním tření na kontaktní hranici a dynamických účinků. Stru-
čně jsou shrnuty některé používané metody pro popis kontaktu elastického
tělesa. Podmínka kontaktu je v této práci formulována jako nelineární kom-
plementární problém. Stejným způsobem je popsáno i tření.
Úloha je formulována ve spojité oblasti. Pro numerické řešení je provedena
diskretizace úlohy v prostoru metodou konečných prvků a diskretizace v čase
pomocí metody centrálních diferencí.
Na několika modelových úlohách je ukázáno řešení tohoto problému pro
různé parametry úloh.
Klíčová slova: Úloha kontaktu, nelineární komplementární problém, ne-
hladnká Newtonova metoda, suché tření, metoda konečných prvků, metoda
centrálních diferencí

Abstract

This work deals with the role of contact of an elastic body with a rigid
obstacle in 3D with consideration of friction on the contact boundary and
with dynamic effects. Some of the commonly used methods to describe the
contact of the elastic body are briefly summarized. The contact condition
in this work is formulated as a nonlinear complementary problem. Friction
is described in the same way.
The task is formulated in a continuous area. For numerical solution, the fi-
nite element method of discretization of the problem is performed using the
central differences method.
Solution of several model problems is shown for various task parameters.
Key words: Contact problem, nonlinear complementarity problem, non-
smooth Newton method, dry fricton, finite element method, Central diffe-
rences method
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Důležité použité značení

εij - tenzor malých deformací,

Γc - kontaktní hranice,
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∆u
(+)
Z , ∆u

(+)
Z - vektor přírůstků posuvů mezi dvěma časovými hladinami na kontaktní

hranici v tečné rovině rozdělené do kladného a záporného směru,

A - „vahováÿ matice na kontaktní hranici,

bi - plošné síly,

Dijkl - elastický tenzor čtvrtého řádu,

E - celková deformační energie,

F - levá strana rovnice,

fi - objemové síly,

f - vektor pravých stran,

fc - koeficient tření,

g - napětí na kontaktní hranici,

gτ - vektor napětí na kontaktní hranici,

J - Jacobiova matice,

K - matice tuhosti,

K - celková kinetická energie,
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p - vektor kontaktního napětí z předchozí časové hladiny,

Q - vektor sil určený z hodnot z předchozí časové hladiny,

R - matice rotace,

tk - čas odpovídajíci k-té časové hladině,

t1, t2 - vektory složek tečného vektoru v tečné rovině,

u - posuvy tělesa,

u - vektor posuvů,

X,Y,Z - restrikční matice,

Z(u) - oblast, kde dochází ke kontaktu,
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1 Úvod

Motivace

Úloha kontaktu elastických těles je nedílnou součástí mnoha problémů v
mechanice. Jako typický příklad uveďme například crash-testy automobilů.
Řešit úlohu kontaktu je ovšem třeba v každém mechanickém systému, kde
se vyskytují vazby mezi tělesy, které je třeba modelovat co nejvěrněji, v sys-
témech, které modelují srážky či kontakty těles či pokud může dojít k tzv.
self-kontaktu (například těleso s dutinou, která se vlivem deformace uzavře).
K této problematice existuje mnoho přístupů, z nichž některé budou uve-
deny v následující kapitole. V této práci bude použit přístup k modelování
kontaktu mezi elastickým tělesem a tuhou překážkou pomocí formulace tzv.
nelineárního komplementárního problému. Stejným způsobem bude přistou-
peno k modelování suchého tření na kontaktní hranici.
Postup a závěry uvedené v této práci mohou být v budoucnu zobecněny i
pro problém kontaktu dvou elastických těles, či pro případ výše zmíněného
self-kontaktu.

Cíl práce

Cílem této práce je formulovat úlohu jednostranného kontaktu 3D elastic-
kého tělesa s tuhou překážkou za uvažování tření a dynamických účinků.
Dále provést implementaci numerického řešení těchto úloh pomocí metody
konečných prvků a Newtonovy nehladké metody a řešit modelové úlohy s
různými parametry modelu (koeficienty tření) a numerických metod (para-
metry diskretizace). K tomuto účelu bude využit programovací jazyk Py-
thon, zejména pak knihovny SfePy a NumPy.

Struktura práce

Tato práce je rozdělena do sedmi kapitol. První kapitola slouží k seznámení
s motivací a cíli této práce.
Druhá kapitola popisuje některé používané přístupy k modelování kontaktu
elastického tělesa s překážkou a některé přístupy pro modelování tření v
místě kontaktu.
Ve třetí kapitole se čtenář seznámí s tzv. nelineárním komplementárním pro-
blémem. Je zde uveden způsob, jak jej přeformulovat jako soustavu nehlad-
kých rovnic. Dále je zde popsán způsob řešení soustavy nehladkých rovnic
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pomocí modifikace Newtonovy metody a nakonec je uvedena přímá souvis-
lost nelineárního komplementárního problému s úlohou kontaktu.
Ve čtvrté kapitole je formulována úloha kontaktu elastického tělesa s tuhou
překážkou, dále prostorová diskretizace problému pomocí metody konečných
prvků a časová diskretizace pomocí metody centrálních diferencí.
Pátá kapitola nabízí popis implementace numerického řešení modelu odvoze-
ného ve čtvrté kapitole, včetně některých jednodušších speciálních případů,
jako je úloha kontaktu bez uvažování tření či úloha kontaktu ve 2D. Taktéž
je uveden postup pro vylepšení
V šesté kapitole jsou uvedeny výsledky numerických simulací v programova-
cím jazyce Python pro modelové úlohy. Jsou zde porovnány a zhodnoceny
výsledky pro různé parametry modelu.
V poslední kapitole je uvedeno shrnutí této práce, dosažených výsledků a
možných rozšíření modelu pro obecnější problémy.

Poznámka

Tato práce navazuje na bakalářskou práci [3] autora tohoto textu a svým
tématem s ní úzce souvisí. Z důvodu, aby se některé části zbytečně neopako-
valy, bude v takovém případě uveden v textu vždy jen odkaz na tuto práci
a případně stručně zmíněny odlišnosti či změny.
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2 Významné metody pro popis úlohy kontaktu

V této kapitole budou uvedeny některé možnosti popisu kontaktu elastického
tělesa s tuhou překážkou a některé základní modely suchého tření.

2.1 Popis kontaktu

V této části zmiňme některé používané metody pro popis kontaktu, popsané
například v [4], odkud (pouze) pro účely této části převezměme i způsob
značení.

Penaltová metoda Penaltová metoda je hojně pouřívaná metoda pro po-
pis kontaktu. Její popularita vyplývá ze snadné implementace a z důvodu
její fyzikální interpretace. Tuto metodu si lze představit jako pružinu, která
je aktivní jen v částech kontaktní hranice, kde dochází k průniku tělesa a
překážky. Hodnota penaltové funkce pak odpovídá této fiktivní pružině. Ne-
výhodou této metody je ovšem fakt, že připouští průnik tělesa do překážky,
tedy kontaktní podmínky jsou splněny pouze přibližně.

Napětí na kontaktní hranici pc je v případě této metody nahrazeno
funkcí:

pic = εN 〈giN 〉, (1)

kde εN je penaltová funkce, často volená jako konstanta, gN je záporně
vzatá vzdálenost tělesa od překážky a 〈.〉 jsou tzv. Macaulayovy závorky
definované následovně:

〈x〉 =
|x|+ x

2
, (2)

tedy pro kladné x je hodnota x a pro záporné x je hodnota nulová. Jedním
z problémů této metody je také vhodná volba penaltové funkce.

Metoda Lagrangeových multiplikátorů Tato metoda spočívá v inter-
pretaci napětí na kontaktní hranici jakožto Lagrangeových multiplokátorů,
tedy

pic = λiN . (3)

Jako časté nevýhody této metody jsou uváděny zvýšení počtu neznámých a
nutnost použití speciálního typu řešiče.

Vylepšená Lagrangeova metoda Tato metoda kombinuje oba výše uve-
dené postupy následujícím způsobem:

pic = 〈λiN + εNg
i
N 〉. (4)
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Tato metoda umožňuje volit nižší hodnoty penaltové funkce, což má příznivý
vliv na numerické vlastnosti problému.

2.2 Popis tření na kontaktní hranici

V této části jsou uvedeny některé používané modely pro popis suchého tření
na kontaktní hranici (viz [6]). Dále budeme předpokládat homogenní a izot-
ropní vlastnosti materiálu.

Tresca model Model tření Tresca je také známý jako model s přede-
psaným třením. Ačkoliv se nejedná o realistický mechanický model, lze jej
použít v některých speciálních případech, nebo v iteračních metodách jako
přiblížení Coulombůva modelu. Označme napětí v kontaktním uzlu v teč-
ném směru gt. Dále označme posuv uzlu v tečném směru jako ut. V tečném
směru na kontaktní hranici platí:

| gt |≤ p na Γc, (5)

| gt |< p⇒ ut = 0 na Γc, (6)

gt = 0⇒ ∃λ ≥ 0 : ut = −λgt na Γc, (7)

kde p ≥ 0 je daná funkce, λ je třecí multiplikátor.

Coulombův model Coulombův model tření je podobný předcházejícímu
modelu, nahrazuje v něm předepsanou funkci p součinem třecího koeficientu
µ a absolutní hodnoty normálového napětí gn. Vztahy (5) až (7) příslušným
způsobem upravíme na tvar:

| gt |≤ µ|gn| na Γc, (8)

| gt |< µ|gn| ⇒ ut = 0 na Γc, (9)

gt = 0⇒ ∃λ ≥ 0 : ut = −λgt na Γc, (10)

Nortonův-Hoffův model Nortonův-Hoffův model tření je variací před-
cházejícího modelu, zavádí koeficient ρ, pro který platí 0 < ρ < 1 a může
být zapsán takto:

gt ≤ µ|gn|‖ut‖ρut na Γc. (11)

Poznamenejme, že čím více se koeficient ρ blíží nule, tím více se tento model
blíží Coulombovu modelu.
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3 Nelineární komplementární problém (NCP)

Nelineární komplementární problém (nonlinear complementarity problem,
dále jen NCP) je úloha, jejíž cílem je pro dvě dané funkce A, B, které jsou
spojitě diferencovatelné, A,B : Rn 7→ Rn najít takové x ∈ Rn, pro které
platí:

A(x) ≥ 0, B(x) ≥ 0, AT (x)B(x) = 0. (12)

Definujme množinu indexů γ pro i ∈ {1, 2, . . . , n}:

γ = {i : Ai(x) = Bi(x) = 0}. (13)

Pokud pro řešení x platí γ = ∅, hovoříme o nedegenerovaném řešení.

Velice často používaný způsob, jak přeformulovat NCP jako soustavu
nelineárních rovnic je zavedení zvolené NCP funkce φ : R2 7→ R, pro kterou
platí:

φ(a, b) = 0⇔ a ≥ 0, b ≥ 0, ab = 0, (14)

kde a, b jsou spojitě diferencovatelné funkce, a, b : R 7→ R. Potom jsou
podmínky (12) ekvivalentní se soustavou nelineárních rovnic

Φ(x) =


φ(A1(x), B1(x))
φ(A2(x), B2(x))

...
φ(An(x), Bn(x))

 = 0. (15)

Dvě nejčastěji používané NCP funkce (dle [7]) jsou funkce minima

φ(a, b) = φmin(a, b) ≡ min(a, b), (16)

a Fischerova-Burmeisterova funkce

φ(a, b) = φFB(a, b) ≡
√
a2 + b2 − (a+ b). (17)

Obě tyto funkce jsou diferencovatelné na celém svém definičním oboru s vý-
jimkou počátku, kde mají nehladký bod (pro ilustraci viz Obr. 1). Z tohoto
důvodu byly pro řešení soustavy rovnic (15) použity metody Newtonova
typu pro nehladké soustavy rovnic, viz dále.

Před uvedením možných algoritmů řešení definujme pojem B-subdiferenciál,
který bude dále používán. Nechť G : Rn 7→ Rn je spojitá a je diferencova-
telná až na konečně mnoho bodů. Označme DG množinu bodů, kde je G
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diferencovatelná. Poté můžeme B-subdiferenciál funkce G v bodě x defino-
vat takto:

∂BG(x) := lim
xk→x

G′(xk), kde xk ∈ DG, (18)

pro ilustraci viz Obr. 1 pro funkci jedné proměnné.

Též uveďme definici Clarkova subdiferenciálu:

∂G(x) := co ∂BG(x), (19)

kde co značí konvexní obal množiny.

g(x)

x
Obr. 1: Příklad grafu funkce jedné reálné proměnné (modrá barva) s nehlad-
kým bodem (označen šipkou) a naznačenou množinou subderivací (červená
barva) příslušející subdiferenciálu.

3.1 Algoritmus řešení využívající Fischerovu-Burmeisterovu
funkci

Tento algoritmus byl poprvé představen v [2].

Zaveďme funkci ψ, pro kterou platí:

ψ(x) :=
1

2
‖Φ(x)‖2 =

1

2

n∑
i=1

φ(Ai(x), Bi(x))2. (20)
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Je zřejmé, že ψ(x) = 0 právě tehdy, když x je řešením (12), tedy řešení (12)
je ekvivalentní s hledáním globálního minima ψ(x)

Algoritmus 1

Krok 0 Nastav k=0, zvol x0 ∈ Rn, ρ > 0, p > 2, β ∈ (0, 1
2), ε ≥ 0.

Krok 1 (zastavovací podmínka) Pokud ‖ψ(xk)‖ < ε zastav.

Krok 2 Vyber Jk ∈ ∂BΦ(xk) a vyřeš rovnici

Jkdk = −Φ(x). (21)

Pokud soustava (21) není řešitelná, nebo pokud není splněná podmínka

∇ψ(xk)Tdk ≤ −ρ‖dk‖p, (22)

pak nastav dk = −∇ψ(xk)

Krok 3 (linesearch) Najdi nejmenší ik = 0, 1, . . . takové, že

ψ(xk + 2−i
k
dk) ≤ ψ(xk) + β2−i

k∇ψ(xk)Tdk (23)

Krok 4 Nastav xk+1 = xk + 2−i
k
dk a jdi na Krok 1.

Za pozornost stojí fakt, že aplikací standardních pravidel nehladké analýzy
dostáváme následující:

∂ψ(xk) = {∇ψ(xk)} = VTΦ(xk) pro ∀V ∈ ∂Φ(xk). (24)

Můžeme položit V = Jk a vezmeme-li v úvahu (21), můžeme psát následu-
jící:

∇ψ(xk)dk = (Φ(xk)TJk)dk = −‖Φ(xk)‖2. (25)

Nyní uveďme postup při výpočtu Jacobiovy matice Jk podle [2].

Krok 1 Nastav γ (viz (13)).

Krok 2 Vyber takové z ∈ Rn takové, že zi 6= 0 pro i ∈ γ

Krok 3 Pro každé i /∈ γ má i-tá řádka Jacobiovy matice Jk tvar

Ji = (
Ai(x)

‖Ai(x), Bi(x)‖
− 1)∇Ai(x)T + (

Bi(x)

‖Ai(x), Bi(x)‖
− 1)∇Bi(x)T .

(26)
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Krok 4 Pro každé i ∈ γ má i-tá řádka Jacobiovy matice Jk tvar

Ji = (
∇Ai(x)T z

‖∇Ai(x)T z,∇Bi(x)T z‖
−1)∇Ai(x)T+(

∇Bi(x)T z

‖∇Ai(x)T z,∇Bi(x)T z‖
−1)∇Bi(x)T .

(27)

Jacobiova matice J pro uvedený postup splňuje J ∈ ∂BΦ(x), důkaz viz [2].

Konkrétní hodnoty ρ, p, β byly zvoleny (v souladu s [2]) takto:

ρ = 10−8, p = 2.1, β = 10−4. (28)

Jediné, co zbývá, je definice vektoru z. V této práci byl zvolen stejně jako v
[2] tak, aby platilo zi = 1 pro i ∈ γ a zi = 0 pro i /∈ γ.

Uvedený postup konverguje k řešení, důkaz viz [2]. V témže článku je
uveden i heuristický postup pro urychlení výpočtu.
Označme:

αi =
∇Ai(x)T z

‖∇Ai(x)T z,∇Bi(x)T z‖
, βi =

∇Bi(x)T z

‖∇Ai(x)T z,∇Bi(x)T z‖
. (29)

Poznamenejme, že nezáporné konstanty αi a βi mohou být obecně voleny
libovolně tak, aby splňovaly následující vztah:

α2
i + β2

i = 1, (30)

viz [7]. Čtenář snadno nahlédne, že výše zvolená konkrétní volba těchto kon-
stant (viz vztah (29) ) splňují podmínku (3.1).
Na závěr poznamenejme, že výše uvedený algoritmus lze ruznými způsoby
modifikovat, například v [7] je pro případ singulární Jacobiovy matice na-
vrženo místo postupu ve směru největšího spádu prohledávat okolí ve směru
jednotlivých souřadnic. Tato modifikace se ale v této práci nejeví příliš
vhodná vzhledem k vysokému počtu stupňů volnosti při použití metody
konečných prvků (viz dále).

3.2 Souvislost s úlohou kontaktu

Souvislost s úlohou kontaktu lze ukázat, jestliže zvolíme funkci A(x) jako
vzdálenost tělesa od překážky v místě x a funkci B(x) jako velikost nor-
málové (kontaktní) síly na kontaktní hranici v místě x. Je zřejmé, že platí
podmínky (12), tedy platí, že vzdálenost tělesa a překážky nemůže být ni-
kdy záporná, jelikož možnost průniku není přípustná. Stejně tak velikost
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normálové síly na kontaktní hranici nemůže být záporná (záporná hodnota
by znamenala přitažlivé působení mezi tělesem a překážkou, což nebudeme
připouštět). Třetí člen v (12) popisuje skutečnost, že není možné, aby byla
nenulová zároveň vzdálenost a zároveň kontaktní síla, ovšem je možný pří-
pad kdy jsou obě funkce nulové, což odpovídá nehladkému bodu. Fyzikálně
tento případ odpovídá speciální situaci, kdy je vzdálenost tělesa od překážky
v daném bodě nulová, ovšem těleso s překážkou na sebe silově nepůsobí. Jako
nelineární komplementární problém lze vnímat i problém tření na kontaktní
hranici, o tom více v následující kapitole.
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4 Úloha jednostranného kontaktu elastického tělesa
s tuhou překážkou

V této kapitole bude formulována úloha kontaktu elastického tělesa s tuhou
překážkou ve 3D s uvažováním tření na kontaktní hranici a s uvažováním
dynamických účinků. Bude provedena nejprve prostorová a následně časová
diskretizace pro obdržení modelu problému ve tvaru soustavy nehladkých
algebraických rovnic.

4.1 Formulace úlohy

Při formulaci vyjdeme zejména z prací [3], [8], [9], [10].

Ω

�

�

Ω

Ω

u

�

Γ

Γ

c

o

��

Obr. 2: Okrajové podmínky kontaktní úlohy.

Uvažujme elastické těleso (viz obr. 2) na oblasti Ω s hranicí ∂Ω a tu-
hou překážku Γo. Hranici ∂Ω rozdělme na ∂Ω = ∂uΩ ∪ ∂σΩ ∪ Γc, kde ∂uΩ
je část hranice tělesa, kde jsou předepsány Dirichletovy okrajové podmínky
(posuvy). ∂σΩ je část hranice tělesa, kde jsou předepsány Neumannovy okra-
jové podnínky (napětí). Γc je část hranice tělesa, u které uvažujeme možnost
kontaktu s překážkou Γo. Dále uvažujme časový interval t ∈< 0, T >.

V každé bodě hranice tělesa Γc zavedeme ortonormální systém (τ ,ν),
kde τ je tečný vektor k hranici a ν je vektor vnější normály k hranici. Platí
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tedy zřejmě
τ .ν = 0 (31)

Nechť s(x), x ∈ Γc je počáteční vzdálenost mezi hranicí Γc tělesa v nezde-
formovaném stavu a překážkou Γo. Zaveďme množinu Z(u) ⊂ Γc, na které
skutečně dochází ke kontaktu:

Z(u) = {x ∈ Γc : νiui − s = 0}. (32)

Rovnice dynamické rovnováhy pro počáteční nezdeformovanou konfigu-
raci má následující tvar:{

ρ∂
2ui
∂t2

+ ∂
∂xj

(Dijklεkl(u)) + fi = 0 pro x ∈ Ω, t ∈< 0, T >

Dijklεkl(u)νj = bi na ∂Ωσ, t ∈< 0, T >
(33)

kde fi jsou dané objemové síly, bi jsou dané povrchové síly, Dijkl, i, j, k, l =
1, 2, 3 je elastický tenzor čtvrtého řádu, pro který platí:{

Dijkl = Djikl = Dklij

∃α0 > 0 : Dijklεijεkl ≥ α0εijεkl pro∀ εij = εji ∈ R, (34)

Řešení hledáme na množině

KH,C,T (u) = KH(u) ∩KC(u) ∩KT (u) (35)

KH(u) je množina přípustných pusuvů, které splňují konstituční vztahy a
dále splňují počáteční a okrajové podmínky definované takto:

uj = 0 pro x ∈ ∂Ωu, t ∈< 0, T >
u = û pro x ∈ Ω, t = 0

du
dt = v̂ pro x ∈ Ω, t = 0

(36)

KC(u) je množina přípustných posuvů, které splňují podmínku nulového
průniku na kontaktní hranici:

νiui − s ≤ 0 pro x ∈ Γc, t ∈< 0, T >
νiDijklεkl(u)νi ≤ 0 pro x ∈ Γc, t ∈< 0, T >
νiDijklεkl(u)νi = 0 pro x ∈ Γc \ Z(u), t ∈< 0, T >,

(37)

a KC(u) je množina přípustných posuvů splňujících podmínky tření formu-
lované výrazy (5) až (7).

Podle [11] lze úlohu formulovat jako minimalizaci funkcionálu ΘH(u),
který definujme pomocí Hamiltonova principu ve tvaru:

ΘH(u) =

∫ T

0

(
E(u)−Ke(u)−

∫
Ω
fiuidV −

∫
∂Ω
biuidS

)
dt, (38)
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kde platí, že celková potenciální energie deformovaného tělesa je:

E(u) =

∫
Ω

1

2
Dijklεij(u)εkl(u)dV (39)

a celková kinetická energie je:

K(u) =

∫
Ω

1

2

∂ui
∂t

∂ui
∂t

dV (40)

Funkcionál ΘH(u) uvažujeme na množině KH .
Úkolem je najít takové u, které splňuje:

u ∈ KH,C,T (u) : ΘH(u) = inf
u∗∈KH,C,T (u)

{ΘH(u∗)}. (41)

Na tomto místě stručně zopakujme problematiku již diskutovanou např.
v [3]. Podmínky pro tření je třeba z důvodů numerických vlastnosti algoritmu
pro řešení této úlohy (po její časové a prostorové diskretizaci) přeformulovat
do jiného tvaru. Nejprve zaveďme změnu posuvu bodu A u v čase t+ ∆t:

uA(t+ ∆t) = uA(t) + ∆uA(t), (42)

pro ilustraci viz obr. 3.

Obr. 3: Změna posuvu ve dvou následných časových hladinách.

Předpokládejme, že tečný směr τ v daném bodě kontaktní hranice je
známý, pak lze rozdělit posuv v tečném směru na kontaktní hranici ∆uτ na
dvě části, na posuv v kladném a záporném směru:

∆uτ = ∆u+
τ −∆u−τ . (43)

Poté lze množinu KT definovat následujícími komplementárními podmín-
kami. V záporném směru:

−∆u−τ ≤ 0, (44)
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gτ − fcp ≤ 0, (45)

(gτ − fcp)(−∆u−t ) = 0, (46)

v kladném směru:
−∆u+

τ ≤ 0, (47)

− gτ − fcp ≤ 0, (48)

(−gτ − fcp)(−∆u+
τ ) = 0, (49)

kde
gτ = g.τ (50)

je kontaktní napětí v tečném směru. Komplementární podmínky formulo-
vané výše lze ekvivalentně zapsat takto:

max{gτ − fcp,−∆u−τ } = 0, (51)

max{−gτ − fcp,−∆u+
τ } = 0. (52)

S využitím vztahů (16) či (17) můžeme tyto podmínky zapsat takto

Φ{−gτ + fcp,∆u
−
τ } = 0, (53)

Φ{gτ + fcp,∆u
+
τ } = 0. (54)

4.2 Prostorová disketizace

Pro vyřešení problému (41) využijeme aproximaci metodou konečných prvků.
Pro větší přehlednost odvoďme nejprve model bez uvažování tření (pro sta-
tický případ ve 2D již odvozena v [3]), tedy bez členu, kde se vyskytuje tečné
napětí.
Odvození tohoto problému pro statický případ je již provedeno v [9], pří-
pad s uvažování dynamických účinků se liší pouze zahnutím dynamických
účinků za použití matice hmotnosti M a rozšířením do 3D prostoru, proto
zde nebude do podrobností opakováno.

Zavedeme-li restrikční matice

X : RÑ → RÑ−3Nc ,

Y : RÑ → RNc ,

Z : RÑ → R2Nc ,
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definované takto (v ∈ RÑ ):

(Xv)k = vk, pro k > Nc

(Zv)2k−1 = v3k−2, pro k ≤ Nc

(Zv)2k = v3k−1, pro k ≤ Nc

(Yv)k = v3k, pro k ≤ Nc,

(55)

kde Ñ je počet stupňů volnosti a Nc je počet uzlů na kontaktní hranici.
Podmínky rovnováhy pro úlohu kontaktu v diskretizované podobě zapsat
jako následující soustavu rovnic

XR(Mü + Ku− f) = 0
max{YR(Mü + Ku− f),YRu− s} = 0

ZR(Mü + Ku− f) = 0,
(56)

kde maximum je bráno po složkách. Zřejmě pro jakékoliv dvě reálné hodnoty
a, b platí:

max(a, b) = min(−a,−b). (57)

Tedy soustavu rovnic (56) lze s využitím vztahů (16) či (17) upravit do tvaru

XR(Mü + Ku− f) = 0
Φ{YR(f −Mü−Ku), s−YRu} = 0

ZR(Mü + Ku− f) = 0.
(58)

Připomeňme, že K je matice hmotnosti a R je matice rotace, která na kon-
taktní hranici transformuje globální souřadnicový systém (x, y, z) na lokální
(normála, tečny).

Nyní zaveďme model tření. Využijme metodu Coulombova modelu tření
v pevném bodě ([6]). Na tomto místě trochu předběhněme a uvažujme dvě
po sobě jdoucí časové hladiny vzdálené od sebe ∆t. Coulombova modelu
tření v pevném bodě spočívá v tom, že v daném časovém kroku řešíme mo-
del tření Tresca, kde daná funkce p, která má význam normálového napětí,
je dána výsledky z předcházejícího časového kroku. Tímto přístupem vzniká
při numerické simulaci chyba, jelikož pro bod, který se v daném kroku do-
stal do kontaktu s překážkou je v prvním následujícím kroku hodnota p = 0,
tedy v okamžiku kontaktu se daný bod chová, jako kdyby tření bylo nulové.
Tuto chybu lze zmenšit použitím dostatečného počtu kroků.

Odvození problému se třením je, stejně jako tomu je v případě bez tření,
součástí práce [3], proto zde nebude podrobně opakováno, spočívá v rozšíření
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modelu bez tření (58) o třecí sílu a komplementární podmínky pro tření. Je
třeba připojit rovnici popisující vztah mezi složkami tečen v tečné rovině,
neboť tyto nejsou dopředu známé (uvažujeme jednotkovou délku tečny v
tečné rovině):

(t1)2 + (t2)2 − 1 = 0, (59)

kde prvky ve vektorech t1 a t2 jsou složky vektoru tečny v tečné rovině v
uzlech na kontaktní hranici, označme pro bod i jako iτ1 a iτ2. Výraz (.)2 je
brán po složkách.

Model popisující popisující úlohu kontaktu se třením ve 3D má následu-
jící tvar:

XR(Mü + Ku− f) = 0
Φ{YR(f −Mü−Ku), s−YRu} = 0

ZR(Mü + Ku− f)−Agτ = 0

Φ{∆u
(+)
Z , g̃ + fcp} = 0

Φ{∆u
(−)
Z ,−g̃ + fcp} = 0

(t1)2 + (t2)2 − 1 = 0,

(60)

Funkci p uvažujme (podrobně odvozeno v [3]) v následujícím tvaru

p = YR(Mü + Ku− f), (61)

Neznámými jsou posuvy uzlů Xu, Yu, velikosti posuvů v tečném směru
∆u

(+)
Z a ∆u

(−)
Z , velikosti tečného napětí g̃ a složky tečen v tečné rovině t1

a t2. Pokud označíme složky tečného vektoru v tečné rovině uspořádáme do
matice T následujícím způsobem:

T =


1τ1 0 0 0 · · ·
0 1τ2 0 0 · · ·
0 0 2τ1 0 · · ·
0 0 0 2τ2 · · ·
...

...
...

...
. . .

 , (62)

a dále zavedeme vektory

˜̃g =


g̃1

g̃1

g̃2

g̃2
...

 (63)
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∆˜̃u
(+)
Z =


∆1u

(+)
Z

∆1u
(+)
Z

∆2u
(+)
Z

∆2u
(+)
Z

...

 , (64)

∆˜̃u
(−)
Z =


∆1u

(−)
Z

∆1u
(−)
Z

∆2u
(−)
Z

∆2u
(−)
Z

...

 , (65)

potom platí následující vztahy:

gτ = T˜̃g (66)

Z∆u = T(∆˜̃u
(+)
Z −∆˜̃u

(−)
Z ) (67)

Poznamenejme, že formálně jsou v této formulaci neznámé i posuvy uzlů
Zu, které ovšem budou v následující části popisující časovou diskretizaci
vyjádřeny pomocí známých veličin a neznámých veličin ∆u

(+)
Z , ∆u

(−)
Z , t1 a

t2, čímž dostaneme stejný počet rovnic jako je počet neznámých.
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4.3 Časová disketizace

Dosud byla uvažována platnost modelu (60) pro čas t ∈< 0, T >. Označme
interval < 0, T >, Itime Pro vyřešení úlohy je nutné zeslabit požadavek
platnosti modelu pro čas na spojitém intervalu t ∈ Itime. Požadujme proto
přesné řešení pouze v bodech tk, k = 1, 2, · · · , K, kde tk ∈ Itime, tk+1 =
tk + ∆t, t1 = 0, tK = T . ∆t > 0 je časový krok mezi dvěma časovými
hladinami, v této práci jej budeme uvažovat konstantní, obecně ale může
mít proměnnou velikost.

Pro časovou diskretizaci využijme metodu centrálních diferencí popsanou
například v [13]. Jedná se o metodu, která pro případ elastodynamiky bez
uvažování kontaktu umožňuje použití explicitního řešiče, . Zrychlení ü lze
vyjádřit následujícím způsobem:

ütk =
1

∆t2
(utk−1 − 2utk + utk+1). (68)

Dosazením vztahu (68) do soustavy 60 obdržíme soustavu rovnic pro
naznámé v čase t = tk+1. Řešení této soustav získáme na základě známých
hodnot v časech t = tk−1 a tk. Soustava má tvar:

1
∆t2

XRMutk+1 + XR[ 1
∆t2

(−2Mutk + Mutk−1) + Kutk − f tk ] = 0
Φ{− 1

∆t2
YRMutk+1 −YR[ 1

∆t2
(−2Mutk + Mutk−1) + Kutk − f tk ],

s−YRutk+1 −YRutk} = 0
1

∆t2
ZRMutk+1 + ZR[ 1

∆t2
(−2Mutk + Mutk−1) + Kutk − f tk ]−Ag

tk+1
τ = 0

Φ{(u(+)
Z )tk+1 − (u

(+)
Z )tk , g̃tk+1 + fcp

tk} = 0

Φ{(u(−)
Z )tk+1 − (u

(−)
Z )tk ,−g̃tk+1 + fcp

tk} = 0,

(t
tk+1

1 )2 + (t
tk+1

2 )2 − 1 = 0,
(69)

kde vektor ptk uvažujeme jako kontaktní napětí z předchozí časové hla-
diny (viz [3] a vztah (61) ), tedy

ptk =
1

∆t2
YRMutk +YR[

1

∆t2
(−2Mutk−1 +Mutk−2)+Kutk−1−f tk ]. (70)

Poznamenejme, že pro velikost časového kroku jdoucí k nule se tento model
tření blíží Coulombovu modelu.

Označíme-li přírůstek u mezi dvěma časovými hladinami

utk+1 − utk , ∆u, (71)

Přírůstek posuvu ∆u+
Z aproximujme následujícím vztahem:

∆u+
Z = (u+

Z)tk+1 − (u+
Z)tk (72)
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pro ∆u−Z analogicky.
Označme

Qtk =
1

∆t2
(−Mutk + Mutk−1) + Kutk − f tk . (73)

Soustavu rovnic (69) zapsat takto:

1
∆t2

XRM∆utk+1 + XRQtk = 0
Φ{− 1

∆t2
YRMutk+1 −YRQtk , s−YRutk+1 −YRutk} = 0

1
∆t2

ZRM∆utk+1 + ZRQtk −Ag
tk+1
τ = 0

Φ{∆u
(+)
Z , g̃tk+1 + fcp

tk} = 0

Φ{∆u
(−)
Z ,−g̃tk+1 + fcp

tk} = 0,

(t
tk+1

1 )2 + (t
tk+1

2 )2 − 1 = 0,

(74)

Počáteční podmínky v čase t0 = 0 jsou voleny ut0 = û a dut0

dt = 0, kde û
odpovídá posuvům tělesa ve statické rovnovážné poloze, která je pro danou
sílu f t0 určena řešením kvazistatického modelu.

Jelikož se pro metodu centrálních zrychlení využívá hodnot ze dvou před-
chozích časových hladin, je třeba určit hodnoty posuvů ut−1 . Vzhledem k
předpokladům uvedeným výše platí ut−1 = ut0 = û

Metoda centrálních zrychlení byla zvolena pro svoji snadnou implemen-
taci a také z toho důvodu, že se v soustavě rovnic získané aplikací této
metody nevyskytuje ve výrazech s neznámými pohromadě matice tuhosti K
s maticí hmotnosti M, což vede k lepším vlastnostem při numerické simu-
laci, viz následující kapitola. Obecně (podle [13]) platí, že u metody cen-
trálních zrychlení je třeba volit krátký časový krok, neboť tato metoda je
podmíněně stabilní, což je obecně jedna z nevýhod této metody. Z důvodu
zachování přesnosti při výpočtu úlohy kontaktu se třením je volen krátký
časový krok nezávisle na použité metodě časové diskretizace, jelikož řešení
kontaktní úlohy je ovlivněno historií zatěžování (viz [5]), čímž se nevýhoda
této metody nejeví tak zásadní.
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5 Implementace numerického řešení

Pro implementaci numerického řešení úlohy odvozené v předchozí části byl
použit programovací jazyk Python. K sestavení systémových matic M, K, A
a vektoru f byla využita knihovna SfePy (dokumentace viz [12]), v samotné
implementaci numerického řešení byla využita knohovna NumPy (dokumen-
tace viz [13]), která umožňuje pracovat s proměnnými jako s maticemi a
provádět s nimi maticové operace. K následnému vykreslení výsledků nume-
rických simulací byla použita knihovna Matplotlib (dokumentace viz [14]).
Vektor s určující vzdálenost jednotlivých uzlů na kontaktní hranici od pře-
kážky byl vypočten pouze jednou na začátku výpočtu pro nezdeformovanou
konfiguraci. Toto zjednodušení je možné, neboť ve zkoumaných modelových
úlohách bude uvažována pouze rovná, či lehce zakřivená překážka a jsou
uvažovány malé posuvy a deformace. Vzhledem k těmto předpokladům se
dopustíme jen malé chyby oproti přesnému řešení, v případě rovné překážky
rovnoběžné s kontaktní hranicí tímto přístupem nezaneseme do modelu žád-
nou další chybu. Pro výpočet směru normály (pro určení matice rotace R)
a tedy i pro výpočet vektoru vzdálenosti s je možno uvažovat dva základní
způsoby výpočtu. První možností je určovat normálu k překážce, druhou
možností je pak určení normály ke kontaktní hranici (viz [3]). Jak bylo uká-
záno v [3], pro výše uvedené předpoklady se výsledky dosažené oběma způ-
soby kvalitativně neliší. Vzhledem k povaze modelových úloh, kdy budeme
uvažovat elastické těleso ve tvaru obdélníku (ve 2D případě) či kvádru (ve
3D případě), bude pro jednoduchost použit způsob určování normály vzhle-
dem ke kontaktní hranici tělesa. V případě, že by výše uvedené předpoklady
nebyly splňeny, bylo by samozřejmě nutné upravit výpočet vzdálenosti a
směru normály a provádět jej v každém kroku (viz například [4]).
Na následujících stránkách budou popsány modely úlohy kontaktu elastic-
kého tělesa s tuhou překážkou, které byly implementovány pomocí výše uve-
dených prostředků. Nejprve ale zaveďmě

P∗ = RP, (75)

kde P = M, K, A, f . Pro zjednodušení zápisu bude hvězdička v horním
indexu u matic M, K, A a vektoru f v následujícím textu vypuštěna, bu-
deme tedy uvažovat výše uvedené členy již po provedení rotace do lokálního
souřadnicového systému vynásobením zleva maticí rotace.
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5.1 Úloha kontaktu, 2D, bez tření

Tuto zjednodušenou úlohu obdržíme z (74), vypuštěním rovnic a členů týka-
jících se tření. Dále rozdělení posuvý v tečném směru na kladnou a zápornou
část je v tomto případě zbytečné. Označme

Qtk =
1

∆t2
(−Mutk + Mutk−1) + Kutk − f tk (76)

členy, ve kterých se nevyskytují neznámé. Model pro úlohu kontaktu bez
tření ve 2D s uvažováním dyanmických účinků má tvar:

1
∆t2

XM∆u + XQtk = 0
Φ{− 1

∆t2
YM∆u−YQtk , s−YR∆u−YRutk} = 0

1
∆t2

ZM∆u + ZQtk = 0.
(77)

Z důvodu snížení čísla podmíněnosti Jacobiovy matice soustavy (viz dále)
vynásobme rovnice číslem 1

∆t2
a vydělme konstantou Mmax, která má hod-

notu nejvyššího prvku matice M v absolutní hodnotě. Tím docílíme toho, že
v Jacobiově matici soustavy se budou vyskytovat pouze prvky s podobným
řádem. Poznamenejme ještě, že řešení rovnice

Φ{a, b} = 0 (78)

se nezmění, pokud vynásobíme libovolnou kladnou konstantou pouze jeden
z členů a, b. Tohoto faktu s výhodou využijeme a soustavu rovnic (77) upra-
víme na tvar:

1
Mmax

XM∆u + ∆t2

Mmax
XQtk = 0

Φ{− 1
Mmax

YM∆u− ∆t2

Mmax
YQtk , s−YR∆u−YRutk} = 0

1
Mmax

ZM∆u + ∆t2

Mmax
ZQtk = 0.

(79)

Označme

M̃ =
1

Mmax
M. (80)

a

Q̃ =
∆t2

Mmax
Q. (81)

Soustavu rovnic (79) pak můžeme zapsat ve finálním tvaru:

XM̃∆u + XQ̃tk = 0

Φ{−YM̃∆u−YQ̃tk , s−YR∆u−YRutk} = 0

ZM̃∆u + ZQ̃tk = 0

(82)
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v tomto tvaru je soustava implementována.

Vektor neznámých x seřaďme následujícím způsobem:

x =

X∆u
Y∆u
Z∆u

 (83)

a dále označme
XM̃ =

[
M̃X

X M̃Y
X M̃Z

X

]
(84)

YM̃ =
[
M̃X

Y M̃Y
Y M̃Z

Y

]
(85)

ZM̃ =
[
M̃X

Z M̃Y
Z M̃Z

Z

]
. (86)

Analytické vyjádření Jacobiovy matice soustavy (79) lze potom psát
takto:

J =

 M̃X
X M̃Y

X M̃Z
X

−α1M̃
X
Y −α1M̃

Y
Y − β1M̃

X
Y −α1M̃

Z
Y

M̃X
Z M̃Y

Z M̃Z
Z

 (87)

kde α = diag(αi − 1) a β = diag(βi − 1). Hodnoty αi a βi získáme podle
(26) resp. (27).

5.2 Úloha kontaktu, 3D, bez tření

Soustava rovnic popisující tento problém je z matematického hlediska to-
tožná s 2D úlohou uvedenou výše, všechny vztahy uvedené u 2D problému
bez tření zůstávají v platnosti.

5.3 Úloha kontaktu, 2D, se suchým třením

Tato úloha je zjednodušená varianta úlohy ve 3D se třením. Jelikož ve 2D
případě tečná rovina přejde na jednorozměrnou tečnu, získáme soustavu po-
pisující úlohu kontaktu se suchým třením ve 2D vypuštěním poslední rovnice
v soustavě (74), a vypuštěním členů složek tečny v tečné nadrovině.

Označíme-li

Qtk =
1

∆t2
(−Mutk + Mutk−1) + Kutk − f tk , (88)

a posuvy v tečném směru rozdělené na kladný a záporný směr

Z∆u = ∆u
(+)
Z −∆u

(−)
Z (89)
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obdržíme soustavu rovnic (provedeme stejné úpravy jako v části 5.1, to jest
vynásobením číslem 1

∆t2
a vydělením konstantou Mmax):

XM̃∆u + XQ̃tk = 0

Φ{−YM̃∆u−YQ̃tk , s−YR∆u−YRutk} = 0

ZM̃∆u− Ãg
tk+1
τ + ZQ̃tk = 0

Φ{∆u
(+)
Z , g̃

tk+1
τ + fcp

tk} = 0

Φ{∆u
(−)
Z ,−g̃

tk+1
τ + fcp

tk} = 0,

(90)

kde

Ã =
∆t2

Mmax
A. (91)

Vektor neznámých seřaďme takto:

x =


X∆u
Y∆u

∆u
(+)
Z

∆u
(−)
Z

g̃tk+1

 (92)

Analytické vyjádření Jacobiovy matice soustavy (90) lze potom psát
takto:

J =


M̃X

X M̃Y
X M̃Z

X −M̃Z
X 0

−α1M̃
X
Y −α1M̃

Y
Y − β1M̃

X
Y −α1M̃

Z
Y α1M̃

Z
Y 0

M̃X
Z M̃Y

Z M̃Z
Z −M̃Z

Z −Ã
0 0 α2 0 β2

0 0 0 α3 −β3

 (93)

kde α = diag(αi − 1) a β = diag(βi − 1). Hodnoty αi a βi získáme podle
(26) resp. (27).

5.4 Úloha kontaktu, 3D, se suchým třením

Soustava rovnic popisující úlohu kontaktu ve 3D s uvažováním suchého tření
a s uvažováním dynamických účinků má tvar (byly provedeny stejné úpravy
jako v částech 5.1 a 5.3):
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XM̃∆u + XQ̃tk = 0

Φ{−YM̃∆u−YQ̃tk , s−YR∆u−YRutk} = 0

ZM̃∆û− Ãĝ
tk+1
τ + ZQ̃tk = 0

Φ{∆u
(+)
Z , g̃

tk+1
τ + fcp

tk} = 0

Φ{∆u
(−)
Z ,−g̃

tk+1
τ + fcp

tk} = 0,

(t
tk+1

1 )2 + (t
tk+1

2 )2 − 1 = 0,

(94)

v tomto tvaru je také úloha implementována.

Vektor neznámých seřaďme takto:

x =



X∆u
Y∆u

∆u
(+)
Z

∆u
(−)
Z

g
tk+1
τ

t
tk+1

1

t
tk+1

2


(95)

Pro větší přehlednost uveďme Jacobiovu matici soustavy (94) v blokovém
tvaru,

J =
[
J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7

]
, (96)

které odpovídají jednotlivým souřadnicím, tak jak jsou seřazeny v (95). Nej-
prve zaveďme matice F a E následujícím způsobem:

F =



1 0 0 · · ·
0 0 0 · · ·
0 1 0 · · ·
0 0 0 · · ·
0 0 1 · · ·
0 0 0 · · ·
...

...
...

. . .


, (97)

E =



0 0 0 · · ·
1 0 0 · · ·
0 0 0 · · ·
0 1 0 · · ·
0 0 0 · · ·
0 0 1 · · ·
...

...
...

. . .


, (98)

23



tedy násobením maticí F resp. E zprava vybereme pouze liché resp. sudé
sloupce. Dále zaveďme matice C a s následujícím způsobem

C = diag(t
tk+1

1 ) (99)

S = diag(t
tk+1

2 ) (100)

Poté můžeme psát:

J1 =



M̃X
X

−α1M̃
X
Y

M̃X
Z

0
0
0

 , (101)

J2 =



M̃Y
X

−α1M̃
X
Y − β1

M̃Y
Z

0
0
0

 , (102)

J3 =



M̃Z
XFC + M̃Z

XES

−α1(M̃Y
XFC + M̃Z

Y ES)

M̃Z
ZFC + M̃Z

ZES
α2

0
0

 , (103)

J4 =



−M̃Z
XFC− M̃Z

XES

α1(M̃Y
XFC + M̃Z

Y ES)

−M̃Z
ZFC− M̃Z

ZES
0
α3

0

 , (104)

J5 =



0
0

−ÃFC− ÃES
β2

−β3

0

 , (105)
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J6 =



M̃Z
XF diag(∆u

(+)
Z −∆u

(−)
Z )

−α1(M̃Z
Y F diag(∆u

(+)
Z −∆u

(−)
Z )

M̃Z
ZF diag(∆u

(+)
Z −∆u

(−)
Z )− ÃF diag(g

tk+1
τ )

0
0

2C


, (106)

J7 =



M̃Z
XE diag(∆u

(+)
Z −∆u

(−)
Z )

−α1(M̃Z
Y E diag(∆u

(+)
Z −∆u

(−)
Z )

M̃Z
ZE diag(∆u

(+)
Z −∆u

(−)
Z )− ÃE diag(g

tk+1
τ )

0
0

2S


, (107)

kde α = diag(αi − 1) a β = diag(βi − 1). Hodnoty αi a βi získáme podle
(26) resp. (27).

Výše uvedenými postupy jsme obdrželi soustavu rovnic a Jacobiovu ma-
tici pro 4 varianty úlohy kontaktu (ve 2D a 3D; bez a s uvažováním tření
na kontaktní hranici). Takto definované modely jsou ve vhodném tvaru k
použití Algoritmu 1 popsaného v části 3.1 k řešení několika modelových
úloh. Výsledky simulací těchto úloh jsou ukázány v následující části.
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6 Výsledky numerických simulací

Všechny úlohy v této části byly simulovány v programovacím jazyce Python
3.6.1 na notebooku Dell Inspiron s procesorem Intel Core i5-7200U CPU,
2.50GHz, 4 jádra procesoru, operační pamětí 3,8 GiB. Označme hodnoty
použité dále v textu následujícím způsobem:

ksim - počet časových kroků simulace,

NJac - počet vyčíslení Jacobiovy matice,

Nfunc - počet vyčíslení funkční hodnoty,

tcomp - počet časových kroků simulace.

Soustavu řešených rovnic (82), (90) či (94) můžeme ve všech případech for-
málně zapsat ve tvaru

F(x) = 0. (108)

V následujících částech budou uvedeny následující úlohy:

• Úloha kontaktu ve 3D bez uvažování tření, viz část 5.2.

• Úloha kontaktu ve 2D se třením, viz část 5.3.

• Úloha kontaktu ve 3D se třením, viz část 5.4.

6.1 Úloha kontaktu, bez tření

Vzhledem k matematické podobnosti případů ve 2D a 3D ukažme výsledky
pouze pro případ ve 3D. Pro těleso ve tvaru kvádru, na kterém byly uva-
žovány homogenní Dirichletovy okrajové podmínky v oblasti naznačené na
obr. 4 (kontaktní hranice naznačena tamtéž) byly uvažovány materiálové
parametry: modul pružnosti v tahu E = 2 × 108 Pa, Poissonova konstanta
µ = 0.3, hustota ρ = 7800 kgm−3. Překážka je uvažována rovná ve vzdále-
nosti s = 0 m. Těleso bylo zatěžováno v celém svém objemu silou f o slož-
kách f = [100000, 5000, 5000]T Nm−3. Těleso bylo disketizováno pomocí 90
lineárních prvků typu hexaedr.
Na obr. 5 je vykresleno vektorové pole deformací v čase t = 0.02 s, na obr.
6 je vykresleno normálové napětí na kontaktní hranici v časech t = 0.008 s
a t = 0.02 s.
V tab. 1 jsou potom shrnuty výsledky simulace z hlediska počtu iterací,
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počtu vyčíslení Jacobiovy matice a času výpočtu. Zastavovací podmínka
byla volena následovně:

‖ F(x) ‖∞< 10−10. (109)

Obr. 4: Těleso simulované v případě úlohy kontaktu bez tření ve 3D. V ob-
délníku označeném červeně jsou zavedeny homogenní Dirichletovy okrajové
podmínky, kontaktní hranice je označena zeleným obdélníkem.

Tab. 1: Porovnání výsledků numerické simulace pro úlohu bez tření pro různé
délky časového kroku dt.

∆t ksim NJac Nfunc tcomp [s] Pozn.

0.0001 200 1314 2689 48.0 -
0.0002 100 598 1198 22.3 -
0.01 - - - - Nestabilní
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Obr. 5: Pole posuvů pro případ úlohy kontaktu bez tření ve 3D v čase
t = 0.02s.

Obr. 6: Normálové napětí na kontaktní hranici pro případ úlohy kontaktu
bez tření ve 3D v časech t = 0.008 s a t = 0.02 s.
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6.2 Úloha kontaktu, 2D, se suchým třením

Pro těleso ve tvaru obdélníku se zavedenými homogenní Dirichletovými okra-
jovými podmínkami, v oblasti označené na obr. 7 (kontaktní hranice na-
značena tamtéž) byly uvažovány následující materiálové parametry: modul
pružnosti v tahu E = 2 × 108 Pa, Poissonova konstanta µ = 0.3, hustota
ρ = 7800 kgm−3. Těleso bylo zatížené na hraně naznačené v obr. 7 silou f
o složkách f = [20000, 10000]T Nm−2. Těleso bylo disketizováno pomocí 50
lineárních prvků typu čtyřúhelník.
Na obr. 8 až 10 jsou vykresleny pole posuvů v čase t = 0.25 s pro úlohu
se zakřivenou překážkou ve tvaru paraboly s parametrickým vyjádřením
[5 + 0.008r2, r], r ∈ R, pro koeficient tření po řadě fc = 0, fc = 0.5 a fc = 5,
na obr. 11 jsou pak vykresleny třecí a kontaktní napětí na kontaktní hranici
v témže čase. Mezi výsledky jsou malé rozdíly způsobené třením v kontakt-
ním bodě.
Na obr. 12 až 14 jsou vykresleny pole posuvů v čase t = 0.25 s pro úlohu s
rovnou překážkou ve vzdálenosti s = 0 m, pro koeficient tření po řadě fc = 0,
fc = 0.5 a fc = 5, na obr. 15 jsou pak vykresleny třecí a kontaktní napětí na
kontaktní hranici v témže čase. Za povšimnutí stojí zejména případ na obr.
14 (koeficient tření fc = 5), kdy došlo v průběhu výpočtu k odlehnutí části
uzlů od kontaktní hranice, průběh kontaktního a tečného napětí v čase pro
tento případ je naznačen na obr. 16, na rozdíl od případů s menší hodnotou
koeficientu tření.
V tab. 2 jsou potom shrnuty výsledky simulace z hlediska počtu iterací,
počtu vyčíslení Jacobiovy matice a času výpočtu. Zastavovací podmínka
byla volena následovně:

‖ F(x) ‖∞< 10−10. (110)

Tab. 2: Porovnání výsledků numerické simulace pro úlohu ve 2D pro hodnoty
koeficientu tření fc.

∆t fc ksim NJac Nfunc tcomp [s] Pozn.

0.0025 0 100 8919 25727 43.0 Zakřivená překážka
0.0025 0.5 100 34573 106539 146.2 Zakřivená překážka
0.0025 5 100 38680 115899 159.8 Zakřivená překážka

0.0025 0 100 5737 16574 29.6 Rovná překážka
0.0025 0.5 100 14659 53590 73.3 Rovná překážka
0.0025 5 100 41631 126486 188.3 Rovná překážka
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Obr. 7: Těleso simulované v případě 2D úlohy se třením. Modře je ozna-
čena kontaktní hranice, červene je označena oblast, na které jsou definovány
homogenní Dirichletovy okrajové podmínky, zelenou barvou je označena ob-
last, kde je aplikováno zatížení.

Obr. 8: Vlevo počáteční konfigurace, vpravo pole posuvů pro případ úlohy
kontaktu se třením ve 2D v čase t = 0.25s a koeficient tření fc = 0 (bez
tření), zakřivená překážka.
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Obr. 9: Vlevo počáteční konfigurace, vpravo pole posuvů pro případ úlohy
kontaktu se třením ve 2D v čase t = 0.25s a koeficient tření fc = 0.5,
zakřivená překážka.

Obr. 10: Vlevo počáteční konfigurace, vpravo pole posuvů pro případ úlohy
kontaktu se třením ve 2D v čase t = 0.25s a koeficient tření fc = 5, zakřivená
překážka.
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Obr. 11: Vlevo třecí napětí, vpravo kontaktní napětí pro případ úlohy kon-
taktu se třením ve 2D v čase t = 0.25s. Modře pro koeficient tření fc = 0,
oranžově pro koeficient tření fc = 0.5, zeleně pro koeficient tření fc = 5.

Obr. 12: Vlevo počáteční konfigurace, vpravo pole posuvů pro případ úlohy
kontaktu se třením ve 2D v čase t = 0.25s a koeficient tření fc = 0 (bez
tření).
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Obr. 13: Vlevo počáteční konfigurace, vpravo pole posuvů pro případ úlohy
kontaktu se třením ve 2D v čase t = 0.25s a koeficient tření fc = 0.5.

Obr. 14: Vlevo počáteční konfigurace, vpravo pole posuvů pro případ úlohy
kontaktu se třením ve 2D v čase t = 0.25s a koeficient tření fc = 5.
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Obr. 15: Vlevo třecí napětí, vpravo kontaktní napětí pro případ úlohy kon-
taktu se třením ve 2D v čase t = 0.25s pro případ rovné překážky. Oranžové
pro koeficient tření fc = 0, modře pro koeficient tření fc = 0.5, zeleně pro
koeficient tření fc = 5.

Obr. 16: Vlevo třecí napětí, vpravo kontaktní napětí pro případ úlohy kon-
taktu se třením ve 2D, pro koeficient tření fc = 5, pro případ rovné překážky
v časech t = 0.025, 0.050, 0.075, 0.1, 0.125, 0.150, 0.175, 0.2, 0.225, 0.25 s.
Tmavší barva odpovídá pozdějšímu času.
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6.3 Úloha kontaktu, 3D, se suchým třením

Pro těleso ve tvaru kvádru na obr. 17 byly uvažovány homogenní Dirichle-
tovy okrajové podmínky v oblasti naznačené na obr. 4 (kontaktní hra-
nice naznačena tamtéž) a materiálové parametry: modul pružnosti v tahu
E = 2 × 108 Pa, Poissonova konstanta µ = 0.3, hustota ρ = 7800 kgm−3.
Překážka je uvažována rovná ve vzdálenosti s = 0 m. Těleso bylo zatěžo-
váno v celém svém objemu silou f o složkách f = [1000, 100, 100]T Nm−3.
Těleso bylo disketizováno pomocí 2 lineárních prvků typu hexaedr.
Na obr. 18, resp. 20 jsou uvedeny směry posuvů v čase t = 0.025 s pro
koeficient tření fc = 0, resp. fc = 0.5. na obr. 19 je vykreslená hodnota kon-
taktního napětí pro případ fc = 0, na obr. 21 a 22 jsou vykresleny velikosti
kontaktního a třecího napětí, to vše pro uzel označený v obr. 17.
V tab. 3 jsou potom shrnuty výsledky simulace z hlediska počtu iterací,
počtu vyčíslení Jacobiovy matice a času výpočtu. Zastavovací podmínka
byla volena méně přísná, než v předchozích případech a to následovně:

‖ F(x) ‖∞< 10−8. (111)

Obr. 17: Těleso simulované v případě úlohy se třením ve 3D. Červeně je
vyznačená oblast, ve které jsou aplikovány homogenní Dirichletovy okrajové
podmínky, zeleně je označena kontaktní hranice, pro uzel v modrém kruhu
je vykreslen průběh kontaktního a třecího napětí.
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Obr. 18: Směry posuvů pro případ úlohy kontaktu se třením ve 3D v čase
t = 0.025s a koeficient tření fc = 0 (bez tření).

Obr. 19: Průběh velikosti kontaktního napětí pro případ na obr. 18, v uzlu
označeném v obr. 17.
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Obr. 20: Směry posuvů pro případ úlohy kontaktu se třením ve 3D v čase
t = 0.025s a koeficient tření fc = 0.5.

Obr. 21: Průběh velikosti kontaktního napětí pro případ na obr. 20, v uzlu
označeném v obr. 17.
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Obr. 22: Průběh velikosti třecího napětí pro případ na obr. 20, v uzlu ozna-
čeném v obr. 17.

Tab. 3: Porovnání výsledků numerické simulace pro úlohu ve 3D pro různé
koeficienty tření fc.

∆t fc ksim NJac Nfunc tcomp [s] Pozn.

0.0005 0 50 10495 126397 76.1 -
0.0005 0.5 50 33010 301389 172.9 -
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6.4 Poznámky k numerickým simulacím

V úlohách s uvažováním tření ukázaly numerické simulace citlivost na volbu
počátečního odhadu řešení. Občasným jevem bylo zpomalení či úplné za-
stavení konvergence v případě úlohy se třením, ve 2D případě pouze pro
vyšší hodnoty koeficientu tření fc. V takovém případě byl k odhadu řešení
přičten vektor náhodných hodnot v určitém rozmezí, které bylo určeno na
základě pokusu. Tento postup byl v případě potřeby uskutečněn opakovaně.
Z tohoto důvodu je třeba hodnoty počtu vyčíslení funkčních hodnot a počtu
vyčíslení Jacobiovy matice brát s rezervou, neboť je v nich zahrnut tento pr-
vek náhody, nicméně i tak poskytují jistou představu o efektivitě algoritmu
pro jednotlivé případy.

Pro zastavovací podmínku byla volena norma ‖ . ‖∞, která je odlišná od
hodnoty minimalizované funkce zavedené v (20) pro Algoritmus 1 popsaný
v části 3.1. Jak je uvedeno v [2], zastavovací podmínka může být volena od-
lišně od (20). Výsledky simulací ukázaly, že při volbě zastavovací podmínky
podle (20) často nastala situace, kdy jeden prvek vektoru rezidua F(x) byl o
několik řádů vyšší než ostatní, často byl z numerického hlediska jeden z mála
nenulových. Zastavovací podmínka podle (20) občas znamenala nepřesné vý-
sledky či nutnost volit zastavovací kritérium zbytečně přísné (neboť situace
popsaná výše nenastala vždy). Proto bylo přistoupeno k volbě normy ‖ . ‖∞.

V bakalářské práci [3] jsou uvedeny dva algoritmy pro řešení nelineár-
ního komplementárního problému. Algoritmus Newtonovy metody s tlume-
ním pro NCP funkci φmin se v testovaných případech neukázal z hlediska
numerických vlastností jako vhodný (vysoká citlivost na počáteční odhad
řešení; nejednoznačná definice subdiferenciálu). Z tohoto důvodu byl v této
práci použit jen Algoritmus 1 z části 3.1.
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7 Závěr

V této práci byla stručně představena problematika úlohy kontaktu elastic-
kého tělesa s tuhou překážkou za uvažování tření včetně několika používa-
ných přístupů jak řešit problematiku kontaktu a problematiku tření.

Jeden ze způsobů, jak matematicky modelovat kontakt, je přistupovat k
němu jako k tzv. nelineárnímu komplementárnímu problému, viz část 2. Byly
stručně uvedeny některé teoretické poznatky k této problematice. Dále byl
uveden algoritmus pro řešení jednoho z možných přístupů, konkrétně for-
mulací komplementárních podmínek do nehladké rovnice pomocí Fischer-
Burmeisterovy funkce. Také byla uvedena souvislost nelineárního komple-
mentárního problému s problémem kontaktu.

Úlohy kontaktu elastického tělesa a tuhé překážky za uvažování tření
a dynamických účinků byla formulována ve spojité oblasti za použití kom-
plementárních podmínek. Bylo také formulováno řešení této úlohy jakožto
úloha minimalizace. Tato úloha byla poté disketizována v prostoru za pou-
žití metody konečných prvků a následně také diskretizována v čase pomocí
metody centrálních diferencí.

Výsledný model úlohy diskretizované v prostoru a čase byl po několika
úpravách použit pro implementaci v programovacím jazyce Python. Dále
byla analyticky určena Jacobiova matice soustavy rovnic popisujících tento
model potřebná pro použití Algoritmu řešení popsaného v části 2. Byly také
ukázány možnosti, jak modelovat některé zjednodušené problémy, tj. úlohu
kontaktu bez tření a úlohu kontaktu ve 2D.

V části 6 byly uvedeny ukázky numerického řešení několika modelových
úloh. Z výsledků numerických simulací vyplynulo několik poznatků. Simu-
lace ukázaly citlivost na počáteční odhad řešení. Pro špatný počáteční od-
had se v některých případech nepodařilo najít řešení splňující požadavky na
přesnost. Za účelem vyřešení tohoto problému se v případě výrazného zpo-
malení či zastavení konvergence k řešení provedla perturbace odhadu řešení.
V případě úlohy se třením ve 2D a úlohy bez tření ve 3D se podařilo nalézt
řešení pro relativně přísnou zastavovací podmínku.

Lze konstatovat, že cíle této práce byly splněny, podařilo se simulovat
úlohu kontaktu i v nejsložitějším případě pro úlohu se třením ve 3D a s
uvažováním dynamických účinků. Podotkněme, že simulovaná úloha nebyla
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ovšem v tomto nejsložitějším případě příliš rozsáhlá a časová a výpočetní
náročnost odpovídala náročnosti 2D úlohy s mnohem podrobněji diskreti-
zovanou oblastí. Do budoucnosti je možné tuto práci rozšířit či upravit tak,
aby bylo možné simulovat i rozsáhlejší problémy. Za tímto účelem lze uvažo-
vat například o použití některé z implicitních metod pro časovou diskretizaci
(viz např. [1]). Dále je zde možnost rozšíření modelu o materiálové tlumení.
Další možností je modelování kontaktu v tekutém prostředí. V neposlední
řadě je zde také možnost modelování kontaktu dvou elastických těles.
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